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1 Introduction

L’algebre linéaire est ’étude des espaces vectoriels, et des applications linéaires entre
espaces vectoriels. Elle permet par exemple de modéliser et analyser les phénomenes
linéaires en mathématiques et dans les autres sciences. On peut voir les notes qui suivent
comme une généralisation en dimension supérieure de la notion de proportionnalité en
dimension 1.

2 Espaces vectoriels et applications linéaires : généralités

2.1 Définitions et premiers exemples

On commence par définir les objets d’étude (les espaces vectoriels), puis les mor-
phismes entre ces objets (les applications linéaires) :

Définition 2.1. Soit K un corps. Un K-espace vectoriel est la donnée d’un triplet
(E,+,-), ou E est un ensemble, muni d’une loi de composition interne + : £ X E — E
et d’'une loi de composition externe - : K x E — F, de sorte que

1. (E,+) est un groupe commutatif.

2. pour tous (\,p) € K?, (z,y) € B>, A+ p)-(z+y) =Xz +X-y+p a+p-y
et (A\p)-x=A-(u-z)etl -z=uzx.

On définit la notion de sous-espace vectoriel :

Définition 2.2. Soit E un K-espace vectoriel. Une partie FF C E est un sous-espace
vectoriel si elle est non vide et stable par + et -, i.e. F' est un sous-groupe de (E,+)
stable par multiplication par K.

Exemples 2.3. — Un ensemble a un élément est naturellement un K-espace vec-
toriel, appelé espace vectoriel trivial ou nul.

— K lui-méme est naturellement un K-espace vectoriel.

— Plus généralement, pour tout ensemble X, K¥ (I’ensemble des fonctions de X
dans K) est un K-espace vectoriel. Par exemple, pour tout entier n > 0, K™ est
un K-espace vectoriel.

— Si L est un corps contenant K comme sous-corps (L est une extension de K),
alors L est naturellement un K-espace vectoriel.

— Si FE est un K-espace vectoriel et X un ensemble, EX est un K-espace vectoriel.

— L’ensemble des fonctions continue de R dans R est un sous-espace vectoriel du
R-espace vectoriel RR.
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Comme en théorie des groupes, il est fondamental de considérer les morphismes
d’espaces vectoriels : ce sont les applications entre espaces vectoriels qui respectent
les structures précédentes, a savoir I'addition des vecteurs et la multiplication par un
scalaire.

Définition 2.4. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Une application f; E — F
est dite linéaire si pour tous A € K, (z,y) € E%, f(\-2+y) = A- f(z) + f(y).

En particulier, on voit que f(0) = 0.
Remarque 2.5. Le symbole + (resp. -) désigne deux lois différentes sur deux ensembles

différents. Sauf situation exceptionnelle, on notera abusivement de la méme fagon (+
et ) les lois dans tous les espaces vectoriels considérés.

Définition 2.6. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. On note L(E, F') ou Homg (E, F')
I’ensemble des applications linéares de F dans F'.

Lemme 2.7. Soient E et F deur K-espaces vectoriels. Alors L(E,F) est un sous-
espace vectoriel de FE.

De fagon équivalente, la somme de deux applications linéaires et le produit d’une
application linéaire par un scalaire, sont des applications linéaires.

Démonstration: Soient f,G : E — F deux applications linéaires, et A € K. Mon-
trons que A- f +g¢g: E — F est une application linéaire. On rappelle que par définition,
pour tout z € E, (A\- f + g)(z) = X - f(x) + g(x). On a donc, pour tout (z,y) € E?,
tout p € K,

AN frgp-r+y)=A-flu-z+y) +g(p-z+y).

On utilise alors la linéarité de f et g :

(- f(x) + fy) +p-g(z) +9(y)

A-fH+g)(p-z+y) -
(A f(@) +g(z) + (A f(y) +9(y))

A -
M .
/’L .
ce qui assure le résultat. 0

Un peu de vocabulaire maintenant :

Définition 2.8. Soit f: E — F une application linéaire. On dit que f est un
— endomorphisme si £ = F.
— isomorphisme si f est bijective.
— automorphisme si f est un endomorphisme et un isomorphisme.

Introduisons maintenant deux sous-espaces vectoriels importants associés & une
application linéaire :

Définition 2.9. Soit f: F — F une applcation linéaire.
— Le noyau de f, noté ker(f), est ensemble ker(f) :={z € E: f(x) =0} C E.
— L’image de f, notée Im (f), est I’ensemble Im (f) := {f(z) : 2z € E} C F.
Alors ker(f) est un sous-espace vectoriel de E et Im (f) est un sous-espace vectoriel de
F.



Le lemme suivant est facile, mais tres utile :

Lemme 2.10. Soit f : E — F une application linéaire.
1. f est injective si et seulement si ker(f) = {0}.

2. f est surjective si et seulement si Im (f) = F.

Démonstration: Seul le sens réciproque du premier point nécessite une démonstration.
Supposons donc ker(f) = {0}. Soient (z,y) € E? tels que f(z) = f(y). Alors par
linéarité f(x —y) = 0, donc x — y € ker(f), donc x = y. Donc f est injective. ]

2.2 Produit, somme directe et quotient

On propose maintenant quelques méthode fondamentales de construction d’espaces
vectoriels. Commencons par le produit d’espaces vectoriels :

Définition 2.11. Soit I un ensemble et (E;);c; une famille de K-espaces vectoriels. On
munit I'’ensemble produit £ := [[;.; E; d’une structure naturelle de K-espace vectoriel
en posant, pour tous (z,y) € E? et A\ € K, pour tout i € I,

T4y = (Ti + Yi)ier
Aoxi= (N xi)ier -

L’espace vectoriel ainsi obtenu est appelé espace vectoriel produit des F;.

On peut vérifier que 'espace vectoriel £ = [[,.; E;, muni des projections (linéaires)
p; : E — E; vérifie la propriété universelle suivante : pour tout K-espace vectoriel F',
et toute famille f; : I — FE; d’applications linéaires, il existe une unique application
linéaire f : I — FE telle que pour tout ¢« € I, f; = p; o f. Autrement dit, on a un
isomorphisme canonique de K-espaces vectoriels

L (FHE> S 1[LF E).

En outre, cette propriété caractérise I’espace vectoriel [ [, E; (muni de ses projections)
a unique isomorphisme pres.
On introduit maintenant la somme directe de K-espaces vectoriels :

Définition 2.12. Soit I un ensemble et (E;);c;r une famille de K-espaces vectoriels.
On définit E := @,.; E; comme le sous-ensemble de E := [[,.; E; formé des éléments
(x4)icr tels qu’il existe J C I fini vérifiant x; = 0 pour tout ¢ € I\ J. Alors E est un
sous espace vectoriel de [[,.; E;, appelée somme directe de ;.

Remarque 2.13. On voit tout de suite que si 'ensemble I est fini, alors @,.; E; =
Hz'el L.

On peut vérifier que I'espace vectoriel E = @, ; E;, muni des morphismes injectifs
(linéaires) j; : E; — E vérifie la propriété universelle suivante : pour tout K-espace
vectoriel F', et toute famille f; : F; — F d’applications linéaires, il existe une unique
application linéaire f : E — f telle que pour tout i € I, f; = f o j;. Autrement dit, on
a un isomorphisme canonique de K-espaces vectoriels

L (@ E’F) S ILESF).



En outre, cette propriété caractérise I’espace vectoriel @, F; (muni des morphismes j;)
a unique isomorphisme pres.
Mentionnons également la construction des espaces vectoriels quotients :

Définition 2.14. Soit £ un K-espace vectoriel et F' C E un sous-espace vectoriel.
Alors le groupe quotient E/F est naturellement muni d’une structure de K-espace
vectoriel, et la projection 7 : E— E/F est une application linéaire.

Il suffit en effet de définir le produit K x E/F — E/F, et pour cela on vérifie que
la formule

AT =A-x

est bien définie.
Comme en théorie des groupes, 1’espace vectoriel quotient E/F et 'application 7
sont caractérisés par la propriété universelle suivante :

Proposition 2.15. Pour tout K-espace vectoriel G et toute application linéaire f :
E — G, si F C ker(f), alors il eziste une unique application linéaire f : E/F — G
telle que le diagramme suivant commute :

E*f>G

4
Ve
7

E/F :

ie. f=form.

En corollaire de la construction du quotient, on dispose du fameux ”théoreme du
rang”, variante du premier théoreme d’isomorphisme en théorie des groupes :

Corollaire 2.16. Soit f: E — I une application linéaire.
Alors f induit un isomorphisme f : E/ker(f) = Im (f).

2.3 somme de sous-espaces, familles libres, familles génératrices

Introduisons d’abord la notion de sous-espace vectoriel engendré par une partie
d’un espace vectoriel :

Définition 2.17. Soit F un K-espace vectoriel et P C E une partie.
Le sous-espace vectoriel de E engendré par P est le sous-esapce vectoriel minimal
(pour l'inclusion) de E contenant P. On le note Vect(P) ou (P).

Ce sous-espace est bien défini. On peut en donner deux descriptions : la premiere
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construction est ”externe”, ”par I'extérieur”. On voit facilement que

Vect(P) = ﬂ F,
F C E sev
FDOP
ou F' décrit les sous-espaces vectoriels de E contenant P. La seconde description est ”in-
terne” : on peut décrire Vect(P) comme 'ensemble des combinaisons linéaires (a coeffi-
cients dans K') de vecteurs de P, i.e. Vect(P) = {>_;" ; Ai-z;:n € N,z; € P,\; € K}.
On introduit alors la notation suivante :



Définition 2.18. Soit F un K-espace vectoriel et (F;);e; une famille de sous-espace
vectoriels de E. On note ), ; E;, et on appelle somme des sous-espaces E;, le sous-
espace vectoriel de E engendré par la réunion des Ej, i.e. Y, ; B; := (E;,i € I).

Ainsi, par définition, les éléments de ) . ; E; sont exactement les vecteurs de £
3 ’4 3 . ] . . y
qui s’écrivent ZjeJ xj, avec J C [ finie et x; € E; pour tout j € J. En revanche,
une telle écriture n’est pas unique en général. Pour remédier a ce défaut d’unicité, on
s’intéressera particuliecrement dans la suite au cas ou les E; sont en somme directe :

Définition 2.19. Avec les notations précédentes, on dit que les E;, i € I, sont en
somme directe lorsque les conditions équivalentes suivantes sont vérifiées :

1. Tout vecteur x € ), ; E; s’écrit de fagon unique comme 2z = Y., 4, avec
x; € E; pour tout ¢ et x; = 0 pour presque tout <.

2. Pour tous (z;)icr € [[; B tels que x; = 0 pour presque tout i, on a » ;. ;z; =0
si et seulement si x; = 0 pour tout ¢ € I.

Dans ce cas, le sous-espace ) .. E; sera souvent noté @, ; E;. Lorsque @,.; E; = E,
on dira que les sous-espaces (E;);c; sont supplémentaires.

Remarque 2.20. On dispose de deux définitions apparemment différentes pour la nota-
tion ;7 Es : celle de la définition m (somme directe externe d’espaces vectoriels)
et celle de la définition (somme directe interne de sous-espaces vectoriels). 11 se
trouve que ces deux notions de somme directe sont compatibles. En effet, si (E;);er
est une famille de sous-espaces vectoriels de E, on dispose toujours d’une application

linéaire surjective naturelle

icl icl
ou le membre de gauche est défini en Il se trouve que les sous-espaces (Fj;)icr
sont en somme directe au sens de si et seulement si le morphisme précédent est
un isomorphisme. Cela justifie I'utilisation de la méme notation €, ; E; dans deux
contextes légérement différents : les deux espaces vectoriels considérés sont canonique-
ment isomorphes.

Dans le cas particulier de deux sous-espaces vectoriels, les notions précédentes se
simplifient légérement :

Lemme 2.21. Soient ' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Alors F' et G sont en somme directe si et seulement si F NG = {0}. De méme, F
et G sont supplémentaires dans E si et seulement si F + G = FE et F NG = {0}.

On s’intéresse maintenant a la notion cruciale de base d’un espace vectoriel. On
introduit d’abord les notions de familles libres et de familles génératrices.

Définition 2.22. Soient (e;);c; une famille de vecteurs de E.
On dit que la famille est libre (resp. génératrice) si la somme ), ; K -e; est directe

(resp.si ) ;o K -e;=E).

Proposition 2.23. Soient (e;)ic; une famille de vecteurs de E.
— La famille est libre si et seulement si pour tous (A;) € K, si 3>, N\i-e; =0
alors A\j = 0 pour tout i € I.



— La famille est génératrice si et seulement si tout vecteur de E s’écrit comme
combinaison linéaire des e;, 1 € I.

Définition 2.24. Une base de E est une famille libre et génératrice.

Proposition 2.25. Soient (e;)ic; une famille de vecteurs de E.
Cette famille est une base si et seulement si pour tout vecteur x € E, il existe un
unique (z;)ier € KW tel que z = Y icr Ti - €

Les (z;)ier sont appelées les coordonnées de x dans la base (€;);ey.

Corollaire 2.26. Soit B = (e;);c; une base de E. Le morphisme naturel défini par B :
KO 5 F
est un isomorphisme de K -espaces vectoriels.

Ce morphisme est défini par (z;) — Y. z; - ;. Sa réciproque est I’application qui
associe a un vecteur z € E ses coordonnées (x;) dans la base B.

Remarquons aussi comment les applications linéaires transforment familles libres,
familles génératrices et bases :

Proposition 2.27. Soient E et F' deur K espaces vectoriels, u € L(E, F). On suppose
que E admet des bases.

1. L’application u est injective si et seulement si pour toute famille libre B de E,
la famille uw(B) est libre dans F' si et seulement si toute (resp. une) base de E
est envoyée sur une famille libre de F'.

2. L’application u est surjective si et seulement si pour toute (resp. pour une)
famille génératrice B de E, la famille u(B) est génératrice si et seulement si
toute (resp. une) base de E est envoyée sur une partie génératrice de F'.

3. L’application u est un isomorphisme si et seulement si pour toute (resp. il existe
une) base B de E, u(B) est une base de F.

2.4 Sous-espaces vectoriels associés a un endomorphisme

Nous avons déja introduits les notions de noyau et d’image d’un endomorphisme.

Définition 2.28. Soit F un K-espace vectoriel et u € L(F) un endomorphisme.
Un sous-espace vectoriel F' de E est dit stable par u si u(F) C F.

Par exemple, ker(u) et Im (u) sont des sous-espaces stables par w. Introduisons
d’autres sous-espaces stables, tres utiles pour la réduction des endomorphismes.

Définition 2.29. Soit u € L(E), A € K.
— On dit que X est valeur propre de u s'il existe z € E \ {0} tel que u(x) = A - .
— Si A est valeur propre de u, on note E) := ker(u — A -id). C’est un sous-espace
vectoriel non nul de F, appelé espace propre de u associé a la valeur propre A.
— Un vecteur propre associé a A est un vecteur non nul de F.

Remarquons que les espaces propres de u sont stables par wu.



3 Espaces vectoriels de dimension finie ; matrices, dualité,
rang, déterminant

Dans cette partie, on s’intéresse spécifiquement aux espaces de dimension finie, a
leurs propriétés et a leurs endomorphismes.

3.1 Théorie de la dimension

On cherche ici & définir la dimension d’un espace vectoriel. On se limitera a la
dimension finie.

Définition 3.1. Soit £ un K-espace vectoriel.
On dit que F est de dimension finie s’il admet une partie génératrice finie.

Exemples 3.2. 1. L’espace K" est de dimension finie.

2. Le K-espace vectoriel K[X] des polynomes n’est pas de dimension finie.
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On montre maintenant que les espaces de dimension finie admettent des bases, et
que toutes les bases d’'un espace ont le méme cardinal. On commence par un résultat
immédiat.

Proposition 3.3. Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
De toute famille génératrice finie de E, on peut extraire une base de E. En parti-
culier, E admet une base.

Démonstration:  Soit (z1,...,x,) une famille génératrice.

Si la famille est libre, c’est une base et la preuve est terminée. Sinon, on peut
exprimer 'un des vecteurs de la famille, par exemple x,, comme combinaison linéaires
des autres. On en déduit que la famille (x1,...,2,-1) est génératrice. On répete ce
processus jusqu’a arriver a une famille libre, qui reste génératrice. Donc c¢’est une base.
0

Lemme 3.4. Soit E un espace de dimension finie, et (x1,...,x,) une famille génératrice.
Soient y1,...,Ynt1 des vecteurs de E. Alors la famille (y1,...,yns1) est liée.

Démonstration: On raisonne par récurrence sur n.
— Sin =1, soit y; ou yo est nul, soit il existe A1 et Ao non nuls tels que y; = A;-x1.
Alors Ay - y1 — My2 = 0. Dans les deux cas, la famille (y1,y2) est donc liée.
— On suppose maintenant n > 1 et ’hypothese de récurrence connue pour un
espace engendré par n— 1 vecteurs. Puisque (z1,...,z,) est génératrice, il existe
des scalaires a; ; € K tels que pour tout 4,

n
yi= ) iy
=1

Si y1 = 0, la conclusion est évidente. On peut donc supposer y; # 0. Quitte
a permuter les z;, on peut supposer le coefficient a;; # 0. Alors la famille

L i1
Yi a1 n a<i<nil

est une famille de n vecteurs dans le sous-espace vectoriel



F := Vect(z2,...,Ty_1), lequel est engendré par n — 1 vecteurs. Par hypothese
de récurrence, cette famille est liée, il existe donc (Mg, ..., Apy1) € K™\ {0} tel

que Z?IQI A (Z/z‘ - Z;ll ’ yl) = 0. Donc

n+1 a n+1
i, 1
—<E Ai l’>y1+g iy =0.
— ai,1 -
=2 =2

)

Donc la famille (y1,...,ynt1) est lie.
Le principe de récurrence permet de conclure la preuve. O

Lemme 3.5. Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Toute famille libre de E se compléte en une base de E.

Démonstration: On sait qu’il existe une base (eq,...,e,) de E.

Soit (x1,...,x,) une famille libre. Si elle est génératrice, c’est terminé. Sinon, il
existe x,41 € E \ Vect(x1,...,x,). Vérifions que (x1,...,2,41) est libre. Soient ()\;)
tels que Z:;rll Ai - x; = 0. Si Apy1 = 0, alors comme (x1,...,2,) est libre, on en déduit
que tous les \; sont nuls. Si A\,11 # 0, on peut écrire x,,1 comme combinaison linéaire
de (z1,...,2,), i.e. xp41 € Vect(z1,...,2,), ce qui est contradictoire. Donc les A; sont
tous nuls et (x1,...,2,41) est libre.

On peut répéter le processus tant que la famille obtenue n’est pas génératrice.
Puisque E admet une famille génératrice de cardinal n, le lemme [3.4] assure que r < n
et qu'apres au plus n — r étapes, on arrive a une famille (z1,...,2,,...,2,) (avec
r < p <mn) qui est libre et génératrice, donc une base. O

Théoréme 3.6. Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
1. Toutes les bases de EE ont méme cardinal.

2. Les bases de E sont exactement les familles génératrices de cardinal minimal
(resp. les familles libres de cardinal mazimal).

Démonstration:
1. C’est une conséquence du lemme
2. C’est une conséquence de la propostion et du lemme (resp. de la propo-
sition et du lemme .

O

Définition 3.7. Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
La dimension de E est le cardinal d’une base de E (donc de toute base de E).

C’est donc aussi le cardinal maximal d’une famille libre, ou encore le cardinal mini-
mal d’une famille génératrice. La proposition suivante est évidente (cf corollaire [2.26]) :

Proposition 3.8. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
Alors toute base de E définit un isomorphisme E = K™.

Notez bien que cet isomorphisme dépend du choix d’une base, il n’est pas canonique.
C’est tout l'intérét du changement de base que nous verrons plus loin.
Une conséquence utile des rappels précédents :

Proposition 3.9. Soit £ un K -espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace
vectoriel de K.
Alors F' est de dimension finie, dim (F') < dim (E), et F' admet un supplémentaire.



Démonstration: Notons n la dimension de E. Si F' = {0}, c’est évident. Sinon,
il existe 1 € F \ {0}. Si x; engendre F', alors F est de dimension finie. Sinon, il
existe zg € F'\ Vect(z1), et (x1,z2) est une famille libre de F'. On poursuit ainsi tant
que la famille libre (z1,...,z;) est libre et pas génératrice. Si on peut faire n + 1 fois
cette construction, on dispose d’une famille libre (z1,...,z,+1) dans F', donc dans E,
ce qui contredit le lemme [3.4] Donc le processus s’arréte en au plus k < n étapes et
fournit une base (x1,...,x%) de F. Donc F' est de dimension finie & < n. En outre,
le lemme assure que la famille (z1,...,z) se compléte en une base de F, disons
(T1y...,Tky...,2p). Alors on vérifie facilement que G := Vect(z,41,...,2y) st un
supplémentaire de F dans E. 0

Calculons maintenant les dimensions du produit et du quotients d’espaces vecto-
riels :

Proposition 3.10. Soient E1, ..., E, des K-espaces vectoriels de dimension finie.

Alors E :== E1@...6D E, est de dimension finie, et dim (E) = dim (Ey) + -+ +
dim (E,,). Plus précisément, si pour tout i, (x},... ,332,2) est une base de E;, alors la
famille (L,(x;), 1<i<n,1<j<k) est une base de E, ot 1; : E; — E est l'inclusion
canonique.

Proposition 3.11. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-
espace vectoriel.

Alors E/F' est de dimension finie, et dim (E/F) = dim (E)—dim (F). Plus précisément,
la surjection canonique 7 : E — E/F induit un ismorphisme entre tout supplémentaire
de F dans E et E/F.

L’énoncé suivant est une variante du lemme du rang :

Corollaire 3.12. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et u € L(E).
Alors dim (ker(u)) 4+ dim (Im (u)) = dim (E).

Démonstration: C’est la conjonction du corollaire et de la proposition O

3.2 Matrices d’une application linéaire

Dans cette partie, F/ désigne un K-espace vectoriel de dimension n.
Comme expliqué plus haut, le choix d’une base B := (ey,...,e,) de E fournit un
isomorphisme
op: B = K™,

En particulier, la base étant fixée, les vecteurs de F peuvent étre identifiés a des vecteurs

de K™, appelés vecteurs colonnes. Ainsi, un vecteur x = ). z; - €; de E est identifié
1

au vecteur colonne de ses coordonnées, a savoir X = ¢g(z) = : € K". L'un
Tn

des intéréts principaux de cette traduction est de faciliter le calcul algébrique avec

les vecteurs et les applications linéaires. Remarquons que dans toute la suite, et sauf

mention explicite du contraire, on représentera les vecteurs de K™ comme des vecteurs

colonnes.

Rappelons d’abord le fait bien connu suivant :



Proposition 3.13. Soit A € M,, ,(K).
Alors A induit une application linéaire fa : KP — K™ définie par le produit matri-
ciel fo(X) :=A-X, pour tout X € K™.

Ainsi une matrice définit-elle une application linéaire. Nous allons maintenant nous
intéresser a la correspondance dans l'autre sens, qui est plus riche : il s’agit d’associer
a une application linéaire donnée, non pas une matrice, mais une famille de matrices...

Définition 3.14. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives
petn,etue L(E,F). Soit B= (e1,...,ep) (resp. C := (f1,..., fn)) une base de E
(resp. F).

La matrice de u dans les bases B et C, notée Mate g(u), est la matrice (a;;) €
M, »(K) dont les coefficients sont définis par

u(ej) = Zai,j - fi
i=1

Autrement dit, le j-ieme vecteur colonne de la matrice de u est formé des coor-
données de u(e;) dansl la base C.

Remarque 3.15. Si E = F et B =C, Matp g(u) sera notée Matg(u).
Un premier résultat évident est fondamental pour la traduction calculatoire des

applications linéaires :

Proposition 3.16. Avec les notations précédentes, en posant A = Matc g, le dia-
gramme suivant est commutatif :

E—Y% . F
%l~ le
Kp T4 g

Autrement dit, pour tout x € E, si l’on note X (resp. Y ) le vecteur colonne des coor-
données de x (resp. u(x)) dans la base B (resp. C), alors Y = A - X.

Da facon concréete, une fois E et F' identifiés a KP et K™ par des choix de bases,
I’application linéaire u devient une application matricielle K? — K", donnée par la
formule X — A - X pour une certaine matrice A.

En outre, cette correspondance entre applications linéaires et matrices respecte les
différentes opérations sur les espaces d’applications linéaires et de matrices :

Proposition 3.17. Avec les notations précédentes, application
Matc 5 : L(E,F)— Mmp(K)
est un isomorphisme de K -espaces vectoriels.

Traduction : si u,v € L(E,F) et A € K, alors Mate g(A - u +v) = X - Mate g(u) +
Matc,g(v).

De la méme fagon, la composition des applications linéaires va se traduire par une
opération algébrique simple sur les matrices :
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Proposition 3.18. Soient E, F', G trois espaces vectoriels, de dimensions respectives
m, n, p, et munis de bases respectives B, C, D. Soient u € L(F,G) et v € L(E, F).
Alors
Matp g(u o v) = Matp ¢(u) - Mate g(v) .

Autrement dit, la correspondance entre applications linéaires et matrices transforme
la composition des applications linéaires en le produit matriciel, ce qui fournit un outil
calculatoire tres agréable pour calculer des composées.

Le cas particulier suivant est fondamental, et il résume les deux énoncés précédents
dans le cas des endomorphismes :

Proposition 3.19. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, muni d’une base .
Alors Uapplication
Matpg : L(E) — M, (K)

est un isomorphisme de K-algebres.

Il est important de retenir que toutes ces identifications entre applications linéaires
et matrices dépendent fortement du choix d’une (ou deux) base(s). Il convient donc
maintenant d’étudier comment ce choix des bases influe sur les identifications précédentes.
C’est la notion de changement de bases.

Définition 3.20. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, muni de deux bases B
et B.

La matrice de changement de bases (ou matrice de passage) de B vers B’ est la
matrice Pg_,p = Pp g 1= MatB/’B(idE).

Pour obtenir la matrice de passage, il faut écrire en colonnes les coordonnées des
vecteurs de B dans la base B'.

Lemme 3.21. On a Pgp - Pg g =1, et donc Pgp = Pg,lB.

Proposition 3.22. Avec les notations précédentes, si P := Pg_,p5, alors le diagramme
suivant est commutatif :

E -5 Kn

e

K™.

Autrement dit, pour tout vecteur x € E, si X (resp. X') désigne le vecteur colonnes
des coordonnées de x dans la base B (resp. B'), alors X' = P - X.

On est désormais en mesure d’énoncer la formule de changement de bases pour les
applications linéaires :

Théoréme 3.23. Soient E, F deuxr K-espaces vectoriels. Soient B, B’ deux bases
de E, et C, C' deux bases de F. Soit w € L(E,F). Notons Q := Pg_,p = Pg 3 et
P:=Fe,cr=Foc.
Alors
Matcr pr (u)="P- Matcﬁ(u) . Q_l .

11



En toutes lettres, on a donc
Matclygl(u) = Pc/,c . Matc,[g(u) . PB,B’ ,
ce qui peut justifier la notation adoptée pour les matrices de changement de bases.

Définition 3.24. Deux matrices A et A’ dans M, ,(K) sont dites équivalentes s’il
existe P € GL,(K) et Q € GL,(K) tels que

A=P-A-Q".

Autrement dit, deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles représentent
la méme application linéaires dans des bases différentes (bases différentes aussi bien
dans 'espace de départ que dans I'espace d’arrivée).

On peut reformuler la définition précédente en parlant d’une action du groupe
GL,,(K) x GL,(K) sur M,, ,(K), et en disant que deux matrices sont équivalentes si et
seulement si elles sont dans la méme orbite.

Le cas particulier le plus utile pour la réduction des endomorphismes est le suivant :

Corollaire 3.25. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, muni de deur bases BB
et B', et ue L(E).
En notant P := Pg_,p = Pp 3, on a

Matg (u) = P - Matg(u) - PL.
Autrement dit, les matrices associées & u dans deux bases différentes ne sont pas
égales, elles sont conjuguées par la matrice P € GL,(K).

Définition 3.26. On dit que deux matrices A et A’ dans M,,(K) sont semblables s’il
existe P € GL,(K) telle que
Al=p-A-P".

Autrement dit, deux matrices sont semblables si et seulement si elles représentent
le méme endomorphismes dans des bases différentes (mais avec la méme base au départ
et a l'arrivée).

3.3 Rang

Dans cette partie, on s’intéresse au rang d’une application linéaire, d’'une matrice
ou d’un systeme d’équations.

Définition 3.27. Soit u € L(E, F).
Le rang de u, noté rg(u), est la dimension de Im (u).

On peut donc reformuler le lemme du rang (cf corollaire |3.12)) :

Lemme 3.28. Soit u € L(E, F). On suppose E de dimension finie.
Alors dim (ker(u)) + rg(u) = dim (E).

On voit immédiatement que rg(u) < min(dim (E), dim (F)).
On dispose d’autres notions de rang en algebre linéaire :

Définition 3.29. Soit E un espace vectoriel et (x;);c; une famille de vecteurs.
Le rang de la famille (z;);er est la dimension de Vect(xz;,i € I).
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Concretement, le rang est le nombre maximal de vecteurs z; indépendants, i.e.
formant une famille libre. On voit tout de suite que rg(A) < min(n, p).

Définition 3.30. Soit A € M,, ,(K). On note C1, ..., Cp les colonnes de A.
Le rang de la matrice A, noté rg(A), est la dimension de Vect(C1,...,C,) C R,
i.e. le rang de la famille (C1,...,C)).

La propriété suivante est facile, mais rassurante :
Proposition 3.31. Si A = Mat¢ g(u), alors rg(A) = rg(u).

Remarquons également que deux matrices équivalentes ont méme rang. Montrons
la réciproque de cette affirmation. Pour cela, on définit la matrice J, € M,, ,(K') par

L Ir ‘ 0r7p—r
Jr o ( On—r,r ‘ On—r,p—r > '

Proposition 3.32. Soit A € M, ,(K) de rang r. Alors il existe des matrices P &
GL,(K) et Q € GL,(K) telles que

P-A-Ql'=J.

Autrement dit, deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang.

Démonstration: 1l suffit de prendre une base de I'image, une base du noyau, et de
compléter... O

Définition 3.33. Soit A € M,, ,(K). On note Ly, ..., L, les vecteurs lignes de A, dans
KP. Soit (S) un systeme d’équations linéaires associé a A, i.e. A- X = B, pour un
certain B € K™.

Le rang du systeme (S) est le rang de la famille (Lq,...,L,) dans KP?, i.e. la
dimension de Vect(Ly, ..., Ly).

Le rang du systeme est donc le nombre maximal d’équations indépendantes dans le
systeme.

La encore, on voit tout de suite que rg(S) < min(n, p). En revanche, le lien entre le
rang du systeme d’équations et le rang de la matrice associée n’est pas évident. Il sera
expliqué plus bas.

3.4 Dualité

La dualité est un concept fondamental en mathématiques. L’idée générale est que
pour étudier un objet, on peut étudier les fonctions naturellement définies sur cet objet.
Par exemple, plutét qu’étudier un groupe abélien fini, on peut étudier ses caracteres.
Plutot qu’étudier un groupe (fini), on peut étudier ses représentations linéaires. Ici,
pour étudier un espace vectoriel, on va étudier les formes linéaires sur cet espace :

Définition 3.34. Soit £ un K-espace vectoriel.
— Une forme linéaire sur E est une application linéaire £ — K.
— Le dual de E, noté E*, est I'espace vectoriel des formes linéaires sur FE, i.e.
E*:=L(E,K).
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Remarquons qu’en analyse, ’espace vectoriel E est parfois muni d’une topologie ou
d’une norme. Dans ce cas, il peut étre judicieux de définir un dual plus petit, formé
des formes linéaires continues sur E.

Remarque 3.35. Supposons E de dimension finie pour simplifier. On rappelle que si
¢ : E — K est une forme linéaire non nulle, alors ker(y) est un hyperplan de E.
Réciproquement, pour tout hyperplan de E, il existe @9 € E* non nulle telle que
H = ker(pg), et 'ensemble des p € E* telles que H = ker(y) est exactement I’ensemble
des multiples non nuls de ¢g. Par conséquent, on dispose des bijections naturelles
suivantes :

{hyperplans de E} <— {formes linéaires # 0 sur E'}/homothéties = (E*\{0})/K* =: P(E*),

ou P(F) désigne l'espace projectif d’un espace vectoriel F', c’est-a-dire 1’ensemble (F\
{0})/K*, qui s’identifie & ’ensemble des droites de F'. Il y a donc un lien fort entre
formes linéaires et hyperplans, que 'on peut résumer via l'identification (canonique)
P(E*) = hyperplans de E}. Notez par exemple que pour dim (E) = 2, on a une
bijection canonique entre les droites de E* et les droites de E ; pour dim (F) = 3, on a
une bijection canonique entre les droites de E* et les plans de E (et réciproquement) :
cette correspondance se traduit en une dualité en géométrie projective qui ”échange”
droites et plans ...

Notons que ’on dispose, par définition, d’une application bilinéaire cruciale, souvent
notée comme un produit scalaire :

ExE" — K

GV e e (o) = @)

(1)
Exemple 3.36. Considérons 'application b : My ,, (/) x My, 1 (K) — K définie par le
produit matriciel, i.e. b(X,Y) := X - Y (on identifie M; ;(K) et K). Il est clair que
cette application est bilinéaire, et qu’elle induit un isomorphisme d’espaces vectoriels

My n(K) = My 1(K)*,

identifiant naturellement le dual de I’espace vectoriel des vecteurs colonnes a 1’espace
vectoriel des vecteurs lignes (de méme taille).

Des lors que l'on choisit d’identifier les vecteurs de K™ avec les vecteurs colonnes,
il devient donc naturel d’identifier les vecteurs du dual de K™ (i.e. les formes linéaires
sur K™) aux vecteurs lignes.

Le résultat suivant est immédiat (au moins en dimension finie, en utilisant par
exemple la proposition qui suit) :

Proposition 3.37. Soit E un K -vectoriel.

On dispose d’un morphisme injectif canonique ¢ : E — (E*)* défini par ¢(x)(f) =
f(x) pour tout x € E et f € E*.

Si E est de dimension finie, c’est un isomorphisme (dit de bidualité).

Vérifions maintenant que l'opération de dualité, qui a un espace E associe son
dual E*, induit également une opération sur les applications linéaires entre espaces
vectoriels : on dit que 'opération de dualité est ”fonctorielle”.
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Définition 3.38. Soit u € L(E, F).

L’application linéaire duale (ou transposée) de u, notée ‘u, est 'application ‘u €
L(F*, E*) définie par ‘u(f) := f ou, pour tout f € F*.

Autrement dit, la dualité associe a une application linéaire v : £ — F', une appli-
cation linéaire duale ‘u : F* — E*.

Lemme 3.39. Soient u € L(F,G) etv e L(E,F).
Alors H(uowv) =tvolu dans L(G*, E*).
Cette dualité se comporte bien vis-a-vis des bases :
Définition 3.40. Soit F un K-espace vectoriel muni d’une base B = (e, ..., e,).

La base duale de B, notée B* = (e}, ..., e}) est la base de E* définie par e (e;) = d;
pour tout 1 <14,5 < n.

Il est immédiat de vérifier que B* est bien définie, puis que c’est une base de E*.

Proposition 3.41. Soit F un K -espace vectoriel de dimension finie.
Pour toute base B de E, il existe un isomorphisme naturel v : E = E*, qui envoie
B sur B*. En particulier, dim (E*) = dim (F).

La encore, 'isomorphisme entre E et E* dépend du choix de la base B, il n’est pas
canonique - contrairement au morphisme de bidualité. Remarquons que 1'on dispose
d’un diagramme commutatif :

E V5 E* wB* (E*)*

Pi*
A l %"’*)*

K’Vl

Remarque 3.42. En utilisant I'isomorphisme de bidualité vy : E = E**, et le méme
isomorphisme pour un espace vectoriel F', on vérifie que le diagramme suivant

E—"—=F

le J{"L’F
t(fu)

E** e ,

ce qui est une version abstraite de ’énoncé matriciel évident {(*A) = A.
Observons maintenant comment la dualité se comporte vis-a-vis des noyaux et des
images :
Proposition 3.43. Soit u € L(E, F). Alors on dispose d’isomorphismes canoniques
ker(*u) = (F/Im (u))*
et
Im (*u) = (E/ker(u))* < Im (u)*.

En particulier, rg(*u) = rg(u). Et u est injective (resp. surjective) si et seulement

tu est surjective (resp. injective).

)
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Traduisons matriciellement cette opération de dualité : soient E et F' deux K-
espaces vectoriels munis de bases B et C respectivement. Soit u € L(FE, F).

Proposition 3.44. On a
Matg= ¢+ (tu) = tMatc,B(u) .

Autrement dit, Papplication linéaire duale a pour matrice (dans les bases duales) la
transposée de la matrice de I'application linéaire initiale. C’est-a-dire que le diagramme
suivant (ou toutes les applications sont des isomorphismes) commute :

LB, F)— % (F* B
\LMatC’B lMatB*’C*
‘)

My p(K) —= Mpn(K).

Ainsi lopération de transposition des matrices n’est-elle pas une opération arbi-
traire : elle est la traduction concrete de I'opération tres naturelle de dualité.

Une autre fagon d’interpréter ce résultat : étant donnée une matrice A € M,, ,(K),
on peut intérpréter les colonnes de cette matrices comme les coordonnées des images
par u des vecteurs de la base B dans la base C, alors que les lignes de la méme matrice
s’interprétent comme les coordonnées des images par ‘u des vecteurs de la base C* dans
la base B*.

Remarque 3.45. La proposition précédente implique notamment que Pg«_,5+ = ‘Pg_pr.

Avec ces traductions, la proposition [3.43|implique le résultat classique suivant :

Corollaire 3.46. Soit A € M,, ,(K).
Alors rg(*A) = rg(A).

Abordons maintenant la notion d’othogonalité pour la dualité, suggérée notamment
par "accouplement .

Définition 3.47. Soit £ un K-espace vectoriel et F' C E une partie de F.
L’orthogonal de F, noté F-, est le sous-ensemble de E* défini par

FL.={feE*:VzeF, f(x)=0}.

Autrement dit, on a F+ := {f € E* : Vo € I, (z, f) = 0}, d’olt la notation ” L”,
qui rappelle 'orthogonalité pour un produit scalaire (ou plus généralement pour une
forme bilinéaire).

Symétriquement, on peut définir :

Définition 3.48. Soit E un K-espace vectoriel et G C E* une partie de E*.
L’orthogonal de G, noté G°, est le sous-ensemble de E défini par

G :={reE:VfeG, f(x) =0}.

Lemme 3.49. Soient Fi,Fy C E et G1,Gy C E*.
1. Le sous-ensemble Fi- (resp. G$) est un sous-espace vectoriel de E* (resp. de E).
2. (F1 U FQ)J_ = FIJ‘ N FZJ‘ et (G1 U Gg)o = GT N Gg
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3. (FiNFy)*t = Fi- + F+ et (G1NGo)° =G+ GS.
4. (Fi)° = Vect(Fy) et (G9)" = Vect(Gh).
5. 8i Fy C Fy (resp. G1 C G3), alors F5- C Fit (resp. G5 C GY).

Proposition 3.50. Si F C E (resp. G C E*) est un sous-espace vectoriel, alors on a
un isomorphisme canonique E*/F+ =5 F* (resp. E/G° = G*).
En particulier, diim (F)+dim (F*) = dim (E) (resp. dim (G)+dim (G°) = dim (E)).

Un outil tres utile pour idenfier un espace vectoriel a son dual :

\

Proposition 3.51. La donnée d’un morphisme ¢ : E — E* est équivalente a celle
d’une forme bilinéaire sur E. Celle-ci est non dégénérée si et seulement si ¢ est un
isomorphisme.

Une application :

Proposition 3.52. La forme bilinéaire non dégénérée M,,(K) x M, (K) — K donnée
par (A, B) — tr (A - B) définit un isomorphisme M, (K) = M, (K)*.

Corollaire 3.53. Sin > 2, alors tout hyperplan de M,,(K) rencontre GL,(K).

3.5 Pivot de Gauss

L’objectif principal de cette partie est de présenter l'algorithme fondamental du
pivot de Gauss, sur un corps. Cet outil permet notamment de déterminer explicitement
et efficacement des bases (ou des équations) des noyaux et images d’une matrice, de
résoudre des systeémes linéaires, de calculer des déterminants et des inverses de matrices

On reviendra plus tard sur le pivot de Gauss dans le cadre plus général des matrices
a coefficients dans un anneau commutatif (et surtout dans le cas d’un anneau principal
ou euclidien).

On commence par définir les opérations élémentaires sur les matrices. Dans toute
cette partie, K est un corps et A € M, ,(K) est une matrice dont on note a;; ses
coefficients. On écrira A = (CY].. |C}p), ou les C; sont des vecteurs colonnes, et A =

Ly

, ou les L; sont des vecteurs lignes.

Ly
Définition 3.54. Soient 1 < i # j < p, et A € K, p € K*. On dispose de trois
opérations élémentaires sur les colonnes de la matrices A :

1. lopération t; j(A), notée C; <— C; + X - C}, qui consiste a remplacer la colone C;
de A par la colonne C; + X - Cj.

2. Popération d;(u), notée C; < p - C;, qui consiste & remplacer la colone C; de A
par la colonne - Cj.

3. T'opération 7; ;, notée C; <+ C}, qui consiste & échanger dans la matrice A les
colonnes C; et Cj.

On définit de facon tout a fait analogue les trois opérations élémentaires sur les
lignes de A, avec 1 <i#£j<n:
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1. Popération t] ;(A), notée L; <= L; + A - L;.
2. Popération d}(u), notée L; < - L;.

3. lopération 7/ ., notée L; <+ L;.

7]’
Traduisons immédiatemment ces opérations en un calcul de produit matriciel. Pour

cela, on introduit les trois familles de matrices suivantes :

Définition 3.55. Soit 1 <i# j<p,et \,pc€ K, 0 € G,,.

1. On note T;;(A\) := Ip + A - E; j € My(K). Une telle matrice est appelée une
matrice de transvection.

2. Onnote D;(p) :=I,+ (p—1) - E;; € My(K). Une telle matrice est appelée une
matrice de dilatation.

3. On note P, € M,(K) la matrice de permutation associée a o, dont le coefficient
d’indice (7,j) vaut d;,0(j)- En particulier, on note P; j := P.

On dispose alors de la traduction suivante des opérations élémentaires :

1. L’opération t; j(A) : C; <= C; + A - C; revient a remplacer la matrice A par la
matrice A - T} ;(N).

2. Lopération d;(u) : C; < u - C; revient & remplacer la matrice A par la matrice
A Di(p).

3. L’opération 7; ; : C; <+ C}j revient a remplacer la matrice A par la matrice A-F; ;.

De facon symétrique, quitte a transposer, on obtient :

1. L’opération t;’j()\) : L; < L; + X\ - L; revient a remplacer la matrice A par la
matrice T; j(A) - A.

2. Lopération d(u) : L; < p- L; revient & remplacer la matrice A par la matrice
Di(p) - A.

3. L’opération TZ~/7 it L; <+ Lj revient a remplacer la matrice A par la matrice F; ;- A.

En résumé, les opérations élémentaires sur les colonnes reviennent a multiplier
a droite par des matrices élémentaires, les opérations élémentaires sur les lignes re-
viennent a multiplier ¢ gauche par des matrices élémentaires.
On peut ainsi transformer la matrice A par une suite d’opérations élémentaires, afin
de la simplifier au maximum : on cherche a décrire a la fois la matrice la plus simple
que l'on peut obtenir ainsi a partir de A, ainsi qu’un algorithme efficace pour réaliser
ces opérations élémentaires successives en pratique. En termes plus savants, on dipose
ainsi de plusieurs actions du sous-groupe de GL,(K) (ou GL,(K)) engendré par les
matrices élémentaires, et on cherche a décrire les orbites sous cette action, en donnant
un représentant ”le plus simple possible” de chaque orbite.
En notant E, (K) le sous-groupe de M,,(K') engendré par les matrices élémentaires,
les trois actions de groupes que I'on sera amené a regarder sont donc les suivantes :
— laction par multiplication & droite E,(K) x My ,(K) — M, ,(K), définie par
(Q,A) — A-Q~1, qui décrit les opérations élémentaires sur les colonnes.

— Taction par multiplication & gauche E,(K) x My, ,(K) — M, ,(K), définie par
(P,A) — P - A, qui décrit les opérations élémentaires sur les lignes.

— Daction par multiplication a droite et a gauche (dite action par équivalence)
(Bn(K) x Ep(K)) x My p(K) — My, ,(K), définie par ((P,Q),A) — P-A-Q 1,
qui décrit les opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes.
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Décrivons maintenant les orbites pour chacune de ces actions, ainsi que l'algorithme
permettant de ”simplifier” une matrice donnée par une suite d’opérations élémentaires.

Définition 3.56. La matrice A est dite échelonnée réduite en colonnes (resp. en lignes)
si elle vérifie :
— Si une colonne Cj (resp. ligne L;) est nulle, alors toutes les colonnes (resp. lignes)
suivantes C; (resp. Lj), avec j > ¢, sont nulles.
— Dans une colonne (resp. ligne) non nulle, le premier terme non nul, appelé pivot,
est égal a 1, et c’est le seul coefficient non nul de sa ligne (resp. colonne).
— Sij > 1, le pivot de la colonne C; (resp. ligne L;) est situé strictement en dessous
(resp. a droite) du pivot de la colonne C; (resp. ligne L;).

Théoréme 3.57. Soit A € M, ,(K).

1. Il existe une unique matrice E échelonnée réduite en colonnes dans [’orbite de
A pour Uaction de E,(K) par multiplication a droite, i.e. E est l'unique telle
matrice qui peut étre obtenue a partir de A par opérations élémentaires sur les
colonnes. En outre, deux matrices sont dans la méme orbite si et seulement si
elles ont méme image.

2. 1l existe une unique matrice E' échelonnée réduite en lignes dans l’orbite de A
pour laction de E,(K) par multiplication o gauche, i.e. E' est l'unique telle
matrice qui peut étre obtenue a partir de A par opérations élémentaires sur les
lignes. En outre, deux matrices sont dans la méme orbite si et seulement si elles
ont méme noyau.

3. 1l existe un unique entier r < min(n, p) tel que la matrice J, soit dans l’orbite de
A pour Uaction de E,(K) x Ey(K) par équivalence, i.e. J, est l'unique matrice
de ce type qui peut étre obtenue a partir de A par opérations élémentaires sur
les lignes et les colonnes.

En outre, dans les trois cas, on dispose d’un algorithme permettant d’obtenir explicite-
ment les opérations élémentaires nécessaires.

Remarque 3.58. On peut interpréter le troisieme point du théoréme comme une version
effective de la proposition [3.32, oti 'on ne s’autorise que des opérations élémentaires.

Démonstration: Les deux premiers points se déduisent 'un de ’autre par trans-
position. Il suffit donc de prouver I'un des deux, par exemple le premier.

— Existence : la preuve de l'existence dans ce théoreme est essentiellement la des-
cription de l'algorithme de Gauss. Si la matrice A est nulle ou vide, il n’y a
rien a faire (A est déja échelonnée). Supposons donc A non nulle. On cherche la
premiere ligne non nulle, disons L;, de A. Sur la ligne L;, on cherche le premier
coefficient non nul, disons a; ;. Puis on fait les opérations élémentaires suivantes :
1. Cj — iCJ
2. pour tout k # j, C <= Ci, — a; 1 - Cj.

3. Cl A Cj.

Apres ces opérations, on arrive & une matrice A’ de la forme

0i—1,1 | Oi—1,p—1
!
A = 1 Ol,pfl )
* Al
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ou A] € M,,—; p—1(K). On recommence I’étape précédente, en remplagant A par
0i—1p-1
la matrice A; := 01 p—1
Ay
On s’arréte quand on arrive a une matrice nulle ou vide. Il est évident que cet
algorithme termine (la taille de la matrice diminue strictement a chaque étape),
et on obtient & la fin une matrice A,, de la forme :

0
1
0
x| 1
As = 0
* | x| 1
0
x| x| % |1
0

Enfin, la derniére étape consiste a remplacer les termes non nuls % sur les lignes
des pivots par des 0. Pour cela, on fait les opérations suivantes : pour tout ¢, pour
tout j < i, Cj < Cj — a5 - Ci, out p(i) désigne la position (I'indice) du pivot
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sur la colonne C;. On arrive alors a la matrice échelonnée réduite souhaitée :

0
1
0
011
B, = 0
001
0
01001
0

— Unicité : soient F, E' deux matrices échelonnées réduites en colonnes, et @ €
GL,(K) tels que E' = E - Q. Comme @ est inversible, on voit que Im (E') =
Im (E). Or il est facile de voir qu'une matrice échelonnée réduite est complétement
déterminée par I'image de la base canonique, i.e. on en déduit que F = E’, d’ou
I'unicité souhaitée.

Pour démontrer le troisieme point, il suffit d’appliquer successivement le premier
point, puis le deuxiéme : partant en effet de la matrice Fo, précédemment obtenue,
on peut la réduire suivant les lignes, de la fagon suivante : on peut d’abord permuter
les lignes de maniere a ramener les pivots sur la diagonale, et obtenir une matrice
triangulaire inférieure avec d’abord des 1, puis éventuellement des 0, sur la diagonale.
Et enfin, on applique ’algorithme du pivot de Gauss sur les lignes, de la facon suivante :
pour 4 croissant, pour j > 4 croissant, on fait L; <— L; — a;; - L;. Il est clair que 1'on
obtient alors une matrice J, a la fin. |

Voici quelques conséquences immédiates du théoreme [3.57| et de sa preuve :

Corollaire 3.59. 1. Deuzx matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont
meéme rang.

2. Le rang d’une matrice est égale a celut de sa transposée, i.e. le rang d’une
matrice coincide avec le rang du systéme associé.

3. GL,(K) = E,(K), i.e. toute matrice inversible est produit de matrices élémentaires,
ou encore : les matrices élémentaires engendrent GL,,(K).

Corollaire 3.60. Si K =R ou C, alors GL,(K) est dense dans M,,(K).
Corollaire 3.61. Par 5 points du plan passe une conique.
On peut raffiner 1égérement le pivot de Gauss pour la décomposition LU et la

décomposition de Bruhat :
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Théoréme 3.62. Soit A € GL,,(K). Il existe une unique permutation o € &y, et deux
uniques matrices L et U telle que P, - A = L - U, avec L triangulaire inférieure avec
des 1 sur la diagonale, et U triangulaire supérieure.

Application : résolution de systeme A - X = B pour plusieurs vecteurs B (et la
méme matrice A).

Théoréme 3.63. On note T,,(K)* ’ensemble des matrices triangulaires supérieures
dans GLp(K) et Up(K) C T,(K)* l’ensemble des matrices triangulaires supérieures
avec des 1 sur la diagonale.
Alors
GLW(K) = | | Tu(K)* - Pr - Un(K) .
oeGy

Corollaire 3.64. L’action de GLy(K) sur les couples de drapeauzr a exactement n!
orbites. Plus précisément, si D désigne le drapeau canonique de K", alors un systéme
de représentants des orbites est donné par les couples (D, Py - D), pour o € S,,.

Etudions rapidement la complexité de I’algorithme de Gauss décrit dans la preuve.
Pour obtenir la forme échelonnée réduite associée a une matrice A € M, (K), l'al-
gorithme de Gauss procéde a au plus % opérations élémentaires. Une opération
élémentaire consistant en n opérations sur les coefficients de la matrice (somme ou
produit d’éléments de K), on obtient donc une complexité de 'ordre de n® opérations
dans K pour réduire une matrice sous une forme échelonnée réduite (ou sous sa forme
Ir).

Mentionnons maintenant quelques premieres applications pratiques de 'algorithme
du pivot de Gauss. Soit A € M, ,(K). Notons au passage que tous les algorithmes
proposés ci-dessous se ramenent in fine a un pivot de Gauss, ce qui assure que leur
complexité est en O(n?) opérations élémentaires dans K.

1. Calcul du rang d’une matrice :
lalgorithme aboutit & une matrice échelonnée & r lignes (ou r colonnes), et le

rang de la matrice A est exactement le nombre de pivots, c’est-a-dire le nombre
de lignes (resp. colonnes) non nulles.

2. Détermination d’une base de I'image et du noyau d’une matrice :

Il s’agit d’appliquer l'algorithme de Gauss (suivant les colonnes) a la matrice

A
7augmentée” suivante A’ := <> dans My, 4p»(K). On obtient a la fin une

I
matrice de la forme A” := (B)’ avec E échelonnée stricte en colonnes, donc
1 ET 7
de la forme A" := BN ) avec E,. formée de r colonnes non nulles. Alors
T

les r vecteurs colonnes de E, forment une base de Im (A) dans K", alors que les
p — r vecteurs colonnes de N forment une base de ker(A) dans KP.

3. Détermination de systemes minimaux d’équations décrivant le noyau ou 'image
d’une matrice :

La méthode est duale du point précédent. Il s’agit d’appliquer I'algorithme de
Gauss (suivant les lignes) & la matrice "augmentée” suivante A’ := (A ‘ I )
dans M, p+n(K). On obtient & la fin une matrice de la forme A” := ( F ‘ C ),
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. ) . . E. | C
avec F' échelonnée stricte en lignes, donc de la forme A” = ( U ks >, avec

0| M

F, formée de r lignes non nulles. Alors les r vecteurs lignes de F;. forment une

base du dual de ker(A), c’est-a-dire que ces vecteurs lignes donnent un systeme

minimal d’équations décrivant ker(A) dans K? (le systéme minimal, formé de r

équations indépendantes, est F,. - X = 0), alors que les n — r vecteurs lignes de

M forment une base du dual de Im (A) dans K™, donnant le systéeme minimal

de n — r équations indépendantes M - Y = 0 dans K".

4. Résolution de systemes linéaires :

Pour résoudre le systéme (S) homogene donné par A-X = 0, d’inconnue X € KP,

il suffit de réduire A a une matrice échelonnée :

— en lignes, si I'on souhaite obtenir un systéme minimal de p — r équations
linéaires indépendantes décrivant ’ensemble des solutions, systeme qui plus
est triangulaire et donc immédiat a résoudre complétement.

— en colonnes si I’on souhaite obtenir une base de 1’espace vectoriel ker(A) des
solutions.

Dans le cas d'un systéme non homogene A- X = B, I’échelonnement en lignes de

la matrice augmentée M := ( A ‘ B ) fournit une matrice échelonnée en lignes

A B
de la forme M’ := ( 0B ) Alors le systeme initial a des solutions si et
seulement si B” = 0 (conditions de compatibilité du systéme), ce qui équivaut

a B elm(A).

Si cette condition est vérifiée, le systeme initial A - X = B équivaut au systeme
A’-X = B’, qui est un sytéme échelonné sans ligne nulle. En particulier, A’- X =
B’ est un systéme minimal d’équations affines décrivant 'ensemble des solutions
du systeme initial. On peut également obtenir un repere affine du sous-espace
des solutions en déterminant une solution particuliere X, (une fois le systéme
échelonné, c’est immédiat en prenant par exemple toutes les coordonnées hors
des pivots de A’ égales & 0), ainsi qu'une base de ker(A4) (ou de ker(A")).

5. Calcul de 'inverse d’une matrice :
Si A € M,,(K), I'idée est d’appliquer 'algorithme d’échelonnement (en lignes) &
la matrice augmentée ( A ‘ I, ) On aboutit a une matrice échelonnée réduite
en lignes, de la forme ( E ‘ A ) Alors la matrice A est inversible si et seulement
si E=1,, et dans ce cas A’ = A~ L.

3.6 Déterminant

Un outil théorique tres important pour I’étude des endomorphismes et de leur in-
versibilité est le déterminant. Dans cette partie, nous parlerons du déterminant d’un
endomorphisme, d’une matrice, d’une famille de vecteurs, et nous allons donner plu-
sieurs descriptions du déterminant : une description théorique via les applications multi-
linéaires alternées, une formule par récurrence sur la taille de la matrice (développement
par rapport a une ligne ou & une colonne), une formule explicite a ’aide d’une somme
indicées par les permutations dans &,,. La description a I’aide des puissances extérieures
n’est pas au programme de ’agrégation.
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3.6.1 Applications multilinéaires alternées

Définition 3.65. Soient FEi,...,E, et F' des K-espaces vectoriels. Une application
¢ : By x E, — F est dite n-linéaire si pour tout 1 <1 < n, pour tout (z;),-; € H#i E;,
Papplication p(x1,...,2i—1,+, Tit1,-..,Tyn) : B — F est linéaire. Autrement dit, pour
tout 1 < i < n, pour tout (z;) € H?zl Ej,yie E;, € K,on a

O(T1y ey T 1, N T+ Yy Tig 1y e ooy Tn) = AN @(T1y ey Ty oo T) FQ( Ty ooy Yiy oo vy T -
Exemples 3.66. 1. Le produit K x K — K est une application 2-linéaire (on dit
plutot bilinéaire).
2. Le produit scalaire euclidien R™ x R™ — R est bilinéaire.
3. Le produit vectoriel R? x R3 — R? est bilinéaire.
4. L’accouplement de dualité F x E* — K (ou E est un K-espace vectoriel) est
bilinéaire.

Définition 3.67. Une application n linéaire E” — F est dite
— symétrique si pour tout o € &, tout (v1,...,7,) € E", o((75z;))) = ¢((z:))-
— antisymétrique si pour tout o € &, tout (z1,...,7,) € E", p((4(z;))) = (o) -

e((2:))-
— alternée si pour tout (z1,...,z,) € E™, ¢((xz;)) = 0 sl existe i # j tel que
Ty = Ty.
Exemples 3.68. 1. Le produit K x K — K est symétrique.
2. Le produit scalaire euclidien sur R™ est symétrique.

3. Le produit vectoriel sur R? est alterné et antisymétrique.

Proposition 3.69. Une application n-linéaire alternée est antisymétrique.

Démonstration: Soit ¢ : E™ — F une application n-linéaire alternée. Il suffit de
calculer, pour 1 <i<n—1, et (xx) € E",

0= @(T1,. s Ti1, TitTit1, Tit1+Tis Tit15 -, Tn) = P(T1, oo, Tim1, Tiy Tig 1, Tig 2, - - -5 Tn) FP(T1, - -

ce qui implique que p(1, ..., Ti—1, Tit1, Ti, Tig2s -+ Tn) = —P(T1, o+, Tim1, Tiy Tig1, Tig2, -+ -5 Tn)-

Or G,, est engendré par les transpositions (i,7 + 1), donc on déduit de la formule
précédente que pour tout o € Sy, p((4(;))) = (o) ¢((2;)), donc ¢ est antisymétrique.
o

Proposition 3.70. Si K est de caractéristique différente de 2, une application n-
linéaire antisymétrique est alternée.

Démonstration:  Soit © = (z3) € E" tel que z; = xj, avec i # j. Alors en appli-
quant la transposition (7,7), on a ¢(z) = —¢(x), donc 2 - p(x) = 0. Comme K est de
caractéristique différente de 2, cela implique que ¢(z) = 0, donc ¢ est alternée. O

Remarque 3.71. En caractéristique 2, une forme n-linéaire est symétrique si et seule-
ment si elle est antisymétrique, et il existe des formes n-linéaires antisymétriques non
alternées. Par exemple, le produit Fy x Fo — F5 dans le corps a deux éléments Fo est
bien symétrique, donc antisymétrique, mais il n’est pas alterné : 1 -1 £ 0.
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Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. On note Li(E) l'espace vectoriel
des formes k-linéaires sur F, Sp(F) le sous-espace vectoriel des formes k-linéaires
symétriques sur E et Ai(F) le sous-espace vectoriel des formes k-linéaires alternées
sur E.

Définition 3.72. Soit F un K-espace vectoriel et fi,..., fr € E* des formes linéaires.
On définit les applications suivantes :
— fix X fy: BEF = K par (z1,...,23) = fi(z1) - fi(@k)

— fie fr: B¥ = K par fi N-- A fr =Y e, fo(1) X - X fo(i)-
— N A et BF s Kopar fi Ao A fri= Y ges, €(0) foq) X X fai)-

Lemme 3.73. Avec les notations précédentes, fix---X fr € Lr(E), fi--- - fr € Sk(E)
et fi N+ A fr, € Ag(E).

Démonstration: C’est une simple vérification. O

On dispose donc d’un moyen de fabriquer des formes k-linéaires (symétriques ou
alternées) a I'aide de formes linéaires sur E. L’intérét principal est le suivant :

Proposition 3.74. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, muni d’une base
(e1,...,ep). Alors
1. la famille (€] X -+ X €] )i<iy,...i,<n €St une base de Li(E).

2. (On suppose car(K) = 0 ou car(K) > k) la famille (€], - €7 )1<ii<--<ix<n €St
une base de Si(E).

3. la famille (e;‘1 Ao A efk)1§i1<-~-<ikﬁn est une base de A(E).

Démonstration:
1. Soit f € L(E). Pour tout (z1,...,x) de E¥, on écrit, pour 1 < i < k, x; =
D1 Ti e
Alors

n n
Fr o) =fO w1 ejy > Trg )
j=1 j=1
et en utilisant la multilinéarité, on trouve

f(a;l,...,a:k): Z f(eil,...,eik)~$17il...Jik’ik,

1<i1,.ig <n

ce qui se réécrit :

f= Z f(eil,...,eik)-e;klx---xe;‘k.

1<iy, . ip<n

Donc la famille est génératrice.
La liberté a été démontrée en cours.

2. Les deux autres cas sont laissés a la sagacité de la lectrice.
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Corollaire 3.75. On suppose que car(K) = 0 ou car(K) > k pour la deuxiéme égalité.
Alors

dim (£4(E)) =t dim (su(2) = ("7 7)< (7).

Remarque 3.76. Comme mentionné dans la preuve, pour tout ¢ € Li(FE), pour tout
(z1,...,2) € EF, en écrivant z; = >, a;; - €;, on a

oz, ..., xp) = Z Qi1 @iy, kP (€irs- e s€iy) -

1<iy,...,t<n

En particulier, ¢ est complétement déterminée par les valeurs ¢(e;,, ..., €, ).

Si ¢ est symétrique, alors on peut regrouper certains termes dans la somme précédente,
et on obtient une écriture pour ¢(z1,...,xx) comme une somme indicée par les 1 <
ip < -+ < i < n, et donc ¢ est déterminée par les valeurs p(e;,,...,e; ) avec
1 <4 <--- <ip <n, et ces valeurs peuvent étre choisies arbitrairement. On retrouve
donc que dim (Si(E)) = ("”L,]z_l) sans restriction sur la caractéristique. On peut méme
donner une base de S(E) : pour tout 1 < i3 < --- < i < n, on définit r1,...75 > 1
tels que i1 = -+ =) <lpjg41 = = lpygrg < 0 < lpqodrg 141 = - -« by ooty , AVEC
ri+---+rs =k, et alors on pose

* * * . .
eil oo eik T : : eia(l) X X eza(k)
€6/ 1=, 6,

Alors les (e o - o€} )1<i,<..<iy<n forment une base de Sy (E) en tout caractéristique.

Le cas fondamental pour I’étude du déterminant est le cas k = n. Les calculs
précédents assurent que dim (A, (K)) = 1. En effet, pour tout forme ¢ n-linéaire al-
ternée dans E, pour tout x € E™, on a (avec les notations précédentes) :

@(%1, R 73771) = ( Z g(a)ao‘(l),l """ aa(n),n) @(617 <o 7en) :

ceG,

Cette formule assure immédiatement que deux formes n-linéaires alternées sur E sont
proportionnelles, et il est facile de vérifier que la formule

T2 (xlv sy ZL‘n) = Z s(a)aa(l),l """ Qg (n),n
oe6,

définit une forme n-linéaire alternée non nulle. On retrouve donc que dim (A, (K)) = 1,
et qu'une telle forme est déterminée par sa valeur sur une base de FE.
Cela justifie la définition suivante :

Définition 3.77. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n, muni d’une base B.
Le déterminant dans la base B, noté detg, est 'unique application n-linéaire alternée
sur F qui prend la valeur 1 sur B.

La formule suivante est une conséquence immédiate des remarques qui précedent la
définition :
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Proposition 3.78. Soit (z1,...,2,) € E™. On écrit, pour tout j, x; =, a;j - €.
Alors
dgt(xl, ceyTp) = Z e(0)agyn Ao(n)m -
ceG,
Remarque 3.79. Cette formule est en fait treés peu utile pour calculer un déterminant
en pratique, sauf si la dimension n est petite (n = 2 ou éventuellement n = 3). En effet,
pour n plus grand, on a une somme de n! termes, ce qui est beaucoup trop.

Observons ce qui se passe si I’on change de base :

Proposition 3.80. Soient B et C deux bases de E.
Alors dete = dete(B) - detg. En particulier, detg(C) - dete(B) = 1.

Démonstration: c’est immédiat. ]

Proposition 3.81. Soit B une base de E et x € E™.
La famille x est libre si et seulement si detg(x) # 0.

Démonstration: C’est évident. O
On est désormais a méme de définir le déterminant d’un endomorphisme :

Définition 3.82. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n, muni d’une base B.
Le déterminant de u, noté det(u), est detp(u(B)), et il est indépendant de la base
B choisie.

Démonstration: Si C est une base de E, on a
— soit u n’est pas inversible, donc u(B) et u(C) ne sont pas des bases, donc
detp(u(B)) = 0 = dete(u(C)).
— soit u est inversible, donc u(B) et u(C) sont des bases de E, et dete(u(C)) =
detc(B) - detp(u(B)) - detyg) (u(C)).

Or dety, g (u(C)) = detp(C), car les applications n-linéaires alternées det,, g o(u, . . .

et detp prennent la valeur 1 en B donc sont égales. Donc finalement det¢(u(C)) =
detg(u(B)).

Les propriétés suivantes sont immédiates :

Proposition 3.83. Soient u,v € L(E).
1. det(idE) =1.
2. det(uov) = det(u) - det(v).

3. w est inversible si et seulement si det(u) # 0.
On peut enfin d’intéresser au déterminant d’une matrice :

Définition 3.84. Soit A € M,,(K).

Le déterminant de A, noté det(A), est le déterminant de la famille des vecteurs
colonnes de A dans la base canonique de K™. De fagon équivalente, c’est le déterminant
de ’endomorphisme ¢4 : K™ — K" associé a A par la formule suivante p4(X) = A4-X.
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Corollaire 3.85. Soient A, B € M,,(K).
1. det(I,) = 1.
2. det(A- B) = det(A) - det(B).
3. A€ GL,(K) si et seulement si det(A) # 0.
4

. Le rang de C € M, ,(K) est le plus grand entier r tel qu’il existe une sous-
matrice carrée A de taille v extraite de C telle que det(A) # 0.

Exemples 3.86. Si K =R ou C,

1. la fonction rg : M, (K) — R est semi-continue inférieurement, i.e. pour tout
A € M, p(K), il existe un voisinage U de A dans M, ,(K) tel que pour tout
M € U, rg(M) > rg(A). Autrement dit, localement, le rang des matrices ne
peut qu’augmenter.

2. L’adhérence de 'ensemble des matrices de rang r dans M, ,(K) est exactement
I’ensemble des matrices de rang < r.

Une application du déterminant :

Définition 3.87. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. On dit que deux
bases B et C de E sont équivalentes si detp(C) > 0, ou de fagon équivalente, I’automor-
phisme u de E défini par u(B) = C est de déterminant 1.

Alors cette relation d’équivalence partitionne l’ensemble des bases de E en deux
classes d’équivalence, qui sont des orbites sous I’action (libre) de GL(E)™ sur I’ensemble
des bases. Une classe d’équivalence est appelée une orientation de E.

Une interprétation importante du déterminant : sur R, le déterminant est un vo-
lume.

Proposition 3.88. Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n, muni d’une
base orthonormée B. Alors pour tout famille C de n vecteurs de E, |detg(C)| est le
volume du parallélotope de E engendré par la famille C.

Démonstration: On oriente ’espace E par la base B. On définit ¢ : E™ — R de la
fagon suivante : ¢(C) est le volume du parallélotope engendré par C si C est une base
directe; p(C) est 'opposé du volume du parallélotope engendré par C sinon.

Alors on vérifie que ¢ est une application n-linéaire alternée sur E (on utilise no-
tamment l'additivité du volume), et que ¢(B) = 1 car B est orthonormée. D’ou le
résultat. O

Exemple 3.89. Soit K un corps infini, et L une extension de K. Soient A, B € M,,(K).

Alors A et B sont semblables dans M, (L) si et seulement si elles sont semblables
dans M, (K).

Proposition 3.90. Notons A = (a;;)i<ij<n € Mp(K).
Alors det(A) =3 cg, €(0)agy1 - Qo(n)mn-

Corollaire 3.91. det(*A) = det(A).

Exemple 3.92. Le déterminant d’une matrice de permutation P, € M, (K) est égal
a la signature de o (ou plus exactement & son image dans le corps K).
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Nous allons maintenant présenter deux fagons de calculer le déterminant d’une
matrice, plus efficaces que la formule précédente dont la complexité est factorielle. 11
s’agit de la formule de développement par rapport a une ligne ou a une colonne, et du
lien entre déterminant et algorithme du pivot de Gauss.

Définition 3.93. Soit A € M,,(K). Pour tout 1 < 4,j < n, on note A4;; la matrice
dans M,,_1(K) obtenue a partir de A en enlevant sa i-iéme ligne et sa j-ieéme colonne.
Ces matrices sont appelées les mineures de A.

Proposition 3.94. Soit A = (a;;) € My (K).
Alors pour tout 1 < i <n (resp. pour tout 1 < j <n), on a

det(A) =Y (1) - a;; - det(A; )
j=1

(resp.

n

det(A) =) (1) - a;; - det(Ai) )
=1

Démonstration:  On vérifie que la premiere formule est n-linéaire et alternée (si
Jj < ket C; = Cp dans A, alors A;, se déduit de A;; en faisant une permutation
circulaire des colonnes d’indices compris entre j et k — 1, de signature (—1)¥7=1 . .))
en les colonnes de la matrice A. En outre, cette premiere formule prend clairement la
valeur 1 en la matrice I,,. Donc par définition du déterminant, la premiere formule est
vérifiée.

On en déduit la seconde en transposant. O

Ces formules de développement permettent un calcul récursif du déterminant, et
elles peuvent s’avérer efficaces si la matrice contient beaucoup de 0. On peut également
la combiner avec les opérations élémentaires comme expliqué plus bas.

Définition 3.95. Soit A € M, (K). La comatrice (ou matrice des cofacteurs) de A,
notée Com(A), est la matrice de M,,(K) dont le coefficient d’indice (7, j) est défini par

(—1)"*7 - det(A; ;).
Ces coeflicients sont appelés les cofacteurs de A.

Corollaire 3.96. Soit A € M, (K).
Alors
‘Com(A) - A =det(A)-I,.

Démonstration: Soit 1 <4, j < n. Calculons le coefficient d’indice (i, j) de ‘Com(A)-
A : celui-ci vaut par définition > p_; (—1)"* - ay ; - det(Ay;).
— Si i # j, ce coefficient est le développement par rapport a la i-iéme colonne de
la matrice obtenue & partir de A en remplacant sa colonne C; par la colonne Cj.
Cette matrice ayant deux colonnes identiques, son déterminant est nul, donc le
coefficient en question est 0.
— Si i = j, ce coefficient est le développement de A par rapport a la i-eme colonne,
donc il vaut det(A) par la proposition M
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On a donc bien montré que le coefficient d’indice (i, j) de *Com(A)- A vaut det(A)-d; ;.
O

Faisons maintenant le lien entre déterminant et pivot de Gauss, afin de calculer
efficacement un déterminant.

Soit A € M, (K). On applique I’algorithme du pivot de Gauss (selon les colonnes
par exemple) sans s’autoriser de multiplier les colonnes par un scalaire, afin d’obtenir,
via des opérations élémentaires sur A (ajout d’un mutliple d’une colonne & une autre
colonne et permutation de colonnes), une matrice A’ échelonnée en colonnes (les pivots
peuvent étre différents de 1), avec r colonnes non nulles. En particulier, la matrice A’
est triangulaire.

— Sir < n, alors det(A) = 0.

— Sinon, le déterminant de A est le produit des coefficients diagonaux de A’,
multiplié par un signe donné par la parité du nombre de permutations effectuées
lors des opérations élémentaires.

Cet algorithme a une complexité de I'ordre de O(n?) opérations élementaires dans

K.

On peut également combiner le pivot de Gauss avec la formule de développement
selon les lignes, en faisant en sorte d’abord (via des opérations C; < C; + ACj) de
mettre des zéros partout sur la premieére ligne de la matrice, sauf le pivot, puis en
développant ensuite selon la premiere ligne, afin de se ramener & un déterminant de
taille inférieure.

Définition 3.97. Le groupe spécial linéaire, noté SL,,(K), est le noyau du morphisme
de groupes det : GL,,(K) — K*.

Lemme 3.98. Le sous-groupe SLy(K) est distingué dans GLy(K), et le déterminant
induit un isomorphisme det : GL,,(K)/SL,(K) = K*.

Abordons maintenant quelques applications de la notion de déterminant.
Les résultats suivants découlent essentiellement du pivot de Gauss :

Corollaire 3.99.
— Le groupe SL,,(K) est engendré par les matrices de transvections.
— Sin >3 ou |K| >3, alors D(GL,(K)) = SL,(K).
— Sin >3 ou|K| >4, alors D(SL,(K)) = SL,(K).

Démonstration: Pour le premier point, on a besoin d’une variante du pivot de
Gauss, pour montrer que toute matrice de GL,,(K) est produit de matrices de trans-
vection et d’une matrice de dilatation. Cela se fait par récurrence sur n...
Pour les deux autres points, on montre que toute transvection est un commutateur,
via les formules suivantes :
— Sin >3, alors T; j(A) = [T5 (\); Tk ;(1)] pour tout k ¢ {7;5}.
— Sin=2et|K| > 4,alorsil existe « € K\{—1;0;1}, et T} 2(\) = [diag(c,a™1); TLQ(ﬁ)].
— Le cas n =2 et |K| = 3 est laissé a la lectrice curieuse.
0

Remarque 3.100. On peut étudier a la main les cas n = 2 et (K = Fs ou F3), en
utilisant par exemple les isomorphismes exceptionnels du théoreme |3.106
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Une premiere application du fait que SL,(K) est engendré par les matrices de
transvections :

Proposition 3.101. Pour tout n > 2, et pour tout nombre premier p, la réduction
modulo p induit un morphisme de groupes surjectif

SL,(Z) — SL,(Z/pZ) .
Démonstration: Il suffit de relever les matrices de transvection 7; ; (k) dans SL,,(Z/pZ)
en des matrices de transvection (de déterminant 1) 7; ;(k) dans SL,,(Z), et d’utiliser le
premier point du théoreme. O

En utilisant le lemme chinois, et une version du pivot de Gauss pour les matrices a
coefficients dans Z /p“Z, on peut généraliser le résultat précédent :

Proposition 3.102 (Serre). Pour tout n > 2, et pour tout entier N > 2, la réduction
modulo N induit un morphisme de groupes surjectif

SL,(Z) — SL,(Z/NZ).
En outre, st N > 3, son noyau est sans torsion.

Une conséquence importante de ce résultat concerne les sous-groupes finis de SL,(Z) :
pour tout nombre premier p impair, le cardinal d’un sous-groupe fini de SL,(Z) divise
(p “”'ﬁf "), On prend souvent p = 3 dans les applications.

Donnons maintenant une caractérisation géométrique des matrices de transvections,

afin de l'utiliser dans le théoreme qui suit :

Proposition 3.103. Soitu € L(F), u # idg. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. det(u) =1 et il existe un hyperplan H de E tel que ujy = idpy.

2. Il existe ¢ € E*\ {0} et v € ker(p) \ {0} tels que pour tout x € E, u(x) =
x4+ p(x) - v.

3. 1l existe une base B de E telle que Matp(u) soit une matrice de transvection.
On déduit alors (avec du travail) du théoreme précédent les conséquences suivantes :

Théoréme 3.104. Sin > 3 ou |K| > 4, alors PSL,(K) est un groupe simple

Démonstration: On se limite a la preuve dans le cas n > 3. Le cas n = 2 est
pénible, mais pas difficile.

On montre d’abord que les transvections sont conjuguées dans SL,(K). Si n > 2,
on voit facilement que T; ; () est conjuguée a T4 2(1) dans GL,,(K), puis si n > 3 dans
SL, (K).

Donc pour n > 3, les transvections engendrent SL,(K) et sont toutes conjuguées
dans SL,, (K).

Soit alors N # {id} un sous-groupe distingué non trivial de PSL, (K). Son image
réciproque N dans SL,(K) est un sous-groupe distingué contenant strictement les
matrices scalaires de déterminant 1.

Il suffit alors de montrer que N contient une transvection. Il existe A € N non
scalaire. En particulier, A n’est pas une homothétie, donc il existe x € K" tel que A -z
n’est pas proportionnel a x.
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On note T une transvection de droite K - x.

Alors A" := [A;T] € N et il existe H hyperplan tel que Im (A" — I,,) C H. Donc en
particulier H est stable par A’.

Deux cas :

1. soit il existe une transvection 7" d’hyperplan H ne commutant pas avec A’,
auquel cas A” := [A’,T"] est une transvection dans N.

2. soit A’ commute avec toutes les transvections d’hyperplan H, et on en déduit
que la restriction de A’ & H est I'identité, donc A’ est une transvection dans N.

O

Remarque 3.105. On a vu dans la preuve que pour n > 3, les matrices de transvections
sont conjuguées dans SL, (K).
En revanche, on montre que pour n = 2, les matrices T3 2(a) et T 2(b) sont

conjuguées dans SLy(K) si et seulement si § est un carré dans K.

On pourra s’intéresser aux cas exclus par les hypotheéses du théoréme précédent, et
étudier les isomorphismes exceptionnels entre groupes simples :

Théoréme 3.106. L’action de PGL,(K) sur P""1(K) induit des isomorphismes ”ex-
ceptionnels” :

1. GL(F3) = SLy(F3) = PSLy(F3) = PGLy(F3) = Gs.
2. PGL2(F3) = &4 et PSLa(F3) — 2y.

3. PSLy(Fy4) = PGLy(Fy) = As.

4. PGLy(F5) = &5 et PSLy(F5) = As.

Remarque 3.107. — Plus délicat, on peut montrer en utilisant les théoremes de
Sylow, que l'on a un isomorphisme PSLy(Fg) — .

— Dans un registre légerement différent, on peut montrer d’autres isomorphismes
exceptionnels : PSLy(F5) — PSL2(F4), et en utilisant les théorémes de Sylow,
PSLs(F7) = PSL3(F32) - 'unique groupe simple d’ordre 168. On peut également
montrer que ce groupe simple est le ”deuxieéme” groupe fini simple non abélien
apres As.

— En revanche, les groupes simples PSL3(F4) et PSL4(F2) ont méme cardinal
20160, mais ne sont pas isomorphes : on peut par exemple comparer les classes
de conjugaison d’éléments d’ordre 2 dans les deux groupes.

Un application importante de I'isomorphisme PGLy(F5) = &5 : la construction
d’un automorphisme non intérieur de Sg.
Enoncons enfin un développement désormais classique :

Théoréme 3.108 (Frobenius-Zolotarev). Soit K = F, un corps fini a q éléments. Si

acFy,
naturelle v : GL,(Fy) = S((Fy)"). On suppose n # 2 ou q # 2.

Alors pour tout A € GL,,(Fy), e(1(A4)) = (thT(A))‘

on note <%) =1 sia est un carré dans K et —1 sinon. On rappelle injection

Une application : calcul du symbole de Legendre (9), pour p premier impair et

P
a € F), comme la signature de la permutation de F), donnée par z + a - . Par

—1
exemple, on peut retrouver (%) = (—1)p 5 .
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4 Réduction des endomorphismes

L’objectif principal de cette partie est le suivant : étant donné un endomorphisme
u € L(E), trouver une base B de E de sorte que la matrice Matp(u) soit la plus simple
possible, afin d’étudier u.

4.1 Sous-espaces stables, polynémes d’endomorphismes

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et u € mathcal L(E).

Définition 4.1. Un sous-espace vectoriel F' C E est stable par u (ou u-stable) si
u(F) C F.

Si I est stable par w, alors la restriction de u a F' définit un endomorphisme
U|FE£(F) de F.
Traduction matricielle :

Proposition 4.2. Soit I' C E. Alors F est stable par u si et seulement s’il existe une
base C de F telle que pour toute base B = CUC' de E complétant C, la matrice de u

dans la base B est de la forme :
A | B
0|D

Un moyen particulierement utile de fabriquer des sous-espaces stables en vue de la
réduction des endomorphismes est la notion de polynéme d’endomorphisme.

avec A = Matc(u|p).

Définition 4.3. Soit u € L(E) et P =" ja;,- X' € K[X].
On définit I'endomorphisme P(u) := Y"1 ja; - u’, ot u’ désigne la composée de u
avec lui-méme ¢ fois.

On note également K[u] C L(E) la sous-algebre des polynomes en u, i.e. Ku] :=
{P(u) : P € K[X]}.

Voici un exemple important de sous-espace stable :

Proposition 4.4. Soit v € L(E) tel que uov =vou.
Alors ker(v) est stable par u. En particulier, pour tout P € K[X], ker(P(u)) est stable
par .

Les polynomes les plus utiles pour ’étude d’un endomorphisme u sont les polynémes
annulateurs de u :

Définition 4.5. — Un polynéme P € K[X] est dit annulateur de u si P(u) = 0.
— Un polynéme minimal de » est un polynéome annulateur non nul de degré mini-
mal.

Le résultat suivant est immédiat :

Proposition 4.6. Les polynomes annulateurs non nuls existent, et donc le polynéme
minimal est bien défini.

Le polynome minimal de u est unique a un scalaire non nul pres, et l’ensemble des
polynomes annulateurs de u est un idéal de K[X] engendré par un polynéme minimal.
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Démonstration: L’espace vectoriel L(E) est de dimension finie n?, donc la famille
(id, u,u?, ... ,u"Q) est liée. Cela assure ’existence d’'un polynéme non nul, de degré au
plus n2, qui annule .

Le morphisme de K-algebre K[X| — L(E) défini par P — P(u) est bien défini,
et son noyau I, qui est un idéal, est exactement ’ensemble des polynomes annulateurs
de u. Comme K[X] est euclidien, et ses inversibles sont les scalaires non nuls, on en
déduit que les générateurs de 'idéal I sont exactement les polyndmes minimaux de u
(division euclidienne), et que deux tels polynémes minimaux different d’un inversible,
c’est-a-dire d’un scalaire non nul. O

A partir de la notion de sous-espace stable, et afin de procéder & la réduction
d’un endomorphisme par récurrence sur la dimension de l'espace, il serait idéal de
pouvoir décomposer E en une somme directe (non triviale) de sous-espaces stables. En
particulier, on aimerait étre en mesure de construire un supplémentaire stable a un
sous-espace stable. Malheureusement, ce n’est pas toujours possible. Mais le résultat
crucial suivant est un cas particulier fondamental ot on obtient une telle décomposition
en sous-espaces stables.

Lemme 4.7 (lemme des noyaux). Soient P,Q € K[X]| premiers entre eux.

Alors ker((PQ)(u)) = ker(P(u)) @ ker(Q(u)).

Démonstration: L’anneau K[X] étant principal, on écrit une relation de Bézout
entre P et @ : il existe deux polynémes U,V € K[X] tels que U-P+V -Q = 1. En
appliquant cette égalité a ’endomorphisme u, on obtient

U(u) o P(u) + V(u) o Q(u) =idg .

On en déduit immédiatement que ker(P(u)) Nker(Q(u)) =

Soit maintenant x € ker((PQ)(u)). Onaz = (UP)(u)(x
alors que (VQ)(u)(x) € ker(P(u)) et (UP)(u)(z) € ker(Q Vérifions la premiere
propriété, la seconde étant similaire. On calcule P(u)(VQ)(u)(x)).

Q)(u)
Pu)(VQ)(u)(x)) = (PVQ)(u)(z) = V((PQ)(u)(x)) = V(0) = 0

(2
car (PQ)(u)(x) = 0 par hypothese. Donc (VQ)(u)(x) € ker(P(u)).
Cela conclut la preuve. O

{0}
)+ (VQ)(u)(x). On affirme
().

On a

Une récurrence simple implique la généralisation suivante :

Corollaire 4.8. Soit u € L(E), et Py,...,P, € K[X] des polynémes deuz-a-deux
premiers entre eux. Alors

ker((Py ... Py)(u)) = @D ker(Pi(u))
=1

Une application fondamentale - en vue de la réduction de ’endomorphisme u - du
lemme des noyaux est la suivante :

Corollaire 4.9. Soit P € K[X] un polynéme annulateur non nul de u, et notons P =
[L P™ sa décomposition en polynomes irréductibles, avec P; et P; non proportionnels
ERE N

Alors E = @, ker(P™).
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Ce corollaire sera particulierement utile lorsque le polynéme P sera scindé (deg P; =
1) : si le polynome P est scindé, alors E est somme directe des sous-espaces ca-
ractéristiques de wu.

4.2 Polynome caractéristique et théoreme de Cayley-Hamilton

Dans cette sous-partie, on démontre un résultat central concernant les polynomes
annulateurs d’un endomorphisme.

Définition 4.10. Soit A € M,,(K).
Le polynéme caractéristique de A, noté x 4(X), est défini par

xA(X) :=det(A—-X-1,) € K[ X].

Remarquons que dans cette définition, la matrice A— X -1, est a priori a coefficients
dans K[X], qui n’est pas un corps. Si on veut lui appliquer les résultats précédents, et
notamment donner un sens a ce déterminant, on peut par exemple voir K[X] comme
un sous-anneau du corps K (X), ce qui permet bien de définir le déterminant précédent
comme une fraction rationnelle dans K(X). Puis, en utilisant par exemple les pro-
positions ou on voit que le déterminant d’une matrice de K(X) dont les
coefficients sont dans K[X] est en fait dans K[X], puisque le déterminant est une ap-
plication polynomiale (& coefficients dans Z) en les coefficients de la matrice. On peut
aussi utiliser le début de la section [l

Exemples 4.11. 1. La fonction qui & une matrice A € M,(R) associe son po-
lynéme caractéristique x4 € R, [X] est continue. Qu’en est-il du polynome
minimal 7

2. GL,(K) est dense dans M, (K) si K = R ou C (nouvelle preuve), et SL,,(K)
est d’interieur vide.

Cherchons maintenant & étendre cette définition pour obtenir le polynome ca-
ractéristique d’un endomorphisme :

Définition 4.12. Soit u € L(E).
Le polynome caractéristique de u, noté x,(X), est défini par

Xu ‘= XMatB(u) € K[X] )
ou B est une base de E. En particulier, ce polynéme ne dépend pas de la base B choisie.

Il est clair que le polynome ne dépend pas de la base, en utilisant la formule de
changement de bases dans M, (K (X)).

La motivation principal pour I'introduction de ce polynome est notamment le fait
élémentaire suivant :

Lemme 4.13. Soit A € K.
Alors xu(X) = 0 si et seulement si \ est valeur propre de u.
Autrement dit, les racines de x, dans K sont exactement les valeurs propres de u.
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Démonstration: Le morphisme K[X] — K d’évaluation en A\ étant un morphisme
d’anneaux, et le déterminant d’une matrice étant ponynomial en les coefficients, on voit
que xyu(A) = det(u — X -idg) dans K. Ce scalaire vaut 0 si et seulement si u — A -idg
n’est pas inversible si et seulement 1’espace propre ker(u — A -idg) n’est pas réduit a 0.
m

Définition 4.14. Soit A une valeur propre de u, de multiplicité algébrique m (i.e. A
est une racine de x,, de multiplicité m).
Le sous-espace caractéristique associé a A est ker((u — X -idg)™).

Remarquons que le sous-espace caractéristique est un espace stable par w, qui
contient le sous-espace propre correspondant.

Rappelons qu’un calcul simple de dimension assure que u admet un polynéme annu-
lateur de degré < n?. Le théoréme suivant permet de montrer que u admet un polynéme
annulateur de degré n - le polynéme caractéristique en ’occurence.

Théoréme 4.15 (Cayley-Hamilton). Pour tout uw € L(E),

Xu(u) =0.

Autrement dit, le polynéme minimal w, divise le polynéme caractéristique x.,.

Démonstration: On propose plusieurs preuves :
1. Via les sous-espaces cycliques (voir aussi la section [4.7.1)) :
Définition 4.16. Soit P ="} ;a; - X* un polynéme unitaire de K[K] (on a
donc a, = 1).
La matrice compagnon associée a P est la matrice C(P) € M,,(K) définie par

0O 0 ... 0 —qag

1 0 ... 0 —al
C(P) := 0 1 ... 0 =—a

0 O 1 —ap—

Lemme 4.17. Soit P € K[X]. Alors

Xcwp) = (=1)"- P.

Démonstration: Il suffit de développer par rapport a la derniere colonne. O

Déduisons maintenant de ce lemme le théoreme de Cayley-Hamilton. Soit x €
E\ {0}. Notons FE, := Vect(u¥(z),k € N). Ce sous-espace vectoriel de E est
stable par u. Si k est le plus petit entier > 1 tel que (z,u(x),...,u"(z)) est
lie, alors E, est de dimension k, il existe ag,...,ap_1 € K tels que u*(z) =
— ZZ o ai - u'(z), et une base de E, est (z,u(x),...,u*"1(2)). Dans cette base,
la matrice de la restriction de u est C(P), avec P = X* + ZZ o a;X". Donc le
lemme assure que Xujg, = P, et comme E, est stable, Xu)g, divise x,. Donc
P|xu, et par construction, P(u)(x) = 0, donc x,(u)(z) = 0. Ceci étant valable
pour tout z € E, on a x,(u) = 0.
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2. Via la formule de la comatrice : on admet (voir section [5| pour la preuve) que
la formule de la comatrice (proposition est valable pour des matrices a
coefficients dans un anneau commutatif. En particulier, on en déduit I’égalité
suivante dans M, (K[X]) :

fCom(A— X -1,)- (A—= X - I,) = xa(X) - I,..

On voit désormais les trois matrices P :=Com(A — X - I,), Q := A— X - I, et
R := xa(X)- I, comme des polynémes a coefficients dans I’anneau (non commu-
tatif) M,,(K), via la bijection évidente M,,(K[X]) = M,,(K)[X]. Remarquons le
point particulier (crucial) suivant : le polynéme @ = A— X - I, a ses coefficients
qui commutent avec A. Cela assure (le vérifier!) que (P-Q)(A) = P(A) - Q(A).
Or de fagon évidente Q(A) = 0 et R(A) = xa(A) - I, ce qui assure que
xa(4) -1, =0, donc xa(A4) =0.

3. Via la matrice universelle et le corps de décomposition : on considére la matrice
universelle de taille n, i.e. la matrice A := (Xj;)i<ij<n, a coefficients dans
Z(X; ;1 <i,j < n] (oules X;; sont des indéterminées). Notons k le corps
Q(X; ;) contenant Z[X; ;1 < 4,5 < n]. Alors xa(X) := det(A — X - I,,) €
(Z[X; ;1 <i,j <n]) [X]. Introduisons maintenant ¢ un corps de décomposition
de x4(X) sur k : £/k est une extension finie engendrée par les racines de x 4(X).
En choisissant une matrice diagonale & valeurs propres distinctes Ay € M,,(C),
on considere l'unique morphisme d’anneaux ¢ : Z[X;;;1 < i,j < n] — C
envoyant les indéterminées X ; sur les coefficients de Ag. Alors x 4,(X) s’obtient
en remplacant les variables X; ; dans x 4(X) par les coefficients de Ag. Or x4, a
n racines distinctes, donc y 4 également (cette derniere propriété peut se montrer
en utilisant le discriminant du polynome x4, qui se spécialise sur celui de x4,
donc est non nul).

En particulier, A est diagonalisable (via le lemme des noyaux) dans /¢, et il est
clair qu’alors x4(A) = 0 dans ¢, donc dans k, donc dans Z[X; ;1 < i,j < n].
Soit alors K un corps et B € M, (K). Alors il existe un unique morphisme
d’anneaux ¢ : Z[X; ;1 < i,j < n|] - K envoyant A sur B. Alors xp(B) =
(xa(A)) = $(0) = 0.

)

4.3 Premiers résultats de réduction : diagonalisation, trigonalisation

On définit les notions de diagonalisation et trigonalisation des endomorphismes, et
on établit des conditions nécessaires et suffisantes simples pour décider si un endomor-
phisme est diagonalisable (resp. trigonalisable).

Définition 4.18. Soit u € L(E).
On dit que u est diagonalisable (resp. trigonalisable) s’il existe une base B de E
telle que Matg(u) est diagonale (resp. triangulaire supérieure).

On dira de méme qu’'une matrice est diagonalisable (resp. trigonalisable) si I’en-
domorphisme associé a la matrice l’est. Autrement dit, A € M,,(K) est diagonalisable
(resp. trigonalisable) si et seulement s'il existe P € GL,(K) telle que P- A - P71 est
diagonale (resp. triangulaire supérieure).
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Exemples 4.19.

On dispose de deux criteres tres utiles (conditions nécessaires et suffisantes) pour
décider si un endomorphisme est diagonalisable (resp. trigonalisable). Avant d’énoncer
ces criteres, formulons d’abord quelques propriétés simples :

Proposition 4.20. Soit u € L(E). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
1. u est diagonalisable.
2. E est somme des sous-espaces propres de .
3. E est somme directe des sous-espaces propres de u.

4. E admet une base formée de vecteus propres de u.

Démonstration:

— Montrons = : il existe une base B telle que Matpg(u) est diagonale.
Alors les vecteurs de B sont des vecteurs propres de u, donc F est engendré par
des vecteurs propres de u.

— Montrons = : il suffit de montrer que les espaces propres de w sont
en somme directe. C’est par exemple une conséquence du lemme des noyaux : si
I’on note A1,..., A € K les valeurs propres deux-a-deux distinctes de u, alors
les polynémes X — )\; sont deux-a-deux premiers entre eux, donc les espaces
propres ker(u — A; - idg) sont en somme directe.

— Montrons =—> (4) : on choisit des bases B; de chacun des sous-espaces
propres de u. On concaténe ces bases pour obtenir une base B de E. Alors B est
la base souhaitée.

— Montrons = (|I)) : c’est évident.

Définition 4.21. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n.
Un drapeau de E est une suite (Fp,..., F,) de sous-espaces vectoriels de F, tels
que pour tout 0 <i <mn—1, F; C F;11, et pour tout 0 < i <n, dim (E;) = i.

Proposition 4.22. Soit u € L(E).
Alors u est trigonalisable si et seulement si u stabilise un drapeau de E, i.e. il existe
un drapeau de E formé de sous-espaces stables par u.

Démonstration:
— On suppose u trigonalisable. On dispose d’une base B = (ey,...,e,) dans la-
quelle u est triangulaire supérieure. On note F; := Vect(ey,...,e;). Alors il est

clair que (F;) est un drapeau de E stable par u.

— On suppose qu’il existe un drapeau (F;) stable par w. On choisit, pour tout
1 <4 < n, un vecteur e¢; € F; \ F;_;. Une récurrence simple assure que B :=
(e1,...,en) est libre, donc c’est une base de E. Alors par construction, Matg(u)
est triangulaire supérieure.

0

Passons maintenant au lien entre diagonalisabilité (resp. trigonalisabilité) et po-
lynémes annulateurs, afin d’obtenir les critéres les plus utiles en pratique.
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Théoréme 4.23. Soit u € L(E).
Alors u est diagonalisable si et seulement si u admet un polynéme annulateur scindé
a racines simples si et seulement si w, est scindé a racines simples.

Par exemple, Cayley-Hamilton assure que si x, est scindé a racines simples, alors
u est diagonalisable.

Exemples 4.24. 1. Soit u et n > 1 tel que u™ = idg. Si K contient les racines
n-iemes de 1'unité et si n est premier a la caractéristique de k, alors u est
diagonalisable. Par exemple, en charactéristique différente de 2, les symétries
(endomorphismes vérifiant u? = idg) sont diagonalisables.

Démonstration:
— On suppose u diagonalisable. Il existe une base B telle que Matg(u) = diag(Ag, . . .
ou les \; sont exactement les valeures propres de v dans K. Alors si Aq,..., A

désigne les valeurs propres deux-a-deux distinctes de w, il est clair que le po-
lynéme [[;_, (X —\;) est scindé & racines simples dans K, et il annule la matrice
Matp(u), donc w.

— On suppose que u admet un polynéme annulateurs P scindé a racines simples.
Alors m, divise P, donc 7, est scindé a racines simples.

— On suppose que 7, est scindé a racines simples. On écrit 7w, = (X — A1) -+ (X —
Ar), avec \; € K. Comme les \; sont exactement les valeurs propres de K, le
lemme des noyaux assure que E est somme directe des espaces propres de U.
Donc u est diagonalisable.

0

Corollaire 4.25. Soit K = F, un corps fini de cardinal q, et E un K-espace vectoriel
de dimension n.
1. Un endomorphisme u € L(E) est diagonalisable si et seulement si u? = w.

2. Le nombre d’endomorphismes diagonalisables dans M,,(Fg) est égal a

GLA(F,)|
(m1 Zﬁ:% ) € N¢? |GLn, (Fg)[ - - [GLin, (Fg)|

i =1

Démonstration:

1. Montrons d’abord que les polynomes scindés a racines simples sur K sont exac-
tement les diviseurs de X9 — X. En effet, X9 — X = [[ (X =), ce qui assure
le résultat. Ensuite, u est diagonalisable si et seulement s’il existe P € K[X]
scindé a racines simples tel que P(u) = 0 si et seulement si u est annulé par un
diviseur de X9 — X si et seulement si u? = u.

2. On fait agir le groupe GL,(F,) sur 'ensemble D, (F;) des matrices diagona-
lisables dans M, (F,), par conjugaison. Montrons que deux matrices A, B €
D,,(F,) sont dans la méme orbite si et seulement si pour tout A € F, dim ker(A—
A-1I,) = dim ker(B — X I,,). Il est clair que deux matrices dans la méme orbite
vérifie cette propriété. Réciproquement, si A et B vérifie cette propriété, comme
A et B sont diagonalisables, on a F)) = @Aqu E\(A) = @Aqu E\(B); donc en
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utilisant 1’égalité des dimensions, pour tout A € F, il existe un isomorphisme
x : Ex(A) = E\(B). Comme les E)(A) sont en somme directe, cela définit un
automorphisme ¢ de Fy envoyant les espaces propres de A sur ceux de B. Par
conséquent, on en déduit que po Ao~ = B, donc A et B sont dans la méme
orbite. Par conséquent, I’ensemble des orbites de cette action est en bijection
avec 'ensemble des (my)xer, € NFq tels que doama=mn.

Calculons maintenant le stabilisateur d’une orbite donnée par (my) AeF, - F'ixons
une décomposition (par exemple celle construite naturellement a l'aide de la
base canonique) Fg = P \cp, Ex et une matrice A € Dy, (F,) compatible a cette
décomposition, i.e. telle que Ajp, = Aid pour tout A. Calculons le stabilisateur
de A. Pour tout M € GL,(F,), on a M - A- M~ = A si et seulement si M
stabilise les espaces propres de A si et seulement si pour tout A\, M (E)) C E)
si et seulement si pour tout A\, M(FE)) = E). Par conséquent, en fixant une
base de Fj compatible a la décomposition Fy = @/\EFQ E, (par exemple la
base canonique), on a un isomorphisme entre le stabilisateur de A et le groupe
[Tier, GLm, (Fq) (qui envoie M sur la matrice de Mg, pour tout A).

On écrit alors I’équation aux classes pour conclure.

Etudions maintenant les endomorphismes trigonalisables :

Théoréme 4.26. Soit u € L(E).
Alors u est trigonalisable si et seulement si u admet un polynéme annulateur scindé
st et seulement si w, est scindé si et seulement si x, est scindé.

Exemples 4.27. 1. Si K est algébriquement clos, tout endomorphisme est trigo-
nalisable.

Démonstration: On vérifie d’abord que y,, scindé équivaut a m, scindé équivaut a
I'existence d’un polynéme annulateur scindé. Il est clair que 1’existence d’un polynome
annulateur scindé implique 7, scindé. Montrons que 7, et x, ont les mémes facteurs
irréductibles. Fixons une base de F et notons A la matrice de u dans cette base. Soit
P irréductible divisant y,. On note L un corps de rupture de P sur K. Alors P a
une racine A € L. Donc A est valeur propre de A dans M, (L), avec un vecteur propre
x € L™ associé. Donc m,(A)(z) = mu(A) - . Or my(A) = 0, donc m,(A\) = 0, donc A est
racine de 7, dans L. Or P est le polynome minimal de A sur K, donc P divise m,. Cela
assure les équivalences souhaitées.

Intéressons-nous maintenant a 1’équivalence entre ces propriétés et la trigonalisabi-
lité. Si u est trigonalisable, il est clair que ¥, est scindé. Pour la réciproque, on propose
deux démonstrations :

— Un argument de dualité : on raisonne par récurrence sur la dimension n de E (le
cas n = 0 étant évident). On considere 'endomorphisme dual ‘u : E* — E*. On
sait que xu* = Xu. Par conséquent, x,+ est scindé. En particulier, ce polynéome
admet une racine A € K, qui est donc valeur propre de u*. Soit D C E*
une droite propre pour u* associée a la valeur propre A. Alors le sous-espace
F := D° C E est un hyperplan de E, stable par u (le vérifier!). On peut donc
considérer up € L(F) la restriction de u a F. Puisque F' est stable, on voit
que Xy divise xy,. Donc x,, est scindé, donc par hypotheése de récurrence,
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up est trigonalisable. Il existe donc une base B’ de F telle que Matp (up) soit
triangulaire supérieure. On choisit un vecteur quelconque = € E'\ F, et on note
B := B U{x}. Alors Matg(u) est triangulaire supérieure.

— Un calcul matriciel par blocs (i.e. un argument de quotient) : on raisonne par
récurrence sur la dimension n de E (le cas n = 0 étant évident). x, est scindé,
donc v admet une valeur propre A € K. Il existe un vecteur propre v; € E
associé a A\. On complete v; en une base B de F, de sorte que

Matp(u) = <%%> :
avec A € M,,_1(K).

Alors x, = (A= X) - x4, donc x4 est scindé. Par hypothese de récurrence, A est
trigonalisable, donc il existe P € GL,_1(K) telle que P- A- P! est triangulaire

supérieure. On note alors
110
Q= <T‘?> € GL,(K),

et on vérifie par un simple calcul par blocs que @ -Matg(u)- Q! est triangulaire
supérieure.
O

Corollaire 4.28. 1. Uadhérence de D, (R) dans M,,(R) est T, (R), et lintérieur
de D, (R) est l’ensemble des matrices réelles diagonalisables a valeurs propres
distinctes (i.e. dont le polynéme caractéristique est scindé a racines simples).

2. D,(C) est dense dans T, (C) = M, (C). Son intérieur est ’ensemble des ma-
trices complezes diagonalisables a wvaleurs propres distinctes (i.e dont le po-
lynéme caractéristique est a racines simples).

Démonstration:
1. pour l'intérieur, on peut utiliser le résultant (i.e. le discriminant).

2. plus facile.

Quelques autres propriétés concernant la topologie des classes de similitude :

Proposition 4.29. Si K =R ou C, et A € M,(K), on a

1. La classe de similitude de A est bornée si et seulement si A est une matrice
scalaire (i.e. une homothétie).

2. Si K = C, la classe de similitude de A est fermée si et seulement si A est
diagonalisable.

Démonstration:

1. On suppose A non diagonale. Alors il existe i # j tel que a;; # 0. Alors pour
tout A € K*, D;(\)-A-D;(X\)~! a un coefficient d’indice (i, 5) égal & A~ a; j, qui
n’est pas borné quand A décrit K*. Supposons maintenant A = diag(A1,...,\,)
diagonale non scalaire : il existe ¢ # j tel que \; # A;. Le coefficient d’indice
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(i,7) de T j(t) - AT j(t)~" est égal a t - (\; — \;), qui n’est pas borné quand ¢
décrit K.

Donc : si la classe de similitude est bornée, alors A est scalaire. Réciproquement,
une matrice scalaire est centrale, donc sa classe de similitude est un singleton,
donc bornée.

2. Soit A diagonalisable, et soit (B,) une suite de matrices conjugués a A, i.e.
B, = P, - A- P! pour tout n, telle que (B,) converge vers B dans M, (K).
Comme le polynome caractéristique est un invariant de similitude, et puisqu’il
dépend continuement de la matrice, xp = x4. En outre, m4(B,) = 0 pour tout
n, donc par passage a la limite, m4(B) = 0, donc 7p divise w4, donc 7p est scindé
a racines simples. Donc B est diagonalisable, et est semblable & A (puisqu’elle
a le méme polynéme caractéristique que A). Donc la classe de similitude de A
est fermée.

Réciproquement, supposons la classe de similitude de A fermée. Comme K = C,
on peut supposer A triangulaire supérieure. Notons P := diag(1,2,...,n). Alors

AN\ E
pour tout k > 1, le coefficient d’indice (i, j) de P¥-A- P~F vaut (%) -a;,j, donc
pour i < j, ce coefficient tend vers 0. Donc la suite de matrices P* - A . P~F
(dans la classe de similitude de A) converge vers une matrice diagonale. Comme
la classe de similitude est fermée, cette matrice est semblable & A, donc A est

diagonalisable.

Parlons désormais un peu de réduction simultannée des endomorphismes.

Proposition 4.30. Soient u,v € L(E) tels que uov = vou.
Pour tout P € K[X], ker(P(v)) est stable par u.

Remarque 4.31. En revanche, il n’est pas vrai que tout sous-espace stable par v est
stable par u.

En particulier, les sous-espaces propres de v sont stables par u.

Proposition 4.32. Soit (u;)ier une famille de d’endomorphismes de E. Supposons que
les u; commutent entre eux.

Si tous les u; sont diagonalisables (resp. trigonalisables), alors ils sont co-diagonalisables
(resp. co-trigonalisables), i.e. il existe une base B de E telle que pour tout i € I,
Matg(u;) est diagonale (resp. triangulaire supérieure).

Démonstration: On raisonne par récurrence sur la dimension n de E (les cas n = 0
et n =1 sont évidents).
— Cas diagonalisable. Si tous les u; sont des homothéties, le résultat est clair. On
suppose donc qu’il existe 7g tel que u;, n’est pas une homothétie.
Alors E = ®)\ESp(ui0) ker(u— \-idg), et tous les ker(u — A -idg) sont stables par
tous les u; grace & la proposition Puisque u;, n’est pas une homothétie, il
existe au moins deux valeurs propres distinctes dans Sp(u;, ), et donc pour toute
telle valeur propre A, dim (ker(u;, — A-idg)) < n. On applique donc I’hypothese
de récurrence aux restrictions des u; & chacun des sous-espaces propres de u;, (on
rappelle que la restriction d’'un endomorphisme diagonalisable & un sous-espace
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stable est diagonalisable (par exemple, le polynéme minimal de la restriction
divise celui de I’endomorphisme initial). L’hypothese de récurrence assure que
pour tout A € Sp(u;,), il existe une base By de ker(u;, — A -idg) telle que pour
tout ¢, la restriction de u; a ker(u;, — A -idg) a une matrice diagonale dans la
base By. Alors la base B obtenue en concaténant les bases B) est une base de
diagonalisation commune des u;.

— Cas trigonalisable (ce second cas peut-étre adapté pour contenir également une
preuve du premier cas). On note V' C L(F) le sous K-espace vectoriel de L(E)
engendré par les u;. Ce sous-espace V' est de dimension finie sur K, et on peut
extraire de la famille (u;) une base (v1,...,v;) de V. Il est alors clair que si
les v; sont simultanément trigonalisables, alors les u; le sont également. Par
hypotheése, v; admet une valeur propre \;. L’espace propre ker(vy — A1 - idpg)
est stable par vo, et la restriction de vy a ce sous-espace est trigonalisable, donc
admet une valeur propre Ao. En particulier, ker(v; — A1 - idg) N ker(vg — Ay -
idg) est un sous-espace non nul de E stable par tous les u;. Une récurrence
simple assure ainsi que E admet un vecteur x # 0, qui est vecteur propre pour
v1, ..., V. Alors les endomorphismes v; induisent des endomorphismes v; de
E/K - z. Clairement, les 7; commutent deux-a-deux, et ils sont trigonalisables
(leur polynome caractéristique divise celui des v;). Or dim (E/K - x) < n, donc
par hypohtese de récurrence, il existe une base B de E/K - x qui trigonalise
simultanément les 7;. On releve B en une famille libre B’ de E, et la base
B :=B'U{x} est une base de trigonalisation simultanée des v;, donc des wu;.

0

Exemple 4.33. Si car(K) # 2, les groupes GL,,(K) et GL,,(K) sont isomorphes si et
seulement si n = m.

Remarque : cette propriété reste vraie en caractéristique 2, mais la preuve est
différente. En caractéristique p > 0, on peut utiliser le sous-groupe des matrices tri-
angulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale, et sa suite central descendante, qui
caractérisent n.

Si des endomorphismes trigonalisables qui commutent sont simultanément trigo-
nalisables, la réciproque est fausse. On dispose d’une généralisation de la proposition
appelé théoréme de Lie-Kolchin :

Théoréme 4.34. Soit G C GL,(C) un sous-groupe résoluble connexe.
Alors il existe P € GL,(C) tel que P-G - P~t C T,,(C) N GL,(C). Autrement dit,
les matrices de G sont co-trigonalisables.

Démonstration:

— Si (G est abélien, c’est une conséquence de la proposition On suppose donc
désormais GG non abélien.

— On montre que si G est un groupe topologique connexe, alors D(G) est connexe.

— Montrons maintenant qu’il existe un sous-espace non trivial stable par tous les
éléments de G.
Rappelons que puisque G est résoluble, il existe m > 2 minimal tel que D™ (G) =
{I,,}. On introduit alors le sous-groupe non trivial H := D™~!(G) C G. Puisque
D(H) = {I,,}, alors H est abélien. Par la proposition [4.32] H stabilise un dra-
peau, donc en particulier, les éléments de H ont un vecteur propre z # 0 com-
mun.
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Notons alors V := (G - x). Par construction, V' # {0} est un sous-espace stable
par tous les éléments de G. Supposons que V = C™.

On remarque d’abord que pour tout g € G, pour tout h € H, h(g(x)) = g(g~'o
hog(x)), or H est distingué dans G, donc g~ 'ohog € H, donc x est un vecteur
propre pour g~ ! o ho g, donc g(x) est un vecteur propre (non nul) pour h.

Par conséquent, tous les g(z), g € G, sont des vecteurs propres par tous les
éléments de H. En particulier, il existe une base B de V = C" dans laquelle
tous les éléments de H sont diagonaux. En outre, pour tout h € H et g € G,
g-h-g~!' € H, donc est diagonale dans la base B et a le méme spectre que h.
Par conséquent, pour tout h € H, la classe de conjugaison de h dans GG est finie.
Or G est connexe, donc cette classe est connexe. Par conséquent, la classe de
conjugaison de h dans G est réduite a {h}, i.e. H C Z(G).

En outre, pour tout h € H notons A la valeur propre de h associée a x. Alors
x € Ey(h) et E)\(h) est stable par G (car h € Z(G)), donc Ey =V = C".
Donc h est une homothétie. Donc les éléments de H sont des homothéties. Or
H C D(G) C SL,(C), donc det(H) = {1}, donc les éléments de H sont des
homothéties de rapport une racine n-ieme de 'unité, donc H est fini. Or le point
précédent assure que H est connexe, donc H = {I,,}, ce qui est contradictoire.
On a donc montré par I'absurde que V' # C", i.e. il existe un sous-espace
vectoriel {0} # V # C™ de C™ stable par G. Par conséquent, tout élement
g € G induit un élément G € GL(C"/V). On dispose donc de morphismes de
groupes @1 : G — GL(V) et @2 : G — GL(C"/V), définis par p1(g) = gy et
v2(g) = g. Notons G; I'image de G par ;.

— On conclut alors par récurrence sur la dimension de V : les sous-groupes G et
(9 sont connexes et résolubles, donc par récurrence il existe des bases By de V
et By de C"/V dans lesquelles G et G2 sont triangulaires supérieurs. Alors la
base B de C™ formée de la concaténation de By et d’une famille relevant By dans
C", permet de trigonaliser le groupe G dans GL,(C).

]

4.4 Endomorphismes semi-simples

Dans cette sous-partie, on s’intéresse a une généralisation de la notion d’endomor-
phisme diagonalisable. Cette notion est vraiment utile quand le corps de base n’est pas
algébriquement clos.

Définition 4.35. Soit u € L(E). On dit que u est semi-simple si pour tout sous-espace
F C E stable par u, il existe un sous-espace G C FE, stable par u, tel que E = FHG.
On dit que u est simple si les seuls sous-espaces stables par u sont {0} et E.

Autrement dit, un endomorphisme est semi-simple si et seulement si tout sous-
espace stable admet un supplémentaire stable.

Par définition, un tel endomorphisme est diagonalisable par blocs, et chaque bloc
est un endomorphisme simple. Si tous les blocs sont de dimension 1, on retrouve le cas
des ensomorphismes diagonsalisables.

De facon analogue, on définit une matrice semi-simple comme une matrice dont
I’endomorphisme associé est semi-simple.

On dispose d’un critére pour la semi-simplicité, en lien avec les polynomes annula-
teurs de I’endomorphisme.
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Théoréme 4.36. Soit u € L(E).
— Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. u est simple.
2. Xy est irréductible.
— Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. u est semi-simple.
2. Le polynome m, est sans facteur carré.

3. u admet un polynéme annulateur sans facteur carré.

Démonstration: O

On va maintenant s’intéresser au lien entre semi-simplicité et diagonalisabilité. Rap-
pelons qu'un corps K est dit parfait si toute extension finie de K est séparable (i.e.
tout polynome irréductible dans K[X] est scindé a racines simples dans une extension
finie de K - un corps de décomposition de P par exemple). Les corps de caractéristique
nulle sont parfaits, ainsi que les corps finis. En caractéristique p > 0, le corps K est
parfait si et seulement si le morphisme (de corps) de Frobenius : K — K, défini par
x — 2P, est surjectif.

Théoréme 4.37. Soit A € M, (K).

S’il existe une extension finie L/K telle que la matrice A est diagonalisable dans
M, (L), alors A est semi-simple.

Si le corps K est parfait, alors la réciproque est vérifiée.

On propose maintenant une classification des endomorphismes semi-simples sur R :

Théoréme 4.38. On suppose K = R. Soit u € L(E).
u est semi-simple si et seulement s’il existe une base B de E, des scalaires A1, ..., \ €
R, a1,b1,...,as,bs € R, avec b; > 0, tels que n =1 + 2s et

A 0 0 0O 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 A0 0 0 0
o 0 0 al —b1 0 0
Matg(u) = | 0 b a O 0
0 0 0 O 0 0
0 0 0 0 as —bs
0 0 0 O bs as

Autrement dit, les endomorphismes semi-simples réels sont diagonalisables par
blocs, avec des blocs de taille 1 ou 2.

Démonstration: O

Exemple 4.39. Les matrices semi-simples dans M,,(R) sont exactement les matrices
diagonalisables dans C.
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4.5 Décomposition de Dunford ; exponentielle de matrices

Dans cette partie, on va s’intéresser a la décomposition de Dunford des endomor-
phismes (et donc des matrices). Il s’agit de décomposer un endomorphisme en une
somme d’un endomorphisme diagonalisable et d’un endomorphisme nilpotent, de fagon
canonique.

Définition 4.40. Soit u € L(E).
On dit que u est nilpotent s’il existe un entier m > 1 tel que u™ = 0. Dans ce cas,
I’entier m minimal tel que 4™ = 0 est appelé indice de nilpotence de w.

Proposition 4.41. Soit u € L(E). Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. wu est nilpotent
2. w est trigonalisable et 0 est sa seule valeur propre.
3. 1l existe une base B de E telle que Matg(u) est triangulaire supérieure stricte
(avec des zéros sur la diagonale).
4. Le polynome minimal de u est de la forme X™.

5. Le polynome caractéristique de u est (—1)" - X™.

Exemple 4.42. Soit K = F, un corps fini de cardinal ¢. Le nombre de matrices
nilpotentes dans M,,(F,) est exactement q"Q*". On peut donc dire que la probabilité
qu’une matrice aléatoire (loi uniforme) dans M, (F,) soit nilpotente est .

La preuve passe par le lemme de Fitting qui permet d’associer a tout endomor-
phisme v de E = K", une décomposition de E en somme directe £ = FEP G de
sous-esapces stables, telle que up € GL(F') et Ug est nilpotente. 7 7

Lemme 4.43. Soit u,v € L(E) telles que uov =vou.
Si u et v sont nilpotentes, alors u+ v et uowv sont nilpotentes

Proposition 4.44. Un endomorphisme nilpotent et diagonalisable est nul.
On peut maintenant démontrer le théoreme de décomposition de Dunford :

Théoreme 4.45. Soit u € L(E) tel que x,, est scindé.
11 existe un unique couple (d,n) € L(E)? tel que
—u=d+n
— d est diagonalisable et u est nilpotent.

— don=mnod.
En outre, d et n sont des polynomes en u.

Démonstration:

1. Existence : puisque X, est scindé, le théoreme de Cayley-Hamilton (voir théoreme
4.15)) et le lemme des noyaux (cf corollaire 4.9)) assurent que E somme directe des

sous-espaces caractéristique de u, a savoir, si on note Aq,..., A € K les valeurs
propres deux-a-deux distinctes de u, et m, ..., m, leur multiplicité respective,
on a

E = Pker ((u— A -id)™) .
=1
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Chacun de ces sous-espaces caractéristiques E; := ker ((u — A; - id)™) est stable
par u, et on note u; € L(F;) la restriction de u & E;. Il suffit de définir d; et n;
convenables sur chacun des sous-espaces F;.

Pour ce faire, on pose d; := A; - idg, et n; := u; — d;. Enfin, on note d := @, d;
et n = P, n;.

Alors d est clairement diagonalisable, u = d + n et d et n commutent (vérifier
ces propriétés sur chacun de E;). Il reste & montrer que n est nilpotente, et que
d et n sont des polynomes en wu.

Pour tout 4, (X — A\;)™ annule u;, donc X™ annule n;, donc X dim £ annule n,
donc n est nilpotente.

Sir =1, on constate que n = (X — A1)(u) et d = u—mn, donc d et n sont des po-
lynémes en u. Sir > 2, les polynémes P, ..., P., définis par P; := [] Xu

i (XA
sont premiers entre eux dans leur ensemble, donc le théoreme de Bézout as-

sure qu’il existe Q1,...,Q, € K[X] tels que ), Q; - P; = 1. On définit alors
P:=3".)\-Q;- P Calculons alors P(u). Il suffit de calculer P(u;), et comme
Pj(u;) = 0 pour tout j # 4, on obtient que P(u;) = X - (Qi - P)(u;) =
i (Z] Q; - B) (u;) = A\i-idg,. Donc P(u;) = d;, pour tout i, donc d = P(u), et
n= (X —P)(u).

2. Unicité : soit (d’,n') une décomposition convenable de u. Alors d+n =d +n’,
donc d —d =n' —n. Or d’ et ' commutent, donc commutent & u, donc com-
mutent & tout polynome en u. En particulier, d et d’ commutent, et n et n’ com-
mutent. Donc d — d’ est diagonalisable et n’ — n est nilpotente. Par conséquent,
d —d =n' —n est diagonalisable et nilpotent, donc nul, donc d = d’ et n = n’.

a

Exemples 4.46. 1. Calcul de puissances de matrices.

2. Applications aux systemes dynamiques discrets linéaires.

Proposition 4.47. Si K =R ou C, et A € M,(K), on a

1. L’adhérence de la classe de similitude de A contient 0 si et seulement st A est
nilpotente.

2. Sixa est scindé et A= D + N est la décomposition de Dunford de A, alors D
est dans 'adhérence de la classe de similitude de A.

Une variante : on peut étendre la décomposition de Dunford en supprimant I'hy-
pothese que le polyndéme caractéristique est scindé, et en remplagant ” diagonalisable”
par ”semi-simple” :

Théoréme 4.48. Soit K un corps parfait et u € L(E).
11 existe un unique couple (d,n) € L(E)? tel que
—u=d+n
— d est semi-simple et u est nilpotent.

— don=mnod.

Démonstration: Pour l'existence, on étend d’abord les scalaires & un corps de

décomposition L du polynéme minimal de u. Alors le polynéme minimal de u (ou
disons d’uune matrice A représentant u) est scindé dans L, donc on peut écrire la
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décomposition de Dunford de u a coefficients dans L : u = d + n, avec d diagonalisable
sur L et n nilpotente. Comme la décomposition est unique, un petit argument de théorie
de Galois (on utilise ici que K est parfait) assure que d et n sont en fait a coefficients
dans K. Enfin, comme d est diagonalisable sur L, on en déduit que d est semi-simple
sur K.

Pour 'unicité, c’est une conséquence immédiate de 1'unicité sur L. O

Remarque 4.49. La décomposition de Dunford effective permet de démontrer la version
semi-simple sans recours a la théorie de Galois. Nous reviendrons dessus si le temps le
permet. 77

L’une des principales applications de la décomposition de Dunford, outre le calcul
de puissances de matrices, est le calcul d’exponentielle de matrices.

Définition 4.50. Soit K =R ou C et A € M,,(K).
On définit exp(A4) := > 1cn Ak—f € M, (K).

Tout d’abord, exp(A) est bien définie car, en munissant M,,(K) d’une norme sous-
multiplicative, on voit que la série ), n %:c converge normalement (et méme uni-
formément sur tout compact) - on rappelle que M,,(K) = K n® est complet.

Proposition 4.51. Soient A, B € M,,(K).
Si A-B=B-A, alors exp(A+ B) = exp(A) - exp(B).

Corollaire 4.52. Pour tout A € M,,(K), exp(A4) € GL,(K) et exp(A)~! = exp(—A4).

Exemples 4.53. 1. Pour calculer exp(A), on peut écrire la décomposition de Dun-
ford A = D+ N de A, avec D diagonalisable et IV nilpotente, D et N commutant.
Alors exp(A) = exp(D) -exp(N). En outre, si ’'on connait les valeurs propres de
A, il est aisé de calculer exp(D) via un polynéme interpolateur par exemple, et
on a exp(N) = Zz;é Ak—f.
2. Application : résolution de systemes d’équations différentielles linéaires & coef-
ficients constants.

La décomposition de Dunford implique par exemple la propriété suivante :

Théoréme 4.54. 1. L’application exp : M,,(C) — GL,(C) est surjective.
2. L’image de exp : M,,(R) — GL,(R) est I’ensemble des M?, pour M € GL,(R).

Démonstration: O

4.6 Réduction de Jordan

On peut voir la réduction de Jordan des matrices comme un raffinement de la
décomposition de Dunford. Cela va notamment permettre de décrire précisément les
classes de similitude de matrices dont le polynéme caractéristique est scindé.

On définit d’abord les matrices J,(A). Tout d’abord, pour tout p > 1, on note
N, € M,(K) la matrice triangulaire supérieure avec des zéros sur la diagonale et des 1
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juste au-dessus de la diagonale :

01 0 0
0 0 1 0
Np:: o . o
00 0 ... 1
00 0 ... 0

Définition 4.55. Soit n € N, A € K et p = (p1,...,px) une partition de n, i.e. une
suite décroissante d’entiers p; > 1 telle que p; + -+ + pr = n. On définit la matrice
Jp(X), diagonale par blocs, de la fagon suivante :

A Iy + Ny, 0 0
0 ATy, + Ny, (0) 0
; (0) :
0 0 I, + Ny

C’est donc une matrice formée de blocs carrés diagonaux, de taille variable, de la
forme :

0 ... 0

Al 0
00 0 ... 1
00 0 ... A

Théoréme 4.56. Soit u € L(E) tel que x, est scindé. On note \1,..., A\ € K les
valeurs propres deuz-d-deux distinctes de u et X := (A1,...,\p).

Alors pour tout 1 < i < r, il existe une partition P de dim (E(,\l.)), et une base B
de E telle que Matp(u) = Ip ep, (A).

En outre, la famille (Bl, Al)yees (gr, Ar) est unique a l'ordre pres.

Démonstration: Comme Y, est scindé, on peut décomposer E en somme directe
des sous-espaces caractéristiques de u. On peut donc se restreindre & un sous-espace
caractéristique, et donc supposer que le polynome caractéristique de u est de la forme
+(X —A)". Onnote 1 < m < n le degré du polynome minimal de u, i.e. m, = (X —\)™.
Alors u = A -id + v, avec v nilpotent d’indice m (c’est la décomposition de Dunford de
u). On raisonne maintenant uniquement avec I’endomorphisme nilpotent v.

On propose ici deux preuves de ce théoreme :

1. Méthode des noyaux itérés :

Pour 0 < i < m, on note K; := ker(v'). En particulier, on a Ky = {0} et
K,, = E, et pour tout 0 < ¢ < m —1, K; C K;y1. Pour tout 4, on note
q; ‘= dim (Kz) — dim (Kifl).

Montrons que la suite ¢ := (q1,...,¢m) est décroissante. On remarque que
v(K;+1) C K; pour tout i. En particulier, v induit une application linéaire
K11 — K;, d’ou en passant au quotient v; : K;1+1 — K;/K;_1. Pour tout
x € Kiy1, on voit que = € ker(v;) si et seulement si v(x) € K;_1 si et seule-
ment si v'"1(v(z)) = 0 si et seulement si z € K;. Donc ker(v;) = K;. Donc
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v; induit une application linéaire injective v; : K;11/K; — K;/K;—1. Donc
dim (K;41/K;) < dim (K;/K;_1), i.e. ¢i+1 < g;. Donc la suite ¢ est décroissante.
On a montré au passage que la restriction de v & tout supplémentaire de K;
dans K41 était une injection de ce supplémentaire dans un supplémentaire de
Ki—l dans Ki.

En outre, on a Y ;" ¢; = dim (K,,) — dim (Kj) = n, donc ¢ est une partition de
n. B

On construit alors une base B adapté a v, de la facon suivante : on choisit
une base B, d’un supplémentaire de K,,_; dans K,,, puis on complete v(5,,)
en une base B,,—; d'un supplémentaire de K,,_o dans K,,—;. On continue,
en construisant par récurrence, pour tout 1 < i < m — 1, une base B; d’'un
supplémentaire de K;_; dans K;, de sorte que B; complete v(B;y1).

La base B de E est alors obtenue en concaténant les familles B; = (z¢, . .. ,a:fh_),
dans 'ordre suivant :

— on commence par prendre le premier vecteur de B,,, le premier vecteur de

By—1, ..., le premier vecteur de Bj.
— ensuite, on poursuit avec le deuxieme vecteur de B,,, . . ., le deuxieme vecteur
de Bl .

— on continue jusqu’a épuiser ainsi toutes les bases B;.
Alors par construction la base B est de la forme

m m—1/,m m m—1/,m m m—1/_m m—1 m—2
(@] T (@), g T (@), g 0T (g ) T 0 T
ce qui assure que Matg(v) = Jp, ol p est la partition duale de g.
On en déduit alors que Matg(u) = Jp(Q).
. Sous-espaces cycliques et argument de dualité :

On raisonne par récurrence sur la dimension de E. Le cas ou la dimension est
nulle est évident.

Tout d’abord, il est clair qu'il existe x € E tel qu'un générateur m,, € K[X]
de l'idéal {P € K[X] : P(v)(x) = 0} est égal au polynéme minimal m, = X™
de v. On note E, le sous-espace vectoriel Vect(x,v(x),...,v™ 1(z)), qui est
clairement stable par v et de dimension m. En outre, si B; désigne la base
(z,v(z),...,v™ Y(z)) de E,, on a bien Matg, (v;) = Jm, vz € L(E,) désignant
la restriction de v a F,.

Il s’agit maintenant de construire un supplémentaire F, de F, qui soit stable par
u, et on appliquera I'’hypothese de récurrence a la restriction de v a F},, qui reste
nilpotent d’indice inférieur ou égal & m. Pour construire F,, on utilise la dualité :
puisque v™ ! (z) # 0, il existe une forme linéaire p € E* telle que p(v™ ! (z)) #
0. Alors en particulier, on voit que tvm_l(cp) # 0, alors que 0" = 0 (puisque
v™ = 0). En particulier, le sous-espace vectoriel G, := (¢, ‘u(p), ... ,tum_l(go))
de E* est stable par ‘u et de dimension m. On en déduit facilement que son
orthogonal F, := G,° est un sous-espace vectoriel de FE, stable de u, et de
dimension n — m. Montrons que F, est un supplémentaire de F, : il suffit de
montrer que E,; N F, = {0}. Soit y € E; N F,. Alors y = Z;rjol a; - vi(x) et
pour tout 0 < k < m — 1, tvk(go)(y) = 0, donc pour tout 0 < k < m — 1,
Z?jol a; - (v*(z)) = 0. Or pour tout j > m, v/ = 0, donc I'égalité précédente
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donne

ag - p(2) +...a1 @(v(@)) + + am—1 - 9" (z)) =0

a0 P(0(2) + -+ am - (™ () ~0
a0 - (V")) + a1 - (™ (2) ~0
a0 - p(v™ (x)) ~0

C’est un systeme linéaire triangulaire en les a;, dont tous les coefficients dia-
gonaux sont égaux a p(v™!(x)). Or par construction ¢(v™ 1(z)) # 0, donc
a; = 0 pour tout ¢, donc y = 0 et E, N F, = {0}. Donc on a montré que F, est
un supplémentaire stable de E,.

On peut donc conclure la preuve de l'existence par récurrence sur la dimension
de E : il existe une base By de F, dans laquelle la matrice de v est de la forme
Jyr, et dans la base B obtenue en concaténant By et Bz, on obtient bien une
matrice de la forme J,.

On en déduit alors que Matg(u) = Jp(A).

Reste a discuter 'unicité... |

Remarque 4.57. 1l est clair que le théoreme implique la décomposition de Dunford
(théoreme [4.45))

Corollaire 4.58. Les classes de similitude de matrices nilpotentes dans M, (K) sont
en bijection avec ’ensemble des partitions de n; un systeme de représentants de ces
classes de similitude est donné par les matrices Jp, ot p décrit ’ensemble des partitions
de n.

Corollaire 4.59. Soit A € M,,(K). Alors A et 'A sont semblables.

4.7 Réduction de Frobenius; invariants de similitude

Si le théoreéme [4.56] décrit exactement certaines classes de similitude d’endomor-
phismes de FE, il souffre de I’hypotheése (nécessaire) x, scindé. En particulier, il ne
décrit pas toutes les classes de similitude, des que le corps K n’est pas algébriquement
clos. Le résultat principal de cette partie permet de décrire toutes les classes de si-
militude d’endomorphismes, sans hypothese supplémentaire (quel que soit le corps de

base).
4.7.1 Endomorphismes cycliques; matrices compagnon

Définition 4.60. Un endomorphisme u € L(E) est dit cyclique s'il existe z € F tel
que Vect(u¥(z),k € N) = E.

Exemple 4.61. Un endomorphisme simple est cyclique.

Définition 4.62. Soit P = Y }_,a; - X* un polynéme unitaire de K[K] (on a donc
an =1).
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La matrice compagnon associée a P est la matrice C(P) € M,,(K) définie par

0 0 ... 0 =—qag

1 ... 0 —aq
C(P) := 01 ... 0 —a

0 0 e 1 —Qp—1

Lemme 4.63. Soit P € K[X]. Alors
Xop) = (=1)"- P.

Démonstration: Il suffit de développer par rapport a la derniere colonne. O

Corollaire 4.64 (Cayley-Hamilton). Pour tout v € L(E), xu(u) = 0.

Démonstration:  Soit 2 € E\{0}. Notons E, := Vect(u*(z), k € N). Ce sous-espace
vectoriel de E est stable par u. Si k est le plus petit entier > 1 tel que (z, u(z), ..., u(x))
est liée, alors F, est de dimension k, il existe ag,...,ax_1 € K tels que u¥(z) =
- Zf:_ol a; - u'(x), et une base de E, est (z,u(z),...,u*"1(x)). Dans cette base, la
matrice de la restriction de u est C(P), avec P = X* + Zi':ol a; X*. Donc le lemme
assure que Xy = P, et comme E, est stable, Xuj g, divise xy. Donc P|xy, et par
construction, P(u)(x) = 0, donc xy(u)(z) = 0. Ceci étant valable pour tout z € E, on
a xu(u) =0. |

Proposition 4.65. Soit P € K[X]. Alors
WC(P) =P.

Démonstration: Sion note (X1,...,X,) les vecteurs colonnes de la base canonique
de K™, alors C(P)*1 . X; = X}, pour tout 1 < k < n. En particulier, la famille
(X1,C(P) - X1,...,C(P)" 1. X1) est libre. Cela implique que le polynéme minimal
de C(P) est de degré au moins n. Or m¢(p) divise x¢(p) par Cayley-Hamilton, donc il
divise P. Puisqu’ils ont méme degré et qu'’ils sont unitaires, on en déduit que 7¢(p) = P.
D

Proposition 4.66. u € L(FE) est cyclique si et seulement s’il existe un polynéme
P € K[X] et une base B de E tels que Matg(u) = C(P).

Démonstration: C’est évident. 0
Le lemme suivant est utile pour la suite :

Lemme 4.67. Soit u € L(E). Pour tout x € E, on note 7,5 € K[X]| un générateur
de l'idéal {P € K[X]: P(u)(z) = 0}.
Alors il existe v € E tel que Ty = my.
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Démonstration:  Raisonner avec chaque facteur irréductible de 7, (avec multipli-
cité), puis faire la somme des vecteurs obtenus. O

Théoréme 4.68. Soit u € L(E). Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. u est cyclique.
2. Ty = EXu-
3. L’ensemble des endomorphismes de E commutant avec u est Ku].
Si le corps K est infini, ces conditions équivalent a :
4. E a un nombre fini de sous-espaces stables par u.

Démonstration:

— - : cela résulte des propositions et

— = : il est clair que tout élément de K[u] commute & u. Réciproquement,
le lemme assure l'existence de z € E tel que 7, , = m,. Soit alors v € L(E)
commutant avec u. Alors {P(u)(x) : P € K[X]} est isomorphe & K[X]/(my2),
donc est de dimension n par hypothese. Donc tout élément de E s’écrit P(u)(x)
pour un certain P € K[X]. En particulier, v(z) = P(u)(z), pour un P € K[X].
Alors pour tout y € E, il existe @ € K[X] tel que y = Q(u)(x), et donc

v(y) = (voQ(u))(z) = (Q(u)ov)(z) = (Q(u)oP(u))(x) = P(u)(Q(u)(x)) = P(u)(y).
Donc on a bien v = P(u), d’ou 'implication.

— B) = (1) : Par le lemme m il existe x € E tel que m,, = m,. No-
tons E, := Vect(u®(z),k € N). Alors E, est stable par u, et il admet un
supplémentaire stable F,, comme dans la preuve du théoreme Considérons
alors la projection p : E — FE sur F, parallelement a F,. Alors p commute a wu,
donc par hypothese, il existe @ € K[X] tel que p = Q(u). En particulier, on en
déduit que Q(vg,) = 0, donc Q(u)(z) = 0, donc 7, divise Q, donc T, divise
@, donc Q(u) =0, donc p =0, donc F,, = 0, donc E = E, et u est cyclique.

|

Corollaire 4.69. Soit K = F, un corps fini a q éléments.
Alors le nombre de matrices nilpotentes d’indice n dans My, (F,) est exactement

@ =1D("=q)...("—q"?.

Démonstration: Il suffit d’écrire I’équation aux classes pour ’action transitive de
GL,,(F,) sur 'ensemble de ces matrices, et d’utiliser la propriété du commutateur des

endomorphismes cycliques.
77 0

4.7.2 Réduction de Frobenius
Définition 4.70. Soit u € L(FE). Un sous-espace cyclique de F (relativement a u) est
un sous-espace de la forme E, := {P(u)(x) : P € K[X]} pour un certain x € E.

La proposition suivante a déja été utilisée dans un cas particulier dans la preuve de
la réduction de Jordan. Elle sera utile pour la preuve du théoreme de Frobenius :

Proposition 4.71. Soit u € L(E) et x € E tel que my 5 = m,.
Alors le sous-espace cyclique E, := Vect(u'(z) : i € N) admet un supplémentaire
stable.
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Démonstration: Notons d := deg(my).

Pour construire un supplémentaire stable F,, on utilise la dualité : puisque (x, u(x), . ..

est une base de E,, il existe une forme linéaire ¢ € E* telle que o(u?~!(x)) = 1 et
o(u’(x)) = 0 pour 0 < i < d—1. Puisque 7, = m,, on voit que tyd ¢ Vect(ful: 0 <i <
d—1). En particulier, le sous-espace vectoriel G, := Vect(ep, ‘u(ep), ..., '™ (¢)) de E*
est stable par ‘u, et de dimension d (calculer ‘u’(y) sur la famille (x, u(z), ..., u? "1 (x))).
On en déduit donc que son orthogonal F, := G,° est un sous-espace vectoriel de F,
stable de u, et de dimension n — d. Montrons que F, est un supplémentaire de F, : il
suffit de montrer que E, N F, = {0}. Soit y € E; N F,. Alors y = Z?;ol a; - ui(x) et
pour tout 0 < k < d—1, (p(u*(x)) = 0, donc ¢(y) = 0 implique ayz_; = 0. On a ensuite
u(y) = Zf:_g a; -u'T(z), donc en appliquant ¢ et en utilisant le fait que ‘u(p)(y) = 0,
on obtient ay_s = 0. Par récurrence, on montre ainsi que pour tout i, a; = 0, donc
y=0et E,NF, ={0}. Donc on a montré que F; est un supplémentaire stable de E,.

)

Le théoreme de Frobenius affirme notamment que tout endomorphisme admet une
décomposition en somme directe de sous-espaces cycliques.

Théoréme 4.72. Soit u € L(E).
Alors il existe une base B de E et des polynomes unitaires Py, ..., P, € K[X] tels
que Matg(u) = diag(C(Py),...,C(P,)) et Pi| P, |...| P-.. En outre, les P; sont uniques.

Remarque 4.73. De fagon équivalente, il existe une décomposition en somme directe
E=FE @& @ E,, avec E; stable par u, ujpg, cyclique de polynéme minimal F;, avec
Py|...|P,. Les polynoémes P; sont alors uniques.

Démonstration:

— Pour l'existence, on raisonne par récurrence sur la dimension n de E. Sin =1,
c’est évident. On suppose n > 1, et on utilise la proposition [£.71] : il existe
r € E tel que T, = my. Si d = deg(my), la famille B := (z,u(x),...,u?"1(z))
est une base de E, = Vect(u*(z),k € N), et la restriction de v & E, a pour
matrice dans la base précédente la matrice C(P;), avec P, := m, 5. En outre,
le lemme 7?7 assure que F, admet un supplémentaire stable F,. On applique
I’hypothese de récurrence a la restriction de u a F), : il existe des polyndmes
Pi,...,P._1 tels que Pi|...|P,_1 et une base B” de F, telle que Matg»(u) =
diag(C'(P1),...,C(Pr—1)). En posant B = B” U B’, on obtient que Matg(u) =
diag(C(Py),...,C(F,)). 1l reste & montrer que P,_; divise P,. Pour cela, on
remarque que P, = m,, donc P,.(u) = 0, donc P,(C(P,—1)) = 0, donc par la
proposition P,_1 divise P,, ce qui conclut la preuve de I'existence.

— Pour l'unicité : on a construit une suite de sous-espaces E; cycliques pour u, tels
que £ = Ey & --- & Ey, et pour tout 4, P; est le polynome minimal de ug,. Soit
E=F & --® Fs une autre décomposition, avec v F cyclique de polynome Q;
pour tout j, et Q1]...|Qs. D’abord, P, = Qs est le polynéme minimal de u. Mon-
trons que les familles (Q;) et (F;) coincident. Soit k > 1 tel que pour tout 0 < i <
k,ona P._; # Qs—;. Calculons P._j(u) :ona P_i(u)(E) = Pr_p(u)(Er—kt1) B

,ul™(z))

. Pr,k(u)(Er) et PT,]C(U,)(E) = Pr,k(u)(Fl)@ .. PT,]{(U,)(Fr,k)@Pr,k(u)(FT,]ﬁLl)@

.. Po_p(u)(Fs). Or par hypothese, pour tout 0 < i < k, dim (P,_g(u)(FEr—;)) =
dim (P, _(u)(Fs—;)), donc on en déduit que P,_g(u)(Fs—) = 0, donc Qs_j di-
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vise P._g. Par symétrique, Qs_r = P,_;. On montre ainsi par récurrence que
r = s et pour tout i, P; = );, d’ou 'unicité.
O

Remarque 4.74. Ce théoreme décrit donc en toute généralité les classes de similitude
dans L(FE) et les met en correspondance avec les familles de polynoémes Pi,..., P, €
K[X] tels que Py | Py |...| P et ) .(P) =n.

Définition 4.75. Soit u € L(F). Les polynoémes P; associés a u dans le théoreme
[4.72] sont appelés les invariants de similitude de u. Ce sont des invariants totaux, au
sens ou deux endomorphismes de E sont semblables si et seulement s’ils ont les mémes
invariants de similitude.

Exemple 4.76. Soit K un corps (pas forcément infini), et L une extension de K.
Soient A, B € M,,(K).

Alors A et B sont semblables dans M, (L) si et seulement si elles sont semblables
dans M, (K).

Exemple 4.77. On peut calculer le nombre de classes de similitudes dans M,,(Fy),
pour de petites valeurs de n.
Proposition 4.78. Soit u € L(E) d’invariants de similitude P, ..., P,.
1. P.=m,.
2. P...P = xu.
Corollaire 4.79. Si n < 3, la donnée des polynomes minimauz et caractéristiques

forme un invariant total : deur endomorphismes sont semblables si et seulement s’ils
ont méme polynome minimal et méme polynome caractéristique.

Exemple 4.80. Sur tout corps K, il existe des matrices non semblables dans My (K)
ayant méme polynéome minimal, méme polynome caractéristique. Par exemple, les ma-
trices

000 0 000 0
000 0 100 0
A=l 0000|%B=00 0 0
00 1 0 001 0

On a bien x4 = xp = X%, m4 = 75 = X2, mais rg(A4) = 1 et rg(B) = 2, donc elles ne
sont pas semblables. Les invariants de similitudes de A sont (X, X, X?) et ceux de B
sont (X2, X?).

Quelques applications : si K est un corps fini, et L/K une extension de corps, alors
deux matrices de M,,(K) sembables sur L sont semblables sur K. Une matrice est
semblable & sa transposée.

5 Matrices a coefficients dans un anneau commutatif

Il s’agit notamment d’essayer d’étendre certains résultats valables sur un corps aux
matrices a coefficients dans certains anneaux commutatifs.

On rappelle que si A est un anneau commutatif (unitaire), M, ,(A) est bien défini
et muni de I'addition naturelle des matrices, et que M,,(A) est naturellement une A-
algebre
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5.1 Déterminant

On peut définir le déterminant d’une matrice de M,,(A) de plusieurs fagons équivalentes :

1. si A est integre, on dispose du corps des fractions K et A, et I'inclusion A C
K induit une inclusion M, (A) C M, (K). On peut donc voir une matrice
de M, (A) comme une matrice de M, (K) et définir son déterminant comme
plus haut. On remarque ensuite que les formules (somme sur les permutations,
ou développement par rapport a une ligne ou une colonne) assurent que le
déterminant est un polynoéme a coefficients entiers en les coefficients de la ma-
trice, donc si M € M, (A), alors det(M) € A.

2. dans le cas général, on peut définir le déterminant via la formule de la proposition
3.90L Par définition on voit alors que det(M) € A pour tout M € M, (A).

3. dans le cas général, on peut aussi définir le déterminant, par récurrence sur n,
via la proposition La encore, on a det(M) € A pour tout M € M, (A).

Avec ces définitions, dont on peut vérifier qu’elles coincident, il faut vérifier un
certain nombre de propriétés du déterminant. Le caractere multilinéaire alterné est
facile, tout comme la formule de la comatrice. Mais par exemple, dans le cas non
integre, la formule det(M - N) = det(M) - det(N) n’est pas complétement évidente : on
peut la démontrer & la main en utilisant uniquement le caractére multilinéaire alterné
du déterminant.

Une fois les définitions précisées, on peut alors démontrer par exemple le résultat
suivant :

Théoréme 5.1. Soit A un anneau commutatif et M € My, (A). Notons ppr : A" — A"
Uapplication induite par A sur les vecteurs colonnes.

1. pr est injective si et seulement si det(M) n’est pas diviseur de 0 dans A.

2. @ est surjective si et seulement si ppr est bijective si et seulement si det(M) €
Ax.

Démonstration:

1. Supposons d’abord que det(M) n’est pas diviseur de 0. Soit © € A™ tel que
@rr(x) = 0. Ecrivons la formule de la comatrice : ‘ComM - M = det(M) - I,,. On
applique cette égalité A z : 0 = 'ComM - M -2 = det(M)-z. Donc det(M) -z = 0,
donc & = 0 car det(M) n’est pas diviseur de 0 dans A.

Supposons maintenant que det(M) est diviseur de 0. Alors il existe a € A\ {0}

tel que a - det(M) = 0.

— Si a annule les déterminants de toutes les matrices carrées extraites de M,
alors en particulier a - m;; = 0 pour tout 4, j, ce qui assure que le vecteur
colonne X, dont toutes les coordonnées sont égales a a, est un vecteur non
nul du noyau de ¢yy.

— Sinon, il existe une matrice extraite N de M, de taille d < n maximale, telle
que a - det(N) # 0. Quitte & permuter lignes et colonnes de M (ce qui ne
change pas le caractére injectif ou non de M), on peut supposer que N est
la matrice obtenue a partir de M en extrayant les d premieres lignes et les
d premieres colonnes. Notons alors N; la matrice de taille d + 1 formée a
partir de N en ajoutant a droite la d + 1-iéme colonne de M (tronquée aux
d premieres coordonnées) et en bas la i-ieme ligne de M (tronquée aux d+ 1
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premieres coordonnées). Comme N; a deux lignes identiques (cas i < d) ou
est une matrice extraite de taille d + 1 dans M (cas ¢ > d), on a pour tout
i, a - det(NV;) = 0. On calcule aors le déterminant de N; en développant par
rapport a la derniere ligne de N; : on obtient 0 = a - Zzii(—l)kmlk - Ay
Donc le vecteur colonne a - (Ag,...,(=1)%A441,0,...,0) est dans le noyau
de @pr. Il reste a vérifier que ce vecteur est non nul : par construction,
a-Agr1 = a-det(N) # 0, donc ce vecteur est non nul, donc ¢ps n’est pas
injective.

2. Supposons @) surjective. Notant (e;) la base canonique de A", pour tout ¢, il
existe x; € A" tel que ppr(x;) = e;. Alors 'application A-linéaire ¢ : A™ — A"
définie par ¥ (e;) = x; vérifie p o ¢ = id, donc matriciellement, si N désigne
la matrice associée a ¥, on a M - N = I, donc det(M) - det(N) = 1. Donc
det(M) € A*.

Supposons maintenant que det(M) € A*. Alors la formule de la comatrice assure
que M est inversible, d’inverse (det(M))~!-fComM, ce qui assure également
que s est bijective.

5.2 Pivot de Gauss et Forme normale dans le cas anneau euclidien

On s’intéresse ici aux classes d’équivalence de matrices a coefficients dans un anneau
euclidien, et on cherche & adapter le pivot de Gauss dans ce contexte. La difficulté
réside dans le fait que dans un anneau qui n’est pas un corps, on ne peut pas faire
n’importe quelle division. Dans ce contexte, on appelle matrice élémentaire une matrice
de transvection ou une matrice de permutation.

Néanmoins, on dispose de la généralisation suivante du théoreme 77 :

Théoréeme 5.2. Soit A un anneau euclidien, et M € M,, ,(A).
Alors il existe des matrices inversibles P € GL,(A), Q@ € GL,(A), produits de
matrices élémentaires, et des éléments dy,...,d, € A tels que

P.-M- Q! =diag(d,...,d,,0,...,0),

avec di|...|d,. En outre, les d; sont uniques, a multiplication prés par un élément
inversible de A.

Les d; sont appelés les facteurs invariants de la matrice M. Ce théoreme décrit en

particulier exactement les classes d’équivalence de matrices & coefficients dans A. En
outre, la preuve fournit un algorithme pour déterminer les d;, ainsi que les matrices P
et Q.
Remarque 5.3. La description précédente des classes d’équivalence de matrices reste
valable quand A est seulement supposé principal. En revanche, dans ce cadre plus
général, on a besoin de matrices inversibles qui ne sont pas des matrices élémentaires
pour obtenir la forme diagonale souhaitée. En outre, la preuve du théoreme dans le
cas euclidien est constructive et fournit un algorithme calculant les matrices P, Q) et
les coefficients d;, ce qui n’est pas le cas dans le contexte plus général des anneaux
principaux.
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Démonstration: On note v le stathme euclidien, et on définit v(M) := min{v(m; ;); mi; #
0} si M # 0.
On s’intéresse d’abord a l’existence de la décomposition.
— Si M =0, le résultat est évident.
— On suppose désormais M # 0. Il existe (i, j) tel que v(m; ;) = v(M). En faisant
des permutations des lignes et des colonnes, on peut supposer (7,j) = (1,1).

1. Etape 1 : pour tout 2 < i < n, on effectue la division euclidienne de m; 1
par my : m;1 =mi - g + 1i, avec r; = 0 ou v(r;) < v(my ). On fait alors
lopération élémentaire L; <— L; — ¢; - L1, ce qui remplace le coefficient m; i
par r;. On a alors deux cas : soit tous les coefficients 7; sont nuls, et la matrice
obtenue a une premiere colonne nulle (hormis m; 1) et on passe a I’étape 2;
soit il existe un coefficient r; # 0 et on fait I’échange entre les lignes Ly et
L; : dans ce second cas, la quantité v(m; 1) a strictement diminué, et on
recommence ’étape 1. Puisque la suite des v(m; 1) est une suite strictement
décroissante d’entiers positifs, au terme d’un nombre fini de répétitions de
I’étape 1, on est le premier cas et on passe a I’étape 2.

2. Etape 2 : on est arrivé a une matrice de la forme

m1,1 *
0o M )

Si my 1 divise tous les coeflicients de la premiere ligne, alors en effectuant
des opérations élémentaires sur les colonnes, on se rameéne & une matrice de

la forme
mi 0
0 M)

Sinon, on effectue des divisions euclidiennes comme a 1’étape 1, mais sur les
colonnes, pour se ramener & une matrice M’ telle que la valeur U(m’m) est
strictement inférieure & v(mq,1). Puis on retourne a I’étape 1. De nouveau,
apres un nombre fini de retour a I’étape 1, puis de passages par 1’étape 2, on
arrive dans le premier cas de ’étape 2, donc a une matrice

mia 0
(")

3. Etape 3 : sl my; divise tous les coefficients de M’, on conclut facilement
par récurrence sur n, en retournant au début avec la matrice M’. Sinon, il
existe un coefficient m; ;, avec ¢, j > 2, qui n’est pas divisible par my, ;. Alors
on effectue la division euclidienne de m;; par my 1, et avec des opérations
élémentaires on obtient une matrice N avec v(nq ) strictement inférieur a

v(my,1). On retourne alors a I’étape 1, avec N. Au bout d’un nombre fini
d’étapes, on arrive au premier cas de I’étape 3.

Montrons maintenant 'unicité des coefficients d;. Pour cela, on peut définir pour
tout 1 <4 < min(n,p), le nombre d;(M) comme étant un PGCD des mineurs
(déterminants des matrices carrées extraites de M) de taille ¢. Un calcul simple
- via la multilinéarité du déterminant - assure que la multiplication de M, a
droite ou a gauche, par une matrice élémentaire, ne modifie pas d;(M) (a4 un
inversible pres). Or un calcul immédiat assure que, une fois la matrice écrite

58



sous la forme diagonale du théoréme, on a d;(M) = d; ...d; pour tout i, ce qui
assure l'unicité modulo les inversibles.

Exemple 5.4. Si A=Z et M = , alors on obtient (di,d2,ds) =

~ =~ =
oo Ot N
O O W

(1,3,0).

Corollaire 5.5. Si A est euclidien, le groupe SL,,(A) est engendré par les ma-
trices élémentaires (transvections et permutations).

Remarque 5.6. Ce résultat est faux en général dans un anneau principal. Par

exemple, il est faux dans SLQ(Z[%]).

5.3 Lien avec la classification des groupes abéliens finis et la
réduction des endomorphismes

Les deux exemples cruciaux d’anneaux euclidiens (qui ne sont pas des corps)
sont Z et K[X]. Nous allons maintenant voir que dans ces deux cas, le théoréme
décrivant les classes d’équivalence de matrices a des conséquences importantes.

5.3.1 Matrices a coefficients dans Z et groupes abéliens de type fini

Lemme 5.7. Soit G =7Z" et H un sous-groupe de G. Alors H est de type fini,
isomorphe a VA pour un certain 0 < k < n.

Démonstration: On note m, : G — Z la projection sur la n-ieéme coordonnée.
Alors 7, (H) est un sous-groupe de Z, donc de la forme d,, - Z. Par définition,
il existe h,, € H tel que m,(h,) = d,. Notons H' := ker(m,) N H. Alors H' est
naturellement un sous-groupe de ker(m,) = Z" !, et considérons le morphisme
¢ : H x (h,) — H donné par la somme dans G. Comme H' N (h,) = {0}, le
morphisme ¢ est injectif. Soit h € H ; alors il existe m € Z tel que m,(h) =
md, = mmy(hy), donc h — mh,, € H', donc h = p(h — mhy,, mh,,), donc ¢ est
surjective. Donc ¢ est un isomorphisme entre H et H' X (h,), avec H' sous-
groupe de Z"~!. On conclut par récurrence sur n. O

Théoréme 5.8. Soit G un groupe abélien fini. Alors il existe n > 0 et dy]...|d,
des entiers positifs tels que G = Z" x [[\_(Z/d;Z).

Remarque 5.9. On a également un résultat d’unicité des entiers n et d;, on
renvoie au cours de Pierre Charollois pour la preuve de I'unicité.

Démonstration: Par définition, G admet une partie génératrice finie {g1, ..., gn}.
On considere 'unique morphisme de groupes 7 : Z" — G défini par 7(e;) = g;,
ou (e1,...,e,) désigne la ”base canonique” de Z". Notons H := ker(w). Le

lemme assure que H = ZP, avec 0 < p < n. Notons (f1,.. ., fp) T'image
dans H de la base canonique de ZP. Alors il existe une matrice M = (m;;) €
M, ,(Z) définie par f; = >}, my; - ;. On applique le théoréme ala
matrice M : il existe des matrices P, Q inversibles telles que P - M - Q™! =

diag(dy,...,d;,0,...,0). Or par construction, G est isomorphe &

G=Z'/H=7"/M -Z°P =Z"/M -Q ' - Z”,
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et la matrice P induit un isomorphisme de groupes P : Z"/(PMQ~1)-ZP = G.
Or Z"/(PMQ™1) - ZP = 2" P x [[/_,(Z/d;Z).
Cela conclut la preuve. O

5.3.2 Matrices a coefficients dans K[X] et réduction des endomor-
phismes

Dans cette section, nous essayons de retrouver le théoreme de décomposition
de Frobenius (invariants de similitude) a partir du théoréme dans ’anneau
K[X], sans utiliser explicitement la notion de module sur un anneau.

L’idée est de copier la stratégie de la preuve du théoreme|5.8|a partir du théoreme
en remplacant Z par K[X] et un groupe abélien par un espace vectoriel muni
d’un endomorphisme...

Lemme 5.10. Soit H C G := K[X]" un sous-K-espace vectoriel, stable par
multiplication (diagonale) par X.

Alors il existe un entier 0 < k < n et un isomorphisme de K-espaces vectoriels
H = K[X]F, équivariant pour Uaction de X par multiplication.

Démonstration: On note 1, : G — K[X] la projection sur la n-iéme coor-
donnée (c’est une application K-linéaire, compatible au produit par X). Alors
7 (H) est un idéal de K[X] (le vérifier), donc de la forme (P,). Par définition,
il existe h, € H tel que m,(h,) = P,. Notons H' := ker(w,) N H. Alors
H' est naturellement un sous-K-espace vectoriel de ker(m,) = K[X]""!, et
considérons le morphisme ¢ : H' & (h,) — H donné par la somme dans G.
Comme H' N (hy,) = {0}, le morphisme ¢ est injectif. Soit h € H ; alors il existe
Q € K[X] tel que mp(h) = P,-Q = Q-7 (hy,), donc h—Q-h,, € H' (ol le produit
désigne l'action diagonale de K[X]| sur G), donc h = ¢p(h — Q- hy,, Q - hy,), donc
© est surjective. Donc ¢ est un isomorphisme de K-espaces vectoriels entre H et
H' & (hy), qui est compatible & 'action de X, avec H' sous K-espace vectoriel
de K[X]"! stable par X. On conclut par récurrence sur n, en remarquant que
(hyn) =2 K[X] comme K-espace vectoriel, de fagon compatible avec l'action de
X. O

Théoréme 5.11. Soit E un K-espace vectoriel et u € L(E). On suppose qu’il
existe une partie fini F' C E telle que la réunion des orbites sous u des éléments
de F' engendre E.

Alors il existe un entier n et des polynomes unitaires Py|...|P,., et un isomor-
phisme de K -espaces vectoriels

T
v E = KIX]"o @ KIX]/(P),
=1
qui est équivariant pour l’action de u a gauche et celle de X a droite, 1i.e.
o(u(v)) = X - p(v) pour tout v € E.

Démonstration: Notons {v1,...,v,} une partie finie vérifiant les hypotheses
de I’énoncé. On considere alors 'application K-linéaire surjective : w : K[X]|" —
E définie par 7((F;)) := ), P;(u)(v;). Notons alors H := ker(r), qui est un sous-
K-espace vectoriel de K[X]". En outre, ce sous-espace vectoriel est clairement
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stable par multiplication par X. Alors le lemme [5.10] assure existence d’un
isomorphisme H = K[X]P, qui est K-linéaire et équivariant pour l'action de X.
En notant (fi,..., fp) les éléments de H correspondant & la base canonique de
K[X]P, on construit alors la matrice M = (m; ;) € M, ,(K[X]), via la formule
fi = (mij)i<i<n.

On applique alors le théoreme a la matrice M : il existe des matrices P, () in-
versibles (& coefficients dans K[X]) telles que P-M-Q~! = diag(dy,...,d,,0,...,0).
Or par construction, E est isomorphe (comme K-espace vectoriel avec action de
X)a

E = (K[X]))"/H = (K[X])"/M - K[X]P = (K[X])"/M - Q™" - (K[X])",

et la matrice P induit un isomorphisme K-linéaire et X-équivariant P : (K[X])"/(PMQ~1)-
(K[X])? = E. Or (K[X])"/(PMQ™Y)-(K[X])P = (K[X])" Poi_, K[X]/(P).
Cela conclut la preuve. 0

On en déduit le théoreme de Frobenius :

Corollaire 5.12. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et uw € L(E).
Alors il existe une base B de E et des polynomes unitaires Pi,..., P, € K[X]
tels que Matg(u) = diag(C(P1),...,C(P,)) et Pi| Py |...| Pr.

Démonstration: On applique le théoréme précédent (I’hypothese est claire-
ment vérifiée car E est de dimension finie) : on dispose d’un isomorphisme de
K-espaces vectoriels

@:E%K[X]"@éf([x

vérifiant p(u(v)) = X-¢(v). Puisque E est de dimension finie sur K, nécessairement
n = 0. L’endomorphisme u de E s’identifie donc & ’endomorphisme de multi-
plication (diagonale) par X sur @;_, K[X]/(F;). Or pour tout 1 < i < r, la
restriction de cet endomorphisme au sous-K-espace stable K[X]/(F;) est claire-
ment cyclique (engendré par le vecteur 1), donc cette restriction a pour matrice
la matrice compagnon dans la base (1, X,..., X deg(P; i)_l). Cela assure la preuve
du corollaire. 0

Remarque 5.13. Soit A € M,,(K). On déduit facilement (via des opérations sur
les lignes et les colonnes) de la preuve du théoréme que les invariants de simi-
litude de A sont exactement les facteurs invariants distincts de 1 de la matrice
A — X1, € M,(K[X]). Cela fournit un algorithme pour calculer les invariants
de similitude d’une matrice.

En outre, on déduit de cette derniere remarque, qu’étant données deux matrices
A,B € M, (K), alors A et B sont semblables dans M,,(K) si et seulement si
A — X1, et B— XI, sont équivalentes dans M,,(K[X]). On peut démontrer
cette derniére propriété directement (via des divisions euclidiennes dans K[X]).
Exemple 5.14. Déterminer et dénombrer les classes de similitude de matrices
de M5(K) de polynéme caractéristique (X2 — 1)(X — 1)3. Puis traiter le cas
des matrices de M7(K) de polynéme minimal (X2 — 2)(X + 1)2. Puis le cas des
matrices de Mg(K) de polynome caractéristique (X2 + 1)2(X2 — 3)2.
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