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1 Algebres de polynomes

1.1 Généralités

Définition 1.1. Soient A un anneau commutatif et I un ensemble fini non vide.
On définit anneau A[(X;)ie;] comme étant Pensemble AN') des suites indicées
par N’ & valeurs dans A, & support fini, muni des lois suivantes, pour tous (aa)geNI

et (bp)pens dans ANT)
- (an) + (bn) = (an + bn).
. (en) = (ap) - (bn) est défini par

N =

Par construction, on dispose d’un morphisme d’anneaux injectif : A — A[(X})er]
défini par a +— (adp0),ent, qui muni A[(X;);cr] d'une structure naturelle de A-algebre.
Les éléments de A (vus dans A[(X;)ies]) sont appelés les polynémes constants.

Pour tout i € I, on note i := (d; ;) jer-

Pour simplifier les notations, il est commode de noter, pour tout i € I, X; =
(an) € AND qéfini par an = Opni, Puis on introduit, pour tout n € N’ le monome
X% o= [Lier X7

Alors par définition tout élément de A[(X;);cz| s’écrit de fagon unique sous la forme
Y nen! anX™ avec a, € A pour tout n € N/, nul presque partout. Avec cette notation,

les lois d’anneau deviennent naturelles :

D anX+ > by X% = > (an +by) X2,

neN/ neN/ neN/

STanX® [ Y b X ) = > D am b | X

neN‘ neN/ neN! \m+k=n
Remarque 1.2. Les définitions précédentes se généralisent sans difficulté & un ensemble
I infini (en remplacant I par (I) dans la définition).

En particulier, quand |I| = 1, on obtient 'algebre A[X], dont les éléments sont
exactement les suites a support fini a valeurs dans A, notés Zzzo ap XF (ou d est un
entier naturel), avec les lois d’anneau classiques.



Définition 1.3. Soit P = )  _nn 6 X™. Pour toute A-algebre commutative B et
tout b := (by,...,b,) € B", on définit I’évaluation de P en b par

P(bi,...,bn) == > amb™ .. b
meN”

En particulier, on dispose d'une application (morphisme de A-algebres) ”évaluation
en b” evy : A[X]| — B et d'une application ”fonction polynémiale associée a P” P :
B"™ - B.

La proposition suivante est la propriété universelle des algebres de polynomes :

Proposition 1.4. Soit B une A-algébre commutative et n > 1.

La donnée d’un morphisme de A-algebres A[Xy,...,X,] — B est équivalente a
celle de n éléments de B : pour tous (by,...,b,) € B, il existe un unique morphisme
de A-algébres ¢ : A[X1,...,X,] — B tel que p(X;) =b; (i.e. p =evp).

Démonstration. O
Le résultat suivant est clair :

Proposition 1.5. On dispose d’un isomorphisme canonique de A-algebres
AlX1, . Xna][Xn] = AlXD, .., X0
Définissons maintenant le degré d’un polynome :

Définition 1.6. Le degré (total) d’'un monome X = X" ... X" est mq + -+ my,.
Soit P € A[X1,...,X,] non nul. Le degré (total) de P est celui de son monoéme de
degré maximal.

Par convention, on décide souvent que le degré du polynome nul est —oo.
Pour un polynéme de A[X], on en déduit la notion de coefficient dominant, qui est
le coefficient d’indice égal au degré du polynome.

Remarque 1.7. On dispose d’autres notions de degré pour les polynémes a n > 2
indéterminées. Par exemple, pour tout 1 < k < n, I'isomorphisme A[X1, ..., Xx—1, Xg+1,- .., Xn][Xk] =
A[Xq,...,X,] permet de définir le degré partiel par rapport & Xj.
On peut aussi définir le multidegré d’'un monéme X™ comme étant égal a m € N”,
et définir le multidegré d’un polynéme comme le max (pour l'ordre lexicographique)
des multidegrés des monomes apparaissant dans ce polynome.

Proposition 1.8. Soit A un anneau commutatif unitaire.
Alors A est intégre si et seulement si A[X] est intégre si et seulement si A[X1, ..., X,]
est inteégre.

Démonstration. L’inclusion A — A[X] — A[Xy,...,X,] prouve le sens réciproque.
Pour le sens direct, il suffit de raisonner sur les coefficients dominants de deux po-
lynémes non nuls et de faire leur produit. O

Corollaire 1.9. Soient P,Q € A[X1,...,X,].
— deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)), avec égalité si deg(P) # deg(Q).
— deg(PQ) < deg(P) + deg(Q), avec égalité si A est intégre.



Une notion important est celle de polynéme homogene :

Définition 1.10. Soit P € A[Xy,..., Xy,].
On dit que P est homogene de degré d si tous les monémes non nuls de P ont degré
d.

Remarquons que par convention, le polynéme nul est homogene de tout degré.

Exemple 1.11. Si K est un corps, 'ensemble des polynémes de K[Xq,...,X,] ho-
mogenes de degré d est un sous-espace vectoriel de K[ X7, ..., X,] de dimension ("+j_1).

En effet, une base est donnée par les monoémes X {nl X avee my A+ my, = d.
Le nombre de tels n-uplets (my, ..., m,) dans N™ est ("+j_1) (on peut le montrer avec
des barres et des étoiles, ou alors en reliant ce nombre au nombre de suites croissantes de
d nombres dans {1, ...,n}, qui coincide avec le nombre de suites strictement croissantes

(donc de sous-ensembles) de d nombres dans {1,...,n+d — 1}.

Lemme 1.12. Le polynome P(Xy,...,X,) est homogéne de degré d si et seulement
P(TXy,...,TX,)=TP(X1,...,X,) dans A[Xq,...,X,,T].

Proposition 1.13. Tout polynéme P € A[X1,...,X,] s’écrit de maniére unique sous
la forme P =" ,-, P4, avec Py € A[X1,..., X,] homogéne de degré d.

On dispose de notions de dérivées formelles pour les polyndémes, définies comme
suit :

Définition 1.14. Soit P = > - ap Xk € A[Xy,...,X,]. Pour tout 1 < i < n, on
peut noter P =", _oa; Pe(X1, .-+, Xic1, Xit1, ..., Xn)XF et on définit
oP

N k—1
aXz = kzl;iAkPk(Xl,"'in17Xi+17"'aXn)X7j :

En particulier, si P = Zi:o ar X" ona P := Zizl kap X+ 1.
On dispose de la formule de Taylor bien connue :

Proposition 1.15. Soit A un anneau intégre, a € A. Soit P € A[X] un polynéme de
degré n. On suppose que n! # 0 dans A (i.e. la caractéristique de A est nulle ou > n).
Alors k! divise P*)(a) pour tout 2 < k < n, et on a I’égalité dans A[X]

(k) (g
P(X):ZP ( )(X—a)k.

n
k!

k=0
Démonstration. On considere le polynome F(X) := P(X + a), qui est de degré n, et
vérifie F®)(X) = P®)(X + a). Quitte a remplacer P par F, il suffit de montrer le
résultat pour a = 0.

On écrit alors P =Y }_, apX".

Il est alors clair que P*)(0) = klay, ce qui assure le résultat. O

Remarque 1.16. On dispose également d’une version en n variables de la formule de
Taylor.



1.2 Corps des fractions rationnelles

On rappelle la construction suivante :

Définition 1.17. Soit A anneau commutatif integre. On définit K := {(a,b) € K x KX}/ ~,
ou ~ est la relation d’équivalence définie par (a,b) ~ (a’, V') si et seulement si ab’ = a'b.
Alors K, muni des deux opérations suivantes :
— (a,b) + (d,b') := (ab + a'b, bb')
— (a,b) - (d',b) := (ad’, bb)
est un corps, appelé corps des fractions de A et noté Frac(A). L’application naturelle
A — K définie par a — (a, 1) est un morphisme injectif d’anneaux.

En outre, K est le plus petit corps contenant A, au sens de la propriété universelle
évidente. Par exemple, Frac(Z) = Q. Le corps des fractions de 'anneau des fonctions
holomorphes sur C est le corps des fonctions méromorphes sur C.

Définition 1.18. Soit K un corps. Le corps K(X) des fractions rationnelles en une
indéterminée est le corps des fractions de 'anneau K[X].

En particulier, un élément de K (X) s’écrit sous la forme g, avec ) € K[X] non

nul et P € K[X]. Le degré d’une fraction g est par définition deg(P) — deg(Q). Cela

ne dépend pas de I’écriture choisie pour la fraction. On dit que la fraction g est sous
forme irréductible si (P, Q) = 1.

Le résultat le plus utile dans les applications des fractions rationnelles (calcul
d’intégrales par exemple) est la décomposition en éléments simples :

Théoréme 1.19. Soit F = g € K(X). On note Q = []i_; Q" la décomposition en
irréductibles de Q, avec des polynomes Q; deuz-a-deuxr non associés.

Alors il existe une unique famille de polynomes E, P, ; € K[X]|, avec 1 <i <1 et
1 <75 <my, tels que

] )
=1 j=1 Q
avec deg(P; ;) < deg(Q;) pour tous i, j.

Démonstration. — Existence : la division euclidienne de P par @) s’écrit P = EQ +
R, avec deg(R) < deg(Q). Alors g =FE+ S. On peut donc supposer désormais
que deg(P) < deg(Q). Les polynomes Q7" sont deux-a-deux premiers entre eux,
donc les polynémes Q; := []. ki Q 7 sont premiers entre eux dans leur ensemble.
Donc il existe des polynomes U; € K[X] tels que ), U;Q; = 1. Alors

P _ Y, PUQ;
Q IL,Q" Z Q"“ ‘

Pour tout 7, la division euclidienne de PU; par Q" s’écrit PU; = Q;"'S; + Ry,

avec deg(R;) < m; deg(Q;). Donc g =>,5+>, Q}}ii. Or deg P < deg @, donc
P

I'unicité de la division euclidienne de P par () assure que ), S; = 0, donc 0=

S A le . 11 suffit donc de traiter chaque terme Q%@- , avec deg(R;) < m; deg(Q;).




On effectue la division euclidienne de R; par Q; : R; = R]Q; + P, avec
deg(P; m,) < deg(Q;). Alors on a

R _ R Pun

= U
Q@M Q™

)

Une récurrence simple assure que la fraction Q@nl s’écrit bien ZJ 1 é’f , avec

deg(P; ;) < deg(Q;) pour tout j, ce qui conclut la preuve de I'existence.
— Unicité : soient deux décompositions

DN RS » )

'Lljli zl]li

En réduisant au méme dénominateur @ =[], Q;", on voit que E (resp. E’) est
le quotient de la division euclidienne de P par (), donc E E’ par unicité de la

division euclidienne dans K[X]. On a donc Zl DA Q7 = ZZ 12 QJ .

Pour tout 7, écrivons Q]?éi = > éj et le = > é] . Alors Y, 5 sz =
1

> Ql,?;i. En reprenant la notation @; introduite plus haut, on voit que pour
e QPP o .
tout j, Q; ., W =Q;>.; Qm“ donc W =i 5%,{1 (P — P;). Puisque

J . —_—
le membre de droite est un polynome, on en déduit que Q;n] divise Q;(P; —

Pl). Or (Qj,Qj) = 1, donc Qmj divise P; — P/ par lemme de Gauss. Or
deg(P; — Pj) < deg(Q 7), donc P; = Pj. On en déduit donc que pour tout

AP éﬂj = Z;’“l ZJ_J En multipliant par @;, on obtient P;; + > "

P+ ZJ ) Qf ’r. L’hypothese sur les degrés des P, ; et P/, assure, avec un ar-

jQQﬂl_

gument identique au premier argument d’unicité plus haut, que P;; = P/,. Une
récurrence simple assure que F; ; = P ; pour tout j, d’ ou l'unicité souhaltee
O

Exemple 1.20. — Si K = C ou plus généralement si K est algébriquement clos,
les irréductibles de K[X]| sont de degré 1, donc @ = [[,(X — A;)™, donc on
obtient une décomposition

—E+ZZ X A)

21]1

avec a; ; € K pour tout 4, .

— Si K = R, les irréductibles de K|[X] sont les polynémes de degré 1 et les po-
lynomes de degré 2 sans racine réelle (i.e. de discriminant strictement négatif),
done si @ = [T_1 (X — X)™i x []5_; (X2 + i X + i)™, avec a? —43; < 0, alors
on obtient une décomposition

S U b X + ¢

zl]l =1 j=1

avec a; j, b; j,c; ; € R pour tout 4, j.



1.3 Séries formelles

On peut définir une variante de 'algebre des polynomes : il s’agit de ’algebre des
séries formelles.

Définition 1.21. Soit A un anneau commutatif et / un ensemble fini non vide.
On définit Panncau A[[(X;)ie;]] comme étant I'ensemble AN' des suites indicées par
N/, & valeurs dans A, muni des lois suivantes, pour tous (an),ens €t (bp),ens dans

AN"
L. (an) + (bn) = (an + bn).
2. (cn) = (an) - (by) est défini par

Avec les notations précédentes, tout élément de A[[(X;);cs]] s’écrit de fagon unique
sous la forme Y, _nr an X™ avec a,, € A pour tout n € NZ. Avec cette notation, les lois
d’anneau deviennent naturelles :

D anX+ > b Xt = (an +by) X,

neN{ neN{ neN{

STanX [ D0 X ) =D DD am-be | X

neN7I neNI neN! \m+k=n
En particulier, quand |I| = 1, on obtient 1'algebre A[[X]], dont les éléments sont
exactement les suites & valeurs dans A, notés » .. arX k avec les lois d’anneau clas-
siques.

1.4 Polynémes symétriques

On dispose d’une action naturelle du groupe &,, sur la A-algebre A[X;,..., X,]
définie par : pour tout o € &y, pour tout P € A[X1,..., Xy}, 0-P 1= P(X,0y, .-, Xom))-

Définition 1.22. Soit P € A[X1,...,X,]. On dit que P est symétrique (resp. anti-
symétrique) si pour tout o € &, 0 - P = P (resp. 0 - P = ¢(0)P).

Exemples 1.23. 1. Les polynomes > " | X; et [[;~, X; sont symétriques.

2. Le polynome de Vandermonde A := [],, ;. (X; — X;) est antisymétrique, A?
est symétrique.

Les exemples fondamenteaux de polynémes symétriques sont les suivants :

Définition 1.24. Pour tout 1 < k£ < n, on définit le k-ieme polyndéme symétrique
élémentaire

eo(X1,. . Xn) = > Xy Xy €Z[Xy,.. ., X)L

1<i1<. i <n

Lemme 1.25. Pour tout 1 < k <mn, le polynome ey(X1,...,X,) est symétrique.



Le théoreme de structure suivant décrit compléetement la sous-algebre des polynomes
symétriques :

Théoréme 1.26. Soit A un anneau commutatif. Pour tout polynéme symétrique P €
A[Xq, ..., Xy, il existe un unique polynome Q € A[Xq,...,X,] tel que

P=Q(e1,...,en).

En particulier, la sous-algebre des polynomes symétriques est isomorphe a la A-
algebre Aleq, ..., ey], elle-méme isomorphe & une A-algebre de polynémes A[Y7,...,Y,].

Remarque 1.27. Le théoreme n’est pas seulement un théoreme d’existence, il vient avec
un algorithme explicite permettant de calculer le polynéome @ a partir de P (voir la
preuve ci-dessous).

Démonstration. On munit 'ensemble des monémes non nuls de A[X7, ..., X,] (ou'en-
semble N" des multidegrés) de l'ordre lexicographique suivant :

k kn ki K,
XX < xr Xk

si et seulement sil existe 1 <i <n —1 tel que k; = k:; por tout j < i et kiyp <K ;.
— Preuve de lexistence par récurrence sur (le multidegré d’) un monoéme do-
minant de P : soit P un polyndéme symétrique non nul. Il existe dans P un
monome dominant (maximal pour l'ordre lexicographique introduit ci-dessus),
disons aXf1 . ..X,’f”. Puisque P est symétrique, on a k1 > ko > -+ > k,. On

RN — — kn_1—k . A
considere alors R := P — aeft™F2eh2=hs e, 7' ""ekn. Puisque le mondme do-
minant de

k)lsz kgfkg kn—l_kn k
el ey e e

est X f L... X} on voit que le coefficient dominant de R est strictement inférieur
a Xk xkn
X B
Par hypothese de récurrence, il existe @ € A[Xj, ..., X,] tel que le polynome
symétrique R sécrive R = Q(e1,...,e,). Finalement, P = Q(ey,...,e,) avec
- - Fn—1~kn ~

Q=aXM ke xhhs | xtn1Thexke L O(X, .. X)),

— Preuve de 'unicité : soit Q € A[Xy,...,X,] tel que Q(e1,...,e,) = 0. Soit
X {“ ... XFn un mon6me apparaissant dans Q. Le monéme dominant de Q(e1, . . .,

Pis1 ki 2ok . . . L
est alors X;~7' " X52*" ... Xkn . Donc il est clair que deux monémes distincts

dans @ ont des monémes dominants distincts quand on les évalue en (e, ..., e,).
Puisque les X fl ... XFn forment une famille libre dans A[X7, ..., X,], cela assure
que Q = 0. D’ou 'unicité recherchée.

O

Exemple 1.28. Ecrire X3 + Y3 + Z3 comme polynéme en les fonctions symétriques
élémentaires.

Il existe aussi un résultat pour les polynémes antisymétriques :

Proposition 1.29. Soit A intégre de caractéristique différente de 2, P € A[Xq, ..., X,].

Alors P est antisymétrique si et seulement s’il existe un polynome symétrique S tel que
P=AS.



Démonstration. On considére 'anneau integre B := A[Xq,..., X,,—1] et on voit P €
B[X,,]. Puisque pour tout 1 <i <n-1, P(Xy,...,X,-1,X;) = —P(X1,...,Xn-1,Xi)
(en utilisant l’action de la transposition (in)), on en déduit 2P(X;,..., X,—1,X;) =0,
donc P(Xy,...,X,—1,X;) = 0 car A n’est pas de caractéristique 2. Donc pour tout
1 <i <n—1, Xj est racine de P vu comme un polynéme de B[X,,], donc H?;ll (Xn—X;)
divise P dans A[Xy,...,X,], ie. P = [['2}' (X, — Xi)Q. On voit désormais Q €
AXq, .o, X9, Xp][Xn—1]. Pour tout 1 <i<n—-2,0=P(Xy,...,Xpn_2,X;,Xp) =
(Xn—Xl) H;L:_E(Xn—X])Q(Xl, e ,Xn,Q, XZ', Xn) Donc Q(Xl, e ,ang, XZ', Xn) = 0,
donc X; est racine de Q dans A[X1, ..., X, 2, Xn][Xn_1], donc [[22 (X1 — X;) divise
Q. Done [[1-2(Xn—1—Xi) [112} (Xn—X;) divise P dans A[X], ..., X,]. Par récurrence,
on en déduit que A divise P, donc P = AS avec S € A[Xy,..., X,].

Enfin, comme P et A sont antisymétriques et A[X7,..., X,] est integre, il est clair
que S est symétrique. O

Quelques applications :

Définition 1.30. (Sommes de Newton) Pour tout k£ > 1, on pose pr(X1,...,X,) :=
S XEeZ[Xy,. .., X,

Il est clair que ces polynomes sont des polynomes symétriques.

Proposition 1.31. Pour tout k <n, on a

k
kee(X1,. ., Xn) =D (1) epi(X1, ., Xo)pi(Xa, ., X)),
=1
et pour tout k > n,
k
> (—Diep—i(X1, . Xp)pi(Xa, ..., Xp) = 0.

i=k—n
Démonstration. On peut considérer le polynéme [[7* (T — X;) dans Z[Xy,..., X,,T]
et le développer. Une récurrence simple sur n assure que

n

ﬁ(T —Xi) =Y ()" Fep (X1, X)) TE

i=1 k=0
Pour tout 1 <4 < n, on évalue cette égalité en T' = X;, on en déduit :

n

0=> (-1)" Fen p(X1,..., Xn) X,
k=0

puis en sommant sur ¢, on obtient

n
=> (D) Fen (X1, Xn)pe(X1, ., Xi)
k=0

En isolant le terme correspondant a k = 0, on obtient

n
nen (X1, Xn) =Y (=1 len p (X1, Xn)pr(X1, .., Xin)
k=1



ce qui est 'une des formules souhaitées. Si maintenant on se donner un entier d >
n, on peut exprimer eg(X1,...,X,) en calculant ex(Xy,...,Xy) avec les formules
précédentes, puis en posant X; = 0 pour tout n + 1 < ¢ < n, ce qui donne :

0= Zk o(= D)5 Fey (X1, X0, 0,0 0)pe(Xy, .o, X0y 0, .., 0)
= gD Feq (X1, Xn)pe( X1, -, Xi) '

ce qui donne bien la seconde formule souhaitée.

Pour obtenir la premiere formule en général, dans le cas ou k < n, il suffit de
la déduire du cas k = n en remarquant que le monéme d’indice (iy,...,i;) dans
er(X1,...,X,) s'obtient en spécialisant X; = 0 pour tout j ¢ {i1,...,ix}, et qu'on
obtient alors le monéme ey (X, , ..., Xj, ). Si on spécialise de méme le membre de droite
de I’égalité souhaitée, on obtient

k
S (=D eei(Xiys o X )pi( Xy -0 Xay)

=1

Or par le premier cas, on a bien

k
kek(Xil, ceey sz) = Z(—l)iilek_i(Xil, ceey Xik)pi(Xila e 7sz) .
i=1
Cela assure que le monéme d’indice (i1, ...,7;) dans le membre de gauche est égal

au monome de méme indice dans le membre de droite. Puisque les deux membres
de I’égalité souhaitée sont clairement homogenes de degré k, cela assure la premiere
formule dans le cas général. O

Une conséquence possible (utile par exemple dans la preuve du théoreme de Burn-
side sur les sous-groupes d’exposant fini dans GL,(C) :

Corollaire 1.32. Soit K un corps de caractéristique nulle (ou de caractéristique > n),
soit A € M,(K).
Alors A est nilpotente si et seulement si pour tout 1 < k <mn, tr (Ak) =0.

Démonstration. Un sens est évident : si A est nilpotente, la trace de ses puissances
est nulle. Montrons la réciproque : on suppose que pour tout 1 < k < n, tr (AF) = 0.
Notons Aq,..., A, les valeurs propres de A dans un corps de décomposition de son
polynome caractéristique.

Alors par hypothese, pour tout 1 <k < n, AW+ X5 =0, i.e. pp(A1,..., \n) = 0.
Alors la proposition précédente assure que pour tout 1 < k < n, kex(A1,...,Ay) = 0.
Comme K est de caractéristique > n, cela implique que ex(A1,...,\,) = 0 pour tout
1 <k < n. Donc le polynéme caractéristique de A s’écrit (voir la preuve précédente ou
la proposition ?7) :

ﬁX Ap) = X"+ Z e Ay An) XE = X7

ce qui assure que A™ = 0 par Cayley-Hamilton. O

Remarque 1.33. On peut également démontrer ce corollaire a ’aide d’un déterminant
de Vandermonde.



On peut aussi utiliser ce théoreme pour définir le discriminant d’un polynéme :

Proposition 1.34. Soit K un corps (ou un anneau intégre) et P =" 1 a; X" € K[X]
de degré n. Soit L un corps contenant L tel que P soit scindé dans L de racines
Qty...,0n € L.

Alors disc(P) := agn—2 [[; (o — a;)? est dans K, et il exviste A € Z[X1,. .., X,]
indépendant de P tel que disc(P) = A(ag,...,ay).

Proposition 1.35. Soit A un anneau intégre et P € A[X].
Alors P est a racines simples (dans un corps de décomposition) si et seulement si
disc(P) # 0 si et seulement si (P,P") = 1.

Exemples 1.36. — Si P =aX?+bX +cest de degré 2, alors disc(P) = b* — 4ac.
— Si P = X3+ pX + q est de degré 3, alors disc(P) = —4p® — 27¢%.

Théoréme 1.37. Soit P € R[X] de degré n.
— Sidisc(P) =0, alors P a une racine multiple dans C.
— Sidisc(P) > 0, alors le nombre de racines réelles de P est congru a n modulo
4.
— Sidisc(P) < 0, alors le nombre de racines réelles de P est congru a n—2 modulo
4.

1.5 Racines d’un polynome ; relations coefficients-racines

Définition 1.38. Soit K un corps et P € K[X].

Un élément o € K est dit racine de P si P(«) = 0. On rappelle que cela équivaut a
X — « divise P dans K[X]. La multiplicité de o comme racine de P est le plus grand
entier n > 1 tel que (X — «)™ divise P.

Lemme 1.39. Soit A un anneau intégre, P € A[X]| un polynéme non constant de
degrén. Soient ay, ..., ap des racines distinctes de P dans A, de multiplicité respective
mi,...,mg. Alors miy +---+mp < n.

Proposition 1.40. Soit K un corps de caractéristique nulle. Soit P € K[X] et o € K.
Alors « est racine de P de multiplicité m si et seulement si

— pour tout 0 <k <m —1, P¥(a) = 0.

— PM(a) #0.

Remarque 1.41. Le résultat est faux si la caractéristique p est inférieure ou égale a m.
Seul le sens direct reste vrai. Par exemple, en caractéristique p > 0, le polynome XP
admet 0 comme racine de multiplicité p, mais toutes ses dérivées évaluées en 0 sont
nulles, y compris la dérivée p-ieme car p = 0 dans K.

Proposition 1.42. Soit K un corps, P € K[X] un polynéme unitaire de degré n, et
at,. .., 0 les racines de P.
Alors P = X" + 3720 (=1)" e, p(aq,...,a,) X

Démonstration. 11 suffit de développer, et on peut utiliser une récurrence sur n. O

On le reformule souvent en disant que si aq, ..., a, € K sont toutes les racines d’un
polynéme P =3} apX* de degré n, alors pour tout k, ex(av, ..., an) = (—1)’““2—"“.
Quelques applications :
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Définition 1.43. Un corps K est dit algébriquement clos si tout polynéome P € K[X]
non constant est scindé, si et seulement si tout polynéme P € K[X] non constant a
une racine dans K.

Théoréme 1.44 (d’Alembert-Gauss). Le corps C est algébriquement clos.

Démonstration. Soit P € C[X] un polynéme non constant, de degré n. On cherche a
montrer que P admet une racine dans C.
On définit Q := PP. Alors par construction @ € R[X] car Q = Q et deg(Q) = 2n.
Si @ admet une racine dans C, alors P admet une racine dans C. Il suffit donc
de montrer que tout polynéme non constant de R[X] a une racine complexe. Soit
P € R[X] un polynéme non constant de degré n. Quitte a diviser par son coefficient
dominant, on peut supposer P unitaire.
On peut écrire n = 28m avec k > 0 et m impair. On raisonne par récurrence sur k.
— Si k =0, alors P est un polynome réel unitaire de degré impair, lim_,, P = —c0
et lim o, P = +00. Puisque la fonction associée a P est continue, le théoreme
des valeurs intermédiaires assure que P a une racine réelle.
— Suposons maintenant k > 1 et le théoréme démontré pour tous les polynémes
de degré 2'm’ avec m’ impair et i < k. Il existe une extension finie K de
R dans laquelle P est scindé (par exemple, un corps de décomposition de
P sur R). On note z1,...,z, ses racines. Pour tout A € R et tout 1 <
i < j < n,on définit y; ;(A) = x; + x; + Azzz; € K. On construit alors
le polynéme Py = [];c; ;< (X — i5(2) € K[X]. Pour tout ¢ < j, z;;(})
est une fonction symétrique de x; et z;, et plus généralement, le polynome
Py(X1,..., X0, X) = [hiqicjcn (X — (X + X + AX;X))) est symétrique en
(X1,...,X,), .e. dans R[X][ X1, ..., X,]. Donc par le théoreme de structure des
polynémes symétriques, il existe un polynéome Q (X1, ..., X, X) € R[X1,..., X, X]
tel que

P)\(Xl,... ,Xn,X) = Q,\(el(Xl,.. . ,Xn),... ,en(Xl,...,Xn),X) .

En particulier, en évaluant en les x;, on obtient que Py (X) = Qx(e1(z1, ..., Tn)s .-, en(T1,. .., Tn),
Or pour tout 4, e;(z1,...,x,) est au signe pres un coefficient de P (voir la pro-

position , donc e;(z1,...,2,) € R, donc Py\(X) € R[X] (car Q) est a

coefficients réels). Or le degré de Py vaut w = 2F"lm(n—1), avec m(n —1)
impair. Par conséquent, on peut appliquer 'hypotheése de récurrence a Py : il
existe une racine z) € C de Pj.

O]

Théoréme 1.45 (Kronecker). Soit P € Z[X] un polynéme unitaire dont toutes les
racines dans C sont de module < 1. Alors les racines de P sont soit nulles, soit des
racines de l'unité.

De facon équivalente, un entier algébrique dont tous les conjugués sont de module
< 1 est soit nul, soit une racine de 'unité.

Démonstration. O
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2 Anneaux factoriels

2.1 Généralités; lien avec les anneaux principaux

La notion d’anneau factoriel généralise les notions d’anneau euclidien et d’anneau
principal étudiées dans la premiere partie de ce cours.

Définition 2.1. Soit A un anneau commutatif integre. On dit que A est factoriel si
les deux conditions suivantes son vérifiées :

(E) Pour tout a € A\{0}, si a n’est pas inversible, il existe des éléments irréductibles
Ply...,pr € Atels que a =p1...pp.

(U) Pour tous p1,...,pr,q1,-..,q9s € A irréductibles, si p;...p, = q1...¢s, alors
r = s et il existe une permutation o € &, telle que pour tout 1 <i <r, p,(;) et
@; sont associés.

Autrement dit, la premiére condition exprime ’existence d’une décomposition en
produit d’éléments irréductibles, et la seconde son unicité aux inversibles pres.

Exemples 2.2. Les anneaux Z et K[X] sont factoriels.

Remarque 2.3. L’existence (E) d’une décomposition en irréductible est vérifiée dans
tout anneau noethérien, i.e. tel que tout idéal soit engendré par un nombre fini d’éléments.
C’est donc vrai dans une grande généralité. La condition contraignante (et tres utile)
est I'unicité (U) de la décomposition.

Proposition 2.4. Soit A un anneau commutatif intégre, telle que (E) soit vérifiée.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est factoriel (i.e. A vérifie (U)).
2. Tout élément irréductible de A est premier.
3. A vérifie le lemme d’Euclide.

4. A vérifie le lemme de Gauss.

Démonstration. — Remarquons d’abord que dans tout anneau integre, le lemme
de Gauss implique le lemme d’Euclide. Supposons en effet le premier, et soit
p € A irréductible, et a,b € A tels que p divise ab. Si p ne divise pas a, alors p
est premier avec a (en effet, tout diviseur d de p est soit inversible, soit associé
a p, et comme p ne divise pas a, tout diviseur d commun a a et p est inversible).
Donc par le lemme de Gauss, p divise b, ce qui démontre le lemme d’Euclide.

— On suppose désormais que A vérifie (E). On suppose le lemme d’Euclide (i.e. la
propriété 3). Montrons le lemme de Gauss. Soient a, b, ¢ € A tels que a divise be et
a et b sont premiers entre eux. Si a est inversible, on a bien que a divise ¢. Sinon,
par la propriété (E), il existe des décompositions en irréductibles a = p; ... py,
c=qi...qs. Comme a est premier avec b, p, ne divise pas b, donc par Euclide,
pr divise ¢, donc 'un des ¢;. Donc p, et ¢; sont associés. Par récurrence sur r,
on en déduit que r < s et a divise ¢, d’ou le lemme de Gauss.

— Les propriétés 2 et 3 sont clairement équivalentes (en général).

— 11 reste & montrer que 1 et 3 sont équivalents. Supposons que A est factoriel.
Soient p irréductible et a,b € A tels que p divise ab. 1l existe ¢ € A tel que
ab = pc. En écrivant les décompositions en irréductibles de a, b et ¢, la propriété
(U) assure que p divise a ou b, d’ou le lemme d’Euclide.
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Réciproquement, supposons le lemme d’Euclide. Soient p;...p, =1 ...1ls deux
décompositions en irréductibles. Par le lemme d’Euclide, p, divise I'un des [;,
donc p, et I'un des [; sont associés. Apres division par p,, on obtient deux
décompositions égales de tailles strictement inférieures. Une récurrence sur r
permet de conclure & la véracité de (U).

O
L’exemple suivant est fondamental :
Théoréeme 2.5. Tout anneau principal est factoriel.
Démonstration. cf plus haut. O

Exemples 2.6. 1. I'anneau inteégre Z[iv/5] n’est pas factoriel (il vérifie (E) et pas
(U)). Par exemple, on peut utiliser les décompositions 2-3 = 6 = (1 +iv/5)(1 —
iV5).

2. Ianneau inteégre K[X,Y]/(Y?— X3) est integre, mais n’est pas factoriel (il vérifie
(E) et pas (U)).
3. K[X,Y] et Z[X] sont factoriels (preuve plus loin) non principaux.

4. L’anneau des fonctions entieres (holomorphes sur C) est integre et ne vérifie par
la propriété (E) (par exemple, la fonction sin ne se décompose pas comme un pro-
duit de fonctions holomorphes irréductibles). De méme, 'anneau | J,,~; K[X 2%]
est integre et ne vérifie pas (E) (par exemple, I’élément X ne se décompose en
produit fini d’irréductibles).

2.2 Pgcd, ppcm

On a déja défini précédemment la notion de pged et de ppem dans un anneau
commutatif quelconque.

Proposition 2.7. Soit A un anneau euclidien. Soient a = up{* ...p¢" etb = vp]" .. .pr’g’"

deux éléments de A avec leur décomposition en produit de puissances d’irréductibles
deuz-a-deux non associés (a;; 5; > 0).
Alors a et b admettent des pged et des ppem, que 'on peut calculer ainsi :

pgcd(a, b) _ prlnin(oq,ﬁl) » 'pmin(ah/BT)

T

et

ppem(a, b) = p v | pmaxand)
Remarque 2.8. Cette proposition fournit un algorithme théorique pour calculer pged et
ppcm, nécessitant de calculer les décompositions de a et b en produits d’irréductibles.
Cet algorithme est tres inefficace dans un anneau euclidien, ou 'algorithme d’Euclide
est nettement plus rapide.
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2.3 Contenu d’un polynome et applications

Définition 2.9. Soit A un anneau factoriel, et P = > ja; X" € A[X]. On définit le
contenu de P, et on note C'(P), la quantité suivante :

C(P) := pged(ao, - .., an) .
On dit que P est primitif si C'(P) = 1.
On voit par exemple que pour tout a € A, et tout P € A[X], on a C(aP) = aC(P).
Lemme 2.10 (contenus de Gauss). Soit P,(Q € A[X]. Alors C(PQ) = C(P)C(Q).

Démonstration. Supposons d’abord que C(P) = C(Q) = 1.

Soit p un élément irréductible de A. Par définition, les images P et Q de P et Q
dans A[X]/(p) = (A/(p))[X] sont non nulles. Or A/(p) est integre (car (p) est premier),
donc (A/(p))[X] est inteégre, donc PQ # 0, donc PQ # 0 dans A/(p)[X]. Cela assure
que p ne divise pas C(PQ).

Cela prouve que C(PQ) =1 (car il n’admet aucun diviseur irréductible).

Revenons au cas général. Il existe des polynomes primitifs Py, @ € A[X] tels que
P =C(P)P, et Q@ = C(Q)Q1. Donc par le premier point, on sait que C(P,Q1) = 1.
On en déduit que

C(PQ) = C(C(P)AC(Q)Q1) = C(P)C(Q)C(PQ1) = C(P)C(Q),
ce qui conclut la preuve. O

Ce lemme permet de décrire les éléments irréductibles de 'anneau A[X], et de faire
le lien avec les irréductibles de K[X].

Corollaire 2.11. Soit A un anneau factoriel de corps des fractions égal a K.
Les éléments irréductibles de A[X] sont exactement
— les irréductibles de A (vus comme polynémes constants).
— les polynomes primitifs de A[X]| qui sont irréductibles dans K[X].

Démonstration. Puisque A est integre, pour tout p € A, p est irréductible dans A si
et seulement si p est irréductible dans A[X] (le degré d’un produit est la somme des
degrés).

Soit P € A[X] non constant. Si P n’est pas primitif, alors il existe Q € A[X] tel que
P =C(P)Q, avec C(P),Q ¢ A[X]* = A*, donc P n’est pas irréductible. Supposons
que P est primitif. Si P est irréductible dans K[X], et P = QR dans A[X], alors
Q@ ou R est inversible dans K[X], donc constant. Donc @) ou R est dans A. Comme
P est primitif, Q ou R est inversible dans A, ce qui assure que P est irréductible.
Réciproquement, supposons P irréductible dans A[X]. Soient Q, R € K[X] tels que
P = QR. Il existe ¢, € A\ {O} tels que ¢Q,rR € A[X]. Alors qrP = (¢Q)(rR). Donc

le lemme des contenus assure que gr = C'(¢Q)C(rR). Donc P = C‘(Z(?Q) 07(451%) dans A[X].

Puisque P est irréductible dans A[X], I'un des deux polynomes % ou % est,
constant, donc @ ou R est constant. Cela assure que P est irréductible dans K[X]. O
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2.4 Théoreme de transfert
Le résultat suivant est une autre application du lemme des contenus de Gauss :
Théoréme 2.12 (Gauss). Soit A un anneau factoriel. Alors A[X] est factoriel.

Démonstration. L’anneau A[X] est bien integre.

Prouvons d’abord la propriété d’existence (E). Soit P € A[X] non nul, non inver-

sible. On a deux cas :

— si deg(P) =0, alors P € A non nul et non inversible. Comme A est factoriel, P
est produit d’irréductibles de A, donc de A[X] par le corollaire.

— si deg(P) > 0. Alors il existe P; € A[X] primitif tel que P = C(P)P;. Comme
K[X] est factoriel, il existe Q1,...,Q, € K[X] irréductibles tels que P, =
Q1...Qy. Pour tout i, il existe ¢; € A\ {0} tel que ¢;Q; € A[X]. Alors
(q1.--9-)Pr = (1Q1) ... (¢-Q,) dans A[X]. Par le lemme des contenus, q; ... ¢, =
C(q1@1) ...C(q;Qy), done P, = CQllQQll) G ] dans A[X]. En outre, pour

(g T C(grQr
tout 1, C((];Qé,) est irréductible dans K[X] (car associé a @Q;) et primitif, donc
9 Qi

Claon st irréductible dans A[X] par le corollaire. En décomposant également

C(P) en produit d’irréductibles dans A, on obtient que P est produit d’irréductibles
dans A[X]. D’ou la propriété (E).

Montons maintenant 'unicité (U). Soient p1,...,pr,q1,...,qs € A irréductibles,
Py, ...,Pg,Q1,...,Qs € A[X] primitifs et irréductibles dans K[X]. Supposons que
pPr---prP1... PR = q1...9sQ1...Qg. Par le lemme des contenus, on a p;...p, =
qi...q9s dans A, donc comme A vérifie (U), on a r = s et quitte & permuter les ¢;,
on a p; et ¢; sont associés (dans A) pour tout i. Donc P ... Pgp = uQ; ...Qg pour un
certain u € A*. Comme K[X| vérifie (U) et les P;, Q; sont irréductibles dans K[X],
on en déduit que R = S et a permutation pres, pour tout i, (); = \;FP; pour certains
A € K*. Aurtement dit, il existe a;,b; € A non nuls tels que b;Q; = a; P;. Or P; et @);
sont primitifs, donc en calculant les contenus, a; et b; sont associés dans A, donc P; et
Q; sont associés dans A[X]. Cela termine la preuve de (U).

Donc A[X] est bien factoriel. O

Une récurrence simple démontre le corollaire suivant :

Corollaire 2.13. Si A est factoriel, A[X1,...,X,] est factoriel. Par exemple, K[ X1, ..., Xy]
est factoriel, non principal si n > 2.

2.5 Criteéres d’irréductibilité

Dans cette partie, on rappelle et établit certains criteres d’irréductibilité de po-
lynémes en une variable sur un corps ou sur un anneau factoriel.

Le premier énoncé est évident, nous en verrons une généralisation dans le chapitre
sur les extensions de corps.

Proposition 2.14. Soit K un corps et P € K[X] un polynéme non constant de degré
2 ou 3.
Alors P est irréductible si et seulement si P n’admet pas de racine dans K.

Démonstration. Si P est réductible, il existe Q, R € K[X] non constants tels que
P = QR. Alors les hypotheses assure que ) ou R est de degré 1, donc il a une racine,
donc P a une racine. La réciproque est évidente. ]
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Une méthode importante pour montrer 'irréductiblité de certains polyndmes sur
un anneau est la méthode de réduction modulo un idéal.

Proposition 2.15. Soit A un anneau intégre, et I un idéal de A. Soit P € A[X] et P
son image dans (A/I)[X]. On suppose que le coefficient dominant de P est inversible
dans A.

Si P est irréductible dans (A/I)[X], alors P est irréductible dans A[X].

Démonstration. Soient Q, R € A[X] tels que P = QR. Alors P = QR dans (A/I)[X].
Comme P est irréductible, on peut supposer que @ est un polynéme constant inversible,
i.e. Q € (A/I)*. Par hypothese sur le coefficient dominant de P, @ est un polynome
constant, et il est inversible dans A. Cela assure que P est irréductible dans A[X]. O

Exemples 2.16. 1. le polynome X3 4+ 5X2 — 7X + 3 est irréductible dans Q[X]
(réduire modulo 2).

2. le polynéme X° + X2 + X + 2 est irréductible dans Q[X] (réduire modulo 2 et
3).

3. le polynome X*+1 est irréductible dans Q[X], mais réductible dans F,[X] pour
tout nombre premier p.

Le critére suivant est extrémement utile.

Théoréme 2.17 (Critere d’irréductibilité d’Eisenstein). Soit A un anneau factoriel de
corps des fractions K. Soit P =" ja; X" € A[X] p € A un élément irréductible. On
suppose que pla; pour tout 0 <i<n—1,p fa, et p* fao.

Alors P est irréductible dans K[X].

Si de plus C(P) =1, alors P est irréductible dans A[X].

Démonstration. Soit P = QR avec @, R € A[X]. En réduisant modulo p, on obtient
P = QR dans (A/P) [X]. Or par hypothese P = @, X", avec @, # 0 dans A/p. Comme
A/p est intégre, on en déduit que Q et R sont des monomes, i.e. il existe m, k € N tels
que Q = GnX™, R = X", qurr = an et m 4+ k =n. Or p* Jag, donc p fqo ou p fro.
Par conséquent, on a m =0 ou k =0, i.e. P ou R est constant dans A[X].
Finalement, P n’admet pas de décomposition QR avec @ et R non constants dans
A[X]. Par le lemme des contenus, cela assure que P est irréductible dans K[X].

Le second point de I’énoncé découle également du lemme des contenus. O
Voici quelques applications de ce critere :

Exemples 2.18. 1. Pour tout p premier et tout n > 1, le polynéme X" — p est
irréductible dans Q[X]. En particulier, il existe des polynomes irréductibles de
tout degré sur Q.

2. Si p est un nombre premier, et n > 1, le polynéme cyclotomique ¢,n est
irréductible dans Q[X] (cf plus bas). Il suffit d’appliquer Eisenstein & ¢p» (X +1).

3 Extensions de corps

3.1 Généralités

La notation suivante sera utile dans la suite :
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Définition 3.1. Soit A — B un morphisme injectif d’anneaux commutatifs unitaires
(i.e. B est une A-algebre). Pour toute partie P C B, on note A[P] le sous-A-algebre de
B engendrée par A et P. Concrétement,

A[P] :={Q(x1,...,z),n € N,Q € A[X1,..., X,],x; € P, }.

En particulier, si by, ..., b, € B, on a ainsi défini la sous-algebre A[by, ..., b,| comme
I'image du morphisme d’évaluation evy : A[Xq,..., X,] — B défini par evy(Q) =
Q(bla s 7bn)

On dit par exemple qu'une A-algebre B est de type fini §’il existe n > 1 et
Z1,...,Tn € B tels que B = Alzq,...,x,).

On rappelle qu'un corps est un anneau commutatif (non nul) unitaire tel que tout
élément non nul est inversible. On dispose de notions évidentes de sous-corps et de
morphisme de corps.

On rappelle quun corps K admet exactement deux idéaux, a savoir {0} et K.
Réciproquement, tout anneau commutatif unitaire admettant exactement deux idéaux
est un corps.

Lemme 3.2. Soient K un corps et A un anneau unitaire.
Tout morphisme d’anneauzr @ : K — A est injectif.

Démonstration. Le noyau ker(yp) est un idéal de K, il est donc égal & {0} ou a A. Comme
(1) = 1, le morphisme ¢ n’est pas nul, donc ker(¢) = {0}, donc ¢ est injectif. O

On rappelle la définition de la caractéristique d’un anneau :

Définition 3.3. Soit A un anneau commutatif unitaire. On dispose d’'un morphisme
d’anneaux naturel Z — A défini par n — nl, ounl :=1+---+ 1 (n fois) sin > 0, et
nl=14---+1 (—n fois) sin < 0.

Alors le noyau de ce morphisme est un idéal de Z, de la forme nZ pour un unique
n € N. Cet entier n est appelé la caractéristique de I'anneau A.

Proposition 3.4. Soit K un corps (ou plus généralement un anneau intégre).
Alors la caractéristique de K est soit nulle, soit un nombre premier.

Proposition 3.5. Soit K un corps de caractéristique p > 0.
— sip =0, alors le sous-corps de K engendré par 1 est canoniquement isomorphe
a Q.
— sip > 0, alors le sous-corps de K engendré par 1 est canoniquement isomorphe
aZ/pZ.
Ce sous-corps est appelé sous-corps premier de K.

En caractéristique positive, un corps est naturellement muni d’un morphisme supplémentaire,
reposant sur le lemme suivant :

Lemme 3.6. Soit p un nombre premier et 1 < k < p.
Alors p divise (2’)

Définition 3.7. Soit K un corps de caractéristique positive.
Alors I'application K — K définie par x +— xP est un morphisme de corps, appelé
morphisme de Frobenius de K. En particulier, (x 4+ y)P = 2P + y? pour tous z,y € K.
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Intéressons-nous maintenant a la notion d’extension de corps.

Définition 3.8. Une extension de corps est la donnée de deux corps K et L et d’un
morphisme de corps (injectif) i : K — L. On la note L/K.

Remarque 3.9. En identifiant K a I'image du morphisme ¢, on peut voir K comme un
sous-corps de L. La plupart du temps, on n’explicitera pas le morphisme i, et on verra
K comme un sous-corps de L.

Exemples 3.10. 1. K est une extension de K (I’extension triviale).
2. C/R est une extension de corps, comme C/Q, R/Q, Q(v/2)/Q ou Q(i)/Q.
3. Si p est un nombre premier et n > 1, Fy,n /F), est une extension de corps (cf plus
loin).

4. Si K est un corps, K(X)/K est une extension de corps.
On dispose aussi d’une notion évidente de sous-extension.

Définition 3.11. Soit L/K une extension de corps. Si P C L est une partie, on note
K (P) la plus petite sous-extension de L/K contenant P, i.e. le sous-corps de L engendré
par K et P.

Si P = {x1,...,2,}, on définit ainsi le sous-corps K(z1,...,x,) de L comme le
sous-corps de L engendré par K et les x;.

Plus concretement,

P($1,...,$n)
K(z1,. .. 1n) = 4 b0 b o KX, ..., X, Q1. . . 0b.
(1) = {00 P Q € KX X Qo) #
Définition 3.12. Une extension L/K est dite de type fini s’il existe z1,...,x, € L
tels que L = K(z1,...,zy,). On dit que 'extension est monogene si I'on peut trouver

a € L tel que L = K(a).
La proposition suivante est évidente, mais tres utile :

Proposition 3.13. Si L/K est une extension de corps, la loi de composition externe
K x L — L donnée par X -z = i(\)z munit K d’une structure de K-espace vectoriel
(et méme de K-algébre).

Définition 3.14. Si L/K est une extension de corps, on appelle degré de L sur K et
on note [L : K| la dimension de L comme K-espace vectoriel. On dit que 'extension
est finie si cette dimension est finie. Une extension finie est en particulier de type fini.

Exemples 3.15. 1. [K:K]=1.

2. [C : R] = 2 car une R-base de C est donnée par (1,7). C/Q et R/Q sont
de degré infini et ne sont pas de type fini (le vérifier), alors que Q(v/2)/Q ou
Q(7)/Q sont de degré 2.

3. Si p est un nombre premier et n > 1, [Fp» : F)] = n.

4. Si K est un corps, K (X)/K est une extension infinie, mais de type fini (et méme
monogene).

Un résultat fondamental sur les extensions finies est le suivant :

18



Théoréme 3.16 (de la base téléscopique). Soit M /K une extension de corps, et LK
une sous-extension (on voit cela comme deuzx sous-corps de L, i.e. K C L C M). On
suppose que M /L et L/K sont des extensions finies.

Alors M /K est une extension finie, et

[M:K]=[M:L]L:K].

Plus précisément, si (my, ..., my) est une L-base de M et (11, ...,l;) est une K-base
de L, alors (mlj) 1<i<n est une K-base de M.
1< <k

Démonstration. Soit x € M. Par hypothese, il existe A1,..., A, € L tels que x =
Sor Aim;. Pour tout 1 < ¢ < n, \; € L, donc il existe pi1,...,pix € K tels que
Ai = Z?Zl pijlj. Alors finalement z = > | Z?Zl i jmilj. Donc la famille est bien
génératrice.

Soient p; ; € K telsque Y1, Z§:1 i jmil; = 0. En écrivant Y ", <Z§:1 Mz‘,jlj) m; =

0, puisque (m;) est libre sur L, on en déduit que pour tout 1 < i < n, Z?:l il = 0.
Or (I;) est libre sur K, donc pour tout 1 < j <k, p; ; = 0. Donc la famille est libre. [

3.2 Eléments algébriques et transcendants

Les notions d’extensions de corps et de polyndmes en une indéterminée sont tres
liées. Dans cette direction, nous introduisons les définitions suivantes :

Définition 3.17. Soit L/K une extension de corps. Un élément o € L est dit algébrique
sur K s’il existe P € K[X] non nul tel que P(«) = 0. Dans le cas contraire, « est dit
transcendant sur K.

Définition 3.18. L’extension L/K est dite algébrique si tout élément de L est algébrique
sur K.

Exemples 3.19. 1. Dans l'extension C/R, I'élément i est algébrique, et C/R est
algébrique.

2. Dans 'extension C/Q, les racines de I'unité eZn" sont algébriques.

3. Dans l'extension R/Q, les nombres 7 et e sont transcendants (difficile!). Plus
facile (cf plus loin), le nombre de Liouville >, -, 10™™ est transcendant. Donc
R/Q n’est pas algébrique. -

4. Dans l'extension K(X)/K, I'élément X est transcendant sur K. Donc cette
extension n’est pas algébrique.

Proposition 3.20. Soit (a,) € ZN une suite d’entiers, bornée, non stationnaire a 0.
Soit b > 2 entier.

Alors 0 := Y19 oo est transcendant.

Remarque 3.21. Puisque I’ensemble des suites bornées d’entiers relatifs a support in-
fini est non dénombrable (I’ensemble {1,2}N est déja non dénombrable), cela permet
de construire une famille explicite non dénombrable de nombres transcendants. Ces
nombres sont appelés les nombres de Liouville.

Le plus ”simple” de ces nombres est sans doute

>y ﬁ = 0,1100010000000000000000010000000000000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000000000000000000000000001000000000000000000000000000000 . ..
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Démonstration. On commence par montrer le lemme suivant, qui affirme que les nombres
algébriques sont mal approximables par des nombres rationnels :

Lemme 3.22. Soit a € R tel qu’il existe une constante K > 0 et une suite de rationnels

(2)nen deuz-a-deuz distincts tels que o — 22| < qﬁn.
n n n

Alors « est transcendant (sur Q).

Démonstration. On raisonne par l’absurde : supposons « algébrique (sur Q). Alors
il existe un polynome P(X) = agX%+ - + ap € Z[X] tel que P(a) = 0. Puisque
P n’a qu’un nombre fini de racines, il existe € > 0 tel que P ne s’annule pas sur
[a — e+ €\ {a}. Doncsi £ #aeQnfa—ea+te, P(Z)#0, done

d d—1 d
p agp” + ag—1p q+---+aoq
P = qd £0.

Or le numérateur de cette fraction est un entier non nul, donc

p

1
IP(Q)I > —

gt
En outre, le théoréme des accroissements finis assure qu’il existe M € R tel que pour

PeQnla—ega+e),

Py = Py _ « a—g.
!P(g)\—\P(q) P(a)| < M| ql

Donc finalement pour % #a € QNa—€ea+ €, ﬁ
converge vers «, donc pour tout n assez grand, on a

< la = £|. Or la suite (£2)

Ceci est contradictoire puisque (g,) tend vers U'infini. Donc on en déduit que o n’est
pas algébrique, donc « est transcendant. ]

Notons A := max{|a,|,n € N}. Soit N € N tel que ay # 0. Posons py :=
Zgzo anb™'"" et gy := bN'. Alors 6 — % = > % Or pour tout j > 2, on a
(N+j)!=(N+1)! > 7, donc

> (IN+j A l Ab
Z b(N+35)! = p(N+1)! Z;) bi S (b _ 1)b(N+1)! :
J=Z

7=1
Donc A A 4
o-IN| < b _ b _ A
gn | = (b—1)pV+D)! (b— 1)(1%4'1 ~(b-1)g¥
On conclut alors avec le lemme précédent que 6 est transcendant. ]

La définition suivante est analogue a celle du polynéme minimal d’un endomor-
phisme :
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Définition 3.23. Soit L/K une extension de corps, et o € L.
On dispose d’un morphisme de K-algebres ev, @ K[X]| — L défini par P — P(«).
L’ensemble des polynomes de K[X| annulant « est un idéal de K|[X], égal au noyau
de ev,. On appelle polynéme minimal de a le générateur unitaire de cet idéal, noté m,.

En particulier, o est transcendant si et seulement si ev,, est injectif.

Si « est transcendant, on a un isomorphisme de K-algébres K[X] = K|a], et si a
est algébrique, on a un isomorphisme K[X]/(74) — K]|a/].

La proposition suivante est fausse dans le contexte des endomorphismes, car ’an-
neau des endomorphismes n’est pas integre en général.

Proposition 3.24. Soit a € L un élément algébrique sur K.
Alors le polynome minimal de « est irréductible dans K[X].

Démonstration. Soient P,Q € K|[X] tels que m, = PQ. Alors en évaluant en «, on
obtient 0 = P(a)Q(a). Donc P(a) = 0 ou Q(a) = 0. Par minimalité de m,, on en
déduit que 7, divise P ou @), donc P ou @ est inversible, donc 7, est irréductible. [

Exemples 3.25. 1. Le polynéme minimal de i sur Q (ou sur R) est X2 + 1.
2. Si a € K, son polyndéme minimal sur K est X — a.

3. Dans l'extension C/Q, les racines de I'unité e’ ont pour polynéme minimal
on € Q[X] (cf plus loin).

Proposition 3.26. 1. Soit a € L. Alors « est algébrique sur K si et seulement
si Ko est de dimension finie sur K si et seulement si K(«)/K est finie si et
seulement si K[a] = K(«).

2. Une extension finie est algébrique.

3. Une extension algébrique et de type fini est finie.

Démonstration. 1. Tout d’abord, si a = 0, toutes ces assertions sont clairement
vraies. Supposons désormais « # 0. Si « est algébrique, alors il existe n > 1
tel que a” € Vectg(1,q,...,a" 1), Une récurrence simple assure alors que
Kla] = Vectk (1, a,...,a" 1), donc K[a] est un K-espace vectoriel de dimension
finie. Si P € K[X] est un polynéme non nul annulant «, alors cela fournit une
relation de la forme

Q"+ ap 10" 4+ ag =0,

avec a; € K. Siag = 0, alors en divisant par une puissance assez grande de a, on
peut supposer que ag # 0. On en déduit que ! = ;—01 (a"_l +ap_ 10" 24
donc a~! € K[a]. Plus généralement, si Q € K[X] vérifie Q(a) # 0, alors Q
n’est pas multiple de m,. Comme 7, est irréductible, cela implique que 7, et @
sont premiers entre eux, donc il existe U,V € K[X] tels que Um, +VQ = 1. En
évaluant en «, on obtient V(a)Q(a) = 1, donc Q(«) est inversible dans K[«
d’'inverse V(). Cela assure que K[a] = K(a).

Supposons maintenant K[a] = K (a). Alors a~! € K[a], donc il existe P € K[X]
tel que o~ = P(a). Alors XP — 1 € K[X] annule «, donc « est algébrique.
Supposons maintenant K [«o]/K finie de degré n. Alors (1, «, ..., a™) est liée dans
le K-espace vectoriel K|[a], ce qui assure que « est algébrique.
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2. C’est une conséquence du premier point.

3. idem.

Corollaire 3.27. Soit L/K une extension de corps.
L’ensemble des éléments de L algébriques sur K est un sous-corps de L.

Démonstration. Notons L*# cet ensemble.

Pour tous z,y € L% avec y # 0, K(x) est de dimension finie sur K et K(x)(y)
est de dimension finie sur K(z) (car y est algébrique sur K(x), car il 'est sur K).
Alors K(z,y) = K(x)(y) est une extension finie de K. Or x — y, 2y~ € K(x,y), donc
K(x—y) et K(zxy~') sont des extensions finies de K, ce qui assure . —y et 2y ™! € L8,
Puisque L*# contient K, cela suffit & prouver que L8 /K est une sous-extension de
L/K. O

En revanche, cet énoncé ne donne pas de méthode simple pour trouver un polynoéme
annulateur de o+ 8 ou af a partir de polynémes annulateurs de « et de 8. Pour cela,
on pourra utiliser le résultant (qui n’est pas officiellement au programme) ou raisonner
a la main sur certains exemples.

Définition 3.28. On dit qu’une extension L/K est une cloture algébrique de K si
L/K est algébrique et L est algébriquement clos.

C’est un théoreme hors programme qui affirme que tout corps admet une cloture
algébrique. Nous n’en avons pas besoin a ’agrégation. Néanmoins, on dispose d’une
alternative pour construire certaines clotures algébriques particulieres :

Proposition 3.29. Soit K un corps et L/ K une extension telle que L soit algébriquement
clos.

Alors 'ensemble des éléments de L algébriques sur K est une cloture algébrique de
K.

Démonstration. Par le corollaire précédent, I’ensemble L8 ainsi défini est un sous-
corps de L, et par définition, L*® est une extension algébrique de K. Montrons que
L8 est algébriquement clos : soit P € L*#[X] non constant. Le polynome P a un
nombre fini de coefficients non nuls, qui sont des élément ay, ..., a;, algébriques sur K
par définition. Donc M := K(ap,...,ay) est une extension finie de K. Comme L est
algébriquement clos, le polynome P admet une racine { € L. Puisque ( est algébrique
sur M, Pextension M (¢)/M est finie, donc l'extension K («g,...,a,,()/K est finie,
donc K (¢)/K est finie, donc ¢ est un élément de L algébrique sur K, donc ¢ € L¥8.
Cela assure que L% est algébriquement clos. O

Exemple 3.30. Si K est un sous-corps de C, I’ensemble K des nombres complexes
algébriques sur K est un cloture algébrique de K. Par exemple, ’ensemble Q des
nombres algébriques est une cloture algébrique de Q.

3.3 Corps de rupture, corps de décomposition

L’objectif de cette section est, partant d’un polynéme P € K[X], de construire des
extensions L de K, les plus petites possibles, telles que P ait une racine (ou toutes ses
racines) dans L.
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Définition 3.31. Soit P € K[X]| un polynéme irréductible. Un corps de rupture de
K est une paire (L,a), ou L/K est une extension de K, a € L vérifie P(a) = 0 et
L =K(«).

Proposition 3.32. Tout polyndme irréductible P € K[X]| admet un corps de rupture.
En outre, ce corps est de degré deg(P) sur K et si (L,«) et (L',a) sont des corps
de rupture de P € K[X], alors il existe un unique isomorphisme d’extensions de K :
p: L — L tel que p(a) = .

Démonstration. On pose L := K[X]/(P)et o := X € L. Alors L est un corps contenant
K, puisque P est irréductible. En outre, L = K («) par construction. Donc (L, ) est
bien un corps de rupture de P sur K.

Pour 'unicité, si (L', ') est un tel corps de rupture, on considére l'application
naturelle ev, : K[X] — L' définie par Q — Q(c’). Alors par définition (P) C ker(evy ),
et il y a égalité car P est irréductible (P est donc le polynéme minimal de o/ sur K).
Donc ev, induit un morphisme injectif L = K[X]/(P) — L' envoyant a sur /. Comme
L' = K(d), on voit que ce morphisme est un isomorphisme. En outre, un K-morphisme
L — L' est complétement déterminé par 'image de « puisque L = K («), ce qui assure

l'unicté de I'isomorphisme (L, ) — (L', o). O
Exemples 3.33. 1. C:= R[X]/(X?% + 1) est un corps de rupture de X2 + 1 sur
R.

2. Soit p un nombre premier, et P € F,[X]| un polynéme irréductible de degré n.
Alors Fp,[X]/(P) est un corps fini de cardinal p™.

3. Sin est une puissance d’un nombre premier (ou méme n un entier quelconque, cf
plus loin), et ¢, € C une racine primitive de 1'unité, alors on a un isomorphisme

canonique Q[X]/(¢n) — Q((n) (car ¢y, est irréductible sur Q).

En itérant la construction du corps de rupture, on peut construire une extension
contenant toutes les racines d’un polynéme donné :

Définition 3.34. Soit P € K[X] un polynéme de degré n.
Un corps de décomposition de P sur K est une extension L/K telle qu'il existe
Z1,...,2Ty € Lvérifiant que P est scindé sur L de racines x1, ...,z et L = K(x1,...,2,).

Proposition 3.35. Tout polynome de K[X] admet un corps de décomposition. Il est
unique a isomorphisme (non unique) pres.

Démonstration. — Existence : on raisonne par récurrence sur le degré n de P.

Sin = 1, le résultat est clair avec L = K. Soit P € K[X] de degré n > 2.

Il existe @ € K[X] un facteur irréductible de P. On note (Lj, 1) un corps

de rupture de @ sur K. Alors il existe P, € K 1[X] tel que P = (X — a1)P.

Alors deg(P;) = n — 1, donc par hypothese de récurrence , P admet un corps

de décomposition L sur K : il existe asg,...,a, € L racines de P; telles que

L = Kq(ag,...,ay). Puisque K1 = K(aq), on voit que L = K(aq,...,ap) et

P est bien scindé sur L de racines les oy, ce qui assure que L est un corps de
décomposition de P sur K.

— (A revoir) Unicité : soit ¢ : K — K’ un isomorphisme de corps, et soient L

(resp. L") un corps de décomposition de P (resp. i(P)) sur K (resp. sur K’). On

montre par récurrence sur n = [L : K] qu’il existe un isomorphisme de corps
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¢ : L — L' qui soit compatible & i. Pour n = 1, c¢’est évident, puisque L = K
et P est scindé sur K, donc i(P) est scindé sur K, donc L' = K', et ¢ = i
convient. Supposons maintenant n > 1. Il existe a; € L racine de P. K(a1) est
contenu dans L, et c’est un corps de rupture d’un facteur irréductible ) de P
sur K. Alors i(P) admet i(Q) comme facteur irréductible sur K’, et i(Q) est
scindé sur L', donc L’ contient K'(a/)), ou ) est une racine de i(Q) dans L'.
Or K(aq) est isomorphe & K[X]/(Q) et K'(o))) & K'[X]/(i(Q)), donc 7 induit
un isomorphisme de corps K[X]/(Q) — K'[X]/(i(Q)), donc un isomorphisme
de corps i’ : K(a1) — K'(o)) compatible avec i. Or L (resp. L) est un corps de
rupture de Xfal (resp. de i'(ﬁ) = );(foz,l) sur K (aq) (resp. sur K'(})). Donc
par hypothese de récurrence, il existe un isomorphisme ¢ : L — L' compatible
avec 7', donc compatible avec 1.

O]

Exemples 3.36. 1. Pour un polynome irréductible de degré 2, tout corps de rup-
ture est un corps de décomposition.

2. Considérons P = X3 — 2 € Q[X]. Ce polynome est irréductible, et Q(3/2) est
un corps de rupture de P sur Q, mais pas un corps de décomposition. Un corps
de décomposition de P sur K est donné par Q(j, v/2), ot1 j := e Le premier
est de degré 3 sur Q, le second de degré 6.

Proposition 3.37. Soit P € K[X] un polynéme de degré n.
Alors le degré d’un corps de décomposition de P sur K divise n!.

Démonstration. En raisonnant par récurrence sur le degré de P, et en utilisant des corps
de rupture successifs, on montre facilement que le degré d’un corps de décomposition
est < nl. O

3.4 Corps finis

Dans cette section, on construit et on classifie tous les corps finis.
On rappelle que pour tout n > 1, Z/nZ est un corps si et seulement si n est premier.
Dans la suite, on notera F), le corps Z/pZ.

Lemme 3.38. Soit K un corps fini.
Alors K est une extension finie de F}, pour un certain nombre premier p, et il existe
n > 1 tel que |K| = p".

Démonstration. Puisque K est fini, la caractéristique de K est un nombre premier p.
Le sous-corps premier de K est donc égal a F),. Puisque K est fini, c’est une extension
finie de F,, donc comme F,-espace vectoriel, K est isomorphe a F), avec n = [K :Fp.
Donc |K| = p™. O

Théoréme 3.39. Soit p un nombre premier, n > 1 et q := p".
Alors il existe un corps de cardinal q, et il est unique a isomorphisme pres.

On notera F, "le” corps de cardinal q.

Démonstration. — On commence par I'existence. Notons K un corps de décomposition
de P := X9 — X sur F,, et considérons ’ensemble E des racines de P dans K.
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Puisque P’ = —1 dans F,[X], le polynoéme P est scindé a racines simples dans
K. Donc E est de cardinal ¢. Montrons que E est un sous-corpsde K : 0 € E, et
pour tout z,y € F, on a (z—y)? = x?7—y? puisque I’élévation a la puissance q est
la composée n fois du morphisme de Frobenius avec lui-méme. Donc (z — y)? =
29—yl =2 —y, donc x —y € E. De méme, (xy~1)? = 29(y?)~! = zy~!, donc
xy~! € E. Donc E est un sous-corps de K contenant toutes les racines de P.
Donc F = K, donc K est un corps de cardinal q.

— Montrons 'unicité : soit K un corps de cardinal ¢q. Puisque K* est un groupe de
cardinal g — 1, le théoreme de Lagrange assure que pour tout z € K>, 29~ =1,
donc 29 = x. Cette égalité étant aussi vérifiée par 0, on a donc que pour tout
x € K, 29— x = 0. Donc tout élément de K est racine du polynéome X7 — X,
qui est de degré ¢ = |K|. Donc K est un corps de décomposition de X¢ — X sur
F,. On conclut par unicité du corps de décomposition & isomorphisme pres.

O

Proposition 3.40. Soient K, K' deuz corps finis de cardinauz respectifs p" et {™, avec
p et £ premiers.

Alors K' est une extension de K (i.e. il existe un morphisme de corps K — K') si
et seulement si p = £ et n divise m.

Démonstration. Supposons d’abord que p = ¢ et n|m. Considérons alors I’ensemble L
des x € K’ tels que 2" = z. Puisque n|m, on voit que p” — 1|p™ — 1, donc L \ {0}
est un sous-groupe de cardinal p" — 1 du groupe cyclique K'*. On en déduit que L est
un sous-corps de K’ de cardinal p”. Par un unicité dans le théoréme précédent, L est
isomorphe & K, donc K’ est une extension de K.

Supposons maintenant que K’ soit une extension de K. Puisque K s’identifie & un
sous-corps de K’, ces deux corps ont la méme caractéristique, donc p = ¢. En outre,
K’ est un K-espace vectoriel de dimension finie d, ce qui assure que |K’| = |K|¢, donc
m = nd, donc n divise m. ]

Le théoreme principal n’explique pas comment construire explicitement les corps
finis, la notion de corps de décomposition n’étant pas tres utilisable en pratique. On
lui préférera celle de corps de rupture pour consttruire concrétement les corps finis. On
rappelle d’abord la définition suivante :

Définition 3.41. On définit la fonction de Mobius o : N* — {—1,0,1} par u(1) =1,
w(pr...pr) = (=1)" sip1,...,pr sont des nombres premiers distincts, et pu(n) =0 sin
a un facteur carré.

Théoréme 3.42. Soit K un corps fini de cardinal q.
Alors pour tout n > 1, il existe un polynome irréductible de degré n dans K[X].
Plus précisément, si I(n,q) désigne le nombre de polynémes irréductibles unitaires

sur K, on a
I(n,q):Zu(%)quL
d|n

Démonstration. Notons Z(n, q) ’ensemble des polynémes irréductibles unitaires sur K.
Montrons d’abord que

x"-x=1[ 1] P,

din PeZ(d,q)
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Les deux membres de 1’égalité étant unitaires, il suffit de montrer que dans un corps de
décomposition de X9" — X les deux polynomes sont scindés, & racines simples, avec les
mémes racines. Notons L un corps de décomposition sur K de X9 — X. Comme vérifié
plus haut, I’ensemble K’ des racines de ce polynome dans L est un sous-corps de L
contenant K, donc K’ = L, et les racines de X9 — X sont exactement les éléments de
L. En outre, la dérivée de X" — X étant égale & 1, ce polyndme est & racines simples,
donc X" — X = [Teer, (X =€) et L est une extension de K de cardinal ¢".

Soit P € Z(d, q) avec d|n. Un corps de rupture M de P sur K est une extension de
degré d de K, donc un corps de cardinal ¢¢. Par unicité des corps finis, on sait que M est
un corps de décomposition de X ¢ _ X, Puisque d|n, cela assure que M se plonge dans
L, donc L contient une racine de P. Donc cette racine est annulée par X9 — X, et P est
on polynéme minimal, donc P|X9" — X dans K[X]. Puisque deux polynémes unitaires
irréductibles distincts sont non associés, I'unicité de la décomposition en irréductibles
dans K[X] assure que [y, [Tpez(q,q) P divise X" — X dans K[X].

Réciproquement, si ¢ € L, notons P son polynéme minimal sur K, de degré d. On
sait que P € Z(d,q). En outre, K C K({) C L, donc la multiplicativité des degrés
assure que d|n. Donc toute racine de X9 — X est racine de [Lajn I pez(aq P> don

I’égalité
x"-x=I1 II P
dln P€Z(d,q)
En calculant les degrés, on en déduit

¢" =Y dI(d,q).

dln

En particulier, on en déduit que nl(n,q) < ¢" et

dd7|énn

Or d’apres ce calcul, pour tout d, dI(d,q) < ¢, donc on déduit de 'égalité précédente
que

n

2
nl(n,q) >q"—> ¢ >q"—q2 >0.

k=1
Pour avoir le résultat exact, il faut utiliser une inversion de Mdbius, que nous ne
détaillerons pas ici. O
Exemples 3.43. 1. Il existe exactement un polynéme irréductible de degré 2 sur

Fy, a savoir X2 + X + 1. I existe deux polynomes irréductibles de degré 3 sur
Fo: X3+ X%+ 1et X34 X +1. Les 3 polynomes irréductibles de degré 4 sur
Fosont X4+ X +1, X4+ X3 4+1, X'+ X34+ X2+ X +1.

2. Les 3 polyndmes irréductibles unitaires de degré 2 sur Fg sont X' +1, X2+ X —1,
X?2 - X — 1. 11y a exactement 7 polynémes irréductibles unitaires de degré 3
sur Fs.

Le théoréme permet de construire le corps fini Fj» comme un corps de rupture d’'un
polynéme irréductible de degré n dans Fp[X]. On en déduit au passage que tout corps
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fini est engendré sur F), par un unique élément (ce que 'on peut montrer également
via le fait que F . est cyclique).

Par exemple, Fy & Fo[X]/(X?2+ X +1), Fs 2 Fo[X]/(X3+ X +1) 2 Fo[X] /(X3 +
XZ+1).

3.5 Symbole de Legendre et loi de réciprocité quadratique
Dans cette partie, on s’intéresse aux carrés dans les corps finis.

Définition 3.44. Soit K un corps. On note K** le sous-groupe de K* formé des
carrés.

Proposition 3.45. Soit K un corps fini de cardinal q.
— Si q est pair, alors tout élément de K est un carré (et donc K** = KX,
— Si q est impair, alors K*? est un sous-groupe d’indice 2 de K*.

Démonstration. On consideére I'application ¢ : KX — K* définie par ¢(z) := 2. Cest
clairement un morphisme de groupes d’image K**. Or ker(p) ={z € KX : 2?2 =1} =
{£1}, car X2 —1= (X —1)(X + 1) et K est integre.

On distingue désormais les deux cas :

— si g est pair, alors 1 = —1 dans K, donc ¢ est injectif, donc bijectif, donc tout
élément de K est un carré.

— si ¢ est impair, alors 1 # —1 dans K, donc |ker¢| = 2, donc par théoreme
d’isomorphisme, |Kx2| = @ = % et K*? est donc bien un sous-groupe
d’indice 2 dans K*.

O

Corollaire 3.46. Si q est impair, alors \Kx2| = % et |K? = %.

Corollaire 3.47. Soit K un corps fini et a,b € K*,c e K.
Alors léquation ax?® + by? = ¢ a une solution (z,y) € K x K. En particulier, tout
élément de K est somme de deux carrés dans K.

Démonstration. Si ¢ = |K| est pair, c’est évident. On suppose désormais ¢ impair.
Les sous-ensembles A := {az?,x € L} et B := {c — by?,y € K} de K sont en
bijection avec 'ensemble K2 des carrés dans K, donc |A| = |B| = %1. Donc |A|+|B| =
g+ 1> q = |K|. Donc les sous-ensembles A et B ne sont pas disjoints dans K (i.e.
aN B # (), donc il existe x,y € K tels que ax? = ¢ — by?, ce qui conclut la preuve. [

Remarque 3.48. On peut reformuler cet énoncé géométriquement en disant que toute
conique sur un corps fini a un point rationnel.

Proposition 3.49. Soit K un corps fini de cardinal q impair et a € K*.
—1 —1
Alors o™= =1 si et seulement si a est un carré dans K, et a’zT = —1 sinon.

q—1

Démonstration. On peut par exemple écrire la factorisation X971 — 1 = (X 2 —
(X s 1). Or ce polynome admet les ¢ — 1 éléments de K* comme racine par le
théoreme de Lagrange, donc pour tout a € K*, a7 = +1. il existe b e K* tel que
q = b2, alors P o 1, donc X 75 _ 1 admet tous les carrés non nuls comme
racines. Or il y a q;21 carrés dans K™, donc les racines de X 5 _ 1 sont exactement

. a—1 .
les carrés non nuls, et celles de X 2 + 1 sont donc les non carrés. ]
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On définit maintenant :

Définition 3.50. Soit K un corps fini de cardinal ¢ impair. Pour tout a € K, on définit
le symbole de Legendre de a par

. lsiae K*2
(?) =4 —lsiae KX\ K**
O0sia=0

-1
Autrement dit, en utilisant la proposition précédente, (%) =a'7 .

Si K = Z/pZ, on note (%) = (%)

Proposition 3.51. L’application (?) : K* — {£1} est un morphisme de groupes.
g—1

Démonstration. C’est évident avec la formule (%) =a 2 . O

Exemple 3.52. Pour tout p premier impair, on a

()=

Le résultat suivant est fondamental en arithmétique :

Théoréme 3.53 (Loi de réciprocité quadratique). Soient p,q deux nombres premiers
impairs distincts.

1. (%) it

2. (g) — ()55 (g)

Démonstration. Une preuve a été donnée en cours, a l’aide des sommes de Gauss sur
les corps finis. O

4 Compléments sur les polynomes cyclotomiques

Introduisons maintenant les polynomes cyclotomiques ¢ (X) :=J[¢¢,» (X — (), ou
wr C pun(C) désigne 'ensemble des racines primitives n-iemes de I'unité dans C. Le
théoreme de Lagrange et la description des racines n-iemes de 'unité dans C assurent
que X" — 1 = [, #a(X). Puisque les ¢q(X) sont unitaires, une récurrence simple
(déja vue) assure que :

Proposition 4.1. Pour tout n > 1, ¢,(X) € Z[X].
Une premiere application est la version faible du théoreme de Dirichlet :

Proposition 4.2. Pour tout n > 1, il existe une infinité de nombres premiers p de la
forme p =kn+1, avec k € N.

Ce résultat est un cas tres particulier du théoreme de la progression arithmétique
de Dirichlet, dont la preuve (via I’analyse complexe) est un peu au-dela du programme
de I'agrégation.
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Démonstration. Soitn >1et k> n+ 2.

L’entier ¢, (k!) est supérieur ou égal & 2 (en utilisant par exemple la factorisation de
¢n), donc il admet un facteur premier p. Puisque 0 n’est pas racine de ¢,,, p ne divise
pas k!, donc p > k.

Puisque p divise ¢,,(k!), on voit que k! est racine de ¢,, dans F,,. Or ¢, divise X" —1
dans Z, donc dans F),, donc k" =1 dans F,. Donc l'ordre de k! dans F; est un diviseur
d de n. Si d < n, alors k! est racine de X% — 1 dans F,, donc d'un certain ¢, avec r|d.
En utilisant la factorisation de X™ — 1 dans Z[X], on voit donc que k! est racine double
de X" — 1 dans F,, ce qui assure que p divise n, ce qui est contradictoire car p > n.

Donc finalement k! est d’ordre exactement n dans F;, qui est un groupe d’ordre
p — 1. Donc Lagrange implique de n divise p — 1, donc que p est congru a 1 modulo n.

On a donc construit, pour tout & > n+2, un nombre premier p > n tel que p = 1 [n],
ce qui conclut la preuve. ]

Une autre application classique :

Théoréme 4.3 (Wedderburn). "Tout corps fini est commutatif”. Plus précisément,
tout anneau intégre fini (pas commutatif a priori) est un corps (commutatif).

Démonstration. Soit K un tel anneau integre fini.

Remarquons d’abord que tout élément x non nul de K est inversible, puisque I'ap-
plication K \ {0} — K \ {0} définie par y — zy est injective (car K est integre), donc
bijective par égalité des cardinaux, ce qui assure que z admet un inverse a droite. Par
symétrie, x admet un inverse a gauche, et cela assure que x est inversible.

Notons k := {t € K : tx = zt, Vo € K} le centre de K. Alors k est un corps
(commutatif, fini) dont on note ¢ > 2 le cardinal.

L’application k£ x K — K définie par (t,x) — tx munit K d’une structure de k-
espace vectoriel. Puisque K est fini, K est un k-espace vectoriel de dimension finie.
Notons d sa dimension, alors K = k%, donc |K| = |k|%.

Considérons alors le groupe G := K* = K\ {0} (non commutatif a priori) et faisons
le agir sur lui-méme par conjugaison, i.e. z -y := xyx !

Ecrivons I’équation aux classes pour cette action :

KX
KX =19+ Y s
z€G\K* ,z¢ K& Stabcx (x)

Or K& = k par définition, et pour tout = € K \ k, I'’ensemble des y € K tels que
ry = yx est un sous-k-espace vectoriel de K, non trivial, donc cet ensemble est de
cardinal ¢", avec 1 < r < d. En particulier, pour tout z € K \ k, |Stabgx (z)| = ¢" — 1
pour un tel 1 < r < d. En outre, ¢" — 1 divise ¢% — 1, ce qui implique que r divise d. On
obtient donc un ensemble fini d’entiers 1 < ry,...,7, < d (ol a est le nombre d’orbites
non réduites & un singleton) tels que r; divise d pour tout i et ’équation aux classes
s’écrive

a qd—l
qd_lzq_1+ZqTi_1' (1)
=1

Revenons a 1’égalité : puisque dans Z[X], ¢4(X) divise X% — 1, et aussi %, on
en déduit que ¢4(q) divise ¢ — 1 dans Z. Or

ba(@)l = [T la—¢l,

CERy
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et pour tout ¢ # 1, |¢ — (| > ¢ — 1 (faire un dessin).

Finalement, si d > 1, on voit que ¢4(q) > g — 1, ce qui contredit le fait que ¢4(q)
divise ¢ — 1. On en déduit donc que d = 1, ce qui signifie que K = k, donc K est
commutatif. O

Une propriété importante des polynémes cyclotomiques :
Théoréme 4.4. Pour tout n > 1, ¢, est irréductible dans Q[X] (et dans Z[X]).

Démonstration. Par le lemme des contenus, comme ¢,, est unitaire, I'irréductiblité dans
Q[X] et dans Z[X] est équivalente. On montre la seconde. Soient f, g € Z[X] tels que
¢n = fg, avec f irréductible (non constant) dans Z[X]| (et dans Q[X]). Il existe une
racine ¢ de f dans C. Puisque ( est racine de ¢,,, c’est une racine primitive n-ieme de
l'unité.

Soit p un nombre premier ne divisant pas n. Alors (P est une racine primitive n-
ieme de l'unité, donc ¢,(¢?) = 0, donc f(¢(P)g(¢P?) = 0. Raisonnons par Iabsurde et
supposons f(¢P) # 0. Alors g(¢?) = 0, donc g(XP) € Z[X] est un polynéme annulateur
de (. Or f étant irréductible, c’est le polynéme minimal de ¢ sur Q, donc f divise
g(XP) dans Q[X], donc dans Z[X] (car f est unitaire). Donc il existe h € Z[X] tel
que g(XP) = fh. On réduit maintenant cette égalité modulo p : dans F,[X], on a

g(XP) = fh. Puisque F, est de caractéristique p, I’élévation a la puissance p est un

morphisme d’anneaux, qui est I'identité sur F,,, donc g(X?) = g”. On a donc g¥ = fh.
Or f admet un facteur irréductible g dans F,[X]. Alors g divise f, donc ¥, donc g par
le lemme d’Euclide. Or ¢,, = fg, donc @ divise ¢,. Enfin, ¢, divise X" — 1 dans Z,
donc ¢? divise X™ — 1, donc § divise la dérivée nX" ! avec n # 0 dans F, (car p ne
divise pas n). Donc ¢ divise 1, ce qui est contradictoire. Finalement, cela assure que
f(¢P) = 0. Une récurrence simple permet d’en déduire que pour tout m > 1 premier
avec n, f(¢™) = 0. Or toute racine primitive n-ietme de I'unité dans C est de la forme
(™ avec m premier a n, donc toute racine primitive n-ieme de 1'unité est racine de f,
donc ¢, divise f, donc ¢, = f, donc ¢,, est irréductible. O

Corollaire 4.5. Soit ( € C une racine primitive n-ieme de l’unité.

Alors [Q(C) : Q] = ¢(n).
Démonstration. Le théoreme assure que ¢,, est le polynome minimal de ¢ sur Q. [
Avec un peu de travail, on peut en déduire le

Théoréme 4.6 (Gauss-Wantzel). Soit n > 1. Alors le polygone régulier a n cotés
(inscrit dans le cercle unité) est constructible a la régle et au compas si et seulement
sin=2"p,...ps, avec v > 1 et p; = 22" + 1 sont des nombres premiers de Fermat
distincts.

Remarque 4.7. Les seuls nombres de Fermat premiers connus sont 3, 5, 17, 257, 65537.
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