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Introduction Générale

Ce polycopié correspond a des cours de DEA donnés a I’Université Montpellier 1T en 2002-2003 et 2003-
2004. Les cours comprenaient deux parties séparées, qui correspondent aux deux parties de ce document
(en 2002-2003, quelques heures de cours avaient été réservés pour étudier I’équivalence, sur des cas simples,
entre solutions de viscosité et solutions variationnelles).

Partie I. Dans la partie qui concerne les solutions variationnelles, ’étude des équations elliptiques a
principalement pour but de montrer diverses manieres d’obtenir des estimations a posteriori ou a priori
sur les solutions de ces équations ; les techniques de passage a la limite (par exemple dans le cas de second
membres mesures) qui permettent de transformer ces estimations a priori en existence de solutions sont
volontairement laissées de coté ou faites dans des cas simplifiés. En 2002-2003, une deuxieéme partie du
cours sur les solutions variationnelles était dédiée aux probleémes paraboliques non-linéaires (principa-
lement & D'existence de solutions); cette partie a été remplacée, en 2003-2004, par 1'étude des lois de
conservation scalaires et c’est ce qui figure dans ce polycopié. L’étude de approximation parabolique
de ces lois de conservation, utilisée pour prouver 'existence d’une solution entropique, est faite d’une
maniere peu courante et, il faut bien ’avouer, pas des plus efficaces par rapport a ce qui peut étre dit en
général sur les équations paraboliques semi-linéaires ; cependant, elle a 'avantage d’étre auto-consistante
(nous établissons le plus rapidement possible tout ce dont nous avons besoin concernant cette approxi-
mation parabolique, sans supposer que le lecteur connait quoi que ce soit a son sujet) et de se généraliser
a d’autres types d’équations.

Partie II. La seconde partie traite des solutions de viscosité. Parce que les solutions de viscosité sont
toujours introduites pour résoudre un probleme non-linéaire que ’on ne sait pas attaquer autrement, nous
avons essayé de trouver un juste équilibre entre la théorie générale et les applications. Le premier chapitre
présente essentiellement la définition et les propriétés de stabilité des solutions de viscosité. Nous avons
choisi de présenter les résultats en reportant systématiquement en annexe les résultats d’analyse non-lisse
sur lesquels les démonstrations s’appuient. Ceci permet de cerner ce qui releve purement de I’analyse des
fonctions semi-continues et ce qui releve des EDP. Le second chapitre traite du mouvement de fronts par
courbure moyenne. Il s’agit essentiellement de prouver ’existence et 'unicité de la solution d’une équation
quasi-linéaire singuliere et dégénérée et de faire ’aller et le retour entre le probleme géométrique de départ
et 'EDP. A la fin des deux chapitres ainsi qu’a la fin de la seconde annexe, nous avons donné quelques
références bibliographiques et fait quelques commentaires plus détaillés sur les résultats présentés.

Notations générales. On notera X - Y ou (X,Y) le produit scalaire euclidien de deux vecteurs X et Y’
de RN et | - | la norme associée.

Lorsque l’on a une fonction u dépendant de t € R et z € RN, on notera sa dérivée temporelle Oyu, ses
dérivées spatiales premieres ;u (i = 1,..., N) et les dérivées spatiales secondes 0;;u (i, =1,...,N). Vu
et D?u représenteront respectivement le gradient et la Hessienne de u par rapport & ses dérivées spatiales
uniquement ; de méme, div et A sont les opérateurs de divergence et laplacien par rapport & la variable
d’espace.

Sy représente 'espace des matrices symétriques de taille IV sur R. Il est muni de 'ordre partiel suivant :
A < B si toutes les valeurs propres de B — A sont positives (ce qui revient & demander que, pour tout
EeRN, Ac- £ < BE-€).
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Chapitre 1

Rappels sur les espaces de Sobolev

Nous rappelons brievement ici des résultats, concernant les espaces de Sobolev, essentiels pour la suite.

1.1 Généralités

Soit @ € RY un ouvert borné et 1 < p < oo. L’espace W1P(Q) = {u € LP(Q) : D;u € LP(Q)} (D;u est la
dérivée distribution par rapport a la i-eme variable) muni de la norme ||u||y1.»(q) = ||ul|Le o)+ | VUl L (o)
est un espace de Banach, séparable réflexif lorsque 1 < p < co. L’ensemble des fonctions C°° a support
compact dans Q est noté D(R) ; c’est 'ensemble des fonctions-test. On note W, ?(Q) 'adhérence de D(Q)
dans W1P(Q).

Théoréme 1.1 (Inégalité de Poincaré) Pour toute fonction u € W, (Q),
[ullr (@) < diam(2) [[VullLr(q)-

Ceci permet de munir VVO1 ? d’une norme équivalente a sa norme usuelle : u — ||Vul|r(q). Le dual
topologique de cet espace est noté W17’ (Q) ol p’ est Pexposant conjugué de p (i.e. % + % =1).

Dans le cas p = 2, on note H(Q) = W12(Q), H} (Q) = W, *(Q) et H~1(Q) = W~12(2). Notons que la
norme définie sur H' () n’est pas une norme issue d'un produit scalaire, bien que cet espace puisse étre
tres facilement normé (de maniere équivalente) de sorte a en faire un Hilbert.

Nous utiliserons tres souvent dans nos raisonnements sur les équations elliptiques le théoreme de compacité

de Rellich-Kondrachov et Iinjection de Sobolev pour p < N.

Théoréme 1.2 (Rellich-Kondrachov) i Q est un ouvert borné de RN et 1 < p < oo alors Wy (Q)
s’injecte compactement dans LP(Q) : de toute suite bornée dans Wol’p(Q), on peut extraire une suite qui
converge fortement dans LP(Q) et faiblement dans WP (Q).

La convergence faible de la sous-suite vient bien sir de la réflexivité de VVO1 P(Q).

Théoréme 1.3 (Injection de Sobolev — cas p < N) Soit Q un ouvert borné de RN et 1 < p < N.

Alors Wy P(Q) s’injecte continuement dans L~ (Q).

Enfin, une conséquence du théoreme de Vitali sur les convergences dans les espaces de Lebesgue.
Théoréme 1.4 (Compacité LP-L?) Soit Q un ensemble de mesure finie et 1 < q¢ < p < 0. Si (Un)n>1
est une suite qui converge presque partout vers u et qui est bornée dans LP (), alors u, — u dans L1(Q).
1.2 Théoreme de Stampacchia sur la composition

Pour établir des estimations sur les solutions des problemes elliptiques que nous étudierons, nous serons
amenés a considérer p(u) comme fonction-test, avec ¢ : R = R et u € WOIP(Q) Des hypotheses ad hoc
sur ¢ nous permettent d’assurer que o(u) est encore dans Wy ?(2). C’est I'objet du théoréme suivant.



Théoréme 1.5 (Stampacchia) Soit Q un ouvert borné de RN et 1 < p < oo. Soit u € W, *(Q) et
¢ : R — R une fonction continue, C' par morceauz telle que ©(0) = 0 et ¢’ est bornée sur R. Alors
o(u) € Wy (Q) et Vo(u) = ¢ (u)Vu presque partout.

Avant de prouver le théoreme, faisons quelques remarques.

Remarque 1.1 — La seconde étape de la démonstration consiste a montrer que pour tout réel a € R,
Vu =0 p.p. sur {x € Q:u(x)=a}.
— Le théoréme est aussi vrai lorsque p = 0.

DEMONSTRATION DU THEOREME DE STAMPACCHIA : La démonstration se fait en trois étapes.
Premiere étape. On commence par supposer que la fonction ¢ est de plus dans C*°. On considere alors
une suite de fonctions {uy,},>1 dans D(Q) qui converge vers u dans W1P(Q). Alors ¢(u,) — ¢(u) dans
L?(Q); en effet, pour tout x € £,

lo(un(z)) — p(u(@))] < ll¢'[l Lo [un(z) — u(x)|

et le second membre tend vers 0 dans LP(£2). On remarque aussi que Vo(uy,) = ¢ (u,)Vu, est borné
dans LP(§2). On affirme ensuite que V(uy,) — ¢’ (u)Vu dans LP(£2) ; en effet,

[Vo(un) — ¢ (W)Vul < ¢ (un) — @' (W)].[Vul + ¢ (un)]. [V, — Vul
< 1@ (un) = ¢ (W)].[Vul + C|Vu, — Vu

et on peut supposer (quitte & extraire une sous-suite) que u, — u p.p. Alors ¢’(u,) — ¢'(u) p.p. donc
par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, | (un) — ¢’ (v)||Vu| — 0 dans LP(§2) et on conclut.
Puisque ¢(u,) — ¢(u) dans LP(2), on a aussi V(¢(uy)) = V(¢(u)) au sens des distributions et on en
déduit que V(p(u)) = ¢'(u)Vu € LP(2). On a donc montré que ¢(u,) — p(u) dans WHP(Q) et puisque
o(un) € C(Q) (c’est ici qu’on utilise ¢(0) = 0), cela conclut le cas ou ¢ est réguliere.

Seconde étape. On montre maintenant que pour tout réel a € R,
Vu =0 p.p. sur {z: u(z) =a}.
Pour ce faire, nous allons montrer que :
Lastoo[ VU = Lg: 400 Vu = Vio(u) (1.1)

olt ¢(s) = (s—a)™. Considérons une régularisation ,, de ¢ définie par @, = (-—a)* *p,(s) avec {pp }n>1
un noyau régularisant dont le support est inclus dans ]0,1/n[: On a ¢;, = 1jg 4oo[ * P =+ 1ja,400[ Partout
(par décentrement du noyau) et |¢)| < 1. Grace a la premiere étape, on sait que Vo, (u) = ¢}, (u)Vu
(notons que, pour prouver ceci, nous n’avons pas eu besoin de savoir que ¢, (0) = 0). Comme ¢, (u) —
©(u) partout et que :

lon ()] < [ (0)] + ul < @(0)] + |u| € LP(Q),

le théoreme de convergence dominée nous permet de conclure que ¢, (u) = ¢(u) dans LP(Q2). De plus,
Vo (u) = ¢, (u)Vu et ¢, (u) — 1j4 4oo[ (1) partout ; par convergence dominée, on trouve donc Vi, (u) —
La,4oo[(u)Vu dans LP(2). En identifiant comme précédemment le gradient de la limite de ¢, (u) et la
limite du gradient de ¢, (u), on conclut que Vo(u) = 1jq 1oof(v)Vu. L’autre égalité de (1.1) s’obtient
approchant ¢ par en dessus (noyau décentré dans les réels négatifs) :

Troisiéme étape. On suppose maintenant que ¢ est C'' par morceaux, que sa dérivée est bornée et que
©(0) = 0. On peut alors approcher ¢ par des fonctions ¢, € C* telles que ,(0) = 0, |¢),| < M et
@l — ¢’ sauf aux points de discontinuité de ¢’. Il suffit de considérer un noyau régularisant p,, et de poser
©On = @ * pn — @ % pn(0). Par la premidre étape, on sait que @, (u) € Wy () et que Vi, (u) = ¢, (u) V.
Comme ¢, (u) — ¢(u) partout et que |@,(u)] < M|ul, le théoréme de convergence dominée nous assure
que ¢, (u) = (u) dans LP(2). Considérons E = {x € Q : u(x) point de discontinuité de ¢}. Hors de E,
on a ¢, (u) = ¢'(u). Sur E, on utilise la seconde étape pour affirmer que Vu = 0 presque partout. Ainsi
Von(u) = ¢ (u)Vu — ¢ (u)Vu p.p. dans Q. La convergence dominée nous permet de conclure que la
convergence a lieu dans LP(2) et, en raisonnant comme précédemment, on obtient Vi(u) = ¢'(u)Vu.



Cela nous donne ¢(u) € WP(Q) et comme les ¢, (u) sont dans W, ?(Q) et convergent vers o(u) dans
WLP(Q) (c’est ce qu’on vient de prouver), on en déduit bien que @(u) € Wy (Q).

En guise de généralisation de ce théoréme, et bien que cela ne nous soit pas utile dans la suite, il nous
semble intéressant de mentionner le résultat suivant.

Théoréme 1.6 (Bénilan, [1]) Soit Q un ouvert de RN et u € Ll (Q) tel que Dyu € Li () pour un
iel,N].

1. Si A C R est de mesure de Lebesgue nulle alors Dyu = 0 presque partout sur {x € Q : u(z) € A}.
2. Sip: R — R est lipschitzienne alors D;(¢(u)) € L (Q) et D;(¢(u)) = ¢ (u)D;u presque partout.

Remarque 1.1 On peut aussi voir que siu € Wy (Q) et p(0) = 0 alors p(u) est encore dans W, ().

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.6 :

Premiere étape. Pour A € B(R) (tribu des boréliens de R), on note ¢ 4(t) = fot 14(7)dr. ¢4 étant continue
et |p(s)] < |s], on a pa(u) € LL ().

Soit A = {A € B(R) | Di(pa(u)) = 14(u)D;u dans D’(Q)}. On remarque que A contient les intervalles
ouverts Ja, b[; en effet, dans ce cas, ¢}, est continue, C' par morceaux et de dérivée bornée; on peut
alors recopier les deux premieres étapes de la démonstration du théoréme de Stampacchia (*) pour se
convaincre que 'on a alors bien D; () 5/(1)) = 1jq,p((u)Diu.

Vérifions que A est un d-systéme. On a clairement R € A car pr(s) = s. Si A et B sont des éléments de
Aet AC B alors og\4 = ¢B — ¢4 et on a bien D;(op\a(u)) = Di(¢p(u)) — Di(pa(u)) = 1p(u)Diu —
14(u)Dsu = 1p\ a(u)Dsu, d'ott B\A € A. Si (Ay)n>1 est une suite croissante d’éléments de A, alors en
notant A = U, A, on a 14, — 14 sur R en croissant donc, par convergence monotone, ¢4, — @4 sur
R; de plus, |¢a, (u)] < |u| donc par convergence dominée on déduit pa, (u) — @a(u) dans Li (Q) et
ainsi D;(va(u)) = limy, 00 Di(a, (u)) dans D'(2); mais D;(pa, (u)) =14, (u)Du et 14, (u) — 1a(u)
partout donc, par convergence dominée, D;(p4, (u)) — 1a(u)D;u dans Li (), et aussi dans D’(£2) ; on
en déduit que D;(pa(u)) = 1a(u)D;u ce qui prouve que A € A.

A est donc un d-systéme qui contient I’ensemble P des intervalles ouverts; il contient donc le d-systeéme
engendré par P qui coincide, puisque P est stable par intersections finies, avec la tribu engendrée par P,
i.e. la tribu des boréliens de R. On a donc A = B(R).

En particulier, cela signifie que le deuxiéme point est vérifié pour les fonctions de la forme @4, en
considérant 14 comme représentant de ¢/,.

Deuzxiéme étape. On prouve le premier point.

Si A est de mesure de Lebesgue nulle, alors w4 = 0 donc @ a(u) = 0 et D;(pa(u)) = 1a(w)Dju = 0
dans D’(2), et aussi presque partout puisqu’il s’agit d’une fonction. Cela implique bien D;u = 0 presque
partout sur {z € Q : u(x) € A}.

Troisieme étape. Conclusion.

Si ¢ est lipschitzienne, on a |p(t)| < [p(0)| + C[t| donc p(u) € L (£2). Notons ¢ une fonction borélienne
bornée qui coincide avec ¢’ presque partout ; on peut trouver une suite de fonctions simples boréliennes
(Sn)n>1 qui converge vers 9 partout et telle que |s,| < || (décomposer ) en partie positive et partie
négative, puis approcher chacune de ces parties par une suite croissante de fonctions simples : la différence
de ces deux suites approche ) comme voulu). Si ¢, (t) = a,o(O)—l—f(;t $n(7) d7, on a, par convergence dominée,
©n = 0(0) + [, () dr = ¢ partout et |, (t)] < |¢(0)] + M|t] ot M est un majorant de t). Ainsi, encore
par convergence dominée, ¢, (u) — ¢(u) dans Li () et D; (¢, (u)) = D;i(p(u)) dans D'(Q).

Mais s, est combinaison linéaire de fonctions de la forme 1,4 avec A borélien, donc ,, est combinaison
linéaire de fonctions ¢4 défines dans la premiere étape. On voit donc que D;(¢n(u)) = sp(u)Dju —
¥ (u)D;u partout en étant dominée par M|D;u| € L] (). La convergence a donc lieu en particulier dans
D'(Q), et on trouve, a la limite, D;(p(u)) = ¥ (u)D;u dans D’ () ; le membre de droite étant une fonction,
cela prouve que D;(p(u)) € Li, ().

Or ¢’ = en dehors d’un ensemble de mesure nulle A, et D;u = 0 presque partout sur {z €  : u(z) €
A} on en déduit donc que D;(p(u)) = ¢’ (u)D;u presque partout comme annoncé. m

*. Dans la premiére étape, il faut utiliser le fait que, par simple troncature et convolution, on peut trouver (ur )n régulieres
qui convergent vers u dans L{ _(Q) et telles que Dsupn — D;yu dans L, ().



Chapitre 2

Equations elliptiques linéaires

2.1 Equations de diffusion pure : le cas coercitif

Dans cette section, 2 est encore un ouvert borné de RV, A : Q — M, (R) est mesurable et f : Q — R.
On considere le probleme :
{ —div [A(z)Vu(x)] = f(z) dans Q (2.1)

u(zr) =0 sur 0f)

La matrice A(z) est parfois appelée matrice de diffusion. La fonction f est appelée source. On suppose
que la matrice A est uniformément elliptique, i.e. il existe deux constantes A\, A > 0 telles que :

pp.z€Q, VEERN | NE2 < Aln)E - € < AJ¢J2. (2.2)

On renforce la seconde inégalité en demandant que ’application A soit bornée (lorsque A est symétrique,
(2.2) suffit & dire que A est bornée, mais ce n’est pas le cas en général).
Rappelons qu'une solution faible de ce probléme est une fonction u € H(Q2) telle que, pour tout v €

H (),
/QAVwVv:/va. (2.3)

On dit qu'une telle solution est faible car on ne demande pas a la fonction d’avoir deux dérivées. Ceci
s’oppose a la notion de solution forte et de solution classique. La notion de solution de viscosité est aussi
une notion de solution faible (et méme tres faible).

Le théoréeme de Lax-Milgram de la théorie des espaces de Hilbert permet d’assurer I'existence et 1'unicité
d’une solution faible sous ’hypothése (2.2), pourvu que le second membre de (2.3) définisse une forme
linéaire continue sur Hg(€2). En effet, en considérant la forme bilinéaire Blu,v] = [, AVu - Vo, les
hypotheses faites sur la matrice de diffusion assurent que B est continue et coercitive sur Hg (£2), c’est-
a-dire vérifie :

Blu,u] > al|u))? (coercitivité)
Blu,v] < Bllu|l ||v]| (continuité)

pour deux constantes positives «, 3.

En guise d’amuse-gueule, nous allons montrer un principe du maximum faible : si f est positive, alors u
Pest aussi. Dans un second temps, nous allons majorer la norme L d’une solution éventuelle en fonction
d’une norme de la source; une telle inégalité est appelée estimation a priori car on ne suppose pas que
la solution existe pour prouver cette estimation. Ici, on sait que cette solution existe mais, de maniere
générale, obtenir de telles inégalités est une étape importante dans la preuve d’existence. Cette idée sera
centrale dans la suite de ce chapitre.

2.1.1 Principe du maximum

Théoréme 2.1 Soit f € L?(Q) et u la solution faible de (2.1). Si f >0 p.p. alorsu >0 p.p.



DEMONSTRATION : Considérons ¢(s) = s~. Alors par le théoreme 1.5, ¢(u) = u~ € HF(Q) et Vu~ =
sgn_(u)Vu ol sgn_(s) = —1j_o 0)(8). On choisit alors v = u~ dans (2.3) et on obtient :

/ngnf(u)AVu -Vu = /qu_ > 0.

Comme AVu~ - Vu~ = (sgn_(u))?AVu - Vu = —sgn_ (u)AVu - Vu, on conclut que

1
—n2 _ _
o e < 5 [ AV - Vum <0
et donc que u~ =0.m

Voici trois conséquences de ce théoreme.

— Siu,v € HF(Q) vérifient —Au > —Av au sens faible, alors u > v (principe de comparaison) —
cette conséquence demanderait a priori & ce que les deux laplaciens soient des fonctions L?(Q),
mais elle est aussi vraie si 'inégalité est comprise au sens des distributions.

— Siu € H}(Q) vérifie —Au = 0 au sens faible, alors u = 0 (unicité de la solution faible — déja
connu...).

— Si Q est régulier (de sorte que la solution dans HJ(Q2) de —Aw = 1 soit bornée) et u € H}(Q)
vérifie —Au = f au sens faible avec f € L*>(Q), alors u € L>(Q) et ||u|lco < C||floo-

Dans ce qui suit, nous allons généraliser le dernier résultat.

2.1.2 Estimation L*

Théoréme 2.2 (Stampacchia, 1965) Soit F € (LP(Q))Y avec p > N > 2. Si u € HE(Q) vérifie
—div (AVu) = —div F, alors u € L>(Q) et

lull @) < CIF Loy~
avec C = C(\, Q,p).

Remarque 2.1 — On peut aussi montrer que u est v-hélderienne avec v = v (£, p, A, || Al|c0)-

— Ce résultat permet de résoudre —div (AVu) = f pour f € LY(Q), en dépit du fait que f n’est pas
dans le dual topologique de HE () (voir [13]). Mais cette méthode ne rentre pas dans le cadre de
Lax-Milgram et est limitée aux équations linéaires.

— FEn fait, une caractérisation classique du dual de Wol’q (Q) (1 < g < o0) dit que toute forme linéaire
continue sur Wy9(Q) se représente comme un div(F) pour F € (L7 (Q))N dont la norme peut
étre controlée par la norme de la forme linéaire (la réciproque, que tous ces div(F) donnent des
formes linéaires sur Wol’q(Q), est triviale). Le théoréme de Stampacchia affirme donc que si le

second membre de (2.1) est dans (Wol’p/(Q))’ = W=LP(Q) pour 1 < p’ < N/(N — 1), alors la
solution correspondante est bornée.

DEMONSTRATION : Nous considérons, pour k > 0, la fonction Sy définie par Si(z) = (z — k)T — (z+k)~.
Par le théoreme 1.5, on sait que VSy(u) = 15, Vu € H}(Q) ot Ex = {Ju| > k}. On peut donc prendre
cette fonction comme fonction-test et obtenir :

/F~1EkVu:/AVu'(1EkVu):/AlEkVu-lEkVuz)\/ |1EkVu|2:)\/ |V Sk (u)]?
Q Q Q Q Q

(remarquons que 1%k =1g,). Donc

ou p’ est 'exposant conjugué de p. Comme p > N > 2, on a 2/p’ > 1 et donc

p'/2 -
[19si@P = [ 9516, < ( / |vsk<u>|2) By
Q Q Q




en utilisant I'inégalité de Holder avec % e

arrive a :

2
2_/

Fllr»
VS () < 1212

Considérons alors h > k. On remarque que sur Ey, |Sg (u)| > h — k et donc
/ ‘Sk(u”N/(Nfl) > / (h— k)N/(Nfl) = (h— k)N/(N*1)|Eh\.
Q Ep
Par ailleurs,

N/(N-1)
/Q SV = 5 )| YN < Ol YA c( /Q vsk<u>) ,

Iinégalité étant une conséquence des injections de Sobolev. Ceci nous permet d’arriver finalement a :

(h—B)EJN-DN < ¢ / V55 (1) 15,
Q

< CflSk(u )HL2(Q)IEk|1/2
< ”F”LDLE |2/ +2
IIF [FZyoe
= (C———|E.|¥
Bl
On a successivement utilisé 'inégalité de Cauchy-Schwarz et (2.4). En posant § = %NL =(1- %)%,

N 1F g e )N/ VY ~
7= et M = (C%) , on obtient finalement :

|En| < | Ex|”.

M
(h— k)
11 nous suffit pour conclure de trouver H tel que |Ey| = 0, car on aura alors |u| < H presque partout.
En constatant que p > N implique § > 1, le lemme 2.1 ci-dessous montre finalement que [|ulls <

0021/7%||F||L,,|Q|% avec Cy = Cy(p, N), ce qui acheve la démonstration. m

Lemme 2.1 Soit ® : RT — R* une fonction décroissante telle qu’il existe 3 > 1 et v > 0 vérifiant, pour

tout h > k,
M
< &(k)°.

Alors il existe une constante Cy ne dépendant que de (3 et y tel que H = CO(QM)l/“@(O)ﬁT annule ®.

DEMONSTRATION DU LEMME 2.1 : Construisons par récurrence une suite croissante de réels {h, },>1

telle que pour tout n > 1, ®(h,) < (O) . Prenons hg = 0 et supposons construits ho, ..., h, ; construisons
hp+1. Par hypothese, pour tout h > hn,
M M
d(h) < ——®(h,)? ®(0)”

11 suffit alors de choisir h,, 1 de telle sorte que :

M
208 (hpyiq — hy )Y

o(0)

(2M®(0)*~1)>
2n+1 ? .

(B—DL)n
v

@(O)B = cest a dire  hpi1 = hy,

s-1

On remarque que la série de terme général h,, 11 — h,, est convergente ( > 0) donc h,, croit vers

p-1y%
HzZ(hn+1—hn):Z(2]wjlgoz>n)<oo

n>0 n>0 v

et H convient, par décroissance de ©. m

10



2.2 Problemes de convection-diffusion : le cas non-coercitif

Dans cette section,  est encore un ouvert borné de R, V : @ — RY un champ de vecteurs L>°(12) et
f:Q — R . On considere le probleme :

—Au(z) + div [V (z)u(x)] = f(x) dans
{ u(z) =0 ) ( sur 0% (2.5)

pour f € H=(Q2). Comme pour le probléme précédent, on considere la forme bilinéaire associée :

B[u,fu]:/Vu~va/uV~Vv
Q Q

pour u,v € Hi(£2). Cette forme bilinéaire est elle aussi continue. Pour pouvoir appliquer le théoreéme de
Lax-Milgram, il faut s’assurer qu’elle est aussi coercitive. Soit donc u € H}(Q) :

B[u,u]:/Q\Vu|2—/uV-Vu:/Q|Vu|2—/QV~Vu2/2=/Q|Vu|2+/g(diVV)u2/2.

SidivV > 0, B sera bien coercitive. On peut avoir éventuellement divV < 0 mais div V ne peut pas étre
trop négatif (si 'on voulait étre précis, il faudrait imposer divV > —2X; + 17 ol A1 est la premiere valeur
propre du Laplacien et i > 0, mais nous ne rentrerons pas dans ces détails).

Il est néanmoins possible de trouver une solution faible au probléeme (2.5), sans hypothese sur div(V).
Précisément :

Théoréme 2.3 (Droniou, 2001) Si f € H Y(Q) et si V € (L)Y, alors il existe une unique
fonction u € HY(Q) telle que pour tout ¢ € Hi(Q) :

[vu-vo- [av Vo=t
Q Q
La démonstration de ce théoréme repose sur I'idée suivante : puisque 1’on sait résoudre le probleme (2.1),
il suffit de considérer la solution de
—Au(x) = f — div [V(2)a(x)] dans Q
u(z) =0 sur 02

pour 7 € L?(). On obtient ainsi une application F : 7 € L*(Q) — u € H}(Q) C L?(2) dont il s’agit de
trouver un point fixe. Pour pouvoir appliquer un théoreme de point fixe contractant, il faut imposer a V'
d’étre petit. On essaie donc d’appliquer un point fixe de compacité, a savoir le théoreme de Schauder.

Théoréme 2.4 (Schauder) Soit E un espace de Banach et B une boule fermée. Alors toute fonction
F : B — B compacte (i.e. continue et telle que son image est relativement compacte) admet un point

fize.

Pour notre probleme, il suffit de trouver R > 0 tel que pour tout u € L?(1),
[@llz2) < R = [|F@)]|L2@) < R

et de montrer que F' est continue et compacte. Essayons de trouver un tel R. En prenant comme fonction-
test ¢ = u := F(u) et en majorant grossiérement, on obtient :

||u||§13(9) < Cllullgp ) + Cllull gz o 1l L2 @)

et par Poincaré
lullr2@) < Cllullgy) < €+ Clfallr2(q)

ce qui ne permet pas de conclure. C’est pour cette raison que nous allons résoudre un probléme approché
puis passer a la limite.

11



2.2.1 Probleme approché

Considérons la fonction de troncature 7, : R — R définie par T,,(r) = max(min(r,n), —n). On sait par
le théoreme 1.5 que T, (u) € Hg(2) pour toute fonction u € Hg(2). Pour tout u € L?(Q), il existe une
unique fonction u € H}(Q) telle que pour tout ¢ € H(Q),

/QVu-w:<f,so>+/QTn<mvw

car ¢ = [, T,,(W)V -V est dans H~1(Q). On peut alors définir une fonction F : L*(Q) — Hy(Q) C L*()
qui associe u a @w. On veut appliquer le théoréme de Schauder. Commengons par trouver R tel que
F(B(0,R)) C B(0,R). Pour cela, en choisissant ¢ = u comme fonction-test, on obtient (de la méme
maniére que précédemment,),

[ullz2(@) < Cllully@) < €+ ClTa(w)llz2 @) < €+ Cny/[.

Ainsi, en définissant R = C + Cn+/|Q], F envoie tout L?(Q2) dans B(0, R) (et méme dans un borné de
H(£2)), ce qui est plus fort que ce dont on avait besoin.

Montrons maintenant que F est continue. Soit donc une suite (%), qui converge vers U dans L2(£2); on
pose uy = F(Uy), ainsi que v = F(u). En soustrayant les équations satisfaites par uy et u, on obtient,

[ =)o = [ (@@ - L@V - Ve

Q Q

On choisit alors ¢ = ug, — u et en majorant on obtient, puisque 7, est 1—lipschitzienne,
lue — ullmp ) < CITa(@k) — Tn(®)||L2(0) < Clluk — ull L2

ce qui permet de conclure que F' est continue (et méme lipschitzienne & valeurs dans HE(Q)).

Par ce qui précede, F(L%(€)) est borné dans H}(Q2), et est donc relativement compact dans L?()
(Théoreme de Rellich-Kondrachov).

Le théoréme de Schauder nous assure donc qu'il existe une fonction u, € H(Q) telle que pour tout
p € Hy(Q),

/QVun-Vgo:<f,<p>+/QTn(un)V~Vgo.

2.2.2 Estimations sur u,

Proposition 2.1 I existe une constante C' > 0 telle que pour tout n € N,
[ (1 + [un|) || g2 @) < C.

DEMONSTRATION : La fonction ¢ : 7+ [J W ds est une fonction C" et lipschitzienne, qui s’annule

en 0; on sait donc que p(u,) € Hg (). On choisit alors cette fonction comme fonction-test. Le membre
de gauche se calcule comme suit :

Vu,

2
e | = [ 19m0+ = 1m0+ D

/QVun -Ve(u,) =

(remarquons que In(1 + | - |) est elleméme C' par morceaux, lipschitzienne et s’annule en 0). De plus,
par définition de I'espace H~1(£2), on sait que

(fro(un)) < ClVeo(un)llrz()
_ Vu,
a H L+ |un|)?

Vu,
H 1+ |un|

2()

= CllIn(1 + [un )l g (o) -
L2(Q)

12



Enfin, on remarque

Tn(un) Vuy
1+ |up| 1+ |ug|

[t | Vi,
T 1 fun| |1+ [un

T (1) Vi ()] = ]

< |VIn(l + |ug|)|-
En particulier,

| TV Viptu)| < [ 191000+ D] < V(1 + D) < U0+ g
En injectant ces diverses égalités et inégalités dans 1’équation satisfaite par u,, on conclut aisément. m

On en déduit le
Corollaire 2.1 1[I existe une constante C > 0 telle que pour tout n € N et tout k > 0,

C

‘{un > k}| < m

DEMONSTRATION : Comme {z : |u,(z)] > k} = {z : (In(1 + |u,(z)]))? > (In(1 + k))?}, les inégalités de
Tchébitchev et de Poincaré impliquent

1 C
: > < In(1 L e — Y | 2z,
ce qui permet de conclure. m

Théoréme 2.5 La suite {u,},>1 est bornée dans H}(S2).

DEMONSTRATION : on procéde en deux étapes. Tout d’abord on trouve k tel que la suite (Sg(uy))n>1 est
bornée dans H{ (2). Ensuite on estime u, — Sy (un) = Tk ().

On choisit cette fois-ci Sk (u,) comme fonction-test dans ’équation satisfaite par u,, et comme précédem-
ment, on estime successivement les trois termes. Les deux premiers sont tres simples :

[ Vi) = [ 19Siuls (S < S o
Pour ce qui est du troisieme,

/QTn(un)V - VSk(un)| < C/Q ‘un| |vsk(un)‘ < CH“N||L2(Q)HSk(un)”Hé(Q)~

On utilise ensuite le fait que |u,| < k4 |Sk(un)] :

IA

C (k12 + [|Sk (wn)l 2 () )| Sk (wn) | 212 02)
Ck||Sk(un) g3 () + CllSk (wn)ll L2 1Sk (wn) | 2 (0 -

/ T (un)V - VS ()
Q

IN

On estime alors ||Sk(un)||12(q) en utilisant I'inégalité de Holder (en se souvenant que Sy (u,) = 0 hors de
{x ¢ Jup(z)| > k}) et une inégalité de Sobolev (qui assure qu’il existe un p > 2 tel que H}(Q2) s’injecte
dans LP(Q)),

1Sk (un) | 2(9) < 118k (un) ooy {2 ¢ [un(@)] = K} < CllSk(un) iy oy {2+ [un(@)] = K}
avec §# = 1/p’ > 0. En utilisant le corollaire 2.1, on obtient donc :

C 9
i V-V < 1 + — 1 .
/Q ﬂ(un) Sk(uﬂ) = Ck”Sk(uﬂ)”HO(Q) (111(1 k’))2 ||Sk(u")HHO(Q)

Ces trois estimations conduisent a

C
1Sk (un)lg2 () < C + Ck + m||5k(un)||flg(sz)-
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11 suffit alors de prendre k suffisamment grand pour obtenir une estimation sur Si(u,) indépendante de
n.

On fixe & partir de maintenant un tel k. Pour prouver une estimation sur Ty (u,), on la prend comme
fonction-test :

/Q|VTk(Un)|2SC”Tk(un)”Hé(Q)JFO/Q‘Tn(Un)HVTk(un”'

11 suffit alors de remarquer que VT (u,) = 0 si |u,| > k et que |Ty,(uy)| < Ju,| < k sinon pour conclure
Pestimation sur Ty (uy) et donc la démonstration du théoréme. m

2.2.3 Passage a la limite

Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que u, converge faiblement vers une fonction u dans
HY(Q) et que u, — u dans L?*(Q)). On consideére alors une fonction-test ¢ € H}(Q). Montrons que
Ty (un) — u dans L2(Q) :

| Tn(un) = ull2@) < [ Tn(un) — To(uw)|l2@) + 1 Tn(u) — ullL2@) < llun — ullL2@) + 1T () — ullL2(0)-

Le théoreme de convergence dominée nous assure que T,,(u) — u et donc on a bien T, (u,) — u dans
L2(2). On passe alors & la limite dans I’équation satisfaite par u,, et on conclut que :

/Vu-Vgo:(f,go)—&-/uV-Vga.
Q Q
Ainsi u est une solution du probléme que 'on cherchait a résoudre.

Remarque 2.2 1. On peut en fait montrer que u,, converge vers u dans HE(Q).

2. En utilisant plus finement les injections de Sobolev, on peut supposer uniquement V & (Lq(Q))N
avec ¢ > N (et méme ¢ = N lorsque N > 3).
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Chapitre 3

Equations elliptiques non-linéaires

3.1 Introduction

Dans la section précédente, nous avons vu quelques techniques qui permettent de traiter des équations
du type :
—div (A(z)Vu) = f(z).

Ces équations sont classiquement dites linéaires (’ensemble des solutions est un hyperplan). A partir de
ces équations, on peut imaginer d’autres problemes, non-linéaires pour leur part ; par exemple :

—div (A(z,u)Vu) = f(z,u).

Dans certains cas comme ceux-ci, on peut se ramener aux équations linéaires en utilisant le fait que
lopérateur différentiel reste linéaire par rapport aux dérivées de plus haut dégré, les dérivées secondes.
On dit parfois que ces équations sont semi-linéaires. Certaines équations sont par contre totalement
non-linéaires :

—div (a(z,u, Vu)) = f(z,u).
C’est notamment le cas du p-laplacien :
~Apu = —div (|Vu|P2Vu) = f

qui est I’équation d’Euler du probléeme de calcul des variations dont la fonctionnelle & minimiser est :

%fQ |VulP — [, fu.

Dans cette section, nous traitons les problemes elliptiques de la forme :

(3.1)

—div (a(z,u, Vu)) = f dans Q
u=0 sur 0f).

Voici la stratégie générale que nous allons adopter (nous sommes volontairement peu précis pour 'instant).
Tout d’abord nous chercherons des solutions faibles ; pour toute fonction-test ¢ nulle au bord :

/Qa(:c,u,Vu)-Vga:/Qfap.

On définit ensuite un opérateur différentiel A(u) par : (A(u), ) = [, a(z,u, Vu) - Vo et il s’agit de
montrer qu’il est surjectif. C’est le propos du théoréme général suivant, dit & Leray et Lions (1965).

3.2 Un résultat abstrait

Théoréme 3.1 Soit E un espace de Banach séparable et réflexif et A : E x E — E' un opérateur tel
que :

1. Pour tout sous-espace de dimension finie F' de E, u € F — A(u,u) € E’ est continue.
2. Pour tout v € E, A(-,v) : E — E' est continue “faible-fort”*

*. continue pour la topologie faible sur ’espace de départ et la topologie forte sur ’espace d’arrivée.
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3. Pour toutu € E et p € E, t € R — A(u,u+tp) € E' est continue en 0

4. Si (Up)n>1 est borné dans E, alors (A(un, uy))n>1 est borné dans E'.

(A(w,u),u)

IR

5. (Coercitivité) lim|,| 4o

6. (Pseudo-monotonie) Pour tout u,v € E,
(A(u,v) — A(u,u),v —u) > 0.
Alors pour f € E', il existe u € E tel que A(u,u) = f.

Remarque 3.1 Si on considére u — —div(a(x,u, Vu)), on constate que u apparait sous deux formes :
Vune d’ordre 0, Uautre d’autre 1 (le gradient). Etant donné que l'on va raisonner dans des espaces de
Sobolev d’ordre 1, la partie d’ordre O sera plus aisée a traiter (on aura des propriétés de compacité qui
permettront une meilleure continuité par rapport a ce terme). C’est pourquoi on sépare les occurences de
u dans la définition de lopérateur : l'une sera aisée a manipuler (ce qui permet de ne supposer que la
deuziéme hypothése, relativement forte en terme de continuité), autre contiendra toute la difficulté mais
avec des propriétés de monotonie qui rendent cette non-linéarité traitable néanmoins.

DEMONSTRATION : On construit la solution & notre probléme par une méthode de Galerkin, i.e. une
méthode d’approximation qui permet de se ramener (dans une certaine mesure) & un probléme en dimen-
sion finie. Commengons par le

Lemme 3.1 Si F' est un espace de dimension finie et g : ' — F’ est continue et coercitive, i.e.

lim ————+
Ju|—+o0 |’LL|

alors g est surjective.

DEMONSTRATION DU LEMME 3.1 : On commence par voir qu’on peut se ramener au cas ott F = R%.
Pour ce faire, on considere un isomorphisme ¢ : R — F et son adjoint ¢* : F/ — R?, et on définit
G=¢*ogod:RY— R Il est facile de vérifier que g est encore continue et coercitive (en considérant
“(, )" comme le produit scalaire canonique de R%) et si on a montré que g est surjective, il est clair que
g lest aussi.

On suppose maintenant que F' = R?. On raisonne par ’absurde : supposons que g ne soit pas surjective.
Cela veut dire qu'il existe y € F” tel que g(x) # y pour tout = € R%. On pose alors

g(z) —y

T@) =Ry

et on définit ainsi une application continue T': RN — Sip C R?, on Sk désigne la sphere de rayon R.
On peut restreindre T a la boule fermée de rayon R. Le théoréme de Brouwer assure alors l’existence
d’un point z de la boule tel que T(x) = z. Comme T est & valeurs dans la sphere, on a |z| = R et

g(z) =y —|g(x) — ylo/R. Ainsi

(g(z),z) _ (y,z) (z,z)
= — —_ < .
2] 2] lg(z) =yl 2R = [yl
Mais pour R assez grand, comme |z| = R, on doit avoir ICCIEIIN ly|, ce qui donne une contradiction. m

|]

Puisque E est supposé séparable, il existe une suite croissante (E,,),>1 de sous-espaces de dimension finie
telle que Uy, E,, est dense dans E. On consideére alors les fonctions g, : F,, — E!, définies par

<gn7 ’U>E;L,En = <A(U, U), U>E',E'

Assurons-nous qu’elles vérifient les hypotheéses du lemme 3.1. La continuité est une conséquence de la
premiere hypothese et la coercitivité est immédiate par la cinquieéme hypothese. Il existe donc, pour tout
f € E', un élément u, € E, tel que A(un,u,) = fig,-
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La suite (un)n>1 est bornée dans E'; ceci est une conséquence de la coercitivité : comme u,, € E,,

(At un)y ) _ {frum)

On peut donc supposer, quitte a extraire une sous-suite, que u,, converge faiblement vers v € E. Par
I'hypothese 4, on sait alors que (A(up,un))n>1 est bornée dans E’. On peut donc aussi supposer que
A(up,uy,) converge faiblement dans E’ vers une forme linéaire .
Montrons que f = x. Soit ngp € N et v € E,,. La suite de sous-espaces étant croissante, on sait que
v € E,, pour tout n > ng. Donc (A(un,u,),v) = (f,v). Par passage a la limite, on obtient (x,v) = (f,v)
ce qui permet de voir que f = x sur U, F, ; comme ce sous-espace est dense dans F, on en conclut que
f =x dans F'.
Montrons enfin que f = A(u,u). Soit ¢ € E quelconque.
0 < (A(un,u+1tp) — Alup, tn),u+to —uy,)
(A(un,u+to),u+to — up) — (A(tn, un), u + t) + (A(tn, Up), Un)

= (A(un,u+t),u+tp —up) — (Atn, up), u + t) + (f, un).

En passant & la limite (utiliser 'hypotheése 2 pour le premier terme), on obtient :

0 < (A(u,u+tp), tp) — (fyu+tp) + (f,u) = (A(u, u + tp), te) — (f, tp).

En divisant par t > 0 et en laissant ¢ — 0 (utiliser ’hypotheése 3), on obtient

(A(u,u) — f,0) > 0.

En prenant —¢ & la place de ¢, on obtient I'inégalité inverse et donc A(u,u) = f dans E’, ce qui achéve
la démonstration. m

3.3 Existence et stabilité de solutions

Le théoreme abstrait que nous avons démontré précédemment va nous permettre de construire des solu-
tions pour le probleme (3.1). Voici les hypotheéses que nous faisons sur la non-linéarité a :

[H1]. La fonction a: Q x R x RV — R est de Carathéodory :
— Pour presque tout z, (s,£) — a(z, s, &) est continue
— Pour tout (s,§), z — a(z,s, &) est mesurable

[H2]. (Coercitivité) 11 existe a > 0 et © € L1(Q) tels que :

a(z, 5,€) > alé]” — O(z).
[H3]. TI existe une fonction b € L' (Q) et C > 0 tels que :
la(z, 5,)| < b(x) + CleF~".

[H4]. (Monotonie)
<CI,($, 3’5) - CL(J?, 5’77)75 - T)) > 0.

Remarque 3.2 On peut faire mieux concernant Uhypothése [H3] de croissance, mais nous avons décidé
de nous restreindre a ce cas simple qui permet de comprendre les idées essentielles. A noter que le p-
laplacien vérifie ces quatres hypothéses.

Théoréme 3.2 Soit p € (1,400). Sous les hypothéses [H1J-[Hj], pour tout f € W12 (Q), il existe
uwe WyP(Q) tel que pour tout o € Wy (Q),

/Qa(x,u,Vu)-V@:/Qfap.

Remarque 3.1 1. L’intégrale [, a(x,u,Vu) -V est bien définie car Vi est une fonction de LP(Q)
et a(x,u, Vu) € LV (Q) grace & Uhypothése [H3].
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2. Le théoréme dit simplement qu’il existe une solution & (3.1) au sens faible usuel.

DEMONSTRATION : Ce résultat est une conséquence directe du théoréme 3.1 avec E = WyP(Q) et
A(u,v) = —div(a(x,u, Vo)) (par [H1] et [H3], on constate aisément que A définit bien un opérateur
E x E — FE’). 1l faut donc s’assurer que les hypotheéses sont vérifiées. Nous utiliserons un certain nombre
de fois le lemme suivant.

Lemme 3.2 Si a(z,u,, Vv,) converge vers a(z,u, Vo) dans (LP (Q)N alors A(u,,v,) converge vers
A(u,v) dans E' = W19 (Q).

DEMONSTRATION DU LEMME 3.2 : Soit ¢ € W, ?(Q). Alors :

[{A(tn,v,) — Alu,v), )| =

/(a(x, U, VU, ) — a(z,u, Vv)) - Vi
Q

< ||VSO||LP(Q) ||Cl((E, Unp, vvn) - a’(x7 U, VU) ||(Lp/(Q))N )

ce qui donne la convergence souhaitée. m

Commencons par vérifier 'hypothese 1. Soit (eq, . .., e4) une base de F' et u,, = 2?21 tle; qui converge vers
U= Z?:l t;e; dans F, i.e. pour tout %, ¢t} — ¢;. On a alors u,, = u et Vu,, = Vu partout donc, en utilisant
le fait que pour presque tout x la fonction (s,&) — a(x, s, ) est continue, on voit que a(z, up, Vu,) —
a(x, u, Vu) presque partout, en étant majoré ([H3]) par b(z)+ C| >, t#Ve; [P~ < b(z)+C'(>,; |Vei| )P~

ot C’ ne dépend que d’'un majorant des (¢7);=1,.._ 4, n>1. La convergence dominée nous permet alors de

K3
voir que a(z, un, Vun) — a(z, u, Vu) dans (LP ()Y, et donc de conclure. L’hypothese 3 se vérifie de la
méme fagon.

Vérifions I'’hypothese 2. On consideére donc une suite (uy)n>1 qui converge faiblement vers u. Cette suite
est donc bornée dans WO1 P(Q) (théoréme de Banach-Steinhaus) et, par le théoreme de Rellich-Kondrachov,
on sait que ’on peut extraire une suite qui converge fortement dans LP(€)) et presque partout. Donc pour
presque tout x (utiliser le fait que a est de Carathéodory), a(x,u,(x), Vu(z)) — a(z,u(x), Vu(z)). On
peut encore une fois dominer la convergence et conclure f.

Vérifions ’hypothese 4. Soit (uy,),>1 une suite bornée dans Wol’p(Q). La suite (Vuy,),>1 est alors bornée
dans LP(Q) donc (a(x,un(x), Vi ())n>1 est bornée dans (LP' ()N par [H3] et (A(un,un))n>1 est
bornée dans W17 ().

L’hypothese 5 (respectivement I’hypothese 6) est une conséquence immédiate de [H2] (respectivement de
[H4]). Ceci acheve la démonstration. m

Nous allons maintenant montrer que I’on peut passer a la limite dans I’équation lorsque le second-membre
converge. Pour cela nous devons renforcer un peu 'hypothese [H4] en

H4’]. Pour presque tout = € €2, pour tout (s,£,1) € R x RV x RV avec ,
n n

<CL($, 3’6) - a(x, 3a77)7§ - 77) > 0.

Théoréme 3.3 (Pseudo-stabilité) Supposons [H1]-[H3] et [H}’]. Soit (fn)n>1 une suite de W12 ()
qui converge vers f et (un)n>1 une suite de Wy (Q) telle que —div(a(x,un, Vun)) = fo. Alors, & une
sous-suite pres, u, — u dans Wy (Q) et —div(a(z,u, Vu)) = f.

Remarque 3.3 Si l'on sait qu’il n’eziste qu’une solution a notre probléme, alors toute la suite converge.
Voir le résultat d’unicité plus loin.

DEMONSTRATION : On commence par montrer que (u,),>1 est bornée dans Wy?(€). Pour ce faire, on
choisit u,, comme fonction-test :

o / Vaun|? - / o< / (@, s Vitn) - Vit = ()
Q Q Q

. A priori, on obtient ainsi que la convergence d’une sous-suite de (A(un,v))p>1 vers A(u,v), mais comme la limite
est unique et que 'on peut effectuer ce raisonnement a partir de toute sous-suite de (A(un,v))n>1, cela prouve bien que la
convergence est valable pour toute la suite.
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Donc

p - p P’
llin By oy < b1y + [ © < gy + Col Ay + [ ©

(nous avons utilisé I'inégalité de Young) ce qui permet de conclure.

Gréce au théoreme de Rellich-Kondrachov, on peut donc extraire de (uy, ), >1 une sous-suite qui converge
faiblement dans VVO1 "P(Q) et presque partout sur € vers une fonction u. On montre ensuite que Vu,, — Vu
presque partout. On consideére pour cela la fonction positive suivante :

gn(x) = (a(x, up(x), Vu, () — alz, up (), Vu(x)), Vu, (z) — Vu(x)) > 0.
Alors,

/an(x)dx = /Qa(x,umVun)-V(un—u)—/a(sc,un,Vu)-V(un—u)

Q

= (fn,un—u>—/ﬁa(x,un,Vu)~V(un—u).

Le premier terme du membre de droite tend vers 0. Par convergence dominée dans Lp/(Q), on obtient
que a(z, u,(x), Vu(z)) tend vers a(z,u(x), Vu(z)). De plus, Vu,, — Vu converge faiblement vers 0 dans
LP(Q), donc le deuxieme terme du membre de droite tend vers 0 et [, g, tend vers 0. Les fonctions
gn étant positives, g, tend vers 0 en norme L' ainsi, quitte & extraire une sous-suite, g, — 0 presque
partout. On écrit ensuite g, (z) sous la forme,

gn(x) = a(z,un(z), Vun(x)) - Vug,(x)
—a(z, un, (), Vuy(z)) - Vu(z)
—a(x, un(z), Vu(x)) - V(u, — u)(x).

On applique alors [H2] et deux fois [H3] et on obtient,

IN

alVu ()" — O(z) gn(@) + (b(x) + CVun ()[P~))[Vu(z)]
+(b(@) + C|Vu(@) [P~ ([Vun (2)] + [ Vu(z)])

< O 4 C'Vun (@) P + C'|Vun(2)]

(C" dépend de x mais non de n). Donc pour presque tout x, (Vu,(z)),>1 est bornée dans R. On peut
en extraire une sous-suite (indexée par ny et dépendant de x) qui converge vers £. En passant alors a la
limite dans l’expression de g, (x), on obtient,

0= (a(z,u(z),§) — alz, u(z), Vu(z)) - (€ = Vu(z)).

La stricte monotonie de a (hypothése [H4’]) nous assure alors que & = Vu(z). Donc toute la suite
(Vuy(x))n>1 converge vers Vu(z).

Nous montrons & présent que u satisfait 1’équation. On remarque que la suite (a(x, u,(z), Vin (2))n>1
converge presque partout vers a(z,u(x), Vu(z)). L’hypothése [H3] nous assure aussi qu’elle est bornée
dans L (), p’ > 1. Le théoréme de compacité LP — L7 nous assure alors la convergence dans L9(Q) pour
tout ¢ < p’. On considére alors ¢ € D(12), fonction C*° & support compact : [, a(x, un(z), Vup(z))- Ve —
fQ a(z,u(z), Vu(z)) - Vo et (fn, @) = (f,p) donc

/Qa(x7u(x)7Vu(x)) Vo =(f,¢

pour tout ¢ € D(R2). On conclut en utilisant le fait que D(Q) est dense dans Wy ().

Il nous reste & montrer que wu, converge vers u dans W, ”(Q). Etant donné que la suite {Vu, }n>1
converge presque partout vers Vu, il suffit de montrer qu’elle est LP-équi-intégrable (théoreme de Vitali).
On pose pour cela h,, = a(z,u,, Vu,) - Vu, + © > 0 et on observe que h,, converge presque partout
vers h = a(z,u, Vu) - Vu + © > 0. En utilisant I’équation, on voit que fQ h, — fQ h; par un exercice
classique, on en déduit que h,, converge vers h en norme L'. On applique alors le théoréme de Vitali et
on en déduit que h,, est L'-équi-intégrable. Etant donné que h,, > «|Vu,|P, cela conclut la preuve. m
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3.4 Un résultat d’unicité

Dans le cas ou a ne dépend pas de u (non-linéarité du type a(x, Vu)), on montre facilement que l'on
a unicité sous les hypotheses [H1]-[H3] et [H4’]. Si l'on renforce 'hypotheése [H4’], on peut encore avoir
unicité dans certains cas plus généraux.

Théoréme 3.4 (Boccardo, Gallouét, Murat, 1992) Soit p €]1,2] et une fonction a vérifiant les hy-
pothéses [H1]-[H3] et :
[H47]. Il existe v > 0 tel que

(a(z,s,€) — alz,s,m),& =) > A€ —n*(|€] + )P ~>.
[H5]. Il existe C > 0 et h € L¥' (Q) tels que
la(z,5,6) —aw,t,€)] < Cls — t|(h + [EP7 4 [t[P~F + [s[P7).
Alors pour f € W= (2), la solution u € WyP(Q) de —div(a(z,u, Vu)) = f est unique.

Remarque 3.4 Le p-Laplacien vérifie [H{”] si p < 2. L’unicité n’a pas liew pour p > 2 (voir [4]). En
revanche on peut l'obtenir si l'on ajoute ¢ —div(a(z,u, Vu)) un terme de la forme \u|P~2u avec A > 0.

DEMONSTRATION : Nous ne montrerons le théoréme que dans le cas p = 2 et nous renvoyons & [4] pour
la preuve dans les autres cas. Soit u et v deux solutions et ¢ € Hg (), une fonction-test. On a

/(a(x,u, Vu) —a(x,u, Vv)) - Vo = /(a(z,v, Vo) —a(z,u, Vv)) - V. (3.2)
Q Q

On choisit alors ¢ = T.(u — v) ou T} est la fonction de troncature (T.(r) = max(min(e,r), —¢)). Par le
théoréme 1.5, on sait que Vo = 14_V(u —v) avec Ac = {z : 0 < |[u — v| < e} (en effet, on rappelle que
V(u —v) = 0 presque partout dans {u = v}). On applique [H4”] au membre de gauche et [H5] a celui de
droite et on trouve :

7/ IV (u —v)|? </AE Clu — v|(h + |Vo| + |u] + |v])|V(u — v)| SCE/QH\VTE(U—UH

€

ot H = h+|Vu|+|u|+|v] € L*(Q). On remarque que [, [V(u—v)]* = [ [14.V(u—0)]* = [, |VT.(u—
V)2 = ||Te(u — v)||ilé(9). Alors :
T = )y < ClH sy 1T — )y

Les inégalités de Poincaré (pour p = 1) et de Cauchy-Schwarz permettent d’obtenir :
1 C C
[ < S [ 9Tl < ST ol 42 < Cla 2
€Ja, e Ja. 5

Or NesoA: = 0 et (AL)eso est déeroissant quand € — 0. Donc |A.| — 0 quand € — 0. On choisit 7 > 0
quelconque et € < r. On a alors :

I{:v=\u—vlZT}IS\{wrlu—vlZE}ISI{xilTs(u—v)lZé}lﬁé/Q\Ts(u—v)\%O

quand € — 0. Ainsi pour tout r > 0, |u — v| < r presque partout. On conclut donc que u = v presque
partout. m

3.5 Second membre mesure

On veut maintenant considérer des sources f d’un type différent. En particulier, on aimerait pouvoir
traiter le cas de source qui sont des mesures. Ceci est motivé par les applications; par exemple, la
modélisation de l’extraction d’huile (pétrole) d’une nappe rentre dans ce cadre : on injecte de leau
par un trou d’un metre de diametre dans une nappe dont la grandeur caractéristique est de 'ordre du
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kilometre. La source est alors naturellement modélisée par une mesure portée par un point ou un segment
de droite dans l'ouvert considéré.

On veut donc pouvoir traiter le cas ou f est une mesure sur €2. Si p > N la théorie présentée précédem-
ment s’applique. En effet, les injections de Sobolev nous assurent que W P(Q) s’injecte continuement (et
densément) dans C(f2), I'espace des fonctions continues sur Q. On en deduit donc que les mesures de
Radon régulidres, définies comme les éléments du dual topologique de C(§2), sont bien dans (Wy*())" =
WL (Q).

Il nous reste donc & traiter le cas p < N. Supposons p < N (le cas p = N n’est pas plus dur, il est juste
plus technique & écrire & cause des injections de Sobolev limites) et prenons f € L*(2) (ici aussi, le cas
d’une mesure générale n’est pas différent, il faut juste, dans ’étape d’approximation, prendre une suite
qui converge au sens faible-x des mesures). Supposons de plus que les hypotheses [H1]-[H3] et [H4’] sont
vérifiées.

Probléme approché. On commence par approcher f par des fonctions f,, régulieres (L°° suffit) tel que
fn — f en norme L'. Soit alors u,, une solution associée & cette source f,.

Estimatz'ons a priorz' Soit ¢ € W(}’p(Q) Alors [, a(z, un, Vuy,) - Vo = [, fap. On choisit ¢ = 0(uy,)
avec 0(r fo (1+|t\)m pour un m > 1. Cette fonction vérifie les hypotheses du théoreme 1.5. On obtient
donc :

/Q 0 (un)a(, t, Vi) - Vip = /Q FaB(tn) < Il 2] < M.

On applique alors [H2] :

V[P
a | 0(u, Vunng—i-/@/un@ donc /|7"§M
¥ @i 7 () o (L [ua)™

At _ Vu,
= Jo iy (T )77

la suite {V\Il(un)}nzl est bornée dans LP(2). Donc {¥(uy,)},>1 est bornée dans W, P(Q). Grace aux
injections de Sobolev, elle est aussi bornée dans LY?/(N=7)(Q). Or ¥(r) se comporte comme |r|'~"/P
quand |r| = oo donc {|u,|'"™/P},>1 est bornée dans LNP/(N=P)(Q). Ainsi {|u, |N®=/(N=P)} | est
borné dans L(€). Soit 1 < ¢ < p. En utilisant I'inégalité de Holder, on trouve :

q
/\Vun|q — /M(1+‘un‘)mq/p
Q a

T+ Jug |7l

V[P >q/p </ - (p—a)/p
< 1+ |u, )™/ (=)
< ([atmye) (fasm

(p—a)/p
< M (/ 1+ |un|)mq/(p—q)) )
Q

Ainsi {up}n>1 est bornée dans Wy'%(2) si mq/(p — q) = N(p —m)/(N — p) avec m > 1, c’est-a-dire
g = N(p—m)/(N —m). Ceci impose p > 2 — 1/N (pour que ¢ > 1 soit possible) et, dans ce cas, les
q € [1, p[ atteignables par N(p —m)/(N —m) lorsque m parcourt |1, +oo[ sont [1, N(p —1)/(N — 1)[.

On pose U(r et on observe que VU (uy,,) = V' (uy,)Vu, = on en déduit que

Passage a la limite. Nous montrons ici comment passer a la limite dans le cas quasi-linéaire, c’est-a-
dire quand a(z,u, Vu) = a(z,u)Vu (on a alors forcément p = 2). Pour tout ¢ € [1,N(p — 1)/(N — 1)]
rationnel, on peut extraire une sous-suite de (u,)n>1 qui converge faiblement dans W;*¢(€2). Par un
procédé d’extraction diagonale, on peut alors construire une sous-suite qui converge faiblement vers
un méme u dans tous les W,4(Q) pour tout ¢ € QN [1,N(p — 1)/(N — 1)[ et donc pour tout ¢ €
[1,N(p—1)/(N —1)[. Soit ¢ € D(2). Alors :

/Qd(x,un)Vun-VQDZ/an@%/QﬁP

Dans le cas quasilinéaire, 'hypothese [H3] revient & supposer que a est borné. Etant donné que Vu,, = Vu
faiblement dans L?(€2) pour un ¢ > 1, que a(z,u,) converge presque partout vers a(z,u) et que Vo est
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borné (de sorte que a(x,u,)Vy converge dans Lq'(Q) par convergence dominée), nous pouvons passer a
la limite dans le membre de gauche de I’équation ci-dessus. On obtient donc :

/QEL(J:,U)VU-Vga:/Qfgp.

Le résultat général qu’on peut prouver (voir [3]) est alors le suivant.

Théoréme 3.5 (Boccardo, Gallouét, 1989) Soit p > 2 — 1/N et p € M(Q). Sous les hypothéses
[H1]-[H3] et [H}’], il existe u € N,e N](Vp:ll)Wol,q(Q) vérifiant fQ a(z,u,Vu) - Vo = fQ wdy pour tout
v € D).

Remarque 3.2 1. Sip <2—1/N, il faut chercher la solution dans un autre espace fonctionnel. On
pourra consulter [2].

2. En général, la solution construite n'est pas unique, méme dans le cas linéaire (voir [12, 10]).

3.6 Exercices

Exercice 3.1 (Principe du maximum) Supposons [H1]-[H}] avec © = 0. Si f € L? () est positive
presque partout, alors toute solution dans W&’p(ﬂ) de (3.1) est positive presque partout.

Exercice 3.2 (borne L) Si f € L"(Q) avec r > pTNl, alors toute solution dans Wy'*(Q) de (3.1) est
essentiellement bornée.

Exercice 3.3 (Equation non-linéaire non-coercitive) Soit ® : Q x R — RY de Carathéodory telle
que :

|6(x,5)] < C(1L+[s[P7).
On suppose que a vérifie [H1]-[H3] et [H}’]. Soit f € W12 (Q).
1. Soitn > 1 et T, la troncature usuelle. Montrer qu’il existe u, € Wol’p(Q) solution de

—div(a(z,u, Vu)) — div(®(z, T, (u))) = f.

2. Montrer que (un)n>1 est bornée dans Wol’p(Q).

3. Montrer que, a une sous-suite pres, on a u, — u faiblement dans Wol’p(ﬂ), presque partout sur )
et Vu, — Vu presque partout sur 2.

4. En déduire qu’il existe une solution u € W,*(2) d

—div(a(z,u, Vu)) — div(®(z, v)) = f.

Exercice 3.4 (La totale : non-linéaire, non-coercitif et & données mesures) On reprend la so-
lution w de exercice précédent et on suppose en plus que f € M(S). Etablir des estimations sur u qui
ne dépendent que de la norme de f dans M(R), et non de sa norme dans W1 ().
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Chapitre 4

Lois de conservation scalaires

4.1 Introduction

On considere dans cette partie des problemes de la forme

{ Opu(t,x) + 0 (f(w))(t,z) =0 t>0,x€eR,

w(0, ) = uo(x) z€R (4.1)

avec f € C™(R) (mais “localement lipschitzienne” suffirait en fait, sauf dans la méthode des ca-
ractéristiques et pour prouver la régularité de la solution de 'approximation visqueuse) et ug € L (R)
(au moins...).

Tout ce qu’on dit peut s’étendre au cas multi-dimensionnel (z € RY, f remplacée par une application
a valeurs dans R et 9, remplacé par div,), mais cela ajoute de la technique & certains endroits, sans
grand intérét vis-a-vis de la compréhension du probleme.

4.2 Meéthode des caractéristiques

Une premiere idée pour aborder (4.1) est d’en chercher des solutions régulieres. A ce titre, la méthode
des caractérisques — qui remplace (4.1) par une équation différentielle ordinaire — est un outil usuel.

On prend ici ug réguliere (par exemple C'™ avec toutes ses dérivées bornées, mais on peut alléger ceci).
L’idée est de chercher une fonction X : [0,00[— R telle que, si u est une solution classique de (4.1),
t — u(t, X(t)) soit constante; on aurait alors

%u(t,X(t)) = duu(t, X (1)) + X' ()0pult, X () = 0

et, puisque u vérifie (4.1), on a aussi
Opu(t, X () + f'(u(t, X(1)))dzu(t, X(t)) = 0.

Une béte identification nous suggere alors de poser X'(t) = f'(u(t, X(¢))) et, en se souvenant qu’on a
alors u(t, X (t)) constant et en notant = X (0), on trouve

X'(t) = f'(uo(z)), soit X(t) =z + f (uo(z))t.

Les “caractéristiques”, courbes le long desquelles les solutions régulieres de (4.1) sont constantes, sont
donc des droites, extrémement simples & calculer; et pour tout x € R, on a u(t,z + f/'(uo(x))t) = uo(z).

Lemme 4.1 Soit f € C®(R) et ug € C*°(R) bornée et dont toutes les dérivées sont bornées. Soit
+oo st infuer(f” (uo(x))up(e)) =0,
T" = 1
infyer (f" (uo(2))up(z))

Il existe a < 0 tel que Uapplication v : (t,z) €]a, T*[XR — (t,x + f'(uo())t) €la, T*[xR est un C°-
difféomorphisme.

sinon.

23



DEMONSTRATION DU LEMME 4.1 : Soit ¢;(z) = 2+ f/(uo(z))t. On a p}(z) = 1+ f"(uo(x))ugy(z)t; pour
tout ¢ € [0, T*[, ¢} > 0 sur R, et si on prend a < 0 assez petit, par exemple a tel que

|a Sl;p(f”(UO(x))%(I)N <1

ceci reste vrai sur |a,0]. Pour tout ¢ €]a, T*[, p; est donc strictement croissant sur R et, puisque ug est
bornée, p(x) — +o00 lorsque 2 — +0o0. Pour ces ¢, ¢; est donc un difféomorphisme de R.

Cela prouve le caractere bijectif de v : pour tout (s, y) €]a, T*[xR, il existe un unique (¢, z) = (s, 95 (y))
tel que ¥ (¢, x) = (s,y). On a de plus

1 0 /
2D =00 (g i) ) =

ce qui prouve que ¢ est un difféomorphisme local en tout point de Ja, T*[xR, puisque son déterminant
jacobien ne s’annule pas sur cet ensemble. La preuve du lemme est donc achevée. m

On peut alors définir, sur Ja, T*[xR, la fonction réguliere u(t,z) = uo((v "' (t,z))2) = uo(yp; *(z)). Par
définition de ¢, on a u(0,z) = ug(x) (car (0,z) = (0,z)) et, pour tout (¢,z) €]0, T*[xR, u(y(t,z)) =
u(t,z + f'(uo(x))t) = up(x), donc en dérivant par rapport a ¢,

0 = Owlt,z+ f(uo(x))t) + f'(uo(x))dpult,z + f (uo(z))t)
deu((t, =) + f'(u(i(t, 2)))0zu(¥(t, x))
= Ow(y(t,z)) + 0 (f(w)((t, z)).

Comme 1) est surjective |0, T*[xR —]0, T*[xR, cela prouve que u vérifie (4.1) sur |0, T*[xR.

La méthode des caractéristiques permet donc de construire (explicitement modulo I'inversion de 1) une
solution réguliere a (4.1) mais, a part sous des hypotheses structurelles concernant f” et ug, uniquement
locale en temps. La question reste de savoir si on peut construire génériquement une solution réguliere
définie sur |0, co[xR.

4.3 Chocs

La réponse est non, et elle est aussi donnée par la méthode des caractéristiques.

Prenons f € C*°(R) quelconque qui ne soit pas affine. La dérivée de f n’est pas constante, et il existe
a < b tels que f'(a) < f'(b) (par exemple). Soit p < g deux réels et ug réguliere & support compact telle
que ug(p) = b, up(q) = a.

Les caractéristiques issues de p et ¢ sont respectivement X (¢) = p+ f/(b)t et Y (¢) = ¢ + f'(a)t. Comme
f'(a) < f'(b), elles se coupent en T = W > 0.

Si w était une solution réguliere de (4.1), alors on devrait avoir wu(t, X(t)) et u(¢,Y(t)) constantes,
respectivement égales & ug(p) = b et up(q) = a. Mais comme X(T) = ( ), on trouverait alors
b=u(T,X(T)) =uw(T,Y(T)) = a, ce qui est une contradiction.

Ce raisonnement montre donc que, quelle que soit la régularité que I’on impose sur la condition initiale,

il est généralement vain d’esperer obtenir une solution réguliére en tout temps de (4.1); & un moment
donné, la solution doit devenir discontinue, un “choc” est créé par ’équation hyperbolique.

4.4 Solutions faibles

1l faut donc considérer (comme il est classique en EDP...) une autre notion de solution pour (4.1), une
notion plus faible qui permette d’obtenir 'existence d’une solution sur |0, co[xR et non pas uniquement
pour des temps petits.

Une idée peut étre d’utiliser le principe des fonctions-test : on prend une fonction réguliere, on multiplie
I’équation, on integre par partie...
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Définition 4.1 Soit f € C®(R) et ug € L>®(R). Une solution faible de (4.1) est une fonction u €
L*>(]0, 00[xR) telle que, pour tout ¢ € C°([0,00[xR), on ait

/00 / u(t, 2)0pp(t, x) + f(ult, z))0pp(t, x) dtdz + / ©(0, z)ug(x) dz = 0. (4.2)
o Jr

R

La formulation faible a donc permis de relaxer énormément les hypotheses de régularité sur la solution.
Considérons le cas classique du probléeme de Riemann pour ’équation de Burgers :

ﬁtu(t,x)—&—&v(“;)(t,x):o t>0, zeR,

-1 siz <0, (4.3)

“(0’“")_{ +1 siz>0

(“Riemann” fait référence au fait que la condition initiale est constante en deux morceaux, et “Burgers”
est le nom donnée & (4.1) lorsque f(u) = “72) Vu que f/(up(z)) =ug(x) =+1siz>0et —1siz <0, on
a des caractéristiques de la forme :

On s’attend donc a ce que u soit égale a 1 dans la zone de droite et —1 dans la zone de gauche. La
question est de savoir quoi mettre comme valeur de » au milieu.

Une premiere idée est de relier les deux valeurs de u entre x < —t et x > ¢ par la fonction la plus simple
possible : affine. On aurait donc u(t,z) = ¥ pour —t < < t. Et ca marche! La fonction

-1 siz < —t,
u(t,r) =4 7 si —t<z<t, (4.4)
+1 six >1

est effectivement une solution faible de (4.3). Cela se vérifie & la main en prenant une fonction-test ¢ et
en découpant les zones d’intégration en trois morceaux (sur chacun desquels u est réguliere).

Cependant, ce n’est pas la seule “complétion” possible. On peut penser a une solution encore plus simple :
u(t, ) indépendant de ¢, i.e.

Cette fonction aussi est solution faible de (4.3) (cela se vérifie encore plus facilement que la précédente,
puisqu’il n’y a que deux zones de découpe ici).

Et on peut, & partir de ces deux solutions, en construire une infinité : il suffit de commencer par prendre
la solution indépendante de ¢ pendant un certain temps 7' puis, au dela, de mettre la fonction (4.4).

Il est donc nécessaire de trouver une notion plus forte que celle de “solution faible”, mais qui accepte des
fonctions peu régulieres.

4.5 Approximation parabolique

L’idée a ce point est de s’inspirer de la physique sous-jacente aux lois de conservation. Dans bien des cas
(pas tous cependant), le probleme (4.1) est une approximation pour un probléme qui contient en fait un
petit terme de viscosité (terme effectivement négligeable bien souvent).

4

Nous allons donc considérer le “véritable” probléme parabolique suivant :

{ Ouf(t, z) + 0 (f(u®))(t, x) — eAus(t,x) =0 t>0,zeR, (4.5)

u®(0,z) = uo(x) zeR

ot ¢ > 0. Nous allons montrer qu’il existe une solution (réguliere) a ce probléme, puis obtenir des
estimations sur cette solution et passer a la limite ¢ — 0; c’est a partir de cette équation parabolique que
nous trouverons une formulation adaptée pour (4.1), formulation pour laquelle nous aurons existence et
unicité de la solution.
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Dans un premier temps, on va prendre € = 1 et on note donc u pour u® (en fait, un changement d’échelle
en temps et sur la fonction f peut toujours permettre de supposer € = 1; ce n’est que lors des estimations
qui nous permettrons de passer a la limite € — 0 que nous devrons faire attention a la non-dépendance
de ces estimations par rapport a €).

Remarque 4.1 La présentation que nous avons choisie plus bas pour aborder ce probléme (résoudre (4.5)
par point fize sur la formule de Duhamel) n'est pas standard dans l’étude des équations paraboliques ; de
méme, les résultat techniques de régularité sur ces solutions que nous prouvons en annexe sont loin d’étre
optimaux (il suffit par exemple d’avoir une condition initiale dans L*(R) pour que toutes les dérivées
spatiales des solutions de (4.5) soit dans L'(R) en tout temps — avec une borne uniforme sur leur norme
L' loin det =0).

Cependant, nous ne cherchons pas ici a faire une étude fine des équations paraboliques... nous souhaitons
Juste connaitre suffisamment d’informations sur les solutions de (4.5) afin de trouver des solutions a (4.1)
par passage & la limite e — 0. Nous avons donc décidé de faire une étude peu conforme et peu optimale de
(4.5), mais qui a l'avantage de ne pas faire appel a des résultats générauz sur les équations paraboliques
(le seul outil que nous employons est le théoréme de point fixe contractant) et est donc auto-consistante
(modulo la régularité C° et les bornes sur les dérivées des solutions de (4.5) — mais la preuve de cette
régularité et de ces bornes n'utilise pas d’autre outil que celui que nous manipulons ici et un lecteur intuitif
parviendra a faire cette preuve avec les éléments que nous avons indiqués).

Un autre avantage de raisonner par point fixe sur la formule de Duhamel est que certaines choses que nous
présentons ici s’étendent immédiatement a des problémes plus généraux (comme les systémes d’équations
dans [11] ou les problémes non-locaux dans [6]).

4.5.1 Existence et unicité d’une solution a ’approximation parabolique

Rappelons quelques faits sur le noyau de la cha216121r. Si on considere 0;v — Av = 0, un passage en Fourier
donne 9,0 + 472620 = 0, donc (t,€) = e~*™ ¥°5(0,€). On re-passe en variable primale pour trouver
finalement
1 22
v(t,z) = G(t, ) xv(0,-)(x avec G(t,z)=F ! e~4m %) (1) = e %
(t.) = G(t.) * (0, ) (2) (1a) = F 0 ) @) = o

(la transformée de Fourier d’une gaussienne est un résultat classique...). Le “semi-groupe” de la chaleur,
qui donne la solution de I’équation de la chaleur en fonction de la donnée initiale, est donc donné par la
convolution par G(t,-), le noyau de la chaleur.

8

N

On transforme alors (4.5) pour considérer le terme d’ordre 1 comme un second membre :
Ou — Au = —0,(f(u)).

La formule de Duhamel donne alors (formellement)

u(t,x):G(t,-)*uo(x)—/O Gt — 5,-) % Do f(uls,))(x) ds.

et, en utilisant les propriétés de la convolution vis-a-vis des dérivées,

¢
u(t,z) = G(t,-) * up(x) — / 0:G(t — s,-) * f(u(s,-))(x)ds. (4.6)
0
C’est sous cette forme que nous allons chercher une solution de (4.5). Plus précisément :

Définition 4.2 Soit ug € L>®(R) et T > 0. Une solution de (4.5) (avec € = 1) sur]0,T[ est une fonction
u € Cy(]0, T[XR) qui vérifie (4.6) pour tout (t,z) €]0, T[xRY.

Remarque 4.2 On a (c’est trivial sur la formule qui donne G) G(t,z) = t~Y2G(1,t='/%z) ; ainsi,
0,G(t,x) = t710,G(1,t71/2x). Toutes les dérivées de G(1,-) étant intégrables sur R (G(1,-) est une

gaussienne !), un changement de variable donne alors

106t Mz @ =t G (1, )| r gy = Kt~
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Par les inégalités de Young pour la convolution, on en déduit que, lorsque u est bornée sur |0, T[xXR, pour
presque tout s €]0, ¢,

102G (t = 5,-) * f(uls, )| @)

IN

’Cl(t - 3)_1/2||f(u(57 ))||L°°(R)
< Kt =) V2N F (@)l Lego,rixm)-

Ainsi (s,x) = 0:G(t — s,-) * f(u(s,-))(x) est intégrable sur]0,t[xR et tous les termes de (4.6) sont bien
définis (le premier 1’ est car G(t,-) € L*(R) et ug € L*°(R)).

N

Puisque (4.6) dit exactement qu’'une certaine fonctionnelle en u (le membre de droite) a un point fixe,
lobtention d’une solution, locale en temps pour commencer, & (4.5) se fait naturellement par point fixe
contractant.

Théoréme 4.1 Soit R > R > 0. Il existe T > 0 ne dépendant que de R et R’ tel que, pour tout
ug € L*°(R) bornée par R et tout S €]0,T], (4.5) a une unique solution sur 10, S[xR bornée par R'.

DEMONSTRATION DU THEOREME 4.1 :
Nous allons appliquer le point fixe contractant dans E = C(]0, T[xR), pour un T bien choisi. Soit, pour
u€ekFE,

Y(u) = G(t, ) * uo(x / .Gt — 5,-) * f(u(s,)(x) ds. (4.7)

Les considérations de la remarque 4.2 montrent que t(u) est bien définie. Qui plus est, les estimations
faites dans cette remarque montrent que, pour tout (¢,z) €]0, T[xR, si u est bornée par R’,

(¢, )]

IA

t
16 o luollim@ + K1 sup /] / (t—s)"V2ds
[—R/,R] 0

A

ol l Lo r) + 2[ sup | I, (4.8)
Rappelons que, par construction, G(t, -) est positive et
Gt L) = / G(t,x)dz = F(G(t,))(0) = e 47 X0 = 1.
R

Ainsi, ¥(u) est bornée sur ]0, T[xR. En notant, pour (¢,z) € R2, G(t,z) = 10,7((t)0.G(t,z) € L'(R?)
(car [|0:G(t, )| L1 (ry = K1t™/? pour tout ¢ €]0, T[) et F(t,x) = Lo 7((t) f(u(t,x)) € L®(R?), on se rend
compte que, pour (t,z) €]0, T[xR,

U(t,z) = G(t, ) *uo(z) — G * F(t, x)

ol * représente la convolution en (t, ). Les résultats usuels de convolution montrent que le second terme
est continu en (¢, z) (convolution d’une fonction de L!(R?) avec une fonction de L>°(IR?)), et la continuité
sous le signe intégral donne la continuité du premier terme. Ainsi, 1)(u) est une fonction continue bornée :

1 envoie F dans F.

Montrons maintenant que, pour T assez petit, 1) est contractant de la boule de rayon R’ de E dans
elle-méme.

(4.8) prouve que, si on prend T > 0 tel que 2sup(_ g g |fIT*/? < R' — R (ce qui est possible et ne
dépend que de R et R’), ¢ envoie la boule de rayon R’ dans elle-méme. Soient maintenant u et v dans
cette boule. On a, par 'inégalité des accroissements finis,

t

[ (u)(t, 2) —d(v)(t,2)| = 3zG(t —s,)x (f(uls, ")) — f(v(s,)(x) ds

< /HGG s, )zrwy sup  [f[[|u(s, ) —v(s, )| (m) ds
—R/,R']
t
< Ki sup |f’|||u—v\|E/(t—s)’1/2ds
—R/,R/| 0
<

2K; sup ]\f’\t1/2||u—v\|g. (4.9)
/7R/
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En prenant donc T > 0 tel que 2K; sup;_g g |f'|TY? < 1, un tel choix ne dépendant que de R’, on
constate que 1) est contractante sur la boule de rayon R'.

11 existe donc bien T > 0 ne dépendant que de R et R’, tel que ¢ a un unique point fixe dans la boule
de rayon R’ dans E. Qui plus est, pour tout S < T, 1 est encore contractant de la boule de rayon R’ de
Cy(]0, S[xR) dans elle-méme, ce qui achéve de prouver le résultat du théoreme. m

Corollaire 4.1 Soit ug € L (R). Pour tout T > 0, il existe au plus une solution de (4.5) sur]0,T.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 4.1 :
Soit T' > 0 et u et v deux solutions de (4.5). Notons

To = sup{t €]0,T[ | u(s,z) = v(s,z) pour tout (s,z) €]0,t[xR}

(Th = 0 si 'ensemble dont on prend la borne supérieure est vide); si To = T, alors u et v coincident sur
10, T[xR. Supposons donc que Ty < T

Puisque u et v sont continues, on a u(Tp, z) = v(Tp, ) pour tout x € R (si Ty = 0, cela revient a dire que
u et v ont méme condition initiale ug); de plus, il n’est pas dur de voir que u(Tp + -, ) et v(Tp + -, -) sont
solutions de (4.5) sur |0,T — Ty[ avec u(Tp, -) comme condition initiale (il suffit d’utiliser les propriétés de
semi-groupe de la convolution par G, & savoir G(t,-) « G(t',-) = G(t+ 1, -), ce qui se prouve par exemple
en passant en Fourier).

Soit R = [|u(Tp,")||eo et R" > max(R, [|ul|rqo,7[xr), [[V]|>qo,7[xr)). Par le théoréme 4.1, on sait qu’il
existe S €]0,T—T[ tel que (4.5) admet une unique solution bornée par R’ sur ]0, S| et ayant pour condition
initiale u(Tp,-); or u(Ty + -,-) et v(Tp + -, -) sont justement deux telles solutions : elles coincident donc
sur ]0, S[XR, ce qui montre que u et v coincident sur |0, 7y + S[XR et contredit la définition de Tp. m

Supposons maintenant que 'on sache prouver que la solution de (4.5) sur n’importe quel intervalle est
bornée par la norme infinie de la condition initiale. Prenons R = ||ug||eo, R’ > R quelconque et T' > 0 ne
dépendant que de R et R’ donné par le théoreme 4.1.

On sait qu'il existe une solution sur |0, 7 de (4.5). Si cette solution est bornée par R = ||up||co, alors
on peut partir de u(7/2,-), bornée par R, comme condition initiale et trouver une solution de (4.5) sur
17/2,3T/2[; Punicité donnée par i) montre que cette solution coincide avec u sur |T/2, T[xR et étend
donc w en une solution de (4.5) sur ]0,37/2[ (il n’est pas trés dur, toujours grace aux propriétés de
la convolution par G, de voir que la fonction ainsi créée sur ]0,37/2[xR comme recollement de deux
solutions est effectivement une solution). On peut alors & nouveau partir de u(T,-) comme condition
initiale, toujours bornée par R par hypothése, et étendre u en une solution sur 0, 27].

Ainsi, de proche en proche, on va créer une solution sur |0, co[ en entier, pourvu que lon sache a priori
que les solutions de (4.5) sont bornées par la norme infinie de la condition initiale. Nous verrons plus loin
que c’est effectivement le cas.

4.5.2 Reégularité, condition initiale

Il est bien connu que le noyau de la chaleur a un effet régularisant : on peut voir par simple dérivation
sous l'intégrale que (¢,z) = G(t,-) x up(x) est C* sur |0, co[ xR, et ce méme si ug n’est que dans L= (R).
On peut alors légitimement se demander si (4.5) a aussi un effet régularisant : est-ce que la solution
qu’on a obtenue (sous forme “faible” (4.6)) est effectivement réguliere, et solution classique de 'EDP ?
La réponse est oui, mais c’est un peu plus délicat a prouver que dans le cas de la simple équation de la
chaleur ; en effet, si on tente d’appliquer la dérivation sous le signe intégral au deuxieéme terme du membre
de droite de (4.6), on va se retrouver devant

/0 GﬁG(t —5,+) * f(u(s,-))(z)ds (4.10)

et la seule estimation que I'on a sur 92G est la suivante (toujours obtenue par les propriétés d’homogénéité
de G) :

102G (7, )|y = 72 2102G (L, 72 ) || pary = 7 102G (L, )| 11 ).
La fonction 7 — ||02G(7, -)|| L1 (r) nest donc pas intégrable pres de 0, et on ne peut appliquer le théoréme
de dérivation sous l'intégrale ((4.10) n’a pas de sens en général).
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Il faut aborder le probeme de maniere différente : comme on ne peut mettre deux dérivées sur le noyau
dans le dernier terme de (4.6), il faut d’abord prouver que u est C! en espace, pour pouvoir mettre
une dérivée dessus et “libérer” une dérivée sur le noyau, puis & partir de 1a prouver que u est C? en
espace, etc... Bref, la preuve complete fait intervenir une technique de bootstrap assez lourde, bien que
mécanique, et nous ne la ferons pas; le lecteur intéressé pourra la trouver dans [6] (pour un opérateur un
peu plus général que celui de la chaleur) ou dans [11] (dans le cadre plus général des systémes, mais sans
le passage au global).

L’idée pour montrer que u est C'1 en espace est cependant assez simple ; on constate en effet que
110:(G(t, ) % o)l Loem) < 102Gt )| L2 ®y 0] Lo r) < KalJuol| Loyt~ /2.

Ainsi, la dérivée spatiale du premier terme du membre de droite de (4.6) explose au pire comme t—1/2
pres de 0. Cela suggere qu’il faut chercher la solution dans ’espace de Banach

& ={u e Cy(J0,T[xR) | (t,x) — t*/28,u(t, ) est bornée sur |0, T[xR}

muni de sa norme naturelle ||ul[ o 7[x®) + [|t"/202u]| L= (0, 7xR)-

On reprend alors la preuve du théoréme 4.1 en appliquant un point fixe contractant pour ¢ dans £ (il
faut donc estimer, lorsque u est dans &, les dérivées spatiales de 1(u), ce qui peut se faire en mettant la
dérivée dans le deuxieme terme de ¥ sur f(u), et les estimations d’explosion en t=1/2 que T’on a sur 9,G
et Oyu permettent d’estimer effectivement 9,19 (u)). Cela prouve l'existence d’une solution a (4.5) dans
&, c’est-a-dire d’une solution C' en espace, et par unicité dans F de cette solution, cela montre donc que
la solution continue bornée que l’on avait trouvée est en fait C'' en espace.

Pour obtenir davantage de régularité spatiale, il faut ensuite considérer les équations satisfaites par les
dérivées spatiales de u (qui sont grosso-modo de la méme forme que (4.6)) et appliquer & nouveau des
points fixes dans £ pour ces équations.

Une fois que 'on sait que u est réguliére en espace, il faut manipuler (4.6) pour voir que u est dérivable
en temps et vérifie '"EDP de (4.5), ce qui donne alors immédiatement la régularité en temps.

Le résultat que ’on obtient alors est le suivant.

Théoreme 4.2 Soit ug € L°R) et T > 0 ou T = oo. Toute solution de (4.5) sur ]0,T[ est C*° sur
10, T[xR et, pour tout to > 0, a toutes ses dérivées bornées sur [to, T[xXR. De plus, elle vérifie I’équation
aux dérivées partielles de (4.5) au sens classique.

Bien siir, en général, il n’y a aucun espoir que les dérivées soient bornées jusqu’en ¢t = 0 (du moins si ug
n’est pas réguliere).

11 reste a voir comment la condition initiale est récupérée a partir de (4.6).

Théoreme 4.3 Soit ug € L (R) et u une solution de (4.5) sur]0,T[. Alors u(t,-) — ug lorsque t — 0,
dans L faible-x et dans I _(R) pour tout p < oo.

loc

DEMONSTRATION DU THEOREME 4.3 :
Par les majorations faites dans (4.8) et en notant R’ un majorant de u, on a

lu(t, ) — G(t,-) xup(z)| < 2K sup |f|t!/?
(R, R

donc u(t, ) — G(t,-) * ug — 0 dans L (R) (fortement) lorsque ¢ — 0. Il est connu que G(t, -) est, lorsque
t — 0, une approximation de 'unité, et on peut donc aisément voir (exercice presque classique) que
G(t,-) * ugp — ug, lorsque t — 0, dans L faible-x et dans L} (R) pour tout p < cc. m

4.5.3 Inégalité entropique, estimation L>

Nous reprenons ici € > 0 quelconque et notons u° la solution & (4.5). Nous allons maintenant montrer
ce qui nous manque pour s’assurer que u° est une solution globale & (4.5) : & savoir que les solutions de
(4.5) sont bornées par un majorant de la condition initiale. Nous ne ferons cette preuve que dans le cas
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ott la condition initiale est dans W21 (R) (voir les quelques résultats techniques en annexe, section 4.9,
concernant la solution de (4.5) dans ce cas) ; c’est clairement restrictif par rapport a ce qui peut étre fait
en général, mais comme nous ’avons déja indiqué, nous ne cherchons pas a faire une étude précise de
(4.5), juste & obtenir le minimum qui nous permettra de prouver l'existence d’une “bonne” solution &
(4.1).

Soit 7 une fonction convexe réguliere ; prenons ¢ une fonction telle que ¢’ = i’ f’. On a, par convexité de
UE
An(u®)) = 0" (u)|Vu * + 17 (u®) Au® > 0 (u®) Au®

Puisque u® est solution classique de 'EDP de (4.5), on en déduit, en multipliant cette équation par
' (uf) :

O (n(u®)) 4 0x(o(u”)) — eA(n(u)) < 0. (4.11)
Cette inégalité, dite “inégalité d’entropie”, est non-seulement utile pour prouver une estimation sur les
solutions de (4.5), mais elle sera aussi et surtout cruciale pour obtenir une bonne notion de solution a
(4.1), notion plus forte que celle de solution faible et qui nous assurera 'unicité de la solution.

Supposons maintenant que 1(0) = 0; on choisit ¢ la primitive de 7’ f’ telle que ¢(0) = 0. Soient 0 < ¢; <
to; en intégrant (4.11) entre ¢; et to en temps, on trouve

to

n(u(t2, ) = n(u(tr,2)) < | 0u(e0x(n(u’)) — ¢(u”))(s, ) ds. (4.12)

t1
Notons U(s,z) = €0y (n(u(s,x))) — ¢p(u(s,z)). Comme toutes les fonctions sont régulieres ici, on peut
utiliser Fubini pour trouver, lorsque M > 0,

M

/]:; /: 02 (€02 (n(u®)) — d(u®))(s,x) ds dx = /tQ 8,0 (s, ) dz ds.

t1 —M
Or

M
/ 0V (s, x)dz U(s, M) —W(s,—M)
-M

= e (u(s, M))d,u (s, M) — p(u(s, M))
—en'(u® (s, —M))pus (s, — M) + ¢p(u®(s,—M)) = 0

lorsque M — oo (u®(t,+) et O u®(t,-) tendent vers 0 a Uinfini, par le corollaire 4.2). Qui plus est, cette
fonction est majorée indépendamment de s € [t1,t2] et M (u® et sa dérivée spatiales sont bornées sur
[t1,t2] X R); la convergence dominée donne donc

to M
/ / 0:V(s,x)drds — 0 lorsque M — co.
t1 —M

De plus, n(us(t,-)) € L*(R) pour tout ¢ > 0 (en effet, en notant R’ un majorant de u¢, puisque 7(0) = 0,
on a [n(u®)| < sup_p g ln'[|u| et cette fonction est intégrable en espace, pour tout temps, par le
corollaire 4.2). Donc on peut intégrer (4.12) sur [—M, M| puis passer & la limite M — oo pour trouver

[t ds < [ o) do

R R

pour tous 0 < ¢; < to. Par le corollaire 4.2, on peut passer a la limite {1 — 0 dans cette estimation (vu
que uf est bornée, |n(u®(t1,-)) —n(ug)| < Cluf(t1,-) —ug| — 0 dans L*(R) lorsque ¢; — 0) pour obtenir,
des que 7 est convexe réguliere nulle en 0 et t5 > 0,

/n(ue(tg,x)) dx < / N(up(x)) dz. (4.13)
R R

L’estimation L est alors immédiate : on prend 7 de la forme

ol R est un majorant de ug. Le membre de droite de (4.13) est alors nul, ce qui force n(u®(t2,2)) = 0
pour tout z € R (puisque 1 > 0), c’est-a-dire —R < u®(t2,2) < R pour tout 2 € R et tout t2 > 0. On a
prouvé le
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Théoréme 4.4 i ug € W2L(R) et u® est la solution de (4.5) sur |0, T[xR, alors

[[u®[] oo o, 7 xr) < ||l Loo (R)-

Par le raisonnement en fin de la sous-section 4.5.1 concernant ’existence et 'unicité d’une solution a
I’approximation parabolique, on peut donc assurer, modulo une condition initiale un peu réguliere, que
la solution de (4.5) existe sur ]0, co[xR.

4.5.4 Estimations de compacité

Afin de passer a la limite ¢ — 0, une simple borne sur la fonction ne suffit pas puisque le terme
f(u®) est non-linéaire. Nous allons montrer ici, lorsque la condition initiale est réguliere, des estima-
tions (indépendantes de €) sur les dérivées de u® qui donneront la compacité suffisante pour passer a la
limite.

En dérivant ’équation par rapport a z, on a
01 (0pu) + £ (uf) (0pu)? + f/(u®)0?u® — eA(Dpuf) = 0.
On multiplie ceci par I),(9,u®), ot I, est une approximation (quand n — o) convexe réguliere de la

valeur absolue (I, approche donc la fonction signe) :
Comme précédemment, on a A(I,(9,u®)) > I (0,u®)A(d,uf) et on trouve donc

O (1n(050%)) + f" (u)(02u")* I, (Dpus®) + f' (u*)D2u I, (O5u”) — AL (0pu)) < 0.

On integre alors, comme avant, entre ¢; et to strictement positifs puis entre —M et M :

M M
/ I, (0puf (t2, x)) d:vf/ I, (0puf (t1,x)) dz
-M —M
to M
< / / eA(Iy(9pu)) (s, x) dsdx (4.14)

/2 I (uf (5, 2)) (0 (5, 2)) 1) (Oyul (s, x)) dsdx

/ P (s, )0, (L (0000 (5, ) disda. (4.15)
t1 —M
On a

M

. AT, (0u%))(s,x)dx = Op(In(0zu%))(s, M) — 0z (1 (0u®)) (s, —M)

= I/ (0,u (s, M))O?us (s, M) — I, (Dpus (s, —M))O2us (s, — M)
qui tend vers 0 lorsque M — oo (voir le corollaire 4.2 et les bornes que l'on a sur les dérivées de u®). De
plus, cette fonction est majorée indépendamment de s € [t1, 2] et de M (bornes sur les dérivées de u®).

Par convergence dominée, (4.14) tend donc vers 0 quand n — oco.
Par intégration par parties, on trouve

/ f(us(s,2))0: (I, (0u)) (s, ) da
f (s (s, M) 1, (05u (s, M) — f'(u® (s, —=M))1,,(0zu" (s, —M))
/ I (uf (8, %)), (0pu® (s, 7)) 0pu (s, x) d.

Les deux premiers termes du membre de droite tendent vers 0 quand M tend vers l'infini, donc

M
lim /_Mf (uf(8,2))0x (1, (0zu%))(s,2) dov = lim —/ £ (uf (3, 7)) I (0puf (3, 7)) By (s, ) d.

M—o0 M — o0
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Qui plus est, les fonctions f/(u®)l,(0,u®) et f"”(u®)I,(0ru®)d,u® sont intégrables sur [t1,t2] X R (car u®
et J,u sont bornées, |I,,| < |- | et Ozu® est intégrable sur ce domaine par le corollaire 4.2). On a donc

M—o0

ty oM \
lim : /_Mf (u®(s, )0z (I, (0u®)) (s, x) dsdx = —/t1 /Rf (uf (3, 2)) I (Opus (s, 7)) Dy (5, ) dsd.

La fonction f”(uf)(9,u®)?I) (0,u®) est aussi intégrable sur [t1,ts] x R (u® et §,u® sont bornées, et 9,uf
est intégrable sur ce domaine). De méme, puisque |I,,| < |- |, I,(0,us(t,-)) est intégrable sur R pour tout
t > 0. On peut donc passer a la limite M — oo dans (4.15) pour trouver

/an(azug(tg,x))dm—/R.Tn(azug(tl,x))dx
< / " (uf(s,2))0pus (8, 2) (I, (0pu® (8, x)) — Opus (s, 2)I) (Ous (s, x))) dsda.
t1 JR

Mais I, (r) —r1I,(r) — 0 lorsque n — oo (I, (r) — |r| et I},(r) — sgn(r)), en étant majorée par 2|-| (I}, est
majorée par 1 en valeur absolue). Ainsi I,(0,u®) — OyuI), (9zu®) — 0 en étant dominée par 2|0,u®| qui
est intégrable sur [t1,t2] x R. Puisque u® et d,u® sont bornées, la convergence dominée sur les membres
de droite et de gauche de la derniére inégalité permet d’aboutir a

/ 0,5 (t2, )| der < / 10,05 (11, 7)) da (4.16)
R R
des que ty < ty. Le corollaire 4.2 permet alors de passer a la limite t; — 0 pour trouver
10zu (t2, )| L1 (®) < |10zuol|Lr(R)-
C’est le premier bout de lestimation annoncée (estimation sur les dérivées spatiales).
La technique pour estimer dyu® est similaire. On commence par dériver I’équation pour trouver
O (0pu) + [ (u®)Oput Opu® + f'(uf)0p0ru® — eA(Opu®) = 0.
On multiplie ensuite par I],(0;uf) et comme précédemment :
O (I (Opu®)) + [ (u®)0puOpus I (Opu®) + f'(u®)Dp0pus I, (Opu®) — eA(L,(Opu®)) < 0.

Puis on integre sur [t1,t2] X [-M, M] :

M M
/ L (0 (t, 7)) da— / L (0t (th, 7)) da

—-M —M

ta oM
< / / &‘A(In(atus))(s,aj) dsdx (4.17)
t1 -M
ta oM
_ /t /7M f//(’uﬁ(S, $))8xu5 (5, .’ﬂ)aﬂf(s’ x)[é (atua(s’ CC)) dsda

to M
_ /t /_ (20T 00 (5. 2) s (4.18)

On constate que, comme J;u® = £0%u® — f'(uf)d,u, le corollaire 4.2 entraine que d,us(t,z) — 0 lorsque
r — doo, pour tout ¢t > 0. Ainsi, le terme venant du laplacien se traite comme pour 'estimation sur
Ogus :

M
/ A(L () (s,z)de = 0y (In(0wu))(s, M) — 0p(I,(Opu®)) (s, — M)

—-M
= L(0w*(s, M))0:0u® (s, M) — I, (0yu (s, —=M)) 0z 0u" (s, M) — 0

lorsque M — oo — on suppose ici par exemple que I/,(0) = 0, ce qui est un choix naturel d’approximation,
et on utilise le fait que dyuc(s,=M) — 0 lorsque M — oo et que toutes les dérivées de u® sont bornées
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loin de t = 0 — en étant majoré indépendamment de s € [t1,t2] et de M. La convergence dominée donne
donc une limite nulle pour (4.17) lorsque M — oo.

Les mémes manipulations qu’avant, justifiées par le fait que les termes de bord tendent vers 0 lorsque
M — oo et que les fonctions considérées sont intégrables, donnent

to M ta
lim I (u®(8,2))0, (I, (0pu®)) (s, z) drds = —/t Af"(ug(s7x))8mu5(s, 2) 1, (O’ (s, 7)) dxds.

M — o0 t1 M

On peut donc passer & la limite dans (4.18) et trouver
/ I, (0suf (2, x)) da— / I, (0wuf (t1,x)) dx
R R
to
< / / F(u (s, 1)) 0,us (s, 2) (I, (Ous (s, 2)) — Opus (s, )1} (Byuf (s, x))) dsdx.
t1 R

Comme avant, le terme de droite tend vers 0 lorsque n — oo et on obtient donc

/ 0 (2, )| der < / O (11, 7)) da (4.19)
R R
L’équation dyu® = eAuc — f'(u®)9,u® nous montre que

10w (&, )| L1y < ellAus(E, )| @) + CallOwu ()| L1 ()

ou Cy ne dépend que de la borne que l'on a sur u® (c’est & dire de la borne infinie de la condition initiale,
pas de £) ; on peut alors passer & la limite supérieure quand ¢ — 0 pour trouver, grace au corollaire 4.2,

1im881p 10u® (£, )| 1wy < €llOFuollLrm) + Calldruol|Lr @) < Cs
t—
avec C5 indépendant de € €]0, 1[. Reporté dans (4.19) dans lequel on a pris la limite supérieure lorsque
t; — 0, ceci nous donne une estimation indépendante de e sur J;uc.
Pour résumer les estimations obtenues :
Théoréme 4.5 Siug € W2L(R) alors il existe Ko indépendant de ¢ €]0, 1] tel que la solution de (4.5)
vérifie
[[ul| oo qo,00[x®) < [JUollzoe®) s 1020 ||z o0zt @) < Ko et [|0su]| Lo 0,002 () < Ko-

En particulier, (u®)cejo,1 est bornée dans W0, T[x] — M, M) pour tout T > 0 et tout M > 0.

4.6 Solution entropique pour les lois de conservation scalaires

4.6.1 Définition, existence pour une condition initiale réguliere

Le passage a la limite sur les solutions de (4.5) est maintenant trivial. Toujours pour ug € W2(R), on
repart de (4.11) (dans lequel on rappelle que 1 est n’importe quelle fonction convexe réguliere et que
¢’ =n'f"), que I'on multiplie par ¢ € C°([0, 0o[xR) positive ; on intégre entre [t1, co[xR pour un ¢; > 0
et on trouve donc, apres intégration par parties,

/ [ e ) duett )+t ) dsplt. ) deda + [ (r,2)) (0 2) do

R

> e / / (t, 7)) Ap(t, ) didz.

On a vu que n(u®(t1,-)) — n(ug) dans L'(R), lorsque ¢; — 0. On peut donc passer a la limite t; — 0
(les fonctions que l'on integre sont bien intégrables sur ]0, co[xR puisque le support de ¢ coupe les zones
infinies en ¢ et x, et toutes les fonctions sont bornées) pour trouver

/ [ (et )+ o0 ¢ a)splt. ) ded + [ nuo)o(0.) do

R

S / / £(t,2)) Ap(t, 7) didz. (4.20)
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Par le théoreme 4.5 et le théoreme de Rellich, on peut supposer, quitte a extraire une suite, que u® — u
presque partout sur ]0,00[xR lorsque ¢ — 0, ot u € L*(]0,00[xR). Comme (uf)s»0 est bornée dans
L>(]0,00[xR), on a

“(t,x))Ap(t, ) dtdz| < Cel|Ap||11(j0,00[xr) = 0  lorsque € — 0.

On peut alors passer a la limite ¢ — 0 dans (4.20), par convergence dominée (toujours en utilisant la
borne L sur u®, ainsi que le fait que les intégrales que ’on considére ne portent que sur le support de
©), et on peut conclure cette partie par une définition et une proposition.

Définition 4.3 wu est une solution entropique de (4.1) si : u € L>(]0,00[xR) N C([0, 0c[; LL . (R)) et,
pour tout ¢ € C°([0,00[xR) positive, pour tout n convexe réguliére et tout ¢ tel que ¢' =n'f’,

/ / u(t, 2))dro(t, ) + dlult, 2))deo(t, 2) dtda:—l—/n(uo(a:))go(o,x)dx20.

R

Un couple (n, @) tel que n est convexe et ¢' =n'f' est appelé “couple entropie-flur”.

Remarque 4.3 i) Une solution entropique est une solution faible : en considérant successivement
n(s) = s et n(s) = —s comme fonctions convexes, on prouve (4.2) lorsque ¢ est positive. En
écrivant ensuite que toute fonction ¢ réguliére a support compact est différence de deux fonctions
positives réguliéres (par exemple, considérer ¢ = ||¢|leof — (||¢]lect — @) ot O est réguliere a
support compact, positive et égale ¢ 1 sur le support de ), on achéve de montrer qu’une solution
entropique est solution faible.

it) La réciproque est fausse : en effet, nous verrons que la solution entropique est unique, tandis qu’on
a déja montré qu’il pouvait y avoir plusieurs solutions faibles en général.

iii) Si u est une solution classique de (4.5), alors en multipliant ’équation par n'(u) on trouve
Ot (n(u)) + 0x(d(u)) = 0, et en multipliant par une fonction-test et en intégrant par parties, on
voit que u est aussi solution entropique, qui plus est sans perte d’entropie : l'inégalité dans la
formulation entropique est en fait une égalité (et est valable y compris quand les fonctions-test ne
sont pas positives).

w) Si u est une solution entropique, en prenant @ ft s)ds~y(x) ot (0,),—0 est une
approzimation de l'unité (décentrée sur ]0700[) on retmuve sans gmnde difficulté (grace a la

continuité a valeurs Li. . de la solution entropique) que u(0,z) = ug(z).

v) On peut en fait se débarrasser de la condition de continuité a valeurs L} (R) sur la solution
entropique, l’équation permet de la retrouver.

Proposition 4.1 Si ug € W2(R), alors il existe au moins une solution entropique & (4.1), qui est
bornée par ||ug||s et est dans C(]0,00[; L*(R)).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.1 :

Tout a quasiment été fait, il ne reste plus qu’a voir que la solution obtenue est dans C([0, cc[; L' (R)).
Ceci est assez immédiat grace a lestimation sur dyu® du théoreme 4.5.

Pour tous 0 < t; < 9, on a

/|u5(t1,x)7u€(t2,x)|d:ﬂ = /
R R 1Jt;

to
/ / |0su® (s, z)| dx ds
t1 JR

ta

KO ds = Ko(tz — tl) (4.21)

ta

Ot (s, x)ds| dx

IN

IN

t1

ou Ky, qui ne dépend pas de € €]0, 1], est donné par le théoreme 4.5.
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On sait que u® — u presque partout sur ]0,00[xR; donc, pour presque tout ¢ > 0, u®(t,-) — wu(t,-)
presque partout sur R. Fatou permet de passer a la limite, pour presque tous t; < to, dans l'inégalité
précédente, et donne donc

[|u(ts,-) —u(te,)|[z1 () < Cs(t2 —t1) pour presque tous 0 < t; < ta.

Cela signifie donc que, quitte a modifier v sur un ensemble de mesure nulle en temps, cette fonction
est uniformément continue sur ]0, oo & valeurs dans L!(R), et se prolonge en une application continue

[0, 00[— L'(R). m

Remarque 4.4 Vu luniforme continuité (4.21) de u® : [0,00[— L*(R) et le fait que, pour tout t > 0,
(us(t))=ej0,1] reste dans un compact de L' ([M, M) pour tout M > 0 (théoréme 4.5 et théoréme de Rellich),
la convergence d une sous-suite prés de u® vers une solution entropique de (4.1) est aussi valable dans
C([0,T); LY ([-M, M))) pour tout M > 0 (théoréme d’Ascoli). Cela permet de voir plus simplement que
dans la remarque 4.3 que la valeur initiale de la solution entropique qu’on a construit est effectivement
ug (tout simplement parce que chaque u® vaut ug en t = 0, voir le théoréme 4.3).

On pourra aussi consulter le théoréme 4.9 a propos de cette convergence.

Ce résultat d’existence n’est que partiel : il demande beaucoup trop de régularité sur la condition initiale ;
en particulier, vy doit étre C'. Mais cette proposition fournit cependant une solution globale en temps, ce
que la méthode des caractéristiques ne parvenait pas a faire. Cependant, nous verrons apres avoir traité
de 'unicité qu’on va pouvoir grandement améliorer ce résultat.

4.6.2 Propagation a vitesse finie, existence et unicité de la solution entro-
pique pour toute condition initiale bornée

Nous allons montrer ici que, pour tout uy € L (R), il existe au plus une solution entropique & (4.5). En
fait, nous allons faire un peu mieux que ca : nous allons prendre deux conditions initiales bornées ug et
Vg, une solution entropique u et v pour chaque condition initiale, et nous allons comparer u« — v en terme
de Ug — Vg.

Idée de la preuve

La fonction convexe qui intervient dans la définition de “solution entropique” est supposée réguliere;
cependant, on peut sans trop de probléme voir que des fonctions i (s) = |s — k|, associées & des flux
¢r(s) = f(max(s,k)) — f(min(s,k)) (on a bien ¢y(s) = [ n,f’), sont encore valables : il suffit par
exemple d’approcher uniformément de telles fonctions convexes par des fonctions convexes régulieres, via
un processus de convolution par exemple, et de passer a la limite dans les formulations & partir de ces
fonctions convexes régulieres.

On a donc, pour tout k réel et tout ¢ réguliere positive a support compact,

/00/ lu(t, ) — k|Orp(t, ) + o (u(t, x))0pp(t, x) dtdx + / |ug(x) — klp(0,2)dz >0 (4.22)
o Jr R

et

/ h / [o(s,) — k|up(s, 5) + bu(v(s,9))dy0(s,y) dsdy + / vo(y) — klp(0,y)dy > 0. (4.23)
0 R R

Admettons un instant qu’on puisse prendre k = v(¢,z) dans (4.22) (ce qui est bien str impossible car k
doit étre constant...). On verrait alors apparaitre la quantité |u(t, z) — v(t, )| que 'on souhaite estimer.
Puisqu’un tel k ne peut étre choisi directement, on va fixer des variables (s, y), prendre k = v(s,y) puis
intégrer en (s, y) ; on aura pris soin de choisir une fonction-test ¢ qui dépend aussi de (s, y) et “force” (s, y)
a étre proche de (t,x) (on mettra des approximations de l'unité en t — s et  — y dans la fonction-test) :
ainsi, on verra effectivement apparaitre la quantité |u(t,x) — v(t, z)|, modulo des erreurs dont il nous
faudra vérifier qu’elles sont effectivement négligeables. Cette technique de “dédoublement des variables”
est dile a S.N. Kruzkhov [8].
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Dédoublement des variables

Prenons ¢ € C°([0,00[x[0,00[xR x R) positive. Avec (s,y) fixés, mettons k = v(s,y) et p(t,z) =
P(t, s,x,y) dans (4.22) puis intégrons en s et y :

/oo/oo//\u(t,x)—U(S,y)\atw(t,s,x,y)+F(u(t,x),v(s,y))axd)(t,s,x,y)dtdsdmdy
o Jo JrJR

+/0 /R/Rmo(l‘) —v(s,y)|[¥(0,s,x,y) dsdxdy > 0

ou F(a,b) = f(max(a,b)) — f(min(a, b)) est symétrique. De la méme maniere, en partant de (4.23) dans
lequel on prend k = u(t,x) et ¢(s,y) = ¥(t,s,z,y), on trouve

/oo/oo//|U(s7y)—u(t7x)\3s¢(t,s,x,y)+F(u(t7x),v(87y))ay¢(t7SaﬂC,y)dtdsdmdy
o Jo JrJR

+/0 /R/Rh)o(y)—U(t,x)h/)(t,o,x,y) dsdxdy > 0.

En sommant ces deux équations, on arrive a

L[] [ utn) = otsnl @t s + 0.0t 5,.0)

+F(u(t,x),v(s,y)) (Ox9(t, s, x,y) + Oy(t, s,x,y)) dtdsdzdy

/ //‘UO —v(s,9)[¥(0, 5,7,y dsdxdy—f—/ //\Uo —u(t,z)|Y(t,0,z,y) dtdedy > 0.

Soit 6, € C®(]0,v]) et p, € CX(] — p, p[) deux approximations de 'unité; soit ¢ € C°([0, oo[xR)
positive. Posons (¢, s, z,y) = 6,(t — s)pu(xz — y)o(t, x) ; on a alors

6t¢(tv $,Z, y) + 331/)(15’ S, T, y) = elu(t - S)pu(CC - y)d)(tv 1‘) + au(t - S)p“(x - y)at¢(t’ I)
=0, (t = s)pu(z — y)d(t, x)
= au(t - S)p#(l' - y)at(b(tﬂ (E)

et, de méme,
Dtp(t, s, 2,y) + Oy(t, 5,2, ) = 0, (t — s)pu(x — y) 0 0(t, ).

De plus, puisque 6, est nulle sur | — 0o, 0], pour tout s > 0, on a (0, s, z,y) = 0. On trouve donc
L[] [t = oot - 9o - oot
FF(u(t,2), 005, 9))00 (t — $)pu(z — 4)0ud(t, 7) dedsdady
[ oot = ult, )6 0pue — )t ) dtdady > 0 (4.24)
o JrJR

Soit R > 0 tel que le support de ¢ soit inclus dans [0, R] X [— R, R]. Puisque 6, est & support dans ]0, V|
et p, est & support dans | — p, pf, et puisque ces deux fonctions sont d’intégrale 1, on a

/ / / /‘”1‘ (s, 9)|0, (t — 8)pu(x — y) dtdsdady

= / / (/ / vt o) vt =G =8 >Idtdx> 0,(Q)pu(€) dCdg
= o<<<,,s,u,pﬂ<§<u (/ / vt —Cx—¢&) -t |dtdm> / / 0,(C)p,.(€) dCde
< 0<<<Ds:u_pﬂ<£<# (/ / v(t — ¢,z — &) —o(t, )] dtd:z:) (4.25)
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(on étend éventuellement v par 0 dans les temps négatifs). Puisque v € L*>(]0, 0o[xR) C L ([0, oo[xR),
ce dernier terme tend vers 0 quand p et v tendent vers 0 (continuité des translations dans L'). Ainsi, ;¢
étant bornée,

/ / // lu(t,z) —v(s,y)|0,(t — s)pu(z — y)Orp(t, x) dtdsdxdy
= / / //\u (t,xz) —ov(t,2)|0,(t — s)pu(x — y)0ip(t, x) dtdsdxdy + wi (p, v)
/ /|u (t,z) —v(t,x \/ L(t—s)d /Rpu(x—y)dy8t¢(t,x)dtdx+w1(u,u)

ot wi (v, ) — 0 lorsque v et p tendent vers 0. On a [, pu(z —y) dy = 1 pour tout = € R; de plus, des
que t > v, [ 6,(t—s)ds=1; mais

’ / lult, ) — v(t, )| / T 0.t — 5) dsdyo(t, x) didz
0 R 0

< /0 /]R lu(t, x) — v(t, z)||0:d(t, x)| dtdx — O

lorsque v — 0, et on obtient donc

/ / //Wf z) —v(s,y)|0,(t — s)pu(x — y)Orp(t, x) dtdsdzdy

= / / |u(t, ) — v(t, z)|0cd(t, x) dtdz + wa(p, v) (4.26)

ot wa(p, V) — 0 lorsque p et v tendent vers 0.
On a |F(u(t,z),v(s,y))| = |f(max(u(t,z),v(s,y))) — f(min(u(t, z),v(s,y)))| < Llu(t,z) — v(s,y)| ot L

est une constante de Lipschitz de f sur un intervalle borné contenant les images de u et v. Donc

(5900t — 8)py (& — 9)Dub(t, 2) dtdsdmy\

L / / / / [ult, 2) = (5, 5)16, (¢ — $)pu(x — 1)|0s(t, )] didsdady

et, en utilisant & nouveau (4.25), on trouve

(590t — 8)py (& — 9)Deb(t, 2) dtdsdmdy\

IN

L/O /R|u(t,x)—v(t,x)||8m¢(t,x)\/0 6o (t — s) ds/RpM(x—y) dy dtdax + ws (1, v)
L /0 /]R lult, ) — v(t, 2)| |06 (t, 2)| ditdr + ws (11, v) (4.27)

IN

avec lim, 0 ,—ows(p,v) = 0.
Puisque vy € L .(R), on a

R R
/ / lvo(y) — v0(@)|pul — y) dzdy < sup / jvo( — €) — vo(a)| dz — 0
RJ-R —p<é<pJ—R

lorsque p — 0. De plus, u est continue [0, 00— Li

(R) et u(0, ) = up, donc

R
/ / u(t,x) — uo(x)|0, (t)|o(t, x |/p# x —y)dydtde < |||l sup /R|u(t,x)7uo(z)|dz%0

o<t<v J—

lorsque v — 0. On déduit de ceci que

/OOO/R/R|UO(?/)—U(t,$)|9y(t)pu(sc—y)¢(t ) dtdzdy /|UO — up(x |/ 0, (1)(t, ) dt dz

+w4(u, )
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ol wy se comporte comme les w précédents. Vu que ¢ est réguliere et 6, est une approximation de I'unité,
le terme [~ 6, (t)¢(t, z) dt converge uniformément vers ¢(0,z), et on trouve donc

/ / / lvo(y) — u(t, x)|0, () pu(z — y)o(t, z) dtdedy = / |vo(z) — up(x)|é(0, ) de + ws(u,v) (4.28)
o JrRJR R
avec ws(u, ) — 0 lorsque p et v tendent vers 0.

En injectant (4.26), (4.27) et (4.28) dans (4.24), puis en faisant (u,v) — (0,0), on obtient ainsi, pour
tout ¢ réguliere positive a support compact,

/ h / lult, 2) — o(t, 2)| (Dud(t, 7) + LIOwo(t, o)) didz + / lvo(2) — wo(2)[$(0, 2) dz > 0. (4.29)
0 R R

Comme voulu lors de I'introduction de la technique de dédoublement des variables, nous avons combiné
les équations sur u et v pour obtenir une équation sur |u — v|.

Conclusion
Soit zp € R, M > 0, A > 0 et v € C([0,M + A]) positive décroissante et égale & 1 sur [0, M].
Soit ©® € C(R) positive; prenons ¢(t,z) = O(t)y(Jx — xo| + Lt). ¢ n’est pas réguliere, mais elle peut
néanmoins, par un procédé d’approximation, étre utilisée dans (4.29). On a

Ovo(t,x) = ©'(t)y(|z — 0| + Lt) + LO()Y'(|z — zo| + Lt)

et, en se souvenant que «y est décroissante,

T — X0

|0:6(t, )| = |©(t)7'(lz — 20| + Lt) = —0()Y (Jx — 20| + Lt)

|z — 20

donc

3t¢>(t ) + L|0:¢(t, x)| = ©'(t)y(|x — xo| + Lt).

Soit T' > 0; considérons © ft (T + s) ds ou 0, est une approximation de l'unité comme précédem-
ment. On a alors ©(0) = 1 et on trouve donc, par (4.29),

/ /|u (t,x) —v(t,x)|0-(T +t)y (|x—x0|+Lt)dtdx+/ |vo(z) — wo(z)|y(|x — zo]) dz > 0.

Mais u et v sont continues [0, co[— L

ive(R) et v est réguliere & support compact, donc

€ [0, 00[— /R|u(t, z) —v(t, ) |y(|x — xo| + Lt) dz:
est continue et, puisque 6, est une approximation de 'unité,
/OOO 0,(T + 5) /R lult, ) — vo(t, 2) (1 — wo| + Lt) d dt — /]R (T, 2) — o(T, 2) |y (| — wo| + LT) dar
lorsque r — 0. On trouve finalement
/ |u(T,x) — v(T, z)|v(|x — xo| + LT) dtdx < /R lvo(2) — uo(x)|y(|x — o) dz

et, puisque v est borné par 1, & support dans [0, M + )] et v(|z — 29|+ LT) = 1 lorsque |z —xo| < M — LT,

on en déduit
zo+M—-LT zo+ M+
/ |u(T,x) — v(T, x)| dtdx < / |vo(2) — up ()| da.
Iof(MfLT) To—M—X

En faisant A\ — 0 et en changeant M en R+ LT et T en ¢, on a donc prouvé le résultat suivant.
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Théoréme 4.6 Soient uy et vy deuz fonctions dans L (R). Soient u et v des solutions entropiques
de (4.1) pour les conditions initiales respectives ug et vy, et L une constante de Lipschitz de f sur un
intervalle borné contenant les images de u et v. On a, pour tout R > 0 et tout t > 0,

zo+R ro+R+Lt
/ lult, ) — v(t, 2)| da < / o () — vo ()| dz (4.30)
zo—R zo—R—Lt

Ce théoreme est un résultat de propagation a vitesse finie : les valeurs de u sur {t} x [xg — R,z0 + R]
ne dépendent que des valeurs de ug sur [zg — R — Lt,zo + R + Lt]. On a en fait le cone de dépendance
suivant :

Ce théoréme entraine donc trivialement 1'unicité de la solution entropique (si ug = vy, alors I'inégalité de
propagation & vitesse finie dit que u = v sur {t} x [=R, R], pour tout ¢ > 0 et tout R > 0). Et il permet
aussi de conclure a l'existence d’une solution entropique lorsque la condition initiale n’est pas réguliere,
comme nous allons le voir dans le résultat final suivant.

Théoréme 4.7 Pour tout ug € L= (R) il existe une et une seule solution entropique o (4.1).

DEMONSTRATION DU THEOREME 4.7 :

Il reste a voir l'existence d’une solution lorsque ug n’est pas réguliere. Supposons donc qu’elle est dans
L>(R); il existe une suite de fonctions uf € C°(R) qui converge presque partout vers ug et telle que
[luglloo < |tolloo (on construit une telle suite par les méthodes usuelles de troncature et convolution).
Soit u™ la solution entropique pour la condition initiale u{ ; on sait qu’une telle solution existe par la
proposition 4.1, et qu’elle est de plus bornée par ||uf||oo < ||uo]|oo-

Soit R > 0 et T > 0. On a, pour tout ¢ € [0, 7], par le théoréme 4.6,

R R+LT
/ |u™(t, z) — u™(t,z)| de < / |ug () — ug*(x)| dx
_R _R—LT

ol L est une constante de Lipschitz de f sur [—||uo||co, ||t0]|oo]- Mais uff — ug presque partout en étant
dominée par une constante; la convergence a donc lieu dans Li (R) et, pour tout M > 0, (uf}),>1 est
une suite de Cauchy dans L!([—M, M]). L’inégalité précédente montre donc que, pour tout R > 0 et tout
T >0, (u™),>1 est de Cauchy dans C([0,T]; L*([—R, R])) et converge dans cet espace.

Ceci nous donne une fonction u € C([0,00[; Li .(R)) limite des u™ dans chaque C([0,T]; L'([-R, R]))
(T > 0, R > 0), donc dans L'(]0,T[x] — R, R[). En particulier, quitte & extraire une suite, u"™ — u
presque partout sur ]0,00[xR; comme [[u™||1(0,00[xR) < ||t0]|oo, o0 en déduit que u est bornée et que
|ul| Lo qo,00[xR) < [|u0l Lo (®)-

Puisque ug — up et ™ — v presque partout en étant bornées, on peut aisément passer a la limite dans
la formulation entropique que vérifie u™ pour voir que u est une solution entropique pour la condition

initiale ug. m

4.7 Propriétés de la solution entropique
Voila quelques propriétés des solutions entropiques, immédiates a démontrer grace au théoreme 4.6
Théoréme 4.8 Soit ug et vy bornées; on note u et v les solutions entropiques de (4.1) correspondant
a ug et vg.
i) J|ul] Loo 10,00[xR) < [|Uo]|Loo(R)-

i) Siug € L*(R) alors u € C([0,00[; L*(R)) et, pour tout t > 0, [|u(t, )||r1®) < [|uollL:(®)-

i1) Siug € BV(R), alors u(t,-) € BV(R) pour tout t > 0 et |u|py(r) < |uo|pyv®)-

w) Siug — v € LY(R), alors pour tout t >0 on a u(t,-) —v(t,-) € L*(R) et |[u(t,:) — v(t,-)|[r1(r) <

[[uo — vOHLl(R)-
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DEMONSTRATION DU THEOREME 4.8 :

La propriété i) a déja été vue au cours de la preuve du théoréme 4.7 (on a construit une solution entropique
qui vérifie ceci).

Si up € LY(R) alors en prenant vg = 0 (donc v = 0) et en faisant R — oo dans (4.30) on trouve
[[u(t, )1 @) < [|uollrrry- On prouve iv) de la méme maniere. On a vu en proposition 4.1 que, lorsque
la condition initiale est dans W21(R), alors la solution entropique est continue & valeurs dans L!(R);
prenons u? € W21(R) qui converge vers ug dans L!(R) (une simple convolution par un noyau régularisant
donne une telle suite) et notons u™ la solution entropique correspondante. En appliquant (4.30) et en
faisant R — oo on trouve, pour tout ¢ > 0,

Ju(t, ) —u"(t, )@ < [luo —ugllLrw)-

Cela prouve donc que u™ — u dans L!(R) uniformément par rapport a ¢, et donc que u est bien continue
[0, 00[— LY(R).

Supposons ug € BV (R). Pour tout h € R, u(-,- 4+ h) est la solution entropique pour la condition initiale
ug(- + h) (vérification immédiate sur la définition) ; donc par le théoreme 4.6,

R R+Lt
/ lu(t, @ + h) — u(t, 7)| da g/ o (2 + h) — ()| da.
—R —R—Lt

Mais, lorsque ug € BV (R), on a [ [ug(x + h) — ug(z)| dx < |h||ug|pv(r) (on peut par exemple prouver
cela lorsque wug est réguliere et utiliser 'approximation classique des fonctions BV par des fonctions
régulieres). En faisant donc R — oo, par Fatou, dans 'inégalité précédente, on trouve

/ fu(t, =+ 1) — u(t, )| dz < [ [uol v ).
R

Ceci prouve, par un argument classique (simplement en utilisant la définition de la dérivée au sens des
distributions de u(t,-)) que u(t,-) € BV(R) avec |u(t,-)| gy ®) < |uo|v(r)- ®

On a vu que, pour des conditions initiales assez régulieres, la solution de (4.5) converge, quand € — 0, vers
la solution entropique de (4.1). En utilisant la technique de dédoublement des variables pour combiner la
formulation entropique (4.20) pour la solution de (4.5) et la formulation entropique pour (4.1), on peut
prouver le résultat suivant, qui donne une vitesse pour cette convergence (voir [9]). A noter que cette
vitesse est optimale.

Théoréme 4.9 Siug € L'(R) N BV (R), u® est la solution de (4.5) et u est la solution entropique de
(4.1), alors pour tout T >0 on a

[ — ul| (o, 17,1 (r)) = O(VE).

4.8 Probleme de Riemann

Nous étudions ici le probleme de Riemann associé & (4.1), a savoir le cas ou la condition initiale est
constante sur R~ et sur RT :

Owu(t, ) + 05 (f(u))(t,z) =0 t>0, zeR,
_  ug sixz <0 (4.31)
u(0, z) = ug(x) .—{ w siz>0, z eR.

4.8.1 Chocs

Dans un premier temps, on cherche une solution entropique constante en deux morceaux séparés par
une droite de pente o dans le demi-plan Rt x R (on peut intuiter cela en se rappelant la méthode des
caractéristiques, dans laquelle la condition initiale était transportée le long de droites).

La question est de savoir s’il existe (et si oui lequel) un o tel que cette fonction soit solution entropique
de (4.31).
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Trouvons d’abord une condition sur o pour que la fonction soit solution faible. Notons E_ = {(t,z) €
Rt xR |z <ot} et By ={(t,z) € RT xR |z > ot}. Si ¢ est réguliere & support compact, comme u est
constante sur E_ et F,, on a, par Stokes,

/ u(t, z)ovp(t, x) + f(u(t, z))0zp(t, x) dtdx
R+ xR

= / ugOp(t, ) + f(ug)dp(t, x) dtdz —|—/ ugOrp(t, ) + f(uq)Oz(t, x) dtdx

E_ B,

/8 gt g (4.0) + ()t oz (t.a) dr1.2)

4 /8 el o) (12) + (et o)n (1) (1. 2)

ot n” = (n; ,n;) et n* = (n/,n}) sont les normales sortante & E_ et F, respectivement, et v est la

mesure sur 0F_ et 0F,.

OnadE_ = ({0} xR7)UD, ou D, est la demi-droite x = ot, t > 0; de plus, n= = (—1,0) sur {0} xR~
etn” = (_1;:;)2 sur D,. De méme, OE, = ({0} x RT)U D, avec n™ = (—1,0) sur {0} x RT et n™ = —n~
sur D,. Donc

/R (b0t 0) + Falt,0)0rlt,7) drdo

(0, 2) dz +
)

= —/ u
R-
7/ ugp(0,x) dx +
Ry

\/117 [ oy + st a) dr(e.o)

\/1170 ; (ouq — f(uq))p(t,x) dy(t, x)

et

/ u(t, z)Opp(t, ) + f(u(t, z))0sp(t, ) dtdz + / uo(z)p(0, z) dz
R+ xR

T [ (o) = () = Sup)ott2) o).

Pour que u soit solution, il faut donc que o(ug — ug) — (f(uq) — f(uy)) = 0. En notant [X] = Xg— X, le
saut d'une quantité X au travers de la droite D,, cela s’écrit encore

[f(w)] = olu]. (4.32)

Cette condition permet donc de trouver o, unique, tel que la fonction u constante en deux morceaux soit
solution faible de (4.31). Cette solution discontinue est appelée “choc” et o est la vitesse du choc.

Essayons maintenant de voir si cette solution faible est solution entropique. Si (1), ) est un couple entropie-
flux et ¢ est une fonction-test positive, les mémes calculs que précédemment (valables car n(u) et ¢(u)
sont aussi constantes sur F_ et E) donnent

[ ntutt.o)duelt,n) + dutt, o)t ) dtds + [ nuo(a))e(0.2) ds
R+ xR R

s | (ol = n(u)) = (0lua) ~ S(ug))elt7) dr(t.2)

et la condition pour que w soit solution entropique devient donc :

pour tout couple entropie-flux (n, ¢), [p(u)] < on(u)]. (4.33)

A titre d’exercice, vérifions que, lorsque ugy > uq et f est convexe, la fonction u considérée est bien
solution entropique.
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On a, par (4.32) et le théoreme des accroissements finis, o = f’(a) pour un a € [ug, u4). Ainsi,

Ud

(6(w)] - oln(w)] = /Udn’(S)f’(S)ds—f’(a) / i (s) ds

g Ug

-/ () — f(a))ds

g9

/ W) () — Fla)ds + / ") — f(a)) ds.

g

Or f’ est croissant (f est convexe) donc f — f’(a) a des signes constants sur [a,uy]| et sur [ugq,a]. Le
théoréme de la moyenne donne donc § € [a,u,] et ¢ € [ug, a] tels que

(o)~ olaw)] =€) | " P(s) - Pa)ds Q) / " f(s) = f'(a) ds.
Mais [ f(s) — f'(a) ds = [f(w) — f'(a) (ua — ug) = [f(u)] — orfu] = 0 done
(6]~ aln(w)] = (7€)~ /() [ " (s) — f(a)ds.

Or ¢ > ¢ (rappelons que uy > a > uq et que £ € [a, ugl, ¢ € [ug,a]) donc n'(§)—n'(¢) > 0 (1’ est croissante
puisque 7 est convexe). De plus, f' > f/(a) sur [a, uy] donc f;q f'(s) — f'(a)ds <0 (on aa<u,),eton
en déduit bien que u vérifie (4.33). '

Si I'on suppose uy < uq et f convexe, alors u n’est pas solution entropique, sauf cas particulier (du genre
f linéaire). On peut s’en convaincre en prenant f(s) = s2/2, u, = —1, ug = 1 et n(s) = s%/2.

4.8.2 Détente

Dans le cas out f est convexe mais ugy < 4, la solution n’est pas un choc mais une détente. On aura
toujours u constante dans deux parties E_ et E; du demi-plan (z,t), mais le passage d’une constante a
I'autre se fait continuement au travers d’une troisieme partie E.

Les pentes o4 et o_ sont déterminées par la méthode des caractéristiques : on s’attend par exemple a ce
que ug soit transportée & une vitesse f’(uq), et on prend donc o4 = f’(ug). De méme, o_ = f'(uy), et
on constate bien, par croissance de f’, que o1 > o_, autrement dit les deux droites partent bien chacune
de leur coté et on peut poser sans ambiguité

Ug six > o4t,
u(t,z) = .
(t,2) {ug six <o_t

(notons que cela n’aurait pas été possible dans le cas d’un choc, de sorte quune heuristique basée sur la
méthode des caractéristiques ne permet pas de déterminer la vitesse d'un choc).

Pour relier E_ et E,, on cherche une solution dans E de la forme wu(t,z) = v(x/t) (par unicité de la
solution entropique, on doit avoir w(At, \x) = u(¢,z) lorsque A > 0, puisque la condition initiale vérifie

ug(Ax) = up(x)). Il faut donc
0 (1) (1) ()=
t2v t + tf v t v t 0
soit, en posant £ = x/t qui est dans [o0_, 0] lorsque (z,t) € E,

(f'(v(£) = v'(§) = 0.

En supposant que v’ ne va pas trop s’annuler, cela demande & avoir

VEelo_,op], f(v()=¢

c’est-a-dire que v doit étre une réciproque de f’. Si on suppose f uniformément convexe (i.e. f” > 0),
alors f' : [ug, uq] = [0_, 0] est un homéomorphisme et difféomorphisme |ug, ug[—]o—, o[, donc il existe
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bien v : [o_,04] — [ug, ug] réciproque de f’ qui relie continuement (et en croissant) les valeurs u, et ugq,
et qui est dérivable (de méme régularité que f, en fait) sur Jo_, o4

Dans le cas uniformément convexe, on peut donc poser

Ug six > o4t
u(t,z) = ¢ ( tel que f'(¢) = %, sio_t<z<ot,
Ug sixz < o_t.

Cette fonction est continue sur RT x R\{(0,0)} (rappelons que u(t,z) = v(z/t) sur E, avec v continue
qui vaut u, en o_ et ug en o4 ) et c’est une solution classique de Oyu + 0, f(u) = 0 sur E_, E| et E.
Il n’est pas dur de voir qu'une telle fonction est alors bien solution entropique de (4.31) (on decoupe les
intégrales en trois, sur chaque partie F_, F et FE on peut faire une intégration par parties et, puisque u
est continue, les termes de bord se recollent bien et se compensent ; pour eviter la petite singularité en 0,
on peut commencer par oter une petite boule autour de 0, ce qui n’enlevera pas de terme notable puisque
u est bornée — lorsque la boule enlevée est petite, le terme 6té dans les intégrales est aussi petit).

Cette solution, qui relie continuement deux états constants uy et uq, est appelée “détente”.

4.9 Annexe

Dans cette annexe, nous établissons quelques comportement de la solution de (4.5). Les estimations que
nous obtenons ici ne sont pas a considérer comme des estimations intéressantes vis-a-vis du passage a la
limite € — 0; en effet, comme dans I’étude de lexistence d’une solution & (4.5) nous prenons ici € = 1
(et notons u pour u°), de sorte qu’on n’étudie absolument pas le comportement de ces estimations par
rapport a €.

Ces résultats sont purement techniques et servent a justifier des intégrations qui sont faites lors des
estimations de compacité, justement indépendantes de €.

Lemme 4.2 Soit f réguliere sur R, telle que f(0) =0, et R’ > 0. Il existe C > 0 ne dépendant que de
f et R tel que, si (¢,1) € WHL(R) et R’ majore ¢, 1, 0,¢ et 0,1, alors

F@D)lwzr@) < Clldllwza@ et |IF(@) = f(D)llwzr @) < Cll¢ = Pllwzr @) (1 +[[¢]lw21®))-

DEMONSTRATION DU LEMME 4.2 :
La premiére inégalité est une conséquence de la deuxieme pour ¥ = 0. Prouvons donc cette deuxieme

inégalité.
On a
1f(9) = f(¥) < 7S1}I;%/]|f'| o — 9,
< (@) = F()]1020] + | f ()] 026 — 01|
< R sup |f"llp—|+ sup [f'|[0x0 — Dutb|
—R’,R’] [-R',R’]
et

02F(8) = @) = 1£"(8)(0:0) + £ ()220 — " (0)(0:0)* = f' ()32
17(8) = £ @) 100’ + | ()] [0:0)° — (0,0’

H17(0) = £ W) 102] + | ()] |02 — 020

(R sup 1/"llo=w] +2R sup |f"1|0s6 - 0.v]

[-R'.R

+ sup |f"ll¢— vl |02+ sup |f']|02¢ — 2.
[_R/7R/] [_R/,R/]

IN

IN
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En intégrant ces trois inégalités sur R, on trouve C ne dépendant que de f et R’ telle que

I1f(®) = fFW)llw2aw)y < Cll¢ —9l|Lrw) + Cll0:¢ — Ox||Lr(w)
+C||¢ — Y| Lo ®) 1020 L1 (r) + C|026 — 29| | 11 R).-

Etant donné que [|¢ — ¥||pm) < [|¢ — Y|[wriw) < |[é — ¥||w21(r), cela conclut la preuve. m

Lemme 4.3 Siug € W2Y(R) et u est la solution de (4.5), alors il existe T > 0 ne dépendant que d’un
magorant de ||uo|lw21 ) tel que u, Oyu et O2u sont dans L>°(]0,T[; L*(R)).

DEMONSTRATION DU LEMME 4.3 :

Nous allons montrer, toujours par point fixe dans un espace ad-hoc et pour T assez petit, que (4.5)
a une solution (au sens de la définition 4.2) qui est, avec ses deux premieres dérivées spatiales, dans
L>(]0,T[; L' (R)) ; par unicité de la solution, cette solution sera bien celle que 'on considere depuis le
début.

On peut toujours supposer f(0) =0 (retrancher une constante & f ne change pas (4.5)).
Soit 1 définie sur Cy(]0, T[xR) par (4.7); on sait déja que, lorsque u € Cy(]0, T[xR), 1 (u) est encore
dans Cy(]0, T[xR). Considérons le Banach

F = {uc Cy(J0, T[xR) N L>=(]0, T[; L*(R)) | O,u et 0%u sont dans L>(]0,T[; L*(R))}

(il ’agit bien stir des dérivées au sens des distributions). Il est assez facile de voir que, pour i = 0,1,2 et
lorsque u € F, on a
(u)(t, @) = G(t,-) x Oquo(x) — | 0:G(t —s,) * O (f(uls,")))(x)ds (4.34)
0

(basiquement, parce que tous ces termes sont bien définis et intégrables comme nous allons le voir), de
sorte que les inégalités de Young pour la convolution et le lemme 4.2 donnent

t
||’¢(u)(t, ')||W2»1(]R) < Huonz,l(R) + C1K4 / (t - 5)—1/2Hu(s, -)sz.l(R)
0

l[uollwz(r) + C1R'K,2t1/2 (4.35)

N

ot (4 ne dépend que d’un majorant R’ de u dans F' (notons que majorer u dans F revient en particulier a
la majorer ainsi que d,u dans L>(]0, T[; W1 1(R)), donc dans L>°(]0, T[xR) puisque W1 (R) < L>(R)).
Donc ¥ (u) € F.

Cette estimation et (4.8) montrent aussi que, si ||u||r < R, R > |[uo|lw21r) et R > R, on a

[l < R+ CT/?

ou Cs ne dépend que de R’. On peut donc choisir T' > 0 tel que 1) envoie la boule de rayon R’ de F dans
elle-méme.

Il reste a voir le caractere contractant de v sur cette boule, ce qui est assez simple vu le lemme 4.2 ; en
effet, si u et v sont dans cette boule, ce lemme et (4.34) impliquent

19(u)(t,-) = (o) () [y < Callu—vl|pt"/?

ou C3 ne dépend que de R'. Associée & (4.9), cette estimation montre que, pour T assez petit, 1) est
effectivement contractant de la boule de rayon R’ de F' dans elle-méme ; elle admet donc un unique point
fixe dans cette boule, ce qui donne bien une solution & (4.5) bornée et qui est, avec ses deux premieéres
dérivées, dans L!(R) pour tout ¢ > 0. m

Corollaire 4.2 Soit ug € W*Y(R) et u une solution de (4.5) sur]0,T[. Alors u, O,u et O2u sont dans

L>(J0,T[; L*(R)) et, pour tout t > 0, u(t,-), Oyu(t,-) et O2u(t,-) tendent vers 0 a Uinfini.
Qui plus est, u(t,-) — ug dans W>1(R) lorsque t — 0.
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Bien str, la différence entre ce corollaire et le lemme 4.3 est le passage du local au global : le lemme
affirmait le résultat du corollaire uniquement pour 7' assez petit.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 4.2 :

Pour montrer la décroissance & l'infini de u et ses dérivées, il suffit de montrer que u, d,u et 92u sont
dans L>(]0,T[; L' (R)) ; en effet, vu que toutes les dérivées de u sont uniformément continues sur {t} x R
pour tout ¢t €]0,T[ (toutes ses dérivées sont bornées sur cette ligne), 'intégrabilité de u et de ses deux
premieres dérivées nous assurera qu’elles tendent bien vers 0 a I'infini

Le lemme 4.3 dit que, pour Ty > 0 assez petit, on a bien la régularité voulue pour u et ses dérivées. Dans
ce cas, la majoration du deuxiéme terme de v effectuée dans (4.35) montre (puisque u = ¥ (u)) que

l[u(t, ) = G(t,-) * ug||lw21 () < Ct'/? 50 lorsque t — 0.

Puisque G(t,-) est une approximation de 'unité lorsque ¢ — 0, on a classiquement G(¢, ) x ug — ug dans
W2L(R), et donc u(t,-) — ug dans le méme espace.

Il reste a voir que l'intégrabilité de u et de ses dérivées est valable pour tout temps, pas uniquement pour
les temps petits. Soit ¢y > 0 et t; > to assez petits pour que u(t1,-) € W21(R). Prenons 0 < Ty < T
tel que w ait la régularité voulue sur [t1,T1[; on sait que les dérivées de u sont globalement bornées sur
[to, T[XR (théoreme 4.2) donc le lemme 4.2 et (4.6) (écrit en partant de ¢ = ¢; et non de ¢t = 0) donnent
(4 indépendant de t1, T7 et de u(t1,-) (C1 ne dépend que des bornes connues a priori sur u et ses dérivées,
c’est-a-dire de tg) tel que, pour tout ¢ € [0,77 — 1],

t
lJu(ty +t, )| lw2r @) < [Jults,)|lwea @) + Cllcl/ (t —5) "2 Jults + s, )| lwza w) ds.
0
Soit M (t) = sup,e(o4 |[u(ts + 5,°)|[w21(r) ; cette inégalité entraine

lu(ts + ¢, ) [w2a @y < [fults,)l[wza @) + C2M(E)VE
donc, puisque M est croissant,
M (1) < |lults, ) llwe @ + C2M(E)VE
avec Cy indépendant de t1, Ty et u(ty,-). En particulier, on voit que, pour ¢t < 1/(4C%), on a
M) < 2[[u(ty, )|lwzaw).- (4.36)

Ceci prouve que la norme de u(t,-) dans W21(R) ne peut exploser en temps fini. En effet, (4.36) montre
qu’en un temps fixe 1/(4C%) (indépendant du temps initial choisi, pourvu qu’il soit supérieur & ty), elle
peut tout au plus doubler.

Puisque cette norme n’explose pas en temps fini, le lemme 4.3 permet (d’une maniere similaire a celle
employée en fin de partie 4.5.1) de prolonger indéfiniment la propriété d’intégrabilité des dérivées de u,
puisque le temps sur lequel ce lemme donne l'intégrabilité en question est minoré lorsque la condition
initiale est dans un borné de W*(R). m
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Deuxieme partie

Solutions de viscosité
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Chapitre 5

Définition et stabilité des solutions
de viscosité

5.1 Exemples d’application

5.1.1 Controle optimal et jeux différentiels en horizon infini

On considere ’'EDO suivante

{ y'(t) = b(y(t), a(t))
y(0) ==

dans lequel intervient un controle af(-), ¢’est-a-dire une fonction mesurable a. : R* — A o A est un espace
métrique compact. Lorsque ’on cherche a minimiser le criteére

J(z.a()) = / " ), a)e M dt

par rapport au controle «f-), il se trouve que la fonction valeur V(x) = inf, ) J(z, a(.)) est “solution”
de I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman, ou simplement équation de Bellman,

Au(z) + slelg{fba(:c) -Vu(z) — fa(z)} = 0. (5.1)

Il se peut que deux controles interviennent dans 1’équation différentielle et qu'un joueur essaye de maxi-
miser J par rapport a I’'un tandis qu’'un second joueur essaye de minimiser J avec le second controle : c’est
la situation des jeux différentiels & deux joueurs et somme nulle et, dans ce cas, 'équation qui intervient
est de la forme :

Au(z) + sup inf {—by g(x) - Vu(z) — fas(z)} =0. (5.2)

acABEB

On parle dans ce cas de ’équation de Isaacs. Ensuite, il se peut que ’équation différentielle qui gouverne
le probleme de contréle soit stochastique (controle optimal stochastique). L’équation de Bellman associée
est alors de la forme :

N
Au(z) + 21613 - Z abd (2)0iu(z) — ba(x) - Vu(r) — falz) p =0 (5.3)

ou 0;;u représentent les dérivées secondes de la fonction u. Enfin, il se peut que le critére J ne prenne en
compte que ce qui se passe jusqu'a un temps T (qui peut étre un temps d’arrét en controle stochastique).
Dans ce cas, ce sont des équations d’évolution qui sont associées aux différents problemes.

5.1.2 Mouvements de fronts

Nous verrons dans la seconde partie du cours que si 'on veut modéliser le mouvement d’interfaces en
prescrivant la vitesse a laquelle “bougent” ces interfaces le long de leur normale, des équations du type
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suivant apparaissent :

ou
e +c(z)|Vu| =0 (5.4)
ou . Vu

avec une condition initiale ad hoc. Remarquer qu’il y a un probléme de définition pour la seconde équation
lorsque le gradient de w s’annule. On dit qu’elle est singuliére.

5.1.3 Le laplacien infini
Voici encore un exemple d’équation aux dérivées partielles “pathologique” :

N
— Z 8iju &u aju =0 dans Q, (56)
i,j=1

u=¢ sur I.

Cette équation apparait lorsque I'on essaie d’étendre une fonction lipschitzienne ¢ : 92 — R en une
fonction u définie sur €2 tout entier, qu’on impose que “la constante de Lipschitz de u soit la plus petite
possible et ce sur tout sous-domaine ' C £2”. On pourra consulter [28] pour plus de détails.

5.1.4 Forme générale des équations pour la théorie

Tous les exemples précédents donnent des EDP de la forme (équations stationnaires)
F(D?u, Du,u,z) =0 dans 2
ou bien de la forme (équations d’évolution)

%—&-F(Dszu,uw) =0 dans Q
ot 2 est un ouvert de RV et F': Sy x RV x R x Q — R est tel que pour tout (X,Y,p,u,x) € Sy X Sy x
RY xR x Q,

X>Y = F(X,pu,x) <F(Y,pu,z). (5.7)

Cette derniere condition s’appelle condition d’ellipticité ou condition d’ellipticité dégénérée. Cette dé-
croissance par rapport a X sera essentielle a toute la théorie des solutions de viscosité. On constate
donc immédiatement que résoudre F(D?u,Vu,u,z) = 0 ne sera pas du tout identique & résoudre
—F(D?u,Vu,u,z) = 0 (en fait, sauf cas particulier comme une indépendance par rapport & D?u, une
seule de ces équations sera abordable par la théorie).

Les solutions de viscosité sont essentiellement destinées a résoudre les équations non-linéaires d’ordre 1
ou 2, éventuellement dégénérées, qu’elles soient elliptiques ou paraboliques. Expliquons cela un peu plus
en détails.

Le cas d’équations aux dérivées partielles le plus simple est le cas linéaire, c’est-a-dire les équations de la
forme :

—div (A(z)Vu) — div(b(z)u) — c(z)u = d(x) (5.8)

ou de la forme :
—tr (A(z)D?*u) — b(z) - Vu — ¢(x)u = d(x) (5.9)

ou A(x) est une matrice symétrique, b est un champ de vecteurs et ¢ et d sont deux fonctions. Nous
avons vu des équations de la forme (5.8) dans la premiere partie de ce cours; on dit que 1’équation (5.8)
est sous forme conservative, contrairement a (5.9) (on dit que (5.9) est sous forme non conservative). Si
les coefficients sont suffisamment réguliers, on peut passer d'une forme a l'autre. Par ailleurs, on peut
en général se ramener au cas d’une matrice symétrique si ce n’est pas le cas. Les solutions de viscosité
utilisent la forme non conservative.

Dans la premiére partie du cours, nous avons aussi rencontré des équations non linéaires :

—div (a(z,u, Vu)) = f.
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Dans les exemples que nous venons de donner, les équations (5.1), (5.2) et (5.4) sont non linéaires d’ordre
1 (sous forme non conservative) ; ’équation (5.3) est aussi non-linéaire, mais est d’ordre 2. Il existe des
équations qui, bien que non-linéaires, sont un peu plus sympathiques. C’est le cas des équations semi-
linéaires

—tr (A(z)Vu) + H(Vu,u,x) =0,

ou des équations quasi-linéaires
—tr (A(z, Vu)Vu) + H(Vu,u, z) = 0.

En ce qui concerne (5.6), 'équation du Laplacien infini, la matrice A(z, Vu) = A;(Vu) est Vu ® Vu et
pour I'équation géométrique (5.5), une fois mise sous forme non conservative :

ou Vu®@Vu\ o

(G - RO
ou I est la matrice identité, on a A(z, Vu) = Ax(Vu) =1 — V‘%%IVQ“.
Une autre difficulté a surmonter, outre la non-linéarité de 1’équation, est la dégénérescence des équations ;
précisément, la condition d’uniforme ellipticité de la premiere partie (voir page 8) n’est plus satisfaite.
Celle-ci imposait que les valeurs propres de A soit comprises entre deux valeurs strictement positives. Or
la matrice A2(Vu) est dégénérée dans la direction Vu et A;(Vu) est d’ordre 1, donc dégénérée dans n—1
directions! Le lien entre la condition (5.7) et 'uniforme ellipticité de la premiere partie est le suivant :
pour les équations linéaires (ainsi que pour les quasi-linéaires), la condition (5.7) est équivalente a la
positivité de toutes les valeurs propres de la matrice A; avec A(x) = ((a; ;(x)))s:,; positive pour tout x et
le lemme 7.1, on montre que, lorsque X > Y, on a bien —tr(A(z)X) < —tr(A(2)Y).

5.2 Difficultés

5.2.1 Trouver la bonne solution

{ |u/(z)]—1=0 z € [0,1] (5.10)

Considérons

u(0) = u(1) = 0.

On constate immédiatement qu’il n’y a pas de solution réguliere a (5.10) (par le théoreme de Rolle, une
telle solution devrait vérifier v’(x) = 0 pour un z €]0, 1[). Il faut donc trouver une notion plus faible de
solution.

On peut par exemple chercher u € W1°°(0,1), i.e. u lipschitzienne sur [0, 1] ; une telle fonction sera, par le
théoreme de Rademacher, dérivable presque partout et on peut donc lui demander de vérifier |u/(z)| =1
pour presque tout x €]0, 1[. On se heurte alors au probléme suivant : toute fonction de la forme indiquée
dans la figure ?? (toutes les pentes étant +1 ou —1) est solution du probléme. On perd 'unicité ! Assurer
I'unicité de la solution d’une EDP est un enjeu majeur.

Une autre idée consiste a résoudre

—eul(z) + |ul(z)] - 1= x €]0,1]
{ O a1y 0. (5.11)

probleme pour lequel on sait obtenir aisément une solution unique, puis a essayer de voir si, lorsque € — 0,
la fonction u. ne tendrait pas vers une fonction qui serait solution de (5.10) en un sens suffisamment fort
pour assurer 'unicité.

5.2.2 Passage a la limite

Considérons une équation d’ordre 1 stationnaire générale :
H(Vu,u,z) =0 dans Q (5.12)

a laquelle on adjoint des conditions aux limites ad hoc (ce qui est en soit tout un probléme, voir 5.2.3),
que 'on cherche & approcher en utilisant la méthode de viscosité évanescente présentée ci-dessus :

—eAue + H(Vue,ue,x) =0 dans
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(toujours avec des conditions au bord adaptées).

Dans les cas standards, on va savoir prouver que u, est de classe C? avec des estimations indépendantes
de e sur les normes infinies de u. et Vu.. On peut alors dire que u. — u uniformément (sur les bornés)
et que Vu. — Vu dans L™ faible-x, ce qui n’est absolument pas suffisant pour passer a la limite dans
Péquation et voir que u vérifie (5.12).

5.2.3 Conditions au bord

Si on considére une simple équation linéaire avec une condition de Dirichlet

(5.13)

{ —b(z) - Vu(xz) =0 z €0
u(x) = g(z) x € 00

on sait tres bien (le cas de la dimension N = 1 le montre déja) que 'on ne peut en fait imposer u sur
tout le bord de €2, uniquement sur les zones ou le champ de vecteurs b (et donc les caractéristiques) est
“rentrant”. Ceci est simple dans le cas linéaire... mais pour des équations non-linéaires comme (5.12),
c’est beaucoup moins trivial (voir par exemple [5] pour le cas des lois de conservation — attention, ces
équations ne rentreront pas dans le cadre de la théorie des solutions de viscosité).

5.3 Solutions de viscosité : définitions et propriétés

5.3.1 Définitions pour un hamiltonien continu

Soit  un ouvert de RY et F : Sy x RY x R x Q — R continue décroissante par rapport & sa premiere
variable. Supposons que u est une solution réguliere de

F(D*u,Vu,u,z) =0 dans €. (5.14)

Prenons ¢ réguliere telle que u — ¢ atteigne un minimum en zo € 2. Alors on a V(u — ¢)(xo) = 0 et
D?%(u — p)(z0) > 0, soit Vu(zg) = Vip(zg) et D?u(xg) > D?*p(x0). La décroissance de F par rapport a
sa premiere variable donne alors F(D?p(z0), V(o) u(xo), x0) > F(D?*u(xo), Vu(zo), u(zo), z0) = 0.

Cecl motive la définition suivante.

Définition 5.1 (Solution de viscosité — définition par les fonctions-test) Soit Q un ouvert de RN, F :
Sy xRV x R x Q — R continue vérifiant (5.7) et u: Q — R.
i) u est une sous-solution de viscosité de (5.14) si u est semi-continue supérieurement (ci-apres
“scs”) et si, pour tout p € C?(Q) tel que u — ¢ atteint un maximum local en xq, on a

F(D*p(x0), V(o) u(z0), 20) < 0.

i1) u est une sur-solution de viscosité de (5.14) siu est semi-continue inférieurement (ci-aprés “sci”)
et si, pour tout p € C%(Q) tel que u — ¢ atteint un minimum local en xq, on a

F(D%¢(x0), Veo(x0), u(20), x0) > 0.
iii) u est une solution de viscosité de (5.14) si elle est une sur- et sous-solution de viscosité de (5.14).

La seconde définition est basée sur la notion de sous-différentiel d’ordre deux d’une fonction en un point.
Définition 5.2 (Sous-différentiel d’ordre 2) Soit u : Q — R sci. Le sous-différentiel D*~u(xq) d’ordre
2 de u en x € §) est 'ensemble des couples (p, X) € RN x Sy tels que, pour tout y € Q,

u(z) > u(wo) +p- (y — w0) + 5 X (&~ w0) - (z — ) + ofl — o).

Remarque 5.1 i) Trouver un sous-différentiel d’ordre 2 consiste donc a mettre, d une erreur d’ordre
supérieur pres, une parabole sous le graphe de u, parabole qui colle au graphe en xg.
ii) De la méme manicére, pour une fonction scs, on définit le sur-différentiel d’ordre 2, noté D*%u(xg),
en inversant l'inégalité.
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iii) Siu est réguliere alors D*~u(xg) = {(Vu(zg), X), X € Sy telle que X < D?u(x)}.

On a alors une nouvelle définition des solutions de viscosité, équivalente a la précédente :

Définition 5.3 (Solution de viscosité — définition par les sous- et sur-différentiels d’ordre 2) Soit Q un
ouvert de RNV, F : Sy x RN x R x  — R continue vérifiant (5.7) et u: Q — R.
i) u est une sous-solution de viscosité de (5.14) si u est scs et si, pour tout zg € Q et tout (p, X) €
D?*Fu(xg), on a F(X,p,u(zo), 1) < 0.
it) u est une sur-solution de viscosité de (5.14) si u est sci et si, pour tout o € Q et tout (p, X) €
D?~u(xg), on a F(X,p,u(zg),z0) > 0.
iii) u est une solution de viscosité de (5.14) si elle est une sur- et sous-solution de viscosité de (5.14).

L’équivalence entre les définitions 5.1 et 5.3 est une conséquence de la caractérisation des sous-différentiels
d’ordre 2 en termes de fonctions-test (voir Proposition 7.1 en annexe).

Dans la suite de cours, nous dirons indistinctement que u est une solution de (5.14) ou que u est solution
de FF = 0.

Remarque 5.2 i) On peut déja voir Uintérét des solutions de viscosité sur la sélection d’une solution
au probleme (5.10). En effet, si on prend une solution ayant un pic vers le bas (comme dans la
figure ?7), en ce pic on a D*~u(zg) = [~1,1] x Sy et on voudrait donc, pour que u soit sur-
solution, |p| —1 > 0 pour tout p € [—1,1], ce qui n’est pas le cas. La notion de solution de viscosité
élimine donc, dans ce probléme, toutes les fonctions ayant des pics vers le bas, et il ne reste donc
plus qu’une solution possible, celle de la figure 77.

i) De méme, il a été signalé que, au sens des solutions de viscosité, résoudre F(D*u, Vu,u,x) = 0
n'etait pas du tout équivalent o résoudre —F(D*u,Vu,u,x) = 0; d’une part parce que —F ne
vérifie pas forcément (5.7), mais exemple (5.10) (dans lequel F est indépendant de D*u, donc F
et —F sont toutes les deux elliptiques) donne une autre justification & ceci. En effet, si l'on tente
de sélectionner, avec les solutions de viscosité, une solution a

{ 1- /(@) =0  z€)o1]

w(0) = u(1) = 0 (5.15)

(ce qui revient a transformer F en —F par rapport o (5.10)), on s’apercoit bien qu’on trouve la
fonction de la figure 77, c¢’est-a-dire 'opposée de la solution de (5.10) trouvée ci-dessus.

5.3.2 Premieres propriétés

En utilisant notamment la caractérisation des sous-différentiels, on peut démontrer la proposition sui-
vante.

Proposition 5.1 Dans la définition 5.1, on peut, sans changer les notions de sous- et sur-solution de
viscosité, remplacer

i) “p € C%*Q)” par “p e C®(Q)”.

i) “p € C%(Q)” par “p € CY(Q)”, lorsque I’équation est d’ordre 1 (F ne dépend pas de D*u,).

i1) “maximum/minimum local” par “mazimum/minimum local strict”.

i) “mazimum/minimum local” par “maximum/minimum global strict”.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5.1 :

Les deux derniéres assertions sont une conséquence directe de la définition équivalente des solutions de
viscosité en terme de sous-différentiels (Définition 5.3) et de la caractérisation de ces sous-différentiels
présentée en annexe (Proposition 7.1).

Considérons i), en supposant que u est une sur-solution lorsque 'on prend des fonctions-test dans C*°.
Soit ¢ de classe C? telle que u — ¢ atteigne un maximum local en xg. On a p(z) = @(xg) + V(o) - (x —
z0) + 2D2p(x0)(z — 0) - (x — m9) + 0|z — 0])? donc, en prenant ¢ > 0, la fonction

W) = lwo) + V(o) - (2~ a0) + 5(D%p(ao) + 1) — o) - (z — o)
= (o) + Viplao) - (z — 0) + 5 Do) & — w0) - (v — o) + Sl — ol?
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est supérieure & ¢ dans un voisinage de . Ainsi, dans un voisinage de xg, on a u(z)—¥(z) < u(z)—p(z) <
u(zo) — p(xo) = u(xo) — Y(x0). Donc u — ¢ atteint un maximum local en xy et puisque ¢ est C*°, on a

F(D?)(x0), Vip(x0), u(x0), x0) = F(D*@(x0) + I, Vip(x0), u(zo), z0) > 0.

Ceci étant vrai pour tout € et F' étant continue, on peut passer a la limite € — 0 pour voir que u est
aussi sur-solution lorsque I’on prend des fonctions-test qui ne sont que C?.

Pour ii), astuce est différente car il est en général impossible, si on a une fonction ¢ de classe C*,
de mettre une fonction de classe C? au dessus et qui colle & ¢ en un point donné (contrairement au
raisonnement précédent dans lequel on a pu coller une fonction C* au dessus d'une fonction C?).

Soit u une sur-solution lorsque 'on considere des fonctions-test C?, avec F' cependant indépendant de
D?u. Soit ¢ de classe C* tel que u — ¢ a un minimum local en zg; en utilisant iii), on peut se ramener
au cas ol ce minimum local est strict et nul (quitte & ajouter une constante a ).

Soit maintenant ¢, € C?(Q) (on peut méme les prendre C*°) qui converge vers ¢ localement uni-
formément, avec leurs dérivées premiéres (une telle suite peut par exemple étre construite par convo-
lution). Pour r > 0 assez petit, xo est un minimum local strict nul de u — ¢ sur B(zg,r); on a,
puisque u est sci, a = infgp(yyr)(u — @) > 0 et, pour un n, assez grand, Supyp(y, ) |¥n, — ¢l < a/2,
u(x0) — ¢n, (o) < a/2. Pour ce ny, infg, . (u—¢n,) < a/2n’est pas atteint sur dB(zo,r) (sur lequel
U—Qn, =U—Q+Q—@n > a—a/2>a/2); notons x, € B(xg,r) un point ou ce minimum est atteint :
il s’agit donc d’un minimum local (sur B(z,r) voisinage de z,) de u — ¢, et on a

F(Ny, (), u(w,), z,) > 0. (5.16)

Lorsque r — 0, on a x, — xo (car z, € B(x,7)) et Vo, — Vo localement uniformément (on prend n,
qui tend vers l'infini quand r — 0), donc Ve, (z,) = Vo(zo) (Ve est continue). De plus,

w(@r) = @n,(z,) +  inf (u—n,) <@n(zr)+ nf (u—@)+ sup [¢—en|
(zo0,7) B(zo,r) B(zo,r)
et infpy, ) (u —¢) = 0. Ainsi, par convergence locale uniforme de ¢, vers ¢, on a limsup, _,,u(z,) <
o(xo) = u(xzp). Comme u est sci, on a aussi u(xg) < liminf, o u(x,), et donc finalement u(xz,) — u(x)
lorsque 7 — 0. On peut donc passer a la limite dans (5.16) pour voir que F(Vo(x), u(xg), zo) > 0. m

Soit w une sur-solution de viscosité de F' = 0; supposons que l'on ait z, — x, u(x,) — u(x) et (pn, X) €

D%~ u(zy,) tels que (p,, X,) — (p,X). Alors on peut passer a la limite sur F(X,,, pn, u(z,),,) > 0

pour voir que F(X,p,u(z),r) > 0. Ainsi, dans la définition 5.3, on peut remplacer D%~ u(z) par un
sous-différentiel “plus gros”, appelé parfois sous-différentiel limite, a savoir

D u(@) = {(p.X)| 3wn et (pu, Xn) € D> ()

(5.17)

vérifiant (X, pn, u(x,), 2n) — (X,p,u(m)w)}.

5.3.3 Le cas d’un hamiltonien discontinu

Supposons que notre hamiltonien F : Sy xR x Rx ) — R ne soit plus continu mais seulement localement
borné. On définit alors
et

F(X,p,u,z) = lim sup F(Y,q,7y).

Y,q,my)—=(X,p,u,x)

Ces fonctions sont appelées respectivement “régularisée sci” et “régularisée scs” de F' (F, est effectivement
sci, et F™* est bien scs).
Si (X, P, w(@n), zn) = (X, p,u(z),z) et F(Xp,pn,u(zyn),xn) > 0, on a donc F*(X,p,u(x),z) > 0.
Vu (5.17), cela nous amene a prendre la définition suivante de solution de viscosité lorsque F' n’est pas
continue (cette notion de solution coincidant avec celles déja introduites lorsque F' est continue).

Définition 5.4 (Solution de viscosité — cas d’un hamiltonien discontinu) Soit Q un ouvert de RV,
F:Sy xRY xR x Q — R localement bornée vérifiant (5.7) et u: Q — R.
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i) u est une sous-solution de viscosité de (5.14) si u est scs et si, pour tout xg € Q et tout (p, X) €
D2’+u(x0), on a F*(Xapvu(x())a xO) <0.

i) u est une sur-solution de viscosité de (5.14) si u est sci et si, pour tout xy € Q et tout (p,X) €
D?*~u(xg), on a F*(X,p,u(xg),x0) > 0.

i11) u est une solution de viscosité de (5.14) si elle est une sur- et sous-solution de viscosité de (5.14).

Remarque 5.1 En guise d’hamiltonien discontinu important, on peut citer celui intervenant dans le
mouvement par courbure moyenne (que nous verrons plus loin). L’EDP associée & ce mouvement est

D?*uVu - Vu

et Uhamiltonien correspondant est F(X,p,u,x) = —tr(X) + )fpﬁ'f = —tr((I — ﬁ)ﬁé’)X), qui est bien loca-
lement borné mais discontinu (en fait méme pas défini) en 0. On trouve F*(X,0) = —tr(X) + Apax(X))
et Fiu(X) = —tr(X) + Anin(X)), 0t Apin(X)) et Anax (X)) désignent respectivement la plus petite et la

plus grande valeur propre de X.

5.4 Stabilité discontinue

Soit u® solution de F° = 0 dans . Supposons que l'on sache que (u%)csq et (F€)cso sont localement
bornés. Que peut-on dire lorsque € — 07 C’est ce que nous allons essayer de voir ici, et cette question
est bien siir & mettre en parallele avec la sous-section 5.2.2.

5.4.1 Les semi-limites relaxées

Définition 5.5 (Semi-limites relaxées) Soit (2%)eso une famille localement bornée de fonctions. On
définit

(liminf, 2°)(z) = liminf 2°(y)
(e,9)—(0,2)
et
(limsup® 2°)(z) = limsup 2°(y).
(£,9)—(0,2)
Remarque 5.3 i) On peut voir que liminf, 2° est sci et que limsup™ 2¢ est scs.

ii) On a liminf, 2° = limsup® 2° = z st et seulement si 2° — z localement uniformément.

Théoréme 5.1  Soit u® sous-solution de F¢ = 0 dans Q, avec F vérifiant (5.7). On suppose que
(uf)eso et (F€)esq sont des familles localement bornées. Alors w = limsup® u® est sous-solution de F = 0
ou F' = liminf, F*.

Remarque 5.4 i) Bien sr, on peut établir un théoréme similaire pour des sur-solutions en inter-
vertissant liminf, et limsup®.
it) St F° ne dépend pas de €, alors F = F\, et ces quantités sont égales a F' lorsque cette fonction est
continue.

DEMONSTRATION DU THEOREME 5.1 :
La preuve est une conséquence plus ou moins immédiate du lemme 7.4. Soit 2o € Q et (p, X) € D* (o).
On se donne x,, &, et (pn, X,) comme dans le lemme 7.4. Alors, u» étant sous-solution de F© = 0,
on a Fer (X, pn, u" (2y),,) < 0. On peut alors prendre la liminf,, puisque (X, pn, u"(2n), Tn) —
(X, p,u(xo), o), et trouver donc

F(X,p,u(xg),zo) < lminf F* (X, pn, v (), 2,) <0

n—oo

ce qui prouve bien que @ est une sous-solution de £ = 0. m
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5.4.2 Le supremum d’une famille de sous-solutions

De méme que 'on peut considérer les semi-limites relaxées d’une famille de sous- ou sur-solutions, on
peut considérer le supremum d’une famille de sous-solutions ou l'infimum d’une famille de sur-solutions.
Ceci sera particulierement utile lorsque nous construirons une solution de viscosité pour 1’équation (5.5)
par la méthode de Perron.

Théoréme 5.2 Soit (u*)neca une famille de sous-solutions de F' = 0 dans ), avec F elliptique dégénéré
(condition (5.7)). On suppose que (u*)qeca est une famille uniformément localement bornée supérieu-

rement. Alors la fonction scs
*
U= (sup ua)
acA

Remarque 5.5 i) Comme a chaque fois, on peut établir un théoréme similaire pour des sur-solutions.
it) Comme dans le théoréme précédent, nous aurions pu aussi considérer une famille d’équations.
Nous avons préféré simplifier ’énoncé et laisser le soin au lecteur de généraliser ce résultat.

est sous-solution de F = 0.

La démonstration de ce théoréme est tout a fait similaire a celle du théoréme relatif aux semi-limites
relaxées. Elle repose sur le lemme 7.5.

5.4.3 Conditions aux limites et initiale

Bien que nous ne traitions pas ce probleme dans la suite du cours, 1’énoncé du théoreme de stabilité
discontinu est 'occasion d’évoquer le probleme du passage a la limite dans les conditions aux limites.
Considérons une fonction continue u,, un domaine borné €2 et une famille de solutions u® d’équations
F& = 0dans Q et telles que u® = uy sur J€). Sous ’hypothese que les familles de solutions et d’hamiltoniens
sont localement bornées, les semi-limites relaxées supérieure u et inférieure u vérifient bien I’équation &
I'intérieur. En revanche, sur le bord, c¢’est soit I’équation, soit la condition de Dirichlet qui aura lieu. Nous
ne rentrerons pas plus dans le détail mais ce probleme est 1ié aux “couches limites” ; dans le cadre que
nous nous sommes fixés, il faut alors construire des “barriéres” pour assurer que la condition aux limites
u® = uy sur Jf2 est bien satisfaite.

Le méme phénomene a lieu dans le cas des équations d’évolution, si I’on voit la condition initiale comme
une condition de Dirichlet sur une partie du bord parabolique. Ainsi nous construirons des “barrieres”
pour I'équation (5.5) pour assurer que la condition initiale est satisfaite.

5.5 Introduction aux principes de comparaison

Dans la théorie des solutions de viscosité, on prouve souvent bien plus que I'unicité de la solution. En
général, disons dans les cas les plus favorables, toute sous-solution de 1’équation est majorée par toute
sur-solution. On parle alors de “principe de comparaison”, ou bien d’ “unicité forte”. Dans ’énoncé d’un
principe de comparaison, il faut préciser en quel sens les conditions initiales et /ou au bord sont prises en
compte et la régularité des semi-solutions qu’on compare. L’idéal est de pouvoir comparer des sous- et
sur-solutions semi-continues.

Dans la seconde partie de ce mini-cours, nous prouverons un principe de comparaison pour le probleme
d’évolution de fronts par courbure moyenne et nous verrons comment gérer la condition initiale. L’équation
est quasi-linéaire mais les coefficients ne dépendent que du gradient.

Notons enfin que les théoremes de comparaison jouent un role central en solutions de viscosité car ils
permettent également de prouver 'existence de solutions continues par la méthode de Perron. Cette
méthode est issue de la théorie de potentiel et a été adaptée par Ishii [21] aux équations de Hamilton-
Jacobi. C’est aujourd’hui le moyen le plus couramment utilisé pour construire des solutions de viscosité.
Cette méthode consiste a d’abord construire une sous-solution et une sur-solution qui se comporte bien
sur le bord (parabolique pour les équations d’évolution) : on construit alors une sous-solution maximale et
on montre que c’est aussi une sur-solution. La partie difficile est de construire la sous- et la sur-solution.
Nous appliquerons cette méthode dans la seconde partie de ce mini-cours.
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Dans cette section, nous allons voir comment traiter le cas d’équations stationnaires du second ordre pour
pouvoir le moment venu prouver le principe de comparaison pour I’équation géométrique. Nous verrons
que le fait que I’équation dépende des dérivées secondes est une difficulté ; pour la surmonter, nous aurons
besoin d’un lemme d’analyse non-lisse : le lemme de Ishii. Nous en profiterons pour traiter également le
cas des équations dont les coefficients dépendent éventuellement de z, avec conditions de Dirichlet non
homogenes sur un domaine borné 2. Nous avons déja signalé que la gestion des conditions au bord est
un autre obstacle a surmonter. Ici, nous supposerons que la sous-solution est majorée par la sur-solution
sur 0f).

5.5.1 Une équation du premier ordre

Pour comprendre la premiere étape de la démonstration d’un principe de comparaison (le dédoublement
des variables), nous commengons par traiter le cas simple d’une équation du premier ordre de la forme :

u+ H(z,Vu) =0 dans Q2 (5.18)

ol Q est un ouvert borné de R et H un hamiltonien Lipschitz en x tel que pour tout z,p € RY :
(H). [0:H (2,p)| < C(1+ [p]).

Théoréme 5.3 Soit u et v une sous- et une sur-solution de (5.18). Supposons que u < v sur le bord de
Q. Alors u < v sur Q tout entier.

DEMONSTRATION : Comme u est scs et v est sci sur Q compact, M = supg(u — v) est fini et atteint. On
veut prouver que M < 0. On va donc supposer M > 0 et en tirer une contradiction. On raisonne en deux
temps : tout d’abord on dédouble les variables et on étudie la pénalisation introduite. Ensuite on écrit
les inégalités de viscosité correspondant a u et v et on exhibe une contradiction.

Premiere étape : dédoublement des variables par pénalisation.
On commence par approcher M par

Mo= s {ule) = o) - ool o

Toujours par semicontinuité supérieure de u et inférieure de v (et la compacité de ), ce supremum est
fini et atteint, disons en (z.,y.). Etablissons les quelques résultats de pénalisation suivants :

e — ye[* = o(e), (5.19)

3T € Q tel que, & une sous-suite pres, (z.,y:) — (T,T) et (5.20)
lim.o(u(z:) — v(ye)) = lime 0 M. = M. .

Pour voir cela, on commence par constater que M. > M (car sup(, ,) > sup,_,). De plus, (M), est

croissant en & (puisque —i\x —y? < —2%,|x —y|? lorsque ¢ < '), donc M. — L lorsque ¢ — 0, avec
L>M.On a

2
Te — Y
My, > U(Is)*v(ys)*%
|z — 96‘2 |z — Z/s|2
> _ _
= u(xs) v(ys) 2% + de
2
_ Ms+‘x€ Yel
4e

donc |z — ye|? < 4e(Ma. — M.) et (5.19) découle de la convergence de M, lorsque & — 0.
(5.19) implique tout de suite que M, et u(z.) — v(y.) ont méme limite quand € — 0.

Quitte & extraire une suite, (z.). et (y.). convergent dans Q, et (5.19) montre que leurs limites sont
identiques : notons-la Z. Or, par le caractére scs de u et sci de v, et puisque |z, — yc|/e — 0,

‘1‘5 _y5|2

M < L=Ilim M, =1li — —
< 1=l M. =l (o) — o)~ P

) <u(z) —v(T) < M.
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Cela prouve donc que T est un point qui réalise M et qu'il est donc dans € (on a supposé M > 0et u <wv
sur 912, donc M ne peut étre atteint sur le bord de l'ouvert), ce qui conclut la preuve de (5.20).

Seconde étape : combinaison des inégalités de viscosité.
Voyons maintenant comment obtenir des inégalités de viscosité. On remarque que la fonction z — u(x) —

— 2 . . — ~ .
v(ye) — % atteint un maximum sur €2 en .. Comme z. — T € {2, on est sir que pour ¢ assez petit,
le maximum n’est pas atteint au bord. Donc

w(ze) + H(xe,pe) <0

. De méme :

avec p, = =

v(ye) + H(ye, pe) = 0.

En soustrayant ces deux inégalités et en utilisant ’hypothese (H) on obtient :

Te — Ye 2
o) = o) < H(yeope) = H(oerp) < O+ Il = el = € (Jo el + 220,

Or on a montré que le membre de gauche tendait vers M et que le membre de droite tendait vers 0. On
obtient donc la contradiction suivante : M < (0. m

5.5.2 Une équation du second ordre; le lemme d’Ishii

On voudrait appliquer la méme technique pour prouver un théoreme de comparaison pour une équation
du type :
u+ F(D?*u) = f dans Q (5.21)

avec F elliptique dégénéré (voir condition (5.7)) et f continue.

Théoréme 5.4 Soit u et v respectiverent sous- et sur-solution de (5.21) dans Q. Supposons que u < v
sur le bord de Q. Alors u < v sur Q tout entier.

DEMONSTRATION : On raisonne comme précédemment. La premiére étape est exactement la méme.

Passons donc directement a la seconde. Il s’agit d’écrire les inégalités de viscosité associées a u et v. On
e Ye 1 e Ye 1 -

a: (*=¥=,20) € D?%u(z.) et (£ e —2I) e D%~ v(y.).

Si on injecte ces valeurs de sur- et sous-différentiels dans I’équation, et en supposant que F/(X) = —tr(X),

on trouve
2N

N N
—— Hu(r) <0< —+o(ye) done u(ze) —v(ye) <

qui est une majoration grossiere (donc inutile) de u(z.) — v(y.) dans la mesure ou elle explose lorsque
e—0.

En fait, en traitant indépendamment ’information pour u et v, on en a perdu beaucoup ; en particulier,
lorsque u et v sont réguliers, on a perdu le renseignement suivant (condition de maximalité & ordre 2) :

(DQ'[B(I‘E) —ng)(ya) ) < i( —II —II )

Voila pourquoi il va falloir faire appel au lemme d’Ishii qui permet de récuperer ces informations dans le
cas non-lisse.

Lemme 5.1 (Ishii) Soit U etV ouverts de RN, uw:U — R scs etv:V — R sci. Soit o : UxV — R de
classe C?. On suppose que (z1,22) — u(z1) —v(w2) — (1, 72) @ un mazimum local en (T1,7T2) € U x V.
et on note p1 = D, p(T1,T2), p2 = —Dy,0(T1,Ta) et A = D?p(T1,T2). Alors, pour tout o > 0 tel que
aA < 1, il existe X etY dans Sy tels que

—24 —2-
(p1,X) € D7 ' w(T), (p2,Y)e D™ v(T2),

& [EADE G R
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I -1
—1I I
que pour & € RN, (£,6) - A(£,€) = 0 donc & - X¢ < €-Y¢ clest-a-dire X < Y. Ainsi les inégalités de
viscosité deviennent :

o ) et on remarque

On cherche & appliquer le lemme d’Ishii a p(z,y) = le—y? Onaalors A = é (

w(we) + F(X) < flze) et w(ye) + F(Y) > f(ye)
donc en utilisant Dellipticité de F, il vient :

u(we) —v(ye) < f@e) — f(ye)
On obtient alors la méme contradiction que dans le cas de I’équation du premier ordre : M < 0. m

Remarque 5.6 i) La condition matricielle (5.22) dans R?N peut étre énoncée en utilisant le langage
des formes quadratiques dans RN : pour tout £,n € RN,

%ﬂfl? + ) £ X€- €= Ynon < (&) - (- ad)  A(S,n).

Dans le cas particulier traité dans le théoréme, en choisissant o = €/3, on montre facilement que

(I—ad)'A<? < u

7 _§ ) et cette condition devient :

=2 mPy < xeg—vmon< de a2 (523)

1l est alors facile de voir sur cette formule que X <Y

it) Le lemme d’Ishii peut étre énoncé pour plus de deuz fonctions. Ceci est parfois utile lorsque
lon veut prouwver certaines propriétés de la solution d’une équation (convexité, estimation de la
constante de Lipschitz, etc...).

iii) Si on regarde de prés la démonstration du lemme d’Ishii, on remarque que la matrice (I —aA)~tA
qui apparait dans linégalité matricielle est, en tant que forme quadratique, la régularisée par sup-
convolution de A : A*. On peut alors interpréter la condition (5.23) comme : X < YOA® ou O
désigne l'inf-convolution de deux fonctions.

5.5.3 Cas modele pour un hamiltonien dépendant de z

Nous énoncons enfin un principe de comparaison qui s’applique notamment aux équations quasi-linéaires.
Ce théoreme est tres classique. La démonstration est tout a fait similaire a la démonstration précédente
et nous laissons donc le soin au lecteur d’écrire les détails.

Théoréme 5.5 Soit Q un ouvert borné et F : Sy x RY x R x Q — R continue telle que

>0, F(X,p,u,z) = F(X,p,v,2) 2 v(u—0) (5.24)

Jw : RT — R continue croissante nulle en 0 telle que, ¥(X,Y) € Sy, Ve >0,

I 0 X 0 I I
& 6(0 I><<O —Y><e 1 I)’ (5.25)
alors F(Y, "%, u,y) — F(X, "%, u,r) < w @—Hx—yo

Soit u une sous-solution de (5.14) scs sur Q et v une sur-solution de (5.14) sci sur Q. Siu < v sur 99,
alors uw < v dans Q.

Remarque 5.7 i) Remarquer que la condition matricielle qui apparait dans (5.25) est exactement
(5.23) exhibée dans la remarque 5.6.
it) (5.25) implique (5.7), mais ce n’est pas évident (voir le lemme 7.2 en annexe).
i11) Si F ne dépend pas de x, alors (5.25) est équivalent & (5.7) (voir aussi le lemme 7.2 en annexe).
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DISCUSSION DE LA CONDITION (5.25)

— Considérons d’abord une équation du premier ordre, c’est-a-dire I’ indépendant de X. En
posant p = Z=£ on voit qu’il suffit que F' vérifie, pour tout (p,u,z) € RY x R x Q,

|F'(p,u, ) — F(p,u,y)| <w(lz—yl|(lp|] +1)).

L’hypothese (H) de la sous-section 5.5.1 implique que l'inégalité ci-dessus est bien satisafaite.

— Prenons maintenant le cas d’'une équation semi-linéaire : F'(X,p,u,z) = —tr(A(z)X) + H(p)
avec A(r) = o(x)o(z)T (puisque A est symétrique positive, on peut toujours I'écrire sous cette
forme méme si elle n’est pas naturellement donnée ainsi). En notant (e;);cp1,n7 la base canonique
de RY, on a

—tr(A(y)Y) + tr(A(x)X) = —tr(a(y)TYJ(y)) + tr(a(x)TXa(x))
N
= Y 0@ Xo(2)ei-ei —o(y) Yoly)e; - e;
i=1

N
= ZX(U(JJ)%) (o(@)ei) = Y(a(y)e:) - (a(y)ei).

Supposons que (X,Y') vérifie I'inégalité matricielle de (5.25), c’est-a-dire X¢-& < Yn-n+ 2| —n[?;
alors, si o est lipschitzienne, on trouve

N
—tr(AW)Y) + tr(A(@)X) = = " fo(x)e; —o(y)eil® < C

i=1

lz —y|?
&

et F vérifie bien (5.25).

— Dauns le cas d’une équation quasi-linéaire : F(X,p,u,x) = —tr(A(p)X), la simple positivité de
A(p) (pour tout p) implique (5.25) (mais on le sait déja, puisque cette positivité est une CNS pour
que F' soit elliptique et, quand F' est indépendant de z, Uellipticité est équivalente a (5.25)).

Si on considére une équation quasi-linéaire avec dépendance en z, F(X,p,u,z) = —tr(A(p, z)X),
alors il suffit que A(p,x) s’écrive sous la forme o (p, z)o(p, )T avec o lipschitzienne par rapport &
x, uniformément par rapport a p.

5.6 Commentaires et bibliographie

Les paragraphes 5.2 et 5.5.3 de ce chapitre sont inspiré du polycopié du cours post-DEA que Guy Barles
a donné a Toulouse en 1997 (il est disponible sur sa page Web).

La notion de solution de viscsosité a été introduite par Crandall et Lions au début des années 1980 [17, 23].
Pour une introduction approfondie & cette théorie, la référence reste [18], et [22] est un bon complément.
Pour les équations d’ordre 1, le livre de Barles [15] est un incontournable. La définition par fonctions-
test était plus volontiers utilisée pour les équations d’ordre 1, bien que la définition par sous-différentiel
apparaisse des [17]. Nous avons fait le choix de présenter la théorie sous le jour de I’analyse non-lisse car
il nous semble intéressant de comprendre & quel moment 1’équation est vraiment utilisée (pour la stabilité
discontinue, pour le supremum d’une famille de sous-solutions, pour le principe de comparaison etc.).
Des résultats de stabilité par passage a la limite locale uniforme sont présents des [17]. La notion de
semi-limites relaxées (et de stabilité discontinue qui lui est naturellement associé) est due a Barles et
Perthame [26, 27]. Le principe de comparaison le plus général (Théoreme 5.5) est tiré de [18].

Pour P'application de la théorie au contréle optimal, on pourra notamment se référer a [15, 14] et [20].
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Chapitre 6

Mouvements de fronts

6.1 L’approche par ensemble de niveau

Passage du probléeme géométrique a une EDP.

On cherche a modéliser I’évolution d’une interface I'y séparant & l'instant ¢ un milieu intérieur I; et un
milieu extérieur O;. On suppose que le front T'; évolue le long de la normale unitaire n(z) sortant de I
au point z € I'; avec une vitesse V égale a 'opposé de la courbure moyenne & :

V =—k. (6.1)

Courbure moyenne d’une sous-variété.

Rappelons brievement la définition de la courbure moyenne dans le cas qui nous intéresse. Pour ce faire,
considérons une fonction v : RY — R, deux fois différentiable et V = {z € RY : v(x) = 0}. L’ensemble
V est une sous-variété de dimension N — 1 (une hypersurface) de R si Vv ne s’annule pas sur V. Le
champ de vecteurs N(z) = Vo(z)/|Vv(x)|, défini au moins dans un voisinage de V, est normal & V en ce
sens que pour tout x € Vet d € T,V : N(z)-d =0.

On peut restreindre N & V; on obtient une application n : V — R dont on peut considérer la différentielle
Dn(z) : T,V — RY en tout point z € V. On a construit n de telle sorte que n(z) - n(z) = 1 pour tout
x € V; en dérivant cette relation, on obtient pour tout v € T,V : Dn(x)(v) - n(xz) = 0. Ceci permet de
conclure que Dn(x)(v) € T, V. Donc Dn(x) est en fait un endomorphisme de I'espace tangent (application
de Gauss). A ce titre, on peut considérer sa trace. C’est ce que l'on appelle la courbure moyenne de V
en z. On la note (z). Nous allons voir que x(z) = div N(z). Considérons une base orthonormée de RY

dont le premier vecteur est e; = N(z) et telle que eq,...,en est une base orthonormée de 7, V. On a
d’une part
N N
K(z) = tr(Dn(x)) = Y _Dn(z)(e;) - e; = Y DN(z)(e;) - e; = divN(z) — DN(z)(e1) - e1.
i=2 i=2

Pour obtenir la troisieme égalité, nous avons utilisé le fait que n = N sur V et que e; € T,V lorsque
i > 2 (on dérive dans des directions tangeantes & V, donc seules les valeurs de n sur V importent). Il nous
reste donc & montrer que DN (z)(e1) - e; = 0. Il suffit pour cela d’utiliser la définition de e; et le fait que
N(x) - N(z) = 1 pour tout z € RV : cela implique en particulier que DN (z)(V) - N(z) = 0 pour tout
V € RY donc DN (x)(e1) - e = 0.

Obtention d’une équation aux dérivées partielles.

On commence par écrire le front initial comme I’ensemble de niveau zéro d’une fonction ug : I'g =
{z : up(x) = 0}. On peut alors définir Uintérieur (resp. 'extérieur) comme ’ensemble ott ug < 0 (resp.
ug > 0). On cherche alors le front a l'instant ¢ sous la méme forme : I’y = {z : u(t,z) = 0}. L’intérieur I
et Vextérieur O, sont alors respectivement définis comme {z : u(t,z) < 0} et {z : u(t,z) > 0}.
Supposons pour un instant que I'; est une sous-variété (voir plus haut). Suivons alors 1’évolution d’un
point x € Ty au cours du temps. A Vinstant ¢, il est en z(t). D’apres la loi géométrique (6.1), on a donc :

i(t) = —r(a(t)n(x(t)).
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Nous avons vu plus haut que la courbure moyenne en x coincide avec la divergence du champ de vecteurs
x+— N(x):

K(z(t)) = div (;ZO (z(t)).

Dérivons alors par rapport au temps la relation w(t, z(t)) = 0 : dpu(t, z(t)) + Vu(t, z(t)) - (¢t) = 0. En
utilisant l’expression de &, on trouve 0 = dyu(t, x(t)) — x(x(t))|Vu(t, z(t))|. En injectant alors I’expression

de la courbure, on obtient :
ou Vu
_ iv [— ) =0. 2
5 |Vu|div <|Vu> 0 (6.2)

Ceci est la forme conservative de I’équation du mouvement par courbure moyenne. On calcule aisément

|Vu|div (ﬂ) = tr[(I — Y42Y4) D2q] et, en remplagant dans (6.2), on obtient la forme non conservative

[Vul [Vul?
de I’équation précédente :
ou Vu® Vu 9
— —t I—-——|D =0. )
5|1 T ) o) =0 (©5)

ou encore 2% — tr [A(Vu/|Vu|)D?u] = 0 ot A(p) = I —p @ p. La matrice A est bien toujours positive

lorsque |p| = 1, mais elle est dégénérée dans la direction p. C’est (toujours pour |p| = 1) la matrice de la
projection orthogonale sur le supplémentaire de la droite vectorielle Rp, c’est-a-dire la projection sur le
plan tangent a I';. Cette équation est non-linéaire, elliptique dégénérée et singuliere : non-linéaire a cause
de A (@—Z‘) ; elliptique car A(q/|g]) > 0 pour tout ¢; dégénérée car A(p)p = 0; singuliere car ’équation
n’a pas de sens quand Vu = 0.

On remarque que I'; est une sous-variété tant que Vu(t, -) ne s’annule pas. Pourtant, méme en considérant
une condition initiale C*°, il peut arriver qu’a un temps t* des “singularités” apparaissent en un point x* :
Vu(t*,z*) = 0. Or, nous allons utiliser la théorie des solutions de viscosité pour résoudre 1’équation (6.3) ;
ainsi on peut considérer des conditions initiales et des solutions uniformément continues. Autrement dit,
cela nous permet de construire un “front généralisé” apres I'apparition des singularités.

Le cadre mathématique de notre étude.
Dans la suite de ce chapitre, Iy est un domaine borné (c’est-a-dire un ouvert connexe borné). On définit
la distance signée a I'y par :
d(I,Io) six ¢ Io
do(z) = { —d(z,RN\ Iy) siz el

oud(z,A) =inf{|x —y| : y € A} est la distance & un ensemble A. Cette fonction est 1-Lipschitz et I'g est
bien son ensemble de niveau 0. On peut tronquer dy sans changer ’ensemble de niveau 0 pour assurer
que ug est borné : considérer up(x) = max(—1, min(1, dy(z))). Cette fonction est encore 1-Lipschitz.
L’équation & résoudre est de la forme Oyu + F(Vu,D?u) = 0 avec F : RN x Sy — R, (p, X) —
—tr [A(Vu/|Vu|)X] discontinue. On peut vérifier que :

F.(p,X) = —trX 4+ Apin(X) = inf F(p, X)

Ip|=1
F*(p, X) = —trX + Amax(X) = sup F(p, X)
Ip|=1

Ol Amax(X) et Amin (X) sont respectivement la plus grande et la plus petite valeur propre de X. Nous
aurons besoin dans la démonstration du principe de comparaison de la propriété suivante : F.(0,0) =
F*(0,0) =0.
6.2 Solutions de viscosité pour les équations d’évolution
A chaque équation G(D?u, Vu,u, ) = 0, on peut associer une équation d’évolution du type :

owu + G(D*u, Vu,u,z) = 0. (6.4)

Si G est elliptique dégénérée (c’est-a-dire vérifie la condition (5.7)), on parle d’équation parabolique
dégénérée, ou tout simplement d’équation parabolique.
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Pour définir une notion de solution de viscosité pour ces équations, il suffit de considérer que le domaine
de résolution a une dimension de plus (on ajoute le temps). En termes de fonctions-test, on obtient une
définition équivalente en ne considérant que des ¢ de classe C? en espace et C! en temps. En termes de
sous-différentiels, cela revient a considérer les sous- et sur-différentiel paraboliques des semi-solutions.

Définition 6.1 (Sous-différentiel parabolique) Soit u : RT x Q — R une fonction semi-continue inférieu-
rement. Le sous-différentiel parabolique P~ u(ty,zq) de u en (to, o) € RT x Q est I’ensemble des triplets
(1,9, X) € R x RN x Sy tels que, pour tout (t,xz) € Rt x Q,

u(t,x) <wulto,zo) +7(t—to) +p-(y —x0) + %X(x —x) - (x — o) + o[t — to| + |z — x0|2).

On définit le sur-différentiel d’une fonction u scs par Ptu = —P~(—u). Voici alors la définition des
solutions de viscosité pour les équations d’évolution.

Définition 6.2 (Solution de viscosité pour les équations d’évolution) Soit Q un ouvert de RN, G :
Sy x RV x R x Q — R localement bornée vérifiant (5.7) et u: RT x Q — R.
i) u est une sous-solution de viscosité de (6.4) si u est scs et si, pour tout (tg,zo) € (0;+00) X Q et
tout (1,p, X) € Ptu(to, o), on a 7+ G.(X,p,u(xg), o) < 0.
i1) u est une sur-solution de viscosité de (6.4) si u est sci et si, pour tout (tg,xo) € (0;4+00) X Q et
tout (1,p, X) € P~ u(to,zo), on a 7+ G*(X,p,u(xg),x9) > 0.
iii) u est une solution de viscosité de (6.4) si elle est une sur- et sous-solution de viscosité de (6.4).

Dans la démonstration du théoréme de comparaison (voir Section 6.4), nous aurons besoin de la ver-
sion parabolique du lemme d’Ishii. Pour cela, nous devons introduire les sous-différentiels paraboliques
limites fi. Ils se définissent exactement comme les sous-différentiels limites Ei. Précisément, (7,p, X) €
fiu(t,x) s'il existe (7, Pn, Xn) = (1,0, X) et 2, — = tels que (Tn, Pn, Xpn) € PEu(tn, x,) et u(ty,, z,) —
u(t, ). Nous pouvons maintenant énoncer la version parabolique du Lemme d’Ishii.

Lemme 6.1 (Lemme d’Ishii — Version parabolique) Soit U et V des ensembles ouverts de RV,
u:RT XU = Rscsetv: R xV — R sci. Soit op:RT xU xV — R de classe C? en espace et
Ct en temps. On suppose que (t,x1,m2) — u(t, 1) — v(t,x2) — @(t, z1,72) atteint un mazimum local en
(1,71,T2) € RT x U x V. On note 7 = 9yp(t,71,T2), p1 = Dy, p(1,T1,T2), p2 = —Dayp(f,T1,T2) et
A= D?p(t,71,T2). On suppose que u et —v vérifient I’hypothése suivante :

(H) Pour tout (s, z), il existe r > 0 tel que pour tout M > 0, il existe C tel que,

|(t,x) — (s,2)| <7
(r,p, X) € PTw(t, z) =7<C
lw(t, )| + [p| + [X| <M

Alors, pour tout o > 0 tel que aA < I, il existe 71, 7o ER et X, Y € Sy tels que

T=T1 — T2
(Tl,pl, Ef uff (Tz,pQ,Y)Ef_’U(f,fg)7
X L
< (] —
< ) (O _Y)(I aA) A
Remarque 6.1 1. L’hypothése (H) faite dans le lemme est automatiquement vérifiée dés que u est

une sous-solution et v est sur-solution d’une équation parabolique.

2. Cette version parabolique du lemme d’Ishii permet de ne pas dédoubler la variable en temps. Sa
démonstration consiste d’ailleurs a le faire et & passer d la limite. Ceci explique Uhypothése (H) :
elle permet d’avoir la compacité nécessaire.

3. Si A vérifie (par blocs) A(g) = 0 pour tout & € RN, alors l’inégalité matricielle de la conclusion
implique X <Y.
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6.3 Propriété fondamentale de I’équation géométrique

Théoréme 6.1 Soit u : RT xRY — R une sous-solution bornée de l’équation de mouvement par courbure
moyenne (6.3). Soit 6 : R — R croissante et semi-continue supérieurement. Alors 0(u) est encore une
sous-solution de (6.5).

Remarque 6.2 — Posons F(p, A) = tr[(I — ’l’ﬁf)A]. On remarque que :

VA ERT, Vu € R, F(Ap, \A + up @ p) = AF(p, A) (6.5)

On dit que l’équation parabolique associée a cette opérateur elliptique est géométrique. Le théoréme 6.1
est encore vrai pour toute équation parabolique associée a un opérateur elliptique dégénéré et géo-
métrique.

— On peut énoncer l’analogue de ce théoréme pour les sur-solutions v et une 6 croissante semi-
continue inférieurement.

— Le théoréme est encore vrai si on supprime l'hypothése de croissance sur 8, a condition de supposer
qu’elle est continue (valable seulement pour le mouvement par courbure moyenne).

DEMONSTRATION DU THEOREME 6.1 : On commence par supposer que la fonction @ est de classe C2
et que 6’ > 0. En utilisant le fait que F est géométrique (voir (6.5)), il est facile de voir que le résultat
découle dans ce cas du lemme suivant :

Lemme 6.2 Soit 0 : R — R de classe C? et u: RT x RN — R et semi-continue supérieurement. Pour
tout sous-différentiel parabolique (1,p, A) € P~0(u)(t,x), t > 0, x € RN, il eziste (3,q, B) € P~ u(t,z)
tel que :

T=0'(ut,2))B,  p=0(ult,x)g,  A=0"(ult,x))B+0"(ut,r))q®q.

DEMONSTRATION DU LEMME : Par définition du sous-différentiel parabolique, pour (s,y) dans un voisi-
nage de (¢, z),

0(u)(s,y) < O(u)(t,z) +7(s = 1) + {p,y — @) + %<A(y — @), (y— o) +ol|s —t[ + [y — 2[*)

= u(s,y) <07 [0(u)(t,2) + Q(s,y) + ol]s — t + |y — z[*)]

ot Q(s,y) =7(s—t)+(p,y—z)+ 3(A(y—z), (y—2)) (on a utilisé le fait que 0 est strictement croissante,
donc un homéomorphisme d’un voisinage de u(t,x) vers un voisinage de 0(u(t,x))). Puisque 6 est de
classe C? et de dérivée strictement positive, c’est un difféomorphisme local et

61U +6)=0"1U) + (01 (0(U))s + %(9*1)”(9(@)52 + 0(6%).
De plus,
O=1'(U)=1/(0'(6~"(U))) (6=1)"(U) =—0" (6~ (U)) /(0" (67 (U)))*.

Donc en appliquant ceci & U = 0(u(t, z)) et § = Q(s,y) + o(|s — t| + |y — z|?), on obtient,

u(s,y) < 07 (O(ult,z) + Q(s,y) +ol|s — t| + |y — z[*))

v ey L) ey e
Tt Y " s G yp @ &y Folls =i+ 1y —al?)

T P 1
= u(t e JE Y (s —y — _(A(y - -
1 0" (u(t 2)) 2 2
s ((py — —t — z]?).

En utilisant alors le fait que ({p,y — x))? = (p @ p(y — x),y — x), on constate que (3, ¢, B) défini dans le
lemme est bien dans le sous-différentiel parabolique de u en (¢,z). m

Si la fonction 6 n’est que semi-continue supérieurement, supposons qu’on puisse ’approcher par des
fonctions 6 de classe C? vérifiant (0°)" > 0 et telles que 65 > 0 et lim. o supz<. 60°(r +n) = 0(r)
(par croissance de 6, cela revient & demander que limsup* 6 = ). Par ce qui précede, 6°(u) est une

= u(t,z)+
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sous-solution de (6.3) et le théoreme de stabilité discontinue (théoreme 5.1, p. 53 (*)) nous montre que
lim sup™ (6 (u)) est encore une sous-solution de (6.3); or, par croissance de 6°,

lim sup™(6°(u))(t,z) = lim sup 6% (u(s,y)) = lim sup@® sup u(s,y) | -

=0 <e sn0z<e \ ls—tl+ly—al<p

ls—tl+ly—=|<p

Le caractere scs de u assure que Sup|,_¢|4|y—q<p (s, y) < u(t,r) + w(u) avec w(p) — 0 lorsque p — 0,
et donc, toujours par croissance de 6°,

lim sup® (6 (u)) (¢, z) < lim sup 6°(u(t, ) + w(p)) = O(u(t,z))

g,u—0 <e

par choix des approximations #° et une composition de limites. D’un autre coté, comme 6 > 6, on a
aussi

er—=0z<e ls—t|+ly—z|<p #2205ty —a|<p

limsup*(0°(u))(t,z) = lim sup 95< sup u(s,y)) > lim 6 ( sup u(s,y)) > O(u(t,x))

(la derniére inégalité vient du fait que 6 est croissante). Ainsi, limsup®(6°(u)) = 6(u) et la preuve est
complete, a condition que nous prouvions l'existence de 6°.

Voici une maniere de construire de telles approximations : on se donne un noyau régularisant p. dont le
support est décentré sur R~ (i.e. supp(p:) C [—¢,0] par exemple) et on pose ©° = § x p. (remarquons
que, puisque 6 est croissante, elle est localement bornée et cette convolution a donc un sens). Puisque 6
est croissante, ©F est croissante réguliere et, par décentrement du noyau,

0

0
o (r) = / O(r — s)pe(s)ds > 0(1")/ pe(s)ds = 6(r).

En combinant ©% > § et la croissance de 6, on a
O (r+m) > 0(r+n) > 0(r).

De plus, toujours par croissance de 6,
B 0 0
O (r+mn) = [ 0(r+n—s)pz(s)ds <0(r+n+) [ pz(s)ds=0(r+n+7).

—€ —€

Mais € est scs, donc lime 50 SUPz<e O(r +n+ &) < 0(r) et lime ,osupz<. O°(r +n) < 6(r). On en
déduit que lim, ;o supz<. ©°(r+1) = 0(r) et pour s’assurer que les dérivées des approximations restent
strictement positives, puisque OF est croissante, il suffit de poser 0°(r) = ©%(r) +er. m

6.4 Un résultat de comparaison pour le mouvement par cour-
bure moyenne

Théoréme 6.2 Soit ug : RN — R une fonction scs bornée et vy : RN — R une fonction sci bornée. Soit
u une sous-solution bornée de (6.3) telle que u(0,z) < ug(xz) et v une sur-solution bornée de (6.3) telle
que v(0,z) > wvo(x). Supposons que ug (ou vg) est uniformément continue. Si ug < vg alors u < v sur
Rt x RV,

DEMONSTRATION : On procede comme expliqué dans la section 5.5. Pour un temps fixé T' > 0, on pose,
M = sup{u(t,z) — v(t,x) : (t,x) € [0, T[xRN}

et 'on veut montrer que M < 0. Remarquons que ce supremum est fini car les deux fonctions mises en
jeu sont bornées. On suppose par I’absurde que M > 0 et on exhibe une contradiction. Si M > 0, il existe

*. A noter que les équations paraboliques sont un cas particulier acceptable d’hamiltonien dans ce théoréme de stabilité :
elles correspondent a des hamiltoniens en dimension N + 1, indépendants de la dérivée seconde temporelle.
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(t*,2*) € [0, T[xRY tels que u(t*,z*) — v(t*,z*) > 0. On dédouble alors les variables en considérant,

pour des constantes e, a,y > 0,

= —yl*
4e

M = sup {u(t, x) —v(t,y) — .

%(|x|2 +y>) — = : (t,z) € [0,T] x ]RN}.

T—1
.
Tt
petits. La constante + est désormais fixée. Grace au terme o/2(|[* +[y|?), ce supremum est bien atteint ;
notons (¢,7,7) un maximiseur. De M > 0 et du fait que u et v sont bornés, on déduit :

On remarque que M > u(t*,z*) — v(t*, 2*) — a|z*|* — et donc M > 0 pour « et v suffisamment

Z-g'<Ce aFfP+afgff<C ~y<C(T -1

ou C ne dépend que de u et v. Ainsi (aF,ay) — 0 lorsque o — 0 et ¢ < T — v/C. On distingue alors
deux cas.

Premier cas. Supposons que pour tout € > 0, il existe o € (0,¢) tel que ¢ = 0. Alors il existe des suites
en — 0 et o, — 0 telles que £, = 0 et

0 <M <u(0,z,) —v(0,7,) < uo(Tn) — uo(Y,) < w(|Zn —7,|)

avec w le module de continuité de ug (si ¢’est vy qui est uniformément continue, remplacer ug par vy dans
ce qui précede). On obtient alors la contradiction souhaitée puisque |Z,, — 7, | — 0.
Second cas. On suppose qu’il existe € > 0 tel que pour tout o € (0,¢) on a ¢ > 0. La constante ¢ est
désormais fixée. On pose a(t,z) = u(t, ) — $|z|* et o(t,z) = v(t,z) + $|z|?; on a

B ~ N e . N
M =supqua(t,z) —o(t,z) — = —Tit.(t,x)E[O,T]xR :

4 2 .
On considere alors la fonction-test ¥(t, x,y) = % + 7 = @ + 7 ol ¢(z,y) = |z —y[*/2. On
veut appliquer le lemme d’Ishii parabolique a cette fonction-test ; il faut donc calculer ses dérivées. Si on

pose p = x — y, on trouve :

atw(ta €, y) = ﬁ

2 1 2 2 1
Vot = Z¢Vad = —[pI’p,  Vyb = Z¢Vyé = —~¢Vao = —~|p%p
g g g g £

2, _ 2 _2 24) = 2 p P w I
D2 = 2pens) = 2o Do o) =2 (2 ) ( 2 )48 ( 1 7))

En posant p = T — 7, il vient D*(,7,7) = A = il ( Z =2 ) ou Z = é + % ® %. On applique

£ —Z VA
alors le lemme d’Ishii en utilisant 1/(2||A|)A < I. On vérifie que || A|| < 3|p|?/e et que si § = 1/(2]|A])),
(I —5A)~YA <2||A|I <6[p|?/e. 1l existe donc deux matrices X,Y € Sy et deux réels 71, 2 tels que
T — T2 = 77,
(T —1)?

(TlamTp7X) €f+ﬂ(¥vf)7 (727W7p>y) efiﬁ(fag)v

6[p|> (I 0 X 0 6[p> /I 0
o1 )SVo v)=s7"2\or1)

Ainsi X et Y sont bornées indépendamment de « (rappelons que c¢’est déja le cas pour p). En particulier,
—(6[p|?/e)I < X < (6|p|*/e)I. 1l existe donc ay, — 0 telle que & — too, D — Poo €t (X,Y) = (X0, Yoo)-
Par ailleurs, etant donné que w est sous-solution et que v est sur-solution, en utilisant ’ellipticité de
Péquation (remarquons que A(g) = 0 pour tout ¢ € RY de sorte que, par le troisitme point de la
remarque 6.1, on a X <Y) on trouve

p|*p
9]

Tl—l-F*( +aa:,X—|—aI>§0

727
o+ F* ('pp—ay,X—ozI> >0
€
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En soustrayant ces inégalités et laissant n — oo, on trouve,

2 2
B +F, |poo| poo,Xoo < F* |poo| poo’XOO
(T —too)? 3 €

Pour conclure, il suffit de remarquer que si po, = 0 alors X, = 0 (on rappelle que F,(0,0) = F*(0,0) = 0).
Si poo # 0, alors la continuité de F en (poo, Xoo) donne la contradiction recherchée. m

6.5 Existence d’une solution pour le mouvement par courbure
moyenne

Nous construisons maintenant une solution a (6.3) par la méthode de Perron. Grosso modo, cette derniere
consiste a considérer la plus grande sous-solution vérifiant la condition initiale et & montrer qu’elle est
également sur-solution. Pour appliquer ce programme, le principe de comparaison et les résultats de
stabilité sont importants. Nous venons de prouver 'unicité forte ; pour ce qui est de la stabilité, remarquer
que le cas parabolique n’est qu’un cas particulier du cas stationnaire. Les résultats de la section 5.4 sont
donc valables avec Q =0, +0o[ xRN (voir en particulier les commentaires de A§5.4.3).

Théoréme 6.3 Soit ug : RV — R une fonction bornée uniformément continue. Alors il existe une unique
solution u : RT x RN — R bornée et uniformément continue de (6.3).

DEMONSTRATION. : L’unicité de u est une conséquence du théoréme de comparaison 6.2. Pour montrer
Iexistence, nous allons utiliser la méthode de Perron. Pour cela, nous allons commencer par construire
des “fonctions barrieres” qui nous assureront que la condition initiale est bien vérifiée.

Considérons le module de continuité de ug : wo(r) = supyern | |nj<r [Uo(T + h) — uo()].

Lemme 6.3 Il existe u~ (resp. ut) sous-solution (resp. sur-solution) de (6.3) telle que et
o) — wo( /2N —1)1) < u(t.2) < u(t.2) < o) + wol /2N — D).
pour tout (t,x) € R* x RN. En particulier (u™).(0,z) = u=(0,2) = ug(x) = u*(0,2) = (u).(0, 2).

DEMONSTRATION DU LEMME 6.3 : On remarque que la fonction (¢,x) — —(|z|? +2(N — 1)t) est solution
classique de (6.3). Il faut alors modifier cette fonction pour assurer que la condition initiale est satisfaite.
Pour ce faire, pour tout ¢ € RV, on définit pour r < 0,

0c(r) = inf{ug(y) : |y — &> +7 <0}

et on la prolonge & R™ par ug(€).

On peut vérifier que 6 est croissante, bornée (indépendamment de &), continue, 0¢(0) = uo(§) et pour
tout (t,x) € RT x RN, 0¢(—|z — &> —2(N — 1)t) < ug(z). De plus, en utilisant la propriété fondamentale
de I'équation géométrique (théoréme 6.1), on sait que O¢(—|x — £|* — 2(IN — 1)t) est une sous-solution de
(6.3). On pose alors :

u(tx) = (Slép Oc (| — &> — 2(N - 1)t)>

et par le théoréme 5.2, on sait que ceci est encore une sous-solution de (6.3). Ensuite on remarque que
(u)«(0,2) < u(0,2) < up(x). De plus,

u” (t,x) > 0, (—2(N — 1)t) > ug(x) —wo(v/2(N — 1)t)

donc u™(0,2) > (u™)«(0,2) > up(z) et u=(0,2) = ug(x). On définit de la méme maniére un u™ et, pour
justifier que = < u™, on utilise le théoréme de comparaison 6.2. m
Considérons alors I'ensemble de toutes les sous-solutions majorées par ut (u~ en est une). La méthode de
Perron consiste a considérer le supremum de cette famille de sous-solutions ; elle sera encore sous-solution.
On montre alors que c’est aussi une sur-solution et que la condition initiale est satisfaite. Considérons
donc :

S = {w:R" x RY — R sous-solution de (6.3),w < u*} 3 u".
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et posons :

u = (sup{w: w € S})".
Par le théoréme 5.2, on sait que u est une sous-solution de (6.3). Du fait que u~(0,z) = (u™)*(0,z) =
up(x), on sait que u(0,z) = ugp(x). Considérons alors u : u.(0,2) > (u)«(0,2) = up(x). Si on montre
que c’est une sur-solution de ’équation géométrique, par comparaison, on en déduit que u* < u, et donc
que u est continue, est solution de (6.3) et vérifie la condition initiale.
L’argument qui suit est général, il n’est pas spécifique a ’équation que 1’on étudie. Supposons que u, ne
soit pas sur-solution de (6.3). L’idée est de construire une sous-solution qui contredise la maximalité de
u. Dire que u, n’est pas sur-solution implique qu'’il existe (t,x) € (0;4+00) x RN et (7,p, X) € P~ u.(t, )
tels que 7+ F*(p, X) = —6 < 0.
Posons alors

1

Q(s,y) =u*(t»w)+7(8—t)+<p7y—w>+2<X(y—w),y—x>+5—7<;|y—xl2+Is—t>

ou 0 et 7y sont deux constantes que I'on ajustera plus tard. Calculons ensuite

95Q(s,y) + Fu(VQ, D*Q)(s,y) = 7 — vﬁ +EMP+X(y—z) -y —=2),X —I)

s—1 N
ngvm+F P+ X(y—a)—v(y—2),X —I)

s—
ls—

(si s = t, il faut remplacer ’;‘ par n’importe quel réel compris entre —1 et 1). Donc pour r et -y assez
petits, on a :

9,Q + F.(VQ,D*Q) < —0/2 < 0

pour tout (s,y) € V, = {(a,2) : |z — z|>/2 + |a — t| < r} (on a utilisé le caractere scs de F™*). De plus,
par définition du sous-différentiel parabolique :

u(s,y) > ua(s,y) > ua(t,z) +7(s =) + (p,y — ) + %(X(y—w),y—fw +olly — o +1s — )

1
> Qo) =5+ (gly =+ ls 1)) +ofly = ol + s~ )

Choisissons § = 77 et considérons (s,y) € V- \ Vy/s :

u(s.y) 2 Q(s,y) = L + 5+ o) = Qs.y) + I +o(r)

Donc pour r suffisamment petit, u(s,y) — Q(s,y) > yr/8 > 0 sur V;. \ V, /5. Posons alors :
U(s,y) = { max{u(s,y), Q(s,y)}  si (s,y) €V,

u(s,y) sinon.

La fonction U est encore sous-solution de (6.3) et U(0,2) = u(0,z) = up(z). Donc par comparaison
U<ut sur Rt x RN, Donc U € S.
De plus, supg+ gy {U(t,2) — u(t,x)} > §; en effet, en prenant (t,,x,) — (¢, ) tel que u(ty,x,) —
uy(t, ), on a

lim U(ty, zn) — u(tn, zn) > lm Q(t,,zn) — u(tn, zn) =0 > 0.

n—oo n— oo
Ceci contredit la définition de wu.
Il nous reste a montrer que u est uniformément continue. Montrons d’abord que u est uniformément
continue en espace. Pour tout h € RN, uif (¢, x) = u(t, x + h) +wo(|h|) est solution de (6.3) et u;, (0,z) <
up(z) < u)(0,z). Par le théoreme de comparaison, on en déduit que u(t,z + h) — wo(|h|) < u(t,z)
u(t,z + h) + wo(|h]).
Pour montrer que u est uniformément continue en temps, on fixe § € R. En consideérant u}'(t,z) =
u(t + 0, x) et en raisonnant comme précédemment, on montre que :

IN

|u(t+6,2) —u(t,z)| < Slaljp |u(d,2) —up(x)] < wo(v/2(N —1)d).

La seconde inégalité est une conséquence du lemme 6.3. Ceci achéve la démonstration. m

Exercice 6.1 Montrer que le théoreme 6.3 est encore vrai pour une condition initiale non nécessairement
bornée (la solution n’est alors plus bornée). On pourra utiliser des fonctions de troncature (croissante) et
le théoréme de Ascoli-Arzéla.
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6.6 Cohérence de la définition

Théoréme 6.4 Soit ug et vy deux fonctions bornées uniformément continues telles que :
iR >0, Vz ¢ B(0,R), ug(z) = vo(x) =1 (6.6)

et
{up(z) < 0} = {vo(z) < 0} & {up(z) > 0} = {wo(x) > 0}.

Alors les deuz solutions u et v de (6.3) respectivement associées aux conditions initiales ug et vy vérifient :
{u(t,z) < 0} = {v(t,z) <0} & {u(t,z) > 0} = {v(t,z) > 0}.
En particulier, les fronts définis par u et v coincident.

Remarque 6.1 L’hypothése (6.6) traduit le fait que le front initial est borné. On peut traiter le cas
général mais il faut alors faire de nouvelles approximations.

DEMONSTRATION : Posons m = minug < 0 et M = maxwug > 0. Définissons deux fonctions ¢ et v par

O I S R B

Lemme 6.4 1. Les deux fonctions ¢ et 1 sont croissantes, ¢ est scs, P est sci.

2. (r<0& ¢(r)<0) et (r>0s1(r)>0).

Admettons ce lemme. Alors par la propriété fondamentale des équations géométriques, ¢(u) est une sous-
solution de (6.3), ¥ (u) est une sur-solution et ¢(ug) < vy < ¥(ug). Donc par le théoréme de comparaison,

P(u) < v < P(u).

Fixons t > 0. Soit x tel que v(t,z) > 0. Alors ¥ (u(t,z)) > 0 donc (grace au lemme 6.4) u(t,z) > 0.
Ainsi {x : v(t,z) > 0} C {x : u(t,x) > 0}. Soit x tel que v(t,z) < 0. Alors ¢(u(t,z)) < 0 donc (grace au
lemme 6.4) u(t,z) < 0. Ainsi {z : v(t,z) <0} C {x: u(t,z) < 0}. Donc {x: v(t,z) =0} C {z: u(t,z) =
0}. En inversant les roles de u et v, on conclut que {z : v(t,z) = 0} = {z : u(t,x) = 0}.

Puis {z : v(t,z) < 0} C {z : u(t,z) < 0} U{x : u(t,z) = 0} = {x : u(t,z) < 0} U{x : v(t,x) = 0}
donc {x : v(t,x) < 0} C {z : u(t,z) < 0}. En inversant une fois encore les roles de u et v, on en déduit
{z:v(t,z) <0} = {x: u(t,x) < 0}. Ceci acheve la démonstration. m

DEMONSTRATION DU LEMME 6.4 : Il est facile de voir que les fonctions sont croissantes et qu’elles
sont semi-continues. On peut aussi vérifier que ¢(0) = ¥(0) = 0. La croissance implique que si 7 < 0
alors ¢(r) < 0. Réciproquement, si ¢(r) < 0, alors il existe une suite {y,},>1 telle que pour tout n,
vo(yn) < 1/n et up(yn) > r. Comme lensemble {z : vo(z) < 1/2} est borné, on peut extraire une sous-
suite qui converge vers Yoo. Alors vp(Yoo) < 0 et up(Yoo) > 7. Or {2 : vo(x) < 0} = {x : up(z) < 0} donc
r < Uup(Uoo) < 0. m

6.7 Commentaires et bibliographie

L’approche par ensembles de niveau pour le mouvement par courbure moyenne a été introduite en 1991
simultanément par Evans et Spruck [19] et Chen, Giga et Goto [16]. Ces résultats ont des applications tres
diverses : théorie de I'image, probléme de combustion, mathématique financiere etc. Tous les résultats que
nous présentons ici sont tirés de ces deux articles. Seule la démonstration de la cohérence de la définition
(Théoreme 6.4) est tirée de [24].

La théorie de la propagation de fronts pour des lois géométriques plus générales a ensuite été développée.
On pourra consulter & ce sujet Particle de syntheése de Souganidis [25] et les références qu’il cite.
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Chapitre 7

Annexes

7.1 Lemmes techniques pour les solutions de viscosité

Lemme 7.1 Soit A € Sy. On a tr(AZ) > 0 pour tout Z symétrique positive si et seulement si A est
positive.

DEMONSTRATION DU LEMME 7.1 :

On se place dans une base orthonormale de diagonalisation de A et on note \; les valeurs propres de A.
Soit Z une matrice de coefficients ((z;,5))i,; : on a tr(AZ) = >, Xz ;.

Supposons que tr(AZ) soit positive pour tout Z dans Sy, et prenons la matrice Z qui a des 0 partout
sauf un 1 sur la diagonale en i-eéme position (Z est bien diagonale positive - on notera que l’on a pris soin
de diagonaliser A dans une base orthonormée de sorte que la symétrie de Z dans cette base corresponde
bien & la symétrie pour le produit scalaire usuel). Alors tr(AZ) = \; est positif; ceci étant vrai pour tout
1, cela prouve la positivité de A.

Supposons maintenant que A est positive : tousles \; (¢ = 1,..., N) sont donc positifs. Si Z est symétrique
positive alors, en notant e; le i-eme vecteur de la base de diagonalisation de A, on a z;; = (Ze;, e;) > 0.
Ceci étant vrai pour tout 4, cela montre que tr(AZ) =) . A\;z;; est positif. m

Lemme 7.2 Si F: Sy x RY xR x Q — R est continue et vérifie (5.25), alors elle vérifie (5.7). Si F
est indépendant de x, alors ces deux hypothéses sont équivalentes.

DEMONSTRATION DU LEMME 7.2 :

Soit X < Y des matrices symétriques. Cherchons & voir comment modifier X en X de telle sorte que
(X,Y) vérifie la majoration dans les inégalités matricielles de (5.25) ; pour cela, on utilise la forme donnée
en remarque 5.6-i) de cette inégalité : si (&,7) € RV, on a

(X€,6) = (X(E—n+n),&—n+mn)
(X(E—=m), & —m) + (2X(§—n),m) + (Xn,m)
< (Y +IXI[1€ = nl* + 21X 1€ = 7] |n]-

A

Nous allons chercher X sous la forme X — ¢(A\)I et choisir ¢()\) de telle sorte que soit “compensé” le
“mauvais terme” 2| X|||£ — n||n|. Soit A > 2||X]||. Il faut trouver ¢(\) > 0 de sorte que

(X = e(NDEE) < (Yn,m) + |IX[[€ = nl* + Al —nl*.
Vu les calculs précédents, il suffit de trouver ¢(\) tel que
20| X111€ = nl[n] = c(N)E* < Alg —nl?,

soit encore
2(|X([[€ =l Inl = A& = nl* < (M) ¢
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Comme on cherche c¢(X) positif, il suffit d’établir cette inégalité uniquement lorsque le membre de gauche
est positif, c’est-a-dire lorsque 2||X|| || > A€ — 7|, ce qui implique en particulier 2||X|| |n| > Aln| — Al£],

21X
3ol XT] €] et donc

2]1X]] €] A €] = 411X
A= 2| XA =21 X]| (A —=2[[X1)

donc |n| < |\§| Dans cette situation, on en déduit |€ —n| < MM\ <

A
A=2[[X]

2| X111€ = nl Inl = Alg —nl* < 2[|X]| 138

2
et on constate que ¢(\) = %, qui tend vers 0 lorsque A — oo, convient.

On a donc, pour tout A > 2||X|| et avec le ¢(\) ci-dessus,

(X =D& E) < (Yn,m) + ([IX]] + M) € —nl*.

Si on prend & > 0 tel que [|Y|| < 2, [|[X — c(N)I|] < 2 et [|X||+ A < 2, les matrices X — ¢()) et YV

3
vérifient I'inégalité matricielle de (5.25). En prenant (p,z) € RY x RN et en posant y = x — ep (de sorte

que =¥ = p), on trouve donc

F(Y,p,u,x —ep) < F(X — (NI, p,u,x) + w(elp® + elp|).

On peut alors envoyer successivement € vers 0 (la seule condition sur ce nombre est qu’il soit assez petit
par rapport & A), puis A vers l'infini (ici aussi, on avait juste besoin de A > 2||X]||), en rappelant qu’alors
¢(A) = 0, pour voir que F(Y,p,u,z) < F(X,p,u,z), grace & la continuité de F.

Lorsque F' ne dépend pas de x, voir que (5.7) implique (5.25) est assez simple : en effet, si X et Y vérifient,
pour un ¢ > 0, 'inégalité matricielle de (5.25) alors on a X <Y (voir remarque 5.6). Si (x,y) € RY alors,
en appliquant Pellipticité de F' avec p = “=£, on trouve F(Y, *=¥ u) < F(X, *=%,u), ce qui prouve que

F vérifie (5.25) avec w =0. m )

7.2 Le calcul sous-différentiel d’ordre 2

7.2.1 Définitions des sous-différentiels
Nous rappelons la définition des sous-différentiels d’ordre 2, parfois appelés sous-différentiels de Fréchet.

Définition 7.1 (Sous-différentiel d’ordre 2) Soit u : Q — R sci. Le sous-différentiel D*~u(xq) d’ordre
2 de u en zg € Q) est l'ensemble des couples (p, X) € RN x Sy tels que, pour tout y € Q,
1

u(x) > u(xo) + (p,x — zo) + §<X(x —xg),x — xo) + o|x — z0|2).

Voici différentes caractérisations des sous-différentiels d’ordre 2.

Proposition 7.1 (Caractérisation des sous-différentiels d’ordre 2) Les énoncés suivants sont équivalents.
i) (p,X) € D* u(xo)
i) Il existe une fonction ¢ de classe C? telle que u — ¢ atteint un minimum local en xo et (p, X) =
(Dg(x0), D*¢(x0)).
iii) Il existe une fonction ¢ de classe C? telle que u — @ atteint un minimum local strict en xq et
(p, X) = (Dg(x0), D*p(w0)).
iv) 1l existe une fonction ¢ de classe C? telle que u — ¢ atteint un minimum global en xq et (p, X) =
(De(@0), D*p(x0)).
v) Il existe une fonction ¢ de classe C? telle que u — ¢ atteint un minimum global strict en xq et

(p, X) = (D(x0), D*p(x0)).

DEMONSTRATION : Démontrons d’abord que (i) est équivalent & ().

Soit ¢ € C%() telle que u — ¢ a un minimum local en zo. Quitte & ajouter une constante & ¢ (ce qui ne
change pas ses dérivées), on peut toujours supposer que ce minimum vaut 0. On écrit alors simplement,
par Taylor, au voisinage de zo, u(z) > ¢(z) = ¢(z0) + (Vo(wo),z — x0) + 5 (D*p(z0)(x — x0), © — 20) +
o(|z — zo|?).

Soit maintenant (p, X) € D*~u(zg). On a

u(z) > u(zo) + (p,x — o) + %(X(x —x0), & — o) + |T — zo|?e(z — x0)
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avec £(y) — 0 lorsque y — 0. Soit n donné par le lemme 7.3 (voir plus bas) pour e. La fonction ¢(x) =

u(wo) + (p,x — x0) + (X (x — 29), X — 20) + |z — zo|*n(z — x0) est réguliere hors de wg, inférieure & u

dans un voisinage de x( et égale a u en zg : © — ¢ a donc un minimum local en xy. De plus,

Vo(z) = p+X(x—x0)+ 2z — mon(z — z0)(x — x0) + | — 2o|*Vn(z — 20)
r — X r — X T
Do) = X +2 s )

+2|z — 2o|n(z — 20)I + 2|7 — 0| V(2 — 20) (2 — T0)" + |2 — 20|*D?*n(2 — 70)

donc, par les propriétés de 1, Vo et D% ont des limites, respectivement p et X, lorsque x — z. Cela
prouve que ¢ est C2 et conclut la preuve de (i) < (ii).

Démontrons maintenant qu’on peut passer d’un minimum (local ou global) & un minimum strict.

Si u — ¢ atteint un minimum en g, alors u — (o — | - —xo|*) atteint un minimum strict en ce méme z :
on a en effet u(wo) — (p(x0) — a0 — wolt) = (o) — pl0) < ulx) — p(x) < u(@) — (p(x) — o — wo|*)
avec une égalité entre les termes extrémes qui entraine 1’égalité dans la derniere majoration, c’est-a-dire
|z — xg|* = 0, donc 2 = . On conclut en constatant que la fonction ¢ = ¢ — | - —xg|* est de classe C?
et a mémes dérivées premieres et secondes en xgy que .

Montrons maintenant que ’on peut toujours prendre des fonctions-test telles que 'on ait un minimum
global.

Soit ¢ telle que v — ¢ a un minimum local (disons sur une boule centrée en zy et de rayon r < 1) en
Zo ; quitte a ajouter une constante & ¢ (ce qui ne change pas ses dérivées premieres et secondes), on peut
supposer que u(zg) — ¢(xg) = 0.

Prenons une suite (K, )n>0 de compacts de Q qui vérifient : Ko = B(xo,r), K, N K,, # () uniquement
lorsque [n—m| < 1, K,,NB(zg,7/2) = @ lorsque n > 1, K, est inclus dans Uintérieur de K,,_1 UK, UK, 11
(Ko U K7 lorsque n = 0) et 'union des K, est ©; on prend par exemple, pour n > 1,

1 1
K, = ({:ZZEQ‘|z—$0|§nCtn§diSt(xvag)S 1}

n —

U {ac €N ‘ n—1<|z—x9| <net % < dist(x,@Q)}) \B(zg,r/2).

Soit v, de classe C'*° positive & support compact dans K, 1 U K,, U K1 (KoU K lorsque n = 0) et
qui vaut 1 sur K, ; on peut aussi se débrouiller pour que supp(vy1) ne contienne pas zy (ce point est &
Pextérieur de K7).

Comme u est sci, pour tout n > 0, infx_ (u — ¢) est fini; posons a, = inf(0,infx (u — ¢)) (on a, par
définition de Ko, ag = 0) et ¢y = ¢ + ) an¥,. Par hypothese sur les intersections des compacts K,
et les supports des fonctions 7, cette somme est localement finie et 1 est donc une fonction sur 2 qui
a la méme régularité que ¢. Comme ag = 0, supp(vl) ne contient pas xy et supp(~y,) ne rencontre pas
Ko = B(zg,7) lorsque n > 2, les dérivées de 1 en x( coincident avec celles de ¢. De plus, pour tout n,
on a, sur K,, ¥ < ¢ +a, doncu—19 > u— ¢ —a, > 0 et comme u(xg) — P(xg) = u(xg) — ¢(xo) = 0,
u — 1 atteint bien un minimum global en xq, ce qui conclut la preuve. m

Pour établir ces équivalences, nous avons eu besoin du lemme suivant.

Lemme 7.3 Soit U un ouvert de RY contenant 0 et £ : U — R localement bornée et qui tend vers 0 en
0. Alors il existe n : RV — R de classe O en dehors de 0 telle que |g| < n au voisinage de 0 et, pour
tout v € NN |z|"10¥n(x)| — 0 lorsque x — 0.

DEMONSTRATION DU LEMME 7.3 :
La conclusion étant locale, on peut supposer (quitte & modifier € en dehors d’une boule centrée en 0) que
¢ est définie et bornée sur RY.

On commence par radialiser le probleme en posant, pour ¢ > 0, f(t) = sup <, le(x)]; f est croissante et
tend vers 0 en 0. On prend p € C2°(]0, 1[) positive d’intégrale 1, on pose pi(s) = +p(%) et on définit

o) = Fl) = [ Fe)onts ~0yds = 1/0°°f<s>p(s‘t) s (7.1)

t
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On voit que g est C* sur ]0, 00| (p est réguliere et f est bornée). De plus, comme f est croissante,

1 2 s—t

s =1 [ e () as= 2tf<t>p(sgt) ds = f(t) (7.2)

tJi tJi

(rappelons que p est d’intégrale 1). Par dérivation sous I'intégrale, on a
dam [ s—t e dm™ /s
a i [T 5P (1) a 2
o | 100 () as= [ 1) 5 (5 -1) as (73
et la formule de Faa-di-bruno donne

mo s m! s k1 m s o
c(liTmpG*l) - > kll-.-km!(l!);l---(m!)km <cclit(t1)> m((jzf’”(tl))

k142ko+-+mk,,=m
S
x plkatethm) (E _ 1) .

Or d—l(f — 1) se comporte comme 55y et ptF1FFrn)(5 1) 2 0 uniquement lorsque s €]t, 2t[, auquel

dtt tl
cas ;57 est majoré par t%; ainsi, —:ftm p(; — 1) est majoré par une combinaison linéaire de termes de la
1 o s
forme ml]t,gt[(s) avec ]fl + 2]€2 + -+ mkm = m. A1n51,

dm™ s Cm
dtimp(; - 1)‘ < Wl]t,Qt[(S)- (7.4)

(7.3) et la formule de Leibniz appliquée & (7.1) montrent que la m-éme dérivée de g est une combinaison

linéaire de - .
1 am S
) /O £ gmr (7 1) s

pour [ € [0,m]. (7.4) permet de majorer chacun de ces termes par
Cm  [* Cm [~ Cm

grace au caractére croissant de f. On constate donc que t™g(™) (t) = 0 lorsque t — 0 (puisque f(¢) — 0
lorsque t — 0).

Revenons maintenant au probléme qui nous intéresse. On pose n(x) = g(|z|), fonction C* hors de 0. Par
(7.2) et la définition de f, on a n(x) > f(|z]) > |e(z)| pour tout z. De plus, par la formule de Faa-di-bruno
ou une récurrence, on voit que 97 est une combinaison linéaire de termes de la forme

xil..-xil (T‘)
)

avec k — 1 = |v| — r. Ainsi, |z|!*!|0Vn(z)| est majoré par une combinaison linéaire de termes de la forme
| V=g ()] = Ja| g (|

termes qui tendent bien vers 0 lorsque x — 0. m

7.2.2 Sous-différentiel d’une semi-limite relaxée et d’un supremum

Lemme 7.4 Soit (u).~0 une famille localement bornée de fonctions scs et u = limsup™ u®. Alors, pour
tout (p, X) € D*>*u(z), il existe e, — 0, z,, et (pn, X»n) € D>Tusn(z,,) tels que

(X, P, 0 (20), 20) = (X, p,u(z), ).
DEMONSTRATION DU LEMME 7.4 :

On se rameéne au cas out x = 0. Par définition, il existe &, — 0 et =, — 0 tels que u*"(z,) — u(0). De
plus, pour tout § > 0, il existe r > 0 tels que, si |y| < r alors u(y) < u(0) + (p,y) + 3(Xy,y) + ly|>.

71



u
Comme u®" est scs,
1

sup {12 (0) = 5) - 5

P (Xy,y) — 2<5|y|2}
yeEB,

est fini et atteint, disons en Z,. On a donc, dés que x,, € B, (c’est vrai lorsque n est assez grand),

[y

1
un (xn) <wufn (fn) + <p7 Tn — jn> + §<X1'na xn> - 7<X5n7jn> + 26(|mn|2 - ‘fn|2)

[\

Quitte & extraire une suite, on peut supposer que Z,, — T € B,.. Puisque z, — 0 et par choix de z,,, on
a alors

1
a(0) < liminfu(Z,) — (p,T) — 5<X§, 7) — 26|7|?

n—roo

(XT,T) — 20|7|?

1
< limsupu®(Z,) — (p,T) — =

< 7@ - (p.7) - %(XE, Z) — 20[7[2.

Mais, par choix de 7, on a u(z) — (p,T) — (X7, T) < u(0) + §|7|?, et on en déduit donc

1

u(0) < liminfu™ (Z,) — (p,7) — 5<X§, z) — 26|72
1

< limsup u" (fn) - <pa f> - §<XT’ f> - 25|E|2

n—oo

< @(0) — &z

Cela prouve d’une part que T = 0, donc que toute la suite T,, tend vers 0 (c’est sa seule valeur d’adhérence
possible), et d’autre part que liminf, . u*"(Z,) = limsup,,_, . u"(T,) = w(0), autrement dit que
u® (Z,) — u(0).
Qui plus est, T, est dans B,. pour n assez grand donc, par définition de T, la fonction u~ — ¢ (ol p(y) =
(p,y) + 2(Xy,y) + 25|y|?) atteint un maximum local en Z, ; donc (Vo(Z,), D?*¢(Z,)) € Dt us(z,),
c’est-a-dire

(p+ XTp, + 40Ty, X +401) € D> u" (7).

Lorsque n — oo, on a (p+ X, +40%,, X +461) — (p, X +461). Comme § peut étre choisi arbitrairement
petit, cela conclut la preuve (on se fixe § > 0, on fait la construction précédente puis on sélectionne un n
tel que €, < 6, |Tp| < 0, [u(T,) —w(0)| < J et on constate que (X + 401, p + XT,, + 40Ty, v~ (Ty,), Tn)
est & distance 46 + (| X |6 +462) + 6 + 6§ de (X, p,u(0),0), avec (p+ XT,, + 46T, X +451) € D>Fusn(T,)).
[

Passons maintenant au supremum de fonctions scs, ou plus exactement a sa régularisation scs.

Lemme 7.5  Soit (u*)aca une famille localement bornée supérieurement de fonctions scs et 4 =
(supgea u®)”. Alors, pour tout (p,X) € D*Vu(x), il existe o, € A, xy, €t (pn, Xn) € D> u(z,,)
tels que

(X, Py u® (@0), 2n) — (X, p, W(x), 7).

Nous omettons la démonstration de ce lemme; il suffit de reprendre la démonstration du lemme 7.4 et

de passer non a la limite, mais au supremum.

7.2.3 Fonctions semi-convexes

Définition 7.2 Soit U un ouvert conveze de RN. Une fonction f : U — R est dite semi-conveze s’il
existe A > 0 tel que f+ 3| -|? soit conveze sur U.

En particulier, une fonction semi-convexe sera continue et méme localement lipschitzienne. Nous allons
voir dans ce qui suit que les fonctions semi-convexes sont encore bien plus “régulieres”.
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Définition 7.3 Pour f continue on définit Ezf(x) = D?>* f(z)ND?~ f(z). Un couple (p, X) € RN xSy

est donc dans 521"(33) si et seulement si f admet le développement limité

F(g) = @)+ ooy — ) + 3 (X(y — ),y — ) + olly — =)
au voisinage de x.

Par le théoreme de Rademacher, une fonction semi-convexe est presque partout différentiable (puisqu’elle
est localement lipschitzienne). On dit parfois, dans la méme veine, que les fonctions semi-convexes sont
“presque partout deux fois différentiables” ; I'’énoncé correct est le suivant.

Théoréme 7.1 (Alexandroff) Si f est semi-convere sur U alors pour presque tout x € U, on a
EQf(x) # 0, i.e. pour presque tout x € U il existe (p, X) € RN x Sy tels que

F(5) = @)+ ooy = ) + 5 (X(y — ),y — ) + olly — =)
dans un voisinage de x.

Comme une fonction semi-convexe est, a une fonction réguliere pres, convexe, il suffit en fait de prouver
le théoreme d’Alexandroff pour les fonctions convexes. L’idée de base, qui permet d’obtenir une “dérivée
seconde ponctuelle” en plus de la dérivée premiere donnée par Rademacher, est de dire que la dérivée
seconde au sens des distributions d’une fonction convexe est positive; il s’agit donc d’une mesure (ou
plut6t d’une matrice de mesures) dont on prend la partie absolument continue par rapport a Lebesgue,
ce qui donne le X cherché. Nous ne ferons pas la démonstration et nous renvoyons & [7] pour les détails.

Voici un résultat technique que nous utiliserons en conjonction avec le théoreme d’Alexandroff pour
prouver le lemme d’Ishii.

Lemme 7.6 (Jensen) Si f : U — R est semi-conveze et T est un mazimum local strict de f alors pour
tousrT >0 et d >0,

{x € B(z,r) : peRY, |p| <5, z est un mazimum de f + (p,-) sur E(E,r)}
est de mesure non nulle.

DEMONSTRATION DU LEMME DE JENSEN :

Premiére étape : on suppose d’abord que f € C2. Soit 7 assez petit et tel que Z soit maximum local strict
de f sur B(%,r). Pour § assez petit et [p| < 4§, f+ (p,-) atteint son maximum sur B(Z,r) a 'intérieur de
cette boule (car f(Z) > supyps,. f donc, pour p petit, f(Z) + (p,T) > supyp(o,r) (f + (P,)))-

Notons

A={zeB@r): IpeRY, [p| <4, zestun maximum de f+ (p,-) sur B(Z,7)} . (7.5)

Si p € B(0,9), on vient de voir qu'il existe x € B(Z,r) maximum de f + (p,-) sur B(Z,). En particulier,
x € A et, le maximum étant réalisé & l'intérieur de la boule, on a D f(z)+p = 0; ceci étant vrai pour tout
p € B(0,0), on obtient B(0,d) C Df(A). De plus, pour tout = € A, la condition d’optimalité a l'ordre 2
donne D?f(x) < 0; en notant A > 0 tel que f + %| -|? soit convexe, on a aussi D?f > —\I ; ainsi, sur A,
—AI < D%f <0 et en particulier ||D?f|| < . f étant réguliere, cette inégalité est encore valable sur A
et le lemme 7.7 ci-desssous permet alors de voir que |B(0,68)| < |[Df(A)| < |Df(A)| < C(N)|A] ou C(N)
ne dépend que de \; on peut voir aisément que A\A C dB(%,r) (en fait, A est donné par (7.5) lorsque
I'on remplace B(%,r) par B(%,r)) de sorte qu’on en déduit |[A\A| =0 et |A| > |B(0,9)|/C()).

Deuziéme étape : si f n’est pas réguliere, on 'approche de maniere uniforme sur B(Z,r) par des fonctions
réguliéres f, ; comme f+ %| -|? est convexe, on peut se débrouiller pour que chaque f, + %| -|? soit convexe
(en fait, on approche f + %| - |? par des fonctions régulieres convexes g, et on pose f, = gn — % 3.

En notant A,, 'ensemble défini par (7.5) avec f, & la place de f et A celui correspondant & f, on a
A D Np>1 Up>pn A En effet, si x est dans 'ensemble de droite, on peut trouver une suite m(n) > n
tel que & € Ay, (), i.e. telle qu'il existe p,, de norme inférieure a § pour lequel fy,(n) + (pn,-) admette
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comme maximum sur B(Z,r) : pour tout y € B(Z,7), on a Ty (W) + Pny ¥) < frnen) (@) + (pn, 7). Quitte
& extraire une suite, on peut supposer que p,, converge vers un p de norme inférieure a ¢ et en passant a
la limite, on constate que x est un maximum de f + (p,-) sur B(Z,r), ce qui prouve que z € A.

Si A était de mesure nulle alors, par continuité décroissante de la mesure, on aurait | Uy>n Ap| — 0
lorsque n — oo. Si on prend § > 0 tel que, pour tout p de norme inférieure & 6, on a f(T) + (p,T) >
SUpy (7, (f +(p, ) alors il est assez aisé de voir que, pour n assez grand et |p| < 4, f, + (p, ) atteint son
maximum sur B(Z,r) & l'intérieur de cette boule; le raisonnement de la premiere étape est donc encore
valable (bien que T ne soit pas forcément un maximum strict de f,,) et |4,| > |B(0,9)|/C()\) (rappelons
que chaque f,, + 3| - |? est convexe, avec A indépendant de n) et donc | Upm>, Apm| > |B(0,6)[/C(N), ce
qui donne la contradiction recherchée. m

Lemme 7.7 Si F : RN — RY de classe C! et vérifie ||DF|| < X\ sur un compact K (la norme est
matricielle) alors |F(K)| < 6N AN|K].

Remarque 7.1 On peut en fait faire beaucoup mieus : on peut prowver que |[F(K)| < [, |det(DF)|; mais
cela demande des résultats de recouvrement beaucoup plus fins que ceuxr que nous employons ci-dessous

(voir [7]).

DEMONSTRATION DU LEMME 7.7 :
Pour tout z € K, comme ||DF(z)| <
il existe r, < § tel que, pour tout y €
F(B(z,r:)) C B(F(x),2\r,).

Comme K est compact, on peut le recouvrir par un nombre fini de B(z,r,./3), disons K C Ul_, B(z;,7;/3).
Il est alors possible d’extraire de ce recouvrement une famille (B(x;,7;/3))es de boules deux & deux
disjointes telles que K C UjesB(z;,7;) (on commence par prendre la boule B(x;,r;/3) de plus grand
rayon puis on supprime toutes les boules qui I'intersectent : comme 7;/3 est le plus grand des r;/3, la boule
B(xj,r;) recouvre toutes les boules ainsi supprimées ; on recommence ensuite avec la boule ayant le plus
grand rayon parmi celles restantes, etc...). On a alors F(K) C Uje F(B(zj,7;)) C UjesB(F(x;),2Ar;).
Ainsi,

A on a [F(y) — F(a)]

, - Mz —y| + o(ly — z|). Soit 6 > 0 :
B(z,r2), |Fy) — F(z)|

<
< 2Mz — y| < 2Ar,; cela signifie que

[P < 22 YB0, 1) < 2VAV Y 3N B(xj,15/3)] < 68 AV Ujes Blaj,75/3)]
jed jed
puisque (B(z;,7;/3))jes sont deux & deux disjointes. Mais U;csB(x;,7;/3) C K + B(0,5/3) par choix
des r; donc
F(K)| < 6¥AN K + B(0,3/3).

Ceci étant vrai pour tout § > 0 et, K étant compact, |K 4+ B(0,3/3)| tendant vers |K| lorsque 6 — 0, on
en déduit le lemme. m

7.2.4 Régularisation par sup-convolution

La régularisation de fonction scs par sup-convolution (respectivement de fonction sci par inf-convolution)
est un point-clé de la démonstration du Lemme d’Ishii, et donc des démonstrations des principes de
comparaison en solution de viscosité.

Définition 7.4 Soit Q un ouvert et u : Q2 — R semi-continue supérieurement et bornée supérieurement.
Soit € > 0. La régularisée par sup-convolution de u, notée u®, est définie pour tout x € Q par :

(o) = sup futy) - LY.

ye 2e

De facon analogue, on peut définir la régularisée par inf-convolution d’une fonction semi-continue infé-
rieurement et bornée inférieurement ; il suffit de poser u.(z) = —(—u)¢(z). Voici les principales propriétés
de u®.

Proposition 7.2
i) La fonction u® est localement Lipschitz, semi-convexe et bornée supérieurement.
it) u® > wu.
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iii) Pour tout x € Q, u(x) décroit vers u(z) quand € — 0 et si u®(z) = u(a®) — |z — 2%, alors

|z — 2% = o(Ve)

w) Siuf(z) =u(z®) — 5|z — 2° et (p, A) € D>Tuf(x), alors p = % et (p, A) € D>V u(z®).

Remarque 7.1 1. On peut énoncer les propriétés correspondantes pour l'inf-convolution. En parti-
culier u. est une fonction semi-concave localement Lipschitz.

2. Une conséquence immédiate de w) et du fait que la borne supérieure définissant u®(x) est toujours
atteinte est que si (p, A) € D>t uf(x), alors (p, A) € D*>Tu(x + ep) et u(x) = u(x +ep) — $|p|*.
C’est cette conséquence que nous utiliserons dans la démonstration du Lemme d’Ishii.

DEMONSTRATION : Il est clair que u® est bornée supérieurement puisque u ’est. De plus, si I'on choisit
.12

y = x, on voit que u® () > u(x). Pour montrer que u® est semi-convexe (précisément u® -+ % est convexe),

il suffit de développer |z — y|? :

u®(z) = sup {U(y) _WE M} =P

e 2e € 2’

et u®+ g est alors défini comme le supremum d’une famille de fonctions affines donc est convexe ; comme
u® est semi-convexe, elle est en particulier localement Lipschitz.
Nous laissons le point iii) en exercice (la démonstration est identique & ’étude de la pénalisation dans la
preuve du théoréme 5.3), et il nous reste & montrer le point iv). Remarquons d’abord que pour x € Q, le
supremum définissant u®(x) est toujours atteint car u est borné et donc le supremum est en fait calculé
sur un compact. Le caractere scs permet de conclure.
Par définition des sur-différentiels d’ordre 2 et de u®, on a :
|y 7 2‘2 5 € 1 2
u(z) = T < ui(y) S u(@) + {py — ) + S{Ay — 2),y — 2) +olly — 2[7). (7.6)

Soit A € R et d € RY. On choisit alors z = 2° et y = # + Ad dans (7.6) et I'on trouve :

xr — xf

=2t |z —a 4 Ad)?

,Ad) + O(\?) 7 o2

— < (p. Ad) + O(N?).

En divisant par A et en faisant tendre A vers 0, on trouve alors :

Tt —
€

{

—p,d> SO

z°—x

Comme d est arbitraire, on conclut que p = . En choisissant maintenant y = = + z — 2° dans (7.6),

on trouve exactement que (p, A) € D u(2°). m

7.2.5 La démonstration du Lemme d’Ishii

Rappelons tout d’abord son énoncé :

Lemme 7.8 (Ishii) Soit U etV ouverts de RN, u:U — R scs etv:V — R sci. Soit o : UxV — R de
classe C?. On suppose que (z1,22) — u(z1) —v(w2) — (21, 2) @ un mazimum local en (T1,Z2) € U x V.
et on note p1 = Dy, o(T1,T2), p2 = —Dap,o(T1,To) et A = D?p(T1,T2). Alors, pour tout a > 0 tel que
aA <1, il existe X etY dans Sy tels que

—2, _ -_2,— ,__
(1, X) €D u(@), (Y)ED u(@),

_;(é ?)< <)o( o ) < (I—ad)A.

La démonstration se fait en trois étapes. Dans la premiére, on réduit le probléeme & un probléeme plus
simple. Dans la seconde étape, on régularise par sup-convolution le probléme pour se ramener a des
fonctions semi-convexes. Dans la troisieme étape, on utilise I'artillerie liée aux sup-convolutions et aux
fonctions semi-convexes (voir Sections 7.2.3 et 7.2.4) pour conclure.
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Premieére étape. Posons w(x1,z2) = u(x1) — v(xz). Nous savons que w — ¢ atteint un maximum local en
Z = (T1,T2) € U x V. Nous allons montrer qu’il suffit de prouver le théoréme pour ¢(z) = 1(Az,z).
Pour ce faire, on pose :

w(z1) = w(Tr + 1) — uw(@1) — (p1,21)
0(z2) = v(Ta + x2) — v(T2) — (P2, T2)
(1, x2) = U(x1) — 0(x2)

En faisant un développement limité d’ordre 2 de ¢, on voit que pour tout £ > 0 il existe » > 0 tel que
pour tout x € B(0,r),

w(z) <

Il suffit alors de prouver le théoreme dans ce cas. En effet, si pour tout ¢ > 0 et tout a vérifiant
a(A+el) < I on trouve X, Y. € Sy tels que

((A+el)x, x).

2,4

0,X.) € D" a(0), (0,Y.) e D> 5(0),

_;( é ?) < ( )g —3/; > < (I - a(A+el) "M (A +el)

alors pour a > 0 tel que «A < I, on a a(A + eI) < I pour ¢ petit et il suffit ensuite d’extraire une

sous-suite des matrices bornées (X, Y:) qui converge vers (X,Y") et de passer a la limite dans I'inégalité

matricielle. On voit alors assez simplement que (0,X) € ﬁ2’+11(0) et (0,Y) € EQ’_&(O)7 c’est-a-dire
=2+ 2=

(p1,X) € D7 u(Ty) et (p2,Y) € D7 v(T3).

Seconde étape. On peut désormais supposer que w(0) = 0 et que pour tout x € B(0,r),

1
Quitte & modifier et étendre w en dehors de B(0,r), on peut aussi supposer que w est définie et scs sur
RY et que cette majoration est valable sur tout l’espace (on pose par exemple w = —oo en dehors de
B(0,r)).

11 suffit, pour « tel que aA < I, de construire X,Y € Sy telles que (0, X) € E2’+u(0), 0,Y) € D>

et
LY ( X 0 ) < (I—ad) A

v(0)

Pour tout z,y € RY,

1 9 1 1
— —lz—ylP< (A — |z —y|?
w(@) - 5-la =y < 5 (Av,2) = 5[z — |
En prenant le supremum suivant z, on obtient,
(03 1 (0%
w(y) < 5(A%.y)

o A% = (I — aA) 1A et ol w® est la régularisée par sup-convolution de la fonction w scs (voir Sec-
tion 7.2.4). C’est une fonction semi-convexe : W(-) = w*(:) 4+ 5=| - |* est convexe. La derniere inégalité
implique que (0, A%) € D*Tw*(0).

Troisiéme étape. On a donc (0, A% + 11) € D>TW(0). On va maintenant montrer successivement les

trois lemmes suivants. On rappelle (voir Section 7.2.3) que D’ f désigne Dt fn D f.

Lemme 7.9 Soit W une fonction conveze. Si (p, B) € D*>TW(0) alors il existe une matrice C' telle que
0<C<Betque(pC)e 52W(0).

Lemme 7.10 Les éléments de Ezwo‘(()) sont de la forme

(a5 )

avec (p1,X) € 521#1(0) et (p2,Y) € Ez(—v)a(O).
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Lemme 7.11 Soit f : RY — R scs tel que f<(0) = 0. Alors
—2 .. —2.4
(0,4) € D" f*(0) = (0,4) € D f(0).

Supposons pour un instant ces lemmes prouvés. Le lemme 7.9 fournit une matrice C telle que 0 < C' <
A*+L1Tet (0,C) € EQW(O). Ceci veut dire exactement (0,C — 21) € Ezwo‘(()) et —lI<C-11< 4
On applique alors le lemme 7.10, puis deux fois le lemme 7.11. 11 faut pour cela vérifier que u®(0) =
(—v)*(0) = 0. Ceci découle des inégalités suivantes : 0 = u(0) < u*(0), 0 = (—v)(0) < (—v)*(0) et
0 = w(0) < w*(0) = u*(0) + (—v)*(0) < $(A*0,0) = 0 (rappelons que les variables de u et v sont
indépendantes). m

Il nous reste a prouver les trois lemmes. Le premier est une conséquence du lemme de Jensen et du

théoréme d’Alexandroff.

DEMONSTRATION DU LEMME 7.9 : Dire que (p, B) € D>TW(0) revient & dire que la fonction semi-

convexe W (-) — (p,") — 2(B-,) atteint un maximum local nul en 0. Fixons § > 0. Alors la fonction

W() = (p,-) — 2(B-,-) — §| - |* atteint un maximum local strict en 0. Par le lemme de Jensen et le
théoreme d’Alexandroff, il existe g5 et x5 tels que |gs| + |zs| < &, W(-) — (p+ gs,-) — 5(B-,-) — 8] - |2
atteint un maximum local en x5 et W a un développement de Taylor d’ordre 2 en z5. En notant (s, Cs)

les termes d’ordre 1 et 2 de ce développement, ceci implique

(s =p+qs + Bxs+ 20xs
0<Cs<B+26

(on a utilisé la convexité de W pour : 0 < Cj). Il est alors clair que (s — p quand § — 0 et comme (Cs)s>0
est borné, on peut extraire une sous-suite qui converge, disons vers C. Ceci acheve la démonstration. m

DEMONSTRATION DU LEMME 7.10 : Il est facile de voir que w®(z1, z2) = u®(z1)+(—v)*(22). Considérons

(£ 0 )) et

et montrons que C est nul. On exprime le fait que w® a un développement de Taylor d’ordre 2 en O :
« a 1 1 2 2
u(21) + (=v)*(22) = (pr, 21) + (P2, 22) + 5 (X2, 21) + 5 (Y2y, 21) + (Cz1, 22) + 0(|21]" + |22[%)

car w*(0) = u*(0) + (—v)*(0) = 0 (voir plus haut). En faisant successivement x; = 0 puis z2 = 0
dans 1’égalité précédente on voit que (p1, X) € Doue (0) et que (p2,Y) € 52(—1))0‘(0) ; en retranchant les
égalités obtenues, on obtient :

(Cxy,2a) = of|a1 | + |2a|?)

donc pour tout di,dy € RY fixés, \2(Cdy,ds) = 0o(\?). Ainsi C = 0. m

DEMONSTRATION DU LEMME 7.11 : Soit (0,4) € D f2(0) ¢ D " f%(0). Par définition du sous-
différentiel limite, il existe un triplet (z,,, pn, Ayn) tels que (zn,, f*(zn), Pn, An) — (0,0,0, A) et (pn, 4,) €
D** f*(x,,). On sait que (voir section 7.2.4) (pn, An) € D> f(xp+apy) et f*(zn) = f(@n+apn)—5|pnl®
et on conclut. m

7.2.6 Commentaires et bibliographie

Les résultats de cette section sur le calcul sous-différentiel sont tres classiques mais les détails sont
rarement écrits. Certains se trouvent dans [18] et [15]. Les démonstrations des lemmes de Jensen et
d’Ishii sont tirées de [18] (nous avons seulement complété la démonstration du Lemme de Jensen).
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