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CHAPITRE III

GEOMETRIE QUADRATIQUE

Dans tout ce chapitre, K est un corps commutatif de caractéristique # 2,
et les K-espaces vectoriels sont de dimension finie. On suppose parfois K
muni d’'une involution o # idk. Alors, K = Ky @& Kow, ou 0(w) = —w et
Ko ={\ € K,o(\) = A}. Exemples : K = C, 0 = la conjugaison complexe,
Ko=R;ou K =F5[T]/(T?—-2) :=Fa5,0(N\) = \>,w = classe de T, Ky = Fs.

1 Formes bilinéaires.

1.1 Vocabulaire

Soient E, ' deux espaces vectoriels sur K. Une application b : £ x E — E’
est dite bilinéaire (resp. sesquilinéaire) si pour tout y € FE, I'application
x +— b(x,y) est linéaire et pour tout x € E, 'application y +— b(x,y) est
linéaire (resp. o-linéaire: VA € K, b(z, \y) = o(A)b(z,y)). Lorsque E' = K,
on parle de forme bi- resp. sesqui-linéaire.

Soient b une forme sesquilinéaire, et B = {ej,....,e,},n = dimFE, une
base de E, dans laquelle z,y sont représentés par des vecteurs colonnes
X = Yay, ., xy),Y. Alors, b(x,y) = 'XBo(Y) € K, ou B = (b;; =
blei,e;),1 <i,j < n) est la matrice représentative de b dans la base B. Si
B = (e1,....,en).P,P € GL,(K), désigne une autre base, b est représentée
dans B’ par la matrice B’ = "PBo(P). Idem (sans les o) pour une forme
bilinéaire : dans ce cas, on a det(B’) = det(B)(det(P))?, et la classe de det(B)
dans K/(K*)? ne dépend pas de la base choisie; on I'appelle le discriminant
discr(b) de la forme bilinéaire b.

Une forme bilinéaire b fournit deux applications linéaires naturelles de F
vers son dual E* :

Gp: B — E* iz {dp(x) 1y = bz, )},



et ¢f :x — {dh(x) : y — bly,xz)}, qui est la transposée de ¢y. Elles sont
données, relativement a la base B et a sa base duale B* = (e],...,e}), par
les matrices ‘B et B. Ces applications (ou matrices) ont le méme rang,
qu'on appelle le rang de b. On dit que la forme b est non dégénérée si
rang(b) = n, c-a-d. si det(B) # 0, c-a-d. si ¢, (ou, de fagon équivalente,
#%) est un isomorphisme!. Les noyaux de ¢ et de ¢! ont méme dimension,
égale a n —rang(b). Sous les hypotheses qu’on va maintenant faire sur b, ils
coincident, et s’appellent alors le noyau de b.

On suppose désormais que I'une des conditions suivantes est satisfaite :

e b est bilinéaire symétrique® : Vx,y € E,b(z,y) = b(y, x), c-a-d.: ¢p = ¢};
e b est bilinéaire antisymétrique : Vr,y,b(x,y) = —b(y, x), c-a-d.: ¢p = —¢t;
e b est hermitienne : b sesquilin. et V,y,b(x,y) = o(b(y,x)) : ¢» = 0 0 ¢}

ce qui, en termes matriciels, se traduit par ‘B = B (matrice symétrique),
!B = —B (matrice antisymétrique) ou ‘B = ¢(B) (matrice hermitienne).

Dans ces conditions, on dit que deux parties X, Y de E sontorthogonales
relativement & b, notation : X 1 Y, si Ve € X,y € Y,b(x,y) = 0. Alors
Y L X. L’orthogonal E+ de E est le noyau Ker(¢,) = Ker(¢}) de b. On a
donc dimE* +rang(b) = dimFE, et b est non dégénérée si et slt si B+ = {0}.
Pour toute partie S de E, 'ensemble S+ = {y € E,Vz € S,z L y} est un
sous-espace vectoriel de E, qui vérifie S C (S*)1. Une somme directe directe
E =FE, @ ... Ej est dite orthogonale si E; 1. E; pour tout 7 # j.

Si b est une forme bilinéaire symétrique ou hermitenne, on appelle forme
quadratique ou quadratique hermitienne associée a b I'application ¢ = g :
E — K :z — q(z) == b(z, ). Les formules b(z,y) = 1(q(z + y) — ¢z — y))
(cas bilindaire symétrique) et b(z,y) = (q(z +y) — q(z — y)) + & (q(wz +
y) — q(wx — y)) (cas hermitien) permettent de retrouver b a partir de ¢. On
dit que b est la forme polaire de ¢, et on appelle rang de ¢ celui de b. Dans le
cas bilinéaire symétrique, la formule g(z+ h) = q(z) + 2b(x, h) + ¢(h) permet
d’interpréter 2b(zx,.) = 2¢(x) comme la differentielle de ¢ en x.

On dit qu’une forme bilinéaire b est alternée si Vo € E,b(z,xz) = 0.
Comme carK # 2, cela équivaut a dire que b est antisymétrique (tandis que

L On pourra donner des énoncé similaires pour b sesquilinéaire, en introduisant le

K-espace vectoriel E*? des formes o-linéaires sur E. Par ailleurs, tout élément ¢ de
L(E, E*) fournit deux formes bilinéaires by(z,y) = ¢(x)(y), byt (z,y) = ¢(y)(x), et on
peut ainsi retrouver b & partir de ¢, ou de ¢;. Quelle est la version sesquilinéaire ?

2 En anglais : symmetric. Mais un seul m en francais.



pour car K = 2, b est antisymétrique si et slt si elle est symétrique).

Un vecteur non nul z € E est dit isotrope si ¢(x) = 0. La droite qu'il porte
est alors formée de vecteurs isotropes. L’ensemble C(q) = {z € E, q(z) = 0}
s’appelle le cone isotrope de q. Un sous-espace vectoriel F' de E est dit totale-
ment isotrope si Va,y € F,b(z,y) =0, c-a-d. si F L F, ou encore F' C F*.
Par exemple, E+ (ou, plus généralement, dans le cas symétrique ou hermi-
tien, tout sous-espace vectoriel F' de E contenu dans C(q)) est totalement
isotrope. L’indice v(b) de b (ou : v(q) de ¢ dans le cas symétrique ou her-
mitien) est la dimension maximale des sous-espaces totalement isotropes de

E.

Proposition 1.1. : supposons que b soit non-dégénérée. Pour tous sous-
espaces vectoriels F,G de E, on a :

i) dimF + dimF+ = dimE; en particulier, v(b) < dimE.

i) (FH)t = F

i) (F+G)t=FtNGt et (FNG)t =FH+ G

w) si FNFL ={0}, alors E=F 1 F+.

Preuve : Pour i), soient B une matrice représentative de b et {fi, ..., fr} des
vecteurs de K™ représentant une base de F'. Alors, F'* s’identifie & ’ensemble
de solutions y € K™ du systeme {o('f;.B).y = 0,4 =1,...,k}. Comme B est
inversible, ce systeme est de rang k = dimF. Par conséquent, codimF+ = k.
Les autres énoncés sont des exercices.

Proposition 1.2. (On ne suppose plus b non dégénérée.) Soit F' un sous-
espace vectoriel supplémentaire de E+ dans E. Alors, E = F 1 E*, et la
restriction by de b a F' est non-dégénérée..

Preuve : la somme directe £ = F @ E* est orthogonale puisque E+ 1 FE.
Dans une base de F respectant cette décomposition, la matrice représentative

de b est donnée par B = ( %1 8

rg(By) = rg(B) = dimE — dimE+ = dimF, donc by est non-dégénérée.

>, olt By représente bjp. Alors, rg(bp) =

1.2 “Diagonalisation”

Soient ¢, ¢ deux formes quadratiques (resp. quadratiques hermitiennes) sur
E, de formes polaires b,b'. On dit que ¢ et ¢’ sont équivalentes s’il existe



un automorphisme u € GL(FE) tel que ¢ = g o u, ou de fagon équivalente:
Va,y, b (z,y) = b(u(z),u(y)). En termes des matrices représentatives B, B, U
de b, V', u dans une base donnée de F, cela revient & demander que B’ = ‘UBU
(resp. B’ = 'UBo(U)). On a une notion similaire d’équivalence pour les
couples b, b de formes alternées.

Proposition 1.3. i) Soit ¢ une forme quadratique (resp. quadratique her-
mitienne) sur E, de rang r. Il existe des éléments dy,...,d, de K* (resp.
de K) tels que q est équivalente a la forme ¢'(z) = dyz? + ... + d,x? (resp.
dyxio(zy)+...+d,x.0(x,) ). Autrement dit, E admet une base orthogonale (c-
a-d. formée de vecteurs deux a deuz orthogonaux), et dont les n—r derniers
forment une base de E+. Ou encore, si B = 'B (resp. o(*B)) désigne une
matrice représentative de q, il existe U € GL,(K) telle que 'UBU (resp.

d 0 0
‘UBo(U)) = 0 d. 0
0 0 0
it) Soit b une forme bilinéaire alternée sur E, de matrice représentative
B = —'B. Alors, b est equivalente a V(z,y) = Sic1 mTilYm+i — YiTmri-
0 L, O
Autrement dit, il exviste U € GL,(K) telle que 'UBU = | -1, 0 0
0 0 0

En particulier, le rang r = 2m de b est pair.

Preuve 1) Une preuve algorithmique a été vue en L3. En voici une autre.
Le corollaire précédent permet de se ramener au cas ou b est non dégénérée.
Pour e; € E non isotrope, E; = {61}L est un hyperplan ne contenant pas ey,
donc F = K.ey L Fy, et la restriction de b a F est non dégénérée. On itere.

ii) On se ramene de nouveau au cas non-dégénéré. Il existe alors deux
vecteurs e, €1 tels que b(eq, e;) = 1. Ils sont forcément linéairement indépen-
dants, et b(ej,e;) = —1, de sorte que la restriction de b au plan P; qu’ils
_01 0 ), est non-dégénérée. On en
déduit que P, N Pt = {0}, donc £ = P; L P, et que la restriction de b a
E, = P est non-dégénérée. On peut donc itérer.

engendrent, de matrice représentative (

Remarques : i) Bien que le résulat de (i) soient souvent décrit comme une
“diagonalisation” de la forme q, il ne fournit pas une diagonalisation de la
matrice B, ce qui reviendrait a trouver une matrice U € GL,(K) telle que
U'BU soit diagonale; les scalaires d; de cet énoncé ne sont d’ailleurs pas



uniques, et n’ont donc pas de rapport avec les valeurs propres de B. Bref, on
prendra garde a ne pas confondre (i) avec le “théoréme spectral”, en vertu
duquel les matrices symétriques réelles (resp. hermitiennes complexes) sont
effectivement diagonalisables - et qui plus est, par une matrice U = U1
orthogonale (resp. U = o(*U~!) unitaire).

ii) Un espace symplectique est un couple (E, b) ou b est une forme alternée
non dégénérée. Tout plan symplectique est équivalent a l’espace vectoriel

K?, muni de la forme alternée b(x,y) = x1y2 — xoy1 = det ( il szl ), et le
2 Yo

resultat de (ii) exprime que E s’écrit comme une somme directe orthogonale
de E+ et de plans symplectiques. 1l entraine par ailleurs que tout espace
symplectique (E,b) est de dimension n = 2m paire, ou m = v(b), et admet
une décomposition en somme directe (non orthogonale) de deux sous-espaces
Wiy =< eq,....em >, Wy =< €, ..., €, > totalement isotropes de dimension
n/2. De tels sous-espaces s’appellent des lagrangiens de (FE,b), et les bases
correspondantes {ej, €1, ..., €, €, } des bases symplectiques.

iii) Ne pas confondre (ii) avec les énoncés suivants. Un espace hyperbolique
est un couple (E,b), ou E est de dimension n = 2m paire, et b est une forme
bilinéaire symétrique non dégénéree d’indice v(b) = m. Tout plan hyper-
bolique (E,b) est équivalent a I’e-v K2, muni de la forme bilinéaire de matrice
(1) (1) > (ou de fagon équivalente B = ( (1) _01 ))
Tout espace hyperbolique est somme directe orthogonale de plans hyper-
boliques, et admet donc une décomposition en somme directe (non orthog-
onale) de deux sous-espaces Wy, W totalement isotropes de dimension n/2.
De tels sous-espaces s’appellent aussi des lagrangiens de (F,b).

représentative B = (

2 Quadriques

Soient P(F) un espace projectif sur K de dimension n, et ¢ # 0 une forme
quadratique sur E, de forme polaire b. Dans une base de F, g s’exprime
comme un polynéme homogene Q(Xy, ..., X)) = ‘X BX de degré 2 en n+ 1
variables, et I'ensemble Z(Q) := I' des zéros de @ (au sens de la Note )
du chapitre 2, §2.3) est bien défini. On l'appelle la quadrique définie par g.
Ainsi, les points de I' & coordonnées dans K correspondent exactement aux
droites vectorielles du cone isotrope C(q) de q.

Les multiples non nuls A\g, A € K*, de ¢ définissent la méme quadrique,



de sorte que la donnée de I' équivaut a celle d’'un point de ’espace projectif
P(Q(F)), ou Q(F) désigne le K-espace vectoriel, de dimension ("H)QM,
formé par les formes quadratiques sur £ (on retrouvera cet espace vectoriel
sous le nom de code Sym?(E*) au chapitre 4). Un changement de base four-
nit une nouvelle expression Q’'(Xy, ..., X,,) de ¢, ot @ et @’ sont des formes
quadratiques sur K™ équivalentes, et on dit que les quadriques correspon-
dantes de P,,(K') sont équivalentes. Une classe d’équivalence de quadriques de
P,,(K) correspond donc & une “classe d’équivalence projective” de matrices

symétriques B , o B ~ B’ signifie : I\ € K*,U € GL,,1(K), B = N'UBU.
Hyperplan tangent et tangentes

Soit P € P(FE) un point de la quadrique T définie par ¢. En coordonnées,
si P = (v : ... : 7) est représenté par un vecteur v = (yg,...,V,) de F,
Q (Yo, ---,vn) = 0. Pour tout i = 0, ..., n, les dérivées partielles de ) s’écrivent:
Qx, (Y0, - Tm) = 2b(7,€:), ot e; = (0,..,1(;,...0). Donc P est lisse sur I'
(au sens du chapitre 2, proposition 2.7) si et seulement si ses représentants
~ n’appartiennent pas au noyau de b, et pour un tel point P, 'hyperplan
tangent a I' en P admet pour équation

Tp(T) : b(y, X) = 0.

Ainsi, P(E+®) C T est 'ensemble des points non lisses (aussi appelés :
singuliers) de T'. On dit que la quadrique I est non-singuliére (ou: lisse) si
la forme bilinéaire b est non-dégénérée; tous ses points sont alors lisses.

Soient P, P’ deux points distincts de P(E), représentés par des vecteurs
7,7, et A =P(Ky® Kv') =< P, P’ > la droite projective qu’ils engendrent.
En dehors de P’, les points d’intersections de I' et de A correspondent aux
solutions en t de ’équation

Q(y +17) == 1?Q(7) + 2tb(v,7) + Q(7) = 0.

Supposons que P soit un point de I', et qu’il soit lisse. Alors, b(v,7) = 0
si et slt si la droite A est contenue dans 1’hyperplan tangent Tp(I'); on dit
alors que A est tangente a I' en P. Dans ce cas, ou bien A est toute entiere
contenue dans I' (<& P’ € I'), ou bien ANT est réduit a P, compté deux
fois (car t = 0 est alors une racine double de I’équation). Ainsi, si I' est
une quadrique non singuliére, une droite A de P(E) non contenue dans T’
rencontre I :
- soit en deux points distincts, et elle n’y est alors pas tangente a I';
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- soit en un seul point, et elle y est alors tangente a I';

- soit en aucun point; ce dernier cas ne peut d’ailleurs pas se produire

si K = C (plus généralement si K est algébriquement clos), 1’équation
précédente ayant forcément une solution si P’ ¢ T'.
Si maintenant P est un point singulier de I', alors ou bien A est toute entiere
contenue dans I, ou bien elle ne rencontre (deux fois) I' qu’au point P. En
particulier, toute quadrique singuliere non réduite a un point contient au
moins une droite. Mais la réciproque est fausse : pour n > 3, toutes les
quadriques de P,(C) contiennent des droites.

Classification

Décrivons tout d’abord les quadriques de P;(K) : une forme quadratique
q # 0 en deux variables est projectivement équivalente & X2 +aX?, ot a € K
représente le discriminant discr(q) € K/(K*)? de q. Si les éléments de K ne
sont pas tous des carrés, il y a donc trois classes d’équivalence de quadriques
ponctuelles : un point double (r = 1), deux points distincts de P;(K), ou un
couple de points “conjugués” de K(y/a).

Pour K = C ou R, la proposition 1.3 fournit la classification suivante des
quadriques projectives de P, (K),n > 2 :

i) si K = C (ou plus généralement, si K est algébriquement clos) : la
forme quadratique g est (projectivement ou pas) équivalente & X2 + ... +
X2 |, our est le rang de q. Les classes d’équivalence de quadriques sont
donc en bijection avec les entiers r € [I,n + 1]. Comme X7 + X7 = (X; +
V—1X;)(X; — V/—1X;), toute quadrique lisse de P3(K) admet aussi pour
équation XoX; — X5X3 = 0, et contient donc les familles de droites A, :
Xo — )\XQ = )\Xl — X3 = O, AN . X() — ,LLX4 = /JXl — X2 = (. Ces droites
correspondent a des couples de lagrangiens de la forme quadratique q.

ii) si K = R : la forme quadratique ¢ est équivalente a ;g 1 X? —
Yizs. .s1t_1X2, ol s+t = r est le rang de ¢. Le couple (s,t) ne dépend que
de la classe d’équivalence de ¢ (Sylvester), et s’appelle la signature de q. Les
classes d’équivalence de quadriques sont donc en bijection avec les couples non
ordonnés {s,t}. L’'indice v(q) d'une forme quadratique non dégénérée ¢ est
égal a min(s,t). Ainsi, la condition {s,t} # {0,n+ 1} suffit a assurer que les
quadriques associées ont des points réels. La quadrique de P3(R) de signature
(2,2), qui admet pour équation XoX; — X2X3 = 0, contient comme supra
deux familles de droites (réelles); on I'appelle paraboloide hyperbolique.



Signalons que si K est un corps fini, on démontre qu’'une forme quadra-
tique q de rang r est équivalente a X2+ ...+ X2 ,+aX?2 | o a € K*, et que
toute quadrique de P,,(K),n > 2, admet des points a coordonnées dans K.

Les quadriques de Py(K) s’appellent des coniques. Pour K = C, il y a
trois types de coniques : une droite double (r = 1, X2 = 0), la réunion de
deux droites (r = 2, XoX; = 0), une conique non singuliere (r = 3). Pour
K =R, le cas r = 2 donne naissance a deux types : la réunion de deux droites
réelles (XX = 0), ou de deux droites complexes conjuguées (Xg + X7 = 0);
le cas r = 3 a deux types, suivant que la conique admet des points réels
(X2 + X?—X2=0)oupas (Xg+ X+ X7=0).

Remarque : on dit parfois que la quadrique I' est impropre si elle contient un
hyperplan H = P(KerL), ou 0 # L € E*. Cela équivaut a dire que @ est
divisible par L dans K[Xy,...X,], soit Q@ = LL', et ' est alors la réunion de
deux hyperplans H, H' distincts, ou 'hyperplan H compté deux fois. Une
telle quadrique n’est pas lisse (tous les points de HNH' sont singuliers), mais
pas inversement : par exemple, la quadrique de P3(K) d’équation X + X7 —
X2 = 0 n’est pas lisse, mais ne contient pas de plan. En revanche, comme
on vient de le voir, une conique I' de Py(C) est propre (au sens : I' n’est pas
une droite double ou la reunion de deux droites) si et slt si elle est lisse (au
sens : la forme quadratique ¢ est non dégénérée).

Retour a la géométrie

Soit I une conique propre de Py(K) admettant un point M défini sur K,



et soit Fy; le faisceau de droites de centre M. Rappelons que F); s’identifie
par dualité & une droite M* ~ P,(K) de l'espace projectif dual. D’apres le
§2.1, application de Fj; dans I' qui, a une droite A de F,; associe le point
P=TNA (avec P = M si D est la tangente a I' en P) établit une bijection
¢ de M* sur 'ensemble des points de I' définis sur K. En d’autres termes,
¢ fournit un paramétrage de I', dont la preuve qui suit donne une expression
explicite dans un choix convenable de coordonnées.

En convenant de remplacer la droite (M P;) par la tangente Tp (I') si
M = P;,on a:

Proposition 2.1. (“Chasles-Steiner”) soient I' une conique propre du plan
projectif Po(K), et Py, ..., Py quatre points distincts de I'. Pour tout point M
de ', le birapport des quatre droites M Py, M Py, M P3, M P, ne dépend pas de
M. On Uappelle birapport [Py, Ps, P3, Py|r des quatre points sur la conique.

Preuve : soit M’ # M un autre point de I', et ¢, le paramétrage de T’
correspondant. Nous allons montrer que qﬁﬁ/ oy M* — M'™ est une
homographie. Par ailleurs (exercice), le birapport de 4 droites d’'un faisceau
est égal a celui de leurs images par la dualité ;. Comme les homographies
préservent le birapport, le théoreme sera établi.

Choisissons comme repere projectif du plan les points M = (0 : 1 : 0),
M = (1:0:0), un troisieme point N’ = (1 : 1 : 1) de I', et le point
d’intersection N = (0: 0 : 1) des tangentes a ' en M et M’, et déterminons
l’équation CL()Xg + ale + a2X22 + 2b0X1X2 + 2b1X0X2 + 2b2XOX1 =0del
dans ce repere. La tangente (MN) = {Xy = 0} a I" en M a pour équation:
a1 X1 + 0o Xog + bg Xy = 0, donc a; = by = 0. En considérant la tangente
(M'N) = {X, = 0}, on voit de méme que ag = by = 0. De N’ € I, on déduit
alors que I’équation de I" est XoX; — X2 = 0.

Dans ce repere, une droite A du faisceau F); a pour équation AXy+puXs =
0, correspondant au point (A : p) de Py (K) ~ M*, et rencontre I' aux points
M=(0:1:0)et P=(u?: ) :—Au). Ainsi,

S (A1) = (12 s N0 =),

ou en coordonnées affines, avec t = —& : ¢p(t) = (t* : 1 : ¢). On trouve de
méme, en repérant les droites de F; par les équations X; — ' Xy = 0, que
oar (') = (142 2 1), dott ¢y} 0 par(t) = 1/t. Ainsi, ¢}, o dpr est bien une
homographie.



Nous sommes maintenant en mesure d’établir I'un des énoncés du chapitre
I, p. 22 :

Exercice : Justifier, puis traduire, le texte suivant (cours de H. Umemura,
Nagoya):

Pascal OFH., HETH A(R)ROFHROESBD FOERES65A, B.C, A B,
EHIAL IRPQ RERDESIESS:

P=(BCYN(BC). Q= (CAIN(CA). R=(ABI1Nn(A'B).

TOEE, 3APQ RIZE-ERECHD

Indication: supposer par 'absurde que le point P’ = (RQ) N (B'C) soit
différent de P. Posant z = (AB") N (A'C),y = (AC") N (B'C), vérifier que

[A,R,z,B) = [A/A,A'B,A'C, AB] = [C'A,C'B,C'C,C'B] = |y, P,C, B.

Puis considérer la perspective de centre @ de (B'A) sur (B'C'), qui envoie A
sur y, R sur P, x sur C' et B’ sur B’. En déduire que

[A, Rz, B = [y, P, C, B,

et conclure.
Polarité.

Dans ce paragraphe, on fixe une forme quadratique non dégénérée g sur
I’espace vectoriel E, de forme polaire b. Soient I' la quadrique lisse corre-
spondante, ¢, : E — E* l'isomorphisme de F vers son dual associé a b, et
¢ :=P(¢p) : P(F) — P(E*) la transformation projective que définit ¢,. Pour
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tout point M de P(E), le point ¢(M) de P(E*) fournit par dualité un hyper-
plan de E, qu’on appelle I'hyperplan polaire de M par rapport a I'; et qu’on
note Mt ou plus simplement M*+. Si M =P(K.y), oy € E, on a

M+ ={P'=P(K~') € P(E),b(v,7) = 0.}

Autrement dit, M+ = P((K.y)*). De méme, pour tout hyperplan H =
P(H) de P(E) (cest-a -dire pour tout point de P(E*)), l'orthogonal H*
de H dans FE relativement a b est une droite de F, qui définit un point
Ht = P(H') de P(E), qu'on appelle le pole de H par rapport & I'. On a
(MH)t =M, (HYH: =H.

Si M € T, son hyperplan polaire, d’équation b(7y, X) = 0, est I'hyperplan
tangent a I' en M (et le pole de T/ (I") est le point M). Par conséquent,
I'ensemble des hyperplans de P(FE) tangents a I' est 'image I'* de I' dans
P(E*) par la transformation projective ¢ = P(¢y,). C’est donc une quadrique
I'*, appelée quadrique duale de T'; et I'on a (I'*)* =T

Proposition 2.2. i) Sidim(F) = 2, et siI' = {P, P'}, deux points M ¢ T" et
M’ de la droite P(E) sont poles l'un de l’autre par rapport a I si et seulement
si [P,P',M,M'] = —1.

i) Si dim(E) = 3, la droite polaire M+ = g(M) d’un point M ¢ T du
plan P(E) par rapport a la conique T' est donnée par la construction de la
figure ci-dessous, et l'on a : [P, P',M,M'] = —1.

M

a
] E

Preuve : i) Par hypothese, I' contient deux points, donc ¢ est équivalente
a XoX; et on peut supposer que P = (1 : 0) = oo, P = (0 : 1) = 0 sur
Py (K) ~ K Uoo. Alors, les points M = (xg : 21) = (z: 1) et M' = (yo :
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y1) = (y : 1) sont en polarité si et seulement si xoy; +x1yo = 0, soit z+y = 0,
autrement dit ssi P’ est le milieu du segment [MM’| de la droite affine K,
soit [M,M', P, P]| = —1=[M,M', P, P|.

ii) Vérifions tout d’abord que le faisceau F); des droites passant par
M posséde bien deux tangentes a I' (tout au moins si K est algébriquement
clos) . Ce faisceau donne par dualité une droite A* de P(E*), et les tangentes
recherchées sont par définition les points d’intersection de la droite A* avec
la conique duale I'*. Comme (I'*)* = I, A* est tangente a I'* si et slt si M
appartient a I', de sorte que sous I'hypothese M ¢ T" de la proposition, on
peut tirer de M deux tangentes distinctes® (MQ1), (MQ,) aT.

Comme dans la preuve du théoreme 2.1, choisissons alors comme repere
projectif du plan @; = (0:1:0),Q2 = (1 :0:0),M =(0:0:1), et
P = (1:1:1). Léquation de T' devient XoX; — X3 = 0, et la droite
(MP) : {Xo— X1 = 0} coupe (@Q1Q2) : {Xo =0} en M = (1:1:0) et
recoupe ['en P' = (1 :1: —1). Ainsi, (Q1Q2) admet bien (0:0:1) = M
pour pole, donc est la polaire de M, et [P, P', M, M'] =[1,—1,0,00] = —1.

Comme la dualité, la polarité préserve les relations d’incidence. En voici
une application classique : six points A, B, C, A’, B’,C" d’une conique lisse I"
admettent pour polaires par rapport a I' les tangentes a,b,c,a’,b', ¢ a ' en
ces points. Le pole de (A'B’) est le point o’ N, le pdle de (BC') est le point
bN ¢, la diagonale joignant ces points est la polaire du point (A’B’) N (BC).
D’apres Pascal, les trois points de ce type sont alignés. Par conséquent, leurs
polaires, c-a-d. les trois diagonales de ce type, sont concourantes (théoreme
de Brianchon, dual du théoreme de Pascal).

3 SiM = (0:0:1)etsi {Xo=0} n'est pas tangente a I, leurs équations sont données

par X; = tXp, ou t est tel que le discriminant de la forme quadratique ¢:(Xo, X2) :=
Q(Xo,tXo, Xo) s’annule.
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Quadriques affines

Soit I' = Z(Q) une quadrique de P, (K) ne contenant pas 1'’hyperplan
H, d’équation Xy = 0, c-a-d. telle que Xy ne divise pas () dans 'anneau
K[Xoy, ..., X,]. D’apres le chapitre II, p. 21, I" induit sur 'ouvert affine Hy ~
K™ complémentaire de Hy une hypersurface Z(f) d’équation f(xy,...,z,) =
0, ou f(%, ey ))g—z) = XLSQ(XO, ..., X;,) est un polynome de degré total § égal
a 2 . Plus précisément, la forme quadratique en n variables ®(X;,...X,,) =
F(0,Xy, ..., X,) coincide avec la somme des monomes de degré 2 de f, et on
dit que Z(f) est une quadrique de I'espace affine K", de forme initiale ®.
On a:

flx,xy) = ®(xq, .y xp) + Lz, .0y ) + ¢,
ou L est une forme linéaire en n variables et ¢ € K.

En effectuant des changements de coordonnées affines, ce qui ne change
pas le rang p de ®, on peut mettre ’équation de toute quadrique affine Z(f)
de C", sous 'une des formes suivantes :

Dictp 7 =0 (1< p<n);
Y12 —1=0 (1<p<n);
Vit i+ Tpp1 =0 (1< p<n—1).

Pour n = 2 et K = R, on peut mettre I’équation de toute conique affine
réelle C sous I'une des formes : 7?2 = 0;2% — 23 = 0,23 + 25 = 0,22 — 1 =
0,22 +1 = 0;22 + 23 +1 = 0, et les classiques 2% + 23 — 1 = 0 (ellipse),
2?2 — 22+ 1 =0 (hyperbole), et 2% + x5 = 0 (parabole).

Inversement, toute quadrique affine C = Z(f) donne lieu & une quadrique
projective I' = Z(F') par le procédé d’homogénisation décrit au chapitre II.
Dans le cas n = 2, les paraboles C sont caractérisées par le fait que la droite
a linfini A = {X, = 0} est tangente a I'. Lorsque I'espace affine R? est
muni de sa métrique usuelle, les cercles C sont caractérisés par le fait que
I'intersection de I' avec la droite a l'infini est formée des points complexes
P, =(0:4¢:1),P. =(0:1:1), quon appelle les points cycliques a
Iinfini. En appliquant la Proposition 2.2.ii aux points de la droite a I'infini
M=0:z,:29),P=P,,P=P et M =MTNA=(0:y :1y),on
voit que [Py, P_, M, M'] = —1 si et seulement si x1y; + z2y2 = 0. Ainsi,
deux droites D, D’ du plan euclidien sont orthogonales si et seulement si
leurs points a 'infini cop, cops forment avec les points cycliques Py, P_ une
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division harmonique sur la droite a 'infini A :

D1D <« [P+,P_,OOD,OOD/]:—1.

3 Groupes d’isométries

3.1 Les “groupes classiques”

Soit F un espace vectoriel de dimension n muni d’une forme b vérifiant 1'une
des trois hypotheses du §1.1, et non dégénérée. On dit qu’une application de
E dans E est une isométrie si

Ve,y € E, b(u(x),u(y)) = b(x,y).

Dans les cas symétrique ou hermitien, cela revient a demander que Vx €
E,q(u(x)) = q(x), ou ¢q désigne la forme quadratique ou quadratique hermi-
tienne associée a b.

Proposition 3.1. Soit u une isométrie de (E,b). Alors, u est un automor-
phisme K -linéaire de E.

Preuve : dans le cas symétrique ou hermitien, £ admet une base {ey, ..., e, }
orthogonale (cf. Prop. 1.3.i), avec ¢(e;) := d; # 0 pour tout ¢ puisque
b est non dégénérée, et tout x € E s'écrit ¥,y e, ou dix; = b(z,e;).
Comme u est une isométrie, {u(ey),...,u(e,)} forme également une systéme
orthogonal, avec q(u(e;)) = g(e;) # 0, donc (exercice) est une base de E,
et u(x) = E,-:L_,,,nd;lb(u(a:),u(ei))u(ei) = Nid; b, e;)u(e;) = Sizule;), ce
qui montre que u est bien linéaire. Comme elle applique une base sur une
base, c¢’est de plus un automorphisme.

Dans le cas antisymétrique, choisissons la base symplectique ey, €, ..., €,
€n donnée par la proposition 1.3.ii. Son image par u vérifie les mémes rela-
tions d’orthogonalité. On en déduit que c’est aussi une base de E, et pour
tout x € E, on a : u(x) = Eimy mb(u(z), u(€))ule;) — blu(z), ule;))u(e;).
Le méme raisonnement montre que u est linéaire, et que c¢’est un automor-
phisme.

Les isométries forment donc un sous-groupe de GL(E), qu’on note O(q)
dans le cas bilinéaire symétrique (groupe orthogonal), U(q) dans le cas her-
mitien (groupe unitaire), Sp(b) dans le cas bilinéaire antisymétrique (groupe
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symplectique), ou simplement O(F) lorsque b est donnée. Pour tout u €
L(E,E), de transposée ‘u € L(E*, E*) (remplacer E* par E*? dans le cas
hermitien), on note u* = ¢;1 o 'wo ¢y l'adjoint de u, c-a-d. I'unique endo-
morphisme de F tel que b(u*z,y) = b(z,uy) pour tout x,y € E. Alors, u est
une isométrie si et slt si u*u = idg. Lorsque b est le produit scalaire usuel,
de matrice représentative I, sur K", ou la forme symplectique usuelle sur

K?m de matrice Jo,, = ( 0 In

1 0 ), on désigne ces groupes par

On(K) ={P € GL,(K),! PP =1,},U,(K) = {P € GL,(K),c("P)P =1,,},

Spom(K) = {P € GLyp(K),! PJs,,P = Jo,,}. Les matrices de O(n) :=
O,n(R) sont dites orthogonales, celles de U(n) := U,(C) unitaires. Lorsque
E = R", et b est de signature (s,t = n — s), on pose O(F) = O(s,t). Par
exemple, O(3,1) est le groupe de Lorentz des physiciens.

Soit SL(F) = {u € GL(E),det(u) = 1} (noté SL,(K) quand F = K")
le groupe spécial linéaire. Son intersection avec chacun de groupes supra en
fournit des sous-groupes normaux, notés SO(q) (d’indice 2 dans O(q), car
(det(u))? = 1 pour u orthogonale), SU(q), etc. Le groupe Sp(b) est déja
contenu dans SL(E) (ce n’est pas immédiat, mais pour m = 1, on vérifie
facilement que Spo(K) = SLo(K) .)

Remarque 1 (algébres de Lie) : lorsque K = R ou C, chacun de ces groupes
G est naturellement muni de la topologie induite par celle de I’espace vectoriel
Mat,,,,(K), et on peut parler de la composante connexe G* de I,, dans G.
On verra plus loin que O(n)t = SO(n). En revanche, U(n) est connexe.
On peut également considérer 'application exponentielle, définie par la série
normalement convergente

1
exp : Mat, ,(K) — GL,(K) : X — exp(X) = anoan

et associer a GG son algebre de Lie
Lie(G) :=={X € Mat, ,(K),Vt € R exp(tX) € G},

qui est un R-sous-espace vectoriel de Mat,, ,(K), muni de la loi de composi-
tion interne (X,Y) — [X,Y]:= XY — Y X € Lie(G). Par exemple,
Lie(SL,(K)) ={X € Mat, ,(K),tr(X) = 0} (matrices de trace nulle);

15



Lie(O(n)) = {X € Mat,,(R), "X + X =0} ( X est antisymétrique);

Lie(U(n)) = {X € Mat,, ,(C), *X + X =0} ( X est “antihermitienne”);
Puisque exp est continue, Lie(G") = Lie(G). La dimension du R-espace
vectoriel Lie(G) s’appelle la dimension du groupe G.

Remarque 2 (quaternions) : ils fournissent de nouvelles familles de groupes,
et des isomorphismes entre certains des groupes précédents, en basse dimen-
sion. Le corps (non commutatif) des quaternions de Hamilton est H =
R & Ri & Rj & Rk, muni de la loi de multiplication définie par R-bilinéarité
a partir des relations i2 = j2 = k? = —1,ij = —ji = k, jk = —kj = i, ki =
—ik = j (on vérifie qu’elle est bien associative, et que tout élément non nul
de H est inversible). Soit o lanti-involution (c-a-d. o(hihy) = o(hs)o(hy))
de H définie par o(x + yi + zj + tk) = = — yi — zj — tk, de sorte que
q(h) := o(h).h := ||h||? fournit une structure euclidienne & H ~ R*, et soit
U := U;(H) le sous-groupe du groupe multiplicatif H* formé par les quater-
nions de norme 1. On peut voir HH = C @ Cj ~ C? comme un C-espace

vectoriel de dimension 2, que ||.|| munit d’une structure hermitienne. Alors,
lapplication p : U — GL2(C) qui attache & u € U l'automorphisme C-
lindaire de H : h — p(u)(h) := hu~! est un homomorphisme de groupes
injectif. Comme ||hu|| = ||h]].||u|| = ||h|| pour tout h € H, son image est

contenue dans le groupe unitaire U(2). En fait, pour u™! = a+3j € CaCj
de norme a@ + 0 = 1, la matrice représentative de p(u) dans la base {1, 5}

— —\ -1
, a =03\ a [ , )
de H est donnée par ( 3 @ ) = ( 5 a ) , de sorte que p établit un
isomorphisme de U sur U(2).
L’espace Ri @ Rj @ Rk des quaternions purs, muni de ||.||, s’identifie &

I'espace euclidien usuel R?. Pour tout u € U, 'application Int(u) : h
whu~™! de H induit une isométrie de R3, d’ott un homomorphisme de groupe
m: U — SO(3), appliquant u sur m(u) = (Int(u))|gs, de noyau UN centre
de H* = {£1}. La théorie des algebres de Lie permet de montrer que 7 est
surjective, de sorte que SO(3) ~ SU(2)/{£I.}.

Dans le méme ordre d’idée, considérons H"™ comme un espace vectoriel a
droite sur H, et soit G L,,(H) le groupe des automorphismes H-linéaires de H".
Avec 'identification H* = C"+ jC", on a GL,(H) = {P € GL,,(C), PJy, =
JonP}. Son sous-groupe U,(H) = U(2n) N Sps,(C) coincide avec a U =~
SU(2) pour n = 1, mais c’est en général un nouveau groupe.
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3.2 Géomeétrie euclidienne

Nous nous restreignons désormais au cas euclidien : K = R, et b est un
produit scalaire sur £ ~ R", c’est-a-dire une forme bilinéaire symétrique
définie positive (= de signature (n,0)). Alors, £ admet des bases {e1, ..., €, }
orthonormées (= orthogonales et pour tout i, g(e;) = 1), et on peut sans
restreindre la généralité supposer que ¢(z) = 2% + ... + 22 = ||z]|?, ce qui
identifie O(F) & O(n). Les éléments de SO(n) = {u € O(n),det(u) =
1} = O(n)" s’appellent les rotations de E. Le complémentaire de SO(n)
dans O(n) est noté O(n)~. Pour n impair, il contient —I,,, de sorte que
O(2m+1) ~ SO(2m+1) x{£1}; pour n pair, il contient des éléments d’ordre
2, mais aucun n’est central, donc on a seulement : O(2m) ~ SO(2m) x{£1}.

cos  —sind
Dans le cas n = 2, le groupe SO(2) = {Ry = sind  cosd
R/27Z} est commutatif (et isomorphe a U(1) = {z € C*,|z] = 1}). Tout
élément de O(2)~ est une symétrie orthogonale Sp par rapport a une droite
vectorielle D de R? et O(2) = SO(2) x, {£1}, ot —1, représentable par
n’importe quelle symétrie Sp = Sp', agit sur SO(2) par 7(—1)(Ry) = R_y
(c-a-d. SDRQSBI = R_y). La composée Spr o Sp de deux symétries dont les
droites forment un angle (D, D') = 0 mod (7Z) est la rotation Ray.

,0 €

Soit W un sous-espace vectoriel de E, d’orthogonal W+. La relation
E =W @ W+ permet de définir la projection orthogonale my, sur W (c-a-d.
parallelement & W) et de méme, la symétrie orthogonale oy par rapport
a W; si W est un hyperplan H, cette symétrie s’appelle la réflexion Ty par
rapport a H. Toute symétrie orthogonale oy est une isométrie, et vérifie
0%, = idg. Inversement :

Lemme 3.2. i) Pour toute isométrie u d’un espace vectoriel euclidien E, on
a: E=Ker(u—idg) L Im(u—idg)

i1) Pour tout automorphisme u d’ordre 2 d’un espace vectoriel E , on a
E = Ker(u—idg) ® Im(u —idg), et Im(u —idg) = Ker(u + idg).

iii) Tout élément u d’ordre 2 de O(n) est une symétrie orthogonale.

Preuve : i) D’une part, Ker(u — idg) et Im(u — idg) sont de dimensions
complémentaires. D’autre part, pour tout (r € Ker(u — idg),z € E) :
b(z,u(z)—2) = blu™'z, 2)—b(x, z) = b(x, 2)—b(z, z) = 0, d'ott Ker(u—idg) L
Im(u — idg).

ii) Montrer, plus généralement, que si P, € K[T] sont des polynomes
premiers entre eux tels que P(u)Q(u) = 0, ona E =W W' ou W =
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Ker(P(u)) = Im(Q(u)), W = Ker(Q(u)) = Im(P(u)). On pourra partir
d’une relation de Bézout : il existe A, B € K[T] tels que AP 4+ BQ = 1.

iii) Posant W = Ker(u — idg), on voit que u = ( iy .0 ) = ow.

0 —Zdwl

Proposition 3.3. Soit u une isométrie sur £ ~ R".

i) Il existe des entiers a,b,c > 0, avec a + b+ 2c = n, et une base
orthonormée de E, dans laquelle u est représentée par une matrice du type

I, O 0 0

0 -I, 0 0

0 0 Ry O

0 O 0 Ry,

i) Il existe un entier p < n et des reflevions Ty, ..., Tw,, telles que u =
TH, © ... © T, . En particulier :

iii) tout élément de O(2)~ est une reflexion; les points fizves d’un élément
u # idg de SO(3) forment une droite, qu’on appelle l'aze de la rotation wu;
SO(n) est connexe par arcs, donc conneze.

, 0t a+b+2c=n, et pour tout i, 0; ¢ 7.

La partie (i) signifie que pour tout U € O(n), il existe P € O(n) telle
que P7'UP soit une matrice du type indiqué. Ou encore : il existe une
décomposition orthogonale £ = V* 1LV~ L II; L ... L II., en sous espaces
stables sous u, tels que u|V"™ =id, u|V~ = —id, les II; sont des plans , et u
y induit des rotations d’angles 6; Z 0,  mod 27.

Preuve i) Par récurrence sur n. Le cas n = 1, resp. 2, est trivial, resp.
classique. Pour n > 3, soient Ay, ..., \,,, m < n les valeurs propres de v dans
C, c’est-a-dire les racines de det(u — Aidg) = 0. Sil'une, soit Aq, est réelle, il
lui correspond un vecteur propre v; € E, qu'on peut supposer de norme 1 et
qui vérifie q(v1) = q(u(vy)) = Nq(v1), donc A = £1. Comme les isométries
préservent la relation d’orthogonalité, I'hyperplan E; := (Ruv;)* est alors
stable sous u, et on peut appliquer 'hypothese de récurrence a u; = wg, .

Si en revanche aucune valeur propre n’est réelle, deux au moins, soit A
et Ay = A, sont complexes conjuguées. Considérons alors le complexifié E¢
de F, sur lequel b s’étend en un produit scalaire hermitien b¢, et notons uc
I’automorphisme C-linéaire que u induit sur F¢. Il est unitaire, et admet
A1, A2 parmi ses valeurs propres. Donc |A1| = [A2| = 1, et on peut écrire A\; =
e Ny = e on 6, £ 0, 7. Les vecteurs propres v;, vy € F¢ correspondant
sont linéairement indépendants sur C (ils sont méme orthogonaux pour bg,
puisque Aj 'be(v1,v3) = be(ug' (v1),v2) = be(vr, uc(v2)) = Aobe(vr,v2) =
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Aibe (v, v2), tandis que A7' # A;). De plus, E¢ admet une involution o
semilinéaire (V(\,v) € C x Eg,o(\v) = Av ), qui vérifie Ker(o —idg.) = E
et qui commute a uc. On peut donc choisir vy, = a(vl) comme vecteur propre
pour A\o. Dans ces conditions, le plan Il¢ engendré par vy, vo dans E¢ contient
les vecteurs wy = 3(vy + o(v1)), ws = 5 (v1 — o(v1)), qui appartiennent a E.
Ainsi, IIc N E est un plan réel I1I; de E stable sous u. Les valeurs propres de
Iisométrie u' := wy, sont e, e~ donc u' est la rotation d’angle 6; (qui
est représentée par Ry, dans toute base orthonormée de I1;), et le sous-espace
E, =117 de E, de dimension n—2, est stable sous u. On peut donc appliquer

I'’hypothese de récurrence a u; = ug, .

ii) C’est un corollaire de (i) : chaque Ry, peut s’écrire comme composée
de deux reflexions 7+ o 7~ du plan II;, qui sont induites par les reflexions
Tyt de E d’hyperplar;s Hl-i - D;t @, 1; VT @V~ Toute droite D de V'~
fournit de méme une reflexion 7y relative & I'hyperplan H = D+ de E. En
choisissant b droites de V' orthogonales, on obtient b hyperplans Hy, ..., H,,
tels que u =7y, 0...0Ty, O T+ OTy—... 0T+ OTyy—, Aot les p=b+2c<n
réﬂegions rech}c{;(:hées. T e g Tes

iii) Les décompositions ci-dessus ne sont pas uniques, mais la parité de b
et de p ne dépend que de u, puisque det(u) = (—1)° = (=1)P. Pour n =2 et
det(u) = —1, cela impose p = 1, et u est une réflexion (en fait, nous avons
utilisé cette propriété de O(2)~ au démarrage de la récurrence de (i)). Pour
n = 3 et det(u) =1, celaimpose p = 2, u = Ty, 07g,: si Hy = Hy, u = idg (et
a = 3); sinon, a = 1, donc Ker(u —idg) est une droite A, qui contient, donc
coincide avec la droite H; N Hy, et u est la rotation d’axe A, d’angle deux fois
I'angle de (Hy, Hy). Enfin, tout élément u de SO(n) admet un b = 2V’ pair,

= 0

0 R, )
Apres conjugaison par une matrice de changement de base P, I'application
t €0,1] — (Rixy ..., Rix, Rigy, ..., Ryg,) fournit alors un chemin continu reliant
I, & u dans SO(n). Donc SO(n) est contenu dans la composante connexe
O(n)*™ de I, dans O(n). Puisque cette derniere est contenue dans I'image
inverse de 1 par l'application continue det : O(n) — {1,—1}, on a bien
SO(n) = O(n)*, comme annoncé plus haut.

pour lequel —I, s’écrit comme la matrice a b’ blocs diagonaux

Espaces affines euclidiens

Un espace affine euclidien £ est un espace affine réel dont 1’espace vectoriel
directeur est un espace euclidien (E,b). Pour P,Q € &, on appelle distance
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de P a @ le nombre d(P,Q) = (q(P—C,j))% Une isométrie affine de &€ est
une application f : & — &£ qui conserve les distances. Ainsi, les translations
tw, v € E sont des isométries affines. L’énoncé suivant montre que les
isométries affines de £ forment un sous-groupe, noté OA(E), du groupe affine
GA(E), et que OA(E) ~ E %, O(FE), pour l'action naturelle 7 de O(E) sur
E (voir chapitre I, §3.2).

Proposition 3.4. Soit f une isométrie affine de E£. Alors,
i) f est un automorphisme affine de £; c-a-d. f € GA(E). On note 7 €
GL(E) lapplication linéaire correspondante;
i) Il existe une unique couple (v, g) € E x OA(E) vérifiant les 3 propriétés
suivantes : R

(a) f=tgog; donc'qg = [;

(b) Fiz(g) ={P € &,g(P) = P} est non vide; donc c’est un sous-espace
affine de &, d’espace vectoriel directeur Ker(? —idg);

(c) T € Ker(f —idp).
De plus, on a alors automatiquement : t- o g = got.

Preuve : i) Fixons une origine O de €. Alors, f' = tf(T)do f est une isométrie

affine de £ qui fixe O. En identifiant le vectorialisé £o de € a F, _on peut donc
voir f' comme une application de E dans E telle que f/(0) = 0. Pour tout

7 € E,onaalors : q(f' (7)) = q(f'(7)— f’(?)) = q(@), et la Proposition
3.1 entraine que f’ est linéaire. Donc f' € GA(E), et de méme pour f.
ii) Montrons tout d’abord que si une décomposition f = tog vérifie (a) et
(b), elle vérifie (c) si et seulement si t0g = gots. En effet, gtzg7" =t
H
est égal At sietsltsi v € Ker(g —idp) = Ker( f —idg).
Montrons maintenant qu’une décomposition f = t- o g = g ot vérifiant
(a), (b), (c) est unique. Soit B un point fixe de g, et B’ = f(B) = B+ 0 son
- — —
image par f. Pour tout P € &£, d'image P’ = f(P),ona PP'= BP'— BP =
7 - . 575 — - . Bh \ = ; 3
BB 4+ (f —idg)(BP)= v 4+ (f —idg)(BP),ouv € Ker(f —idg). Mais
—
d’apres le lemme 3.2.i, une telle décomposition de PP’ est unique, donc v,

et par conséquent g = f ot_+, sont entierement déterminés par f.
Construisons enfin une décomposition, en fixant une origine O de &,

. ’ . — - . —
d’image O' = f(O) sous f. Selon le lemme 3.2.i, 00" = V' +( f —idg)(W) €
— —
Ker(f —idg)®Im( f —idg). Soit B =0 —w, et soit g € OA(E) I'(unique)
ﬁ
isométrie affine fixant B et de partie linéaire ¢ = f. Alors f et t o ¢ ont
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mémes parties linéaires, et valent au point B
—
F(B) = 0'+ f (OB) = 0+00'+ f (OB) = O+ T +( f —idg)(BO)+ f (OB)
= B+ U =ty o g(B), donc coincident sur tout &.

Parmi les isométries affines f, on distingue en particulier :

- les déplacements (resp. antidéplacements), dont la partie linéaire 7 €
O(n)* est une rotation vectorielle (resp. 7 € O(n)7). Le groupe OA(n)" ~
Ex.0(n)" des déplacements contient les translations, et est encore connexe.

- les rotations, qui sont les déplacements f possédant au moins un point
fixe. Sin =2, f # ide est une Lgtation affine si et slt si f est une rotation
vectorielle # idg : alors, Ker( f —idg) =0, et f # ide a un unique point
fixe, appelé centre de la rotation.

- les symétries orthogonales oy, par rapport a un sous-espace affine YV de
E . oy est la symétrie affine par rapport a W parallelement a ’orthogonal
W+ de la direction W de W. Quand YW = H est un hyperplan de &, on parle
de la réflexion T par rapport a H; ¢’est un antidéplacement, d’ordre 2 dans le
groupe OA(n). Le composé de deux réflexions par rapports a des hyperplans
paralleles de direction H est une translation par un vecteur v € H*.

Sin = 2etsif est un antidéplacement, alors 7 est une réflexion
vectorielle (Prop. 3.3.iii) par rapport a la droite D = Ker(7 —idg). Si
Fix(f) # 0, c-a-d. si, dans la décomposition canonique f = t+ o g donnée
par la Prop. 3.4.i, le vecteur ¥ est nul, f est une réflexion par rapport
une droite D = Fiz(f) de direction D. En revanche, si Fiz(f) =0, f n’est
pas une réflexion, mais une symétrie glissée (voir chap. I, §3.2, exemple iii).
Comme la translation ¢ est le produit de deux reflexions par rapport a des
droites perpendiculaires a D, on voit qu'une symétrie glissée est la composée
de p réflexions, avec p = 2+ 1, et que p ne peut étre choisi < 3. En fait :

Proposition 3.5. Soit f une isométrie affine d’un espace affine euclidien £
de dimension n. Il existe un entier p < n + 1 et des reflexions Ty, ...., T,
telles que f = Ty, 0 ... 0 Ty,

Preuve : si f admet un point fixe O, f s’'interprete comme une isométrie
vectorielle du vectorialisé £p, et on peut lui appliquer la Proposition 3.3.ii.

ﬁ
Sinon, Ker( f —idg) n’est pas inversible, de sorte que l’entier a apparaissant
H
dans la décomposition de I'isométrie vectorielle f a la Proposition 3.3.i est
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nécessairement > 1. Considérons alors la décomposition canonique f =t og
de f: comme § = 7), son a est aussi > 1, et comme g admet un point
fixe, on peut, en passant au vectorialisé, écrire g comme un produit d’au plus
b+ 2¢ < n réflexions de &y, d’ou, puisque t+ est produit de deux réflexions,
une décomposition de f en produits d’au plus b+ 2c¢ + 2 < n + 1 réflexions.

Voici une autre preuve, plus géométrique, de cet énoncé. Soient & C
Fiz(f) un ensemble de points fixes de f, et P un point de £ non fixé par
f. Montrons qu’il existe une réflexion 7 telle que 'isométrie gy = 7 o f
admette P et les points de ® parmi ses points fixes. Puisque f(P) = P’ n’est
pas égal & P, il existe un unique hyperplan H orthogonal & (PP’) et passant
par le milieu M du segment [PP’]. Alors, 7¢(P") = P, donc P € Fix(gy).
Par ailleurs, tout point @ de ® vérifie d(Q, P) = d(f(Q)f(P)) = d(Q, P'),
donc (QM) L (PP'), et Q € H est fixé par 75, donc par 7y o f = g;.

Soit alors { P, ..., P,} un repere affine de £. En itérant le procédé supra
p fois, avec p < n + 1, on construit p hyperplans H; tels que l'isométrie
g = Tn, ©...0 Ty, o [ admette Py, ..., P, parmi ses points fixes. Comme une
application affine est entierement déterminée par ses valeurs sur un repere
affine, c’est que g = idg, et f =Ty, 0...0Ty,.

Signalons pour conclure que sans étre des isométries, les projections or-
thogonales et les similitudes (c’est-a-dire les composées d’isométries par des
homothéties) jouent un role important en géométrie euclidienne. Le cercle des
9 points en fournit une illustration classique: voir http://pagesperso-orange.
fr/debart/geoplan/feuerbach.html , d’ol est extraite la figure ci-dessous.
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