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Exercice n°%.41

Soit 29 € C*. Montrer que z —

admet un DSE, en précisant les coefficients et le
20 — R

: z
domaine de convergence. (Poser W= —
20

Exercice n° 8, 2,

t
—1
€ a

1
Donner une valeur approchée & 10~3 prés de /

0
(Utiliser la. minoration 5! > k!k~* pour j > k)

Exercice n° 3.3
/4 /4 1
it >0, I, = " t = ' I(2) = 1— ztant
Soit pour n > 0, I, /0 tan” ¢ dt et pour z =gz +iy € C, I(2) /0 1—ztant

Montrer les assertions suivantes :

1
2n + 2

1/Vn>0,1I1, >
2/ I(z) est une intégrale de Riemann siy #0ouz < 1.

3/ I(z) est une intégrale généralisée absolument divergente siy =0 et z > 1.
4/ f I, = 400

- Er? utilisant le critére de Riemann

— En utilisant le Théoréme de Fubini.
+o0
5/Vz € [0,1], ZInm" converge et Zlnw" = I(z).
0

6/ Le rayon de convergence de la série Z I,z" vaut 1.

+oo
7/ Vz € C tel que |2] < 1, Zlnz” converge et Zlnz“ = I(2).
0

Exercice n° 3"-1

Sit € R¥ et z € C alors t* = e*"! et si z = Rz, |t7]| = t°.
+

smt
1/ Montrer que, pour z =2 + 1y € C, / ~ dt est convergente si z < 1.

t
2/ Montrer que l'application z — / 51_n_ dt admet un DSE convergent sur D(0, 1).
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Exercice n° 10,4

1/ Montrer que admet un DSE, en précisant coefficients et domaine de convergence.

1
(1-2)?

Noter que ! _ 1 X 1
Ty 12" 12

2/ Généraliser & > pour tout z, € C*,

1
(20 — 2)
Exercice n°10. 2.

1/ Déterminer le maximum M de la fonction f : z — f(z) = z|Ilnz]| sur |0, 1].

On note a, = /(;1 (f(z))"dz.

1 1\"
2/ Vérifier que pour tout n > 3, — X (M - —> < !anl < M".
n n

3/ Quel est le rayon de convergence R de Z anz" 7

Exercice n° 410. 3

2 on)! 2] /2
Pour tout n € N soit a, = ( n) _ 2 2 o Ipy = / cos®™ 6 db.
n n! x n! 0 0

Les a,, sont les coefficients bindmiauz situés sur l’aze central du triangle de Pascal, 1,2,6,20...
1/ Déterminer le rayon de convergence R de Z an?".
2/ Montrer que pour |z| < R

2

/2
;r-/o 1-— 4zcos29 Zanz

dé 1
1—1zcos?f Vi—z

2 w/2
3/ Verifier pour z € | — 1, 1 que —/
T Jo

(Poser u = tan 9)

4/ En déduire (2:> X (ZZ B ik> =4" pour tout n € N.
k=0
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Exercice n°'/1_1, ./1.

1
Soit f = .
ot f 14+ X + X2+ X3+ X4+ X5+ X6

Calculer f™(0), la dérivée n'*™e de f en 0, pour 13 < n < 16.

Exercice n° ’_[’.[ . l
w/2
Pour tout n, soit I, = / sin® x dz. Soit la série Z I,2" et R son rayon de convergence.
0

1/ Vérifier que lim I, =0.
n—r+00

1
(Couper Pintégrale en g — — en choisissant bien oz).
n

2/ Vérifier que R > 1.
3/ Verifier que Z I,, diverge.

4/ Déterminer le domaine de convergence D de Z I,z".

Exercice n°41.3
Soit (E) léquation différentielle z%y” + zy’ + (z* — 1)y = 0.

“+00
Montrer que pour a; donné, il existe une suite (a,)nen unique telle que z — Z anx" est une
0
solution de (E), en précisant ’expression des a,, en fonction de a; et le RCV de Z anX".




Exencces Suplementaie, (<)

Exercice nOIS:L .
2n

Déterminer en fonction de a € R le domaine de convergence D, de la série entiere g YR
n>1
(Distinguer 3 cas.)

Exercice n° So?/ '

{2

1 =X b
* n
1/ Pour a, b € C*, montrer que le DSE de p— est EO p) X" et que son rayon de

convergence R = %.

oot

: 1
Pour z=x+1 E(Connotelz:/————'dt
y () 0 1—Zt+t2

2/ Montrer que I(z) est
— une intégrale généralisée absolument divergente si z > 2 et y = 0,
— une intégrale de Riemann, i.e. sans singularité, lorsque z < 2 ou y # 0.

3/ Montrer 'existence d’une suite (a),en de fonctions continues sur [0,1] telles que pour
~+00 1
2| < 2, I(z) =) ( / an(t) dt) 2",
0

0
1
(On notera I, = / () dt.)
0

Exercice n® 53

~+00 e(z—l)I; '
On note pour z € C, I(z) = /

dt.

A
Xne—X +oo
On note pour n € N, u, = m et J, = /0 uy,(t) dt.
On admet que lim J, =0.

n—-—400

Montrer les assertions suivantes :
1/Vz € C, z =1z + 1y, tel que = < 1, I(2) converge.

+00
2/ vz € [0,1], Z J,x" converge et Z Joz"™ = I(z).
0

3/ Z Jy, diverge.
4/ Le rayon de convergence R de Z X" est R=1.
+o0 tn+1 e—t
5/ Vn € N, ((n—l— 1)') X (Jn+1 - Jn) = ""./(; m dt.

6/ Le domaine D de convergence de Z J.X"est D= {z € C,|2| <1, z# 1}.
+o0
7/Vz € Ctqlz| <1, Zan" = I(z).
0




