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Exercice 1. (2—1—2) Donner la nature des intégrales suivantes∫ +∞

0

sin2(t)

t2
dt ;

∫ +∞

0
cos(t)e−t

2
dt ;

∫ +∞

1

1

t
√
t2 − 1

dt.

Exercice 2. (3—3) Soit α > 0 et x ∈ R fixés.

1. Étudiez la nature (en fonction de α et x) de la série
∑ cos(2nx)

nα
.

2. On suppose que x /∈ πZ. Déterminez en fonction de α la nature des séries

∑ cos2(nx)

nα
et

∑ sin2(nx)

nα
.

Exercice 3. (2—1—3) On introduit la suite vk :=
1

k
−
∫ k+1

k

1

t
dt, k ≥ 1.

1. Montrer que pour tout k ≥ 1 on a

0 ≤ vk ≤
1

k
− 1

k + 1
.

2. Montrer que la série
∑
vk converge.

3. On pose, pour n ≥ 1, Hn =

n∑
k=1

1

k
. Montrer qu’il existe une constante γ > 0 telle que

Hn = log(n) + γ + o(1).

Exercice 4. (3—3—2) On considère la série de fonctions (de la variable réelle s) suivante :

ζ(s) =

+∞∑
n=1

1

ns
.

1. Rappeler l’ensemble de définition de ζ. Montrer que la série converge normalement sur
tout intervalle [a,+∞[ avec a > 1, et que ζ est continue sur ]1,+∞[.

2. On fixe s > 1. Montrer que ∫ ∞
1

dt

ts
≤ ζ(s) ≤

∫ ∞
1

dt

ts
+ 1 .

3. En déduire que lorsque s→ 1+ on a ζ(s) ∼ 1

s− 1
.
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Formulaire

cos(θ) = Re
(
eiθ
)

;

n∑
k=0

eiky =
1− ei(n+1)y

1− eiy
pour tout y ∈ R tel que y /∈ 2πZ.

cos2(a)− sin2(a) = cos(2a) ; cos2(a) + sin2(a) = 1

Lorsque n→ +∞, on a : log(n+ 1) = log(n) + o(1).

Primitive :

∫
dt

ts
= − 1

s− 1
· 1

ts−1
lorsque s 6= 1.


