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Feuille de TD n°4 - Injections de Sobolev

Exercice 1: Contre-ezemples

1. Nier linjection H'(By) < L®(By) dés lors que d > 2 (B est la boule unité de R%).

2. Soit 0 < o < 1/2. En considérant la fonction z — 1j,j<y In(|z]|~1)*, mettre en défaut Iinjection
précédente également pour d = 2.

3. Montrer par un exemple simple qu’il existe des ouverts de R? pour lesquels les espaces de Sobolev
correspondants n’admettent pas d’opérateurs de prolongement, et que pour p > d l'injection de
Sobolev WP () <> €°(Q) ne peut pas étre vraie pour tout ouvert Q < R,

Exercice 2: Trudinger

Soit © = R? un ouvert borné convexe. Dans toute la suite « < » signifiera « < a une constante
prés ne dépendant que de Q » (notamment indépendante des variables impliquées dans I'inégalité!).

1. Nous admettons pour l'instant ’estimation suivante
Vpe (1,0, Vue H(Q), [uly < VP lulm@). )
Montrer I'existence de a > 0 ne dépendant que de €2 telle que pour tout élément u de la boule unité
de H'(Q), on ait exp(au?) € L' (Q).
Indication : Cette propriété est un cas particulier d’une inégalité découverte par Trudinger en 1967,
c’est sa méthode de preuve que nous suivons dans cet exercice. Au début des années 70 Moser a

établi une autre prewve de ce résultat (utilisant le réarrangement décroissant) et considérablement
amélioré cette estimation.

2. Montrons l'estimation (x).

(a) Montrer

Yo e 2(R?), Yz € Q, x)| <J lo(y |dy+f J ||z x|dz dt,
Qq

ou Q:={z€Q: |z —x| <tDgq} et Dq est le diametre de .
(b) Soit 7 : & — Lg(o,p,)|z|~". Montrer

e (), Ype Lol [églh < (|w|p/sa|Hl<m + [ w w>|W|> .

(¢) En déduire (x).

Exercice 3: Poincaré

On suppose 2 de largeur finie, ¢’est-a-dire borné dans une direction. Pour tout 1 < p < oo, montrer
lexistence d’une constante Cq ;, telle que, pour tout u € Wo P(Q),

|ulir @) <

Remarque : La preuve montrera en fait qu’une dérivée le long d’une seule direction suffit.
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Exercice 4: Réqularité elliptique
Soit f € L*(R%) et u € H'(RY) telle que u — Au = f dans 2'(R?).

1. Montrer que pour tout élément v € H' (R%)

VU'V’U-FJ

uv = fo.
R4 R4

Rd
Remarque : L’égalité précédente dans laquelle l’espace des fonctions tests a été considérablement
élargi s’appelle la formulation variationnelle de I’EDP u — Au = f.

2. Pour h € RA{0}, et ¢ € H'(R?) on introduit 'opérateur Dptp(z) = |h| = ((z + h) — 9 (x)), dont
on vérifie qu’il est continu de H'(R?) dans lui-méme. Ecrire la formulation variationnelle avec la
fonction test ¢ := D_pDpu.

3. En déduire que |D,Vu|2 < | f]2 et conclure.

Indication : Penser a la caractérisation par translation des espaces de Sobolev établie dans la feuille
précédente d’exercices.

4. Déduire de ce qui précede ce cas particulier du Lemme de Weyl : si u € Hi,.(RY) vérifie Au = 0
dans 2'(R%), alors u € €*(R?).

Remarque : Le véritable Lemme de Weyl est autrement plus puissant : pour un ouvert Q  R%, si
T € 2'(Q) satisfait AT =0, alors T € €*(Q). De maniére plus générale, on montre que l'opérateur
différentiel A est hypoelliptique : il conserve le support singulier du terme source.



