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Pour démontrer I'inégalité de Prékopa-Leindler, on peut commencer par observer qu’elle
se tensorise, au sens ou si 'on sait la démontrer jusqu’a la dimension n > 1, alors elle
est aussi vraie en dimension n + 1. En effet, soit f,g,h : R*™ — RT vérifiant Va,y €
R (1 —t)z+ty) > f11(x)g! (y). Ecrivons les vecteurs 2 de R™! sous la forme (z1, T)
avec 1 € R et T € R". Pour x1,y1 € R donnés, on a

VT*ﬂ € Rna h’((l o t)Tl + ty1, (1 o t)f + tﬂ) > .fl_t(xlzf)gt(yl:g)
et donc, par l'inégalité de Prékopa-Leindler sur R™ on a
H((1—t)zy + tyr) > F' " (21)G (1)

ou l'on a posé, pour tous les t € R,

H(t) = / htE)dE, (@)= [ fm)dE, Gl = / gl 7).

R'Il
Cette inégalité étant vérifiée pour tout x1,y; € R, on conclut en re-appliquant I'inégalité de

h = / H et idem
JR

Prékopa-Leindler, cette fois en dimension 1 et en utilisant Fubini ( /
. Rn-}—l

pour f et g).
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Z 2 ~ On va supposer pour cette dé-
monstration que les fonctions f, g : ]R — R* sont continues et strictement positives sur R.

On peut se ramener a ce cas la par approximations (c’est vite dit...). Par homogénéité, on
peut supposer que fR f=1= fR g. Les fonctions F, G définies sur R par

SRR

sont alors des bijections C! strictement croissantes de R dans ]0, 1[. Ainsi la fonction
T:=G 'oF

est une bijection C'! strictement croissante de R dans R vérifiant

x T(x)
Va € R, / f = / g

f(x) =T'(x)g(T (x)).

En introduisant la bijection C! strictement croissante T}(x) := (1 — t)z + tT'(z), on a

/Rh = /Rh(Tt(x))Tt’(x) dr = /Rh(Tt(x))((l —t) +tT'(x)) du.

et donc

L’hypothese % et I'inégalité artithmético-géométrique (utilisable car |77 > 0) nous disent
que

h(Ty(z)) = fH(2)g"(T(x)) et (1—t)+tT"(x) > T'(x)’

[z [ @ @@ e = [ ) de =

et donc
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La premiere conséquence classique de I'inégalité de Brunn-Minkowski est 'inégalité isopéri-
métrique. Notons BY la boule euclidienne de rayon 1, By := {x € R" ;|z| < 1}. On a alors,
pour A C R" et ¢ > 0 que A + B3 consiste en I'ensemble des points a distance au plus ¢ de
A

A+eBy ={z e R"; d(z,A) <¢e}.



Par conséquent, si on pose

|0A| := liminf A+eBs| - ‘A‘,

e—0 9

on peut se persuader que, lorsque A a un bord régulier, cette quantité vaut bien la mesure
de surface du bord de A. L’inégalité isopérimétrique affirme qu’a volume fixé, la mesure de
surface du bord est minimale pour les boules euclidienne.

Fait. — Soit A une partie borélienne de R™ de mesure non-nulle et soit B une boule eucli-
dienne telle que |A| = |B|. Alors on a
Ve > 0, |A+eBY| > |B + BY|

et donc |0A| > |0B].

Démonstration. — Prenons B = rBjY avec r > 0 tel que [A] = |rB¥|. Comme il y a
égalité dans 'inégalité de Brunn-Minkowski (1.2) lorsque les ensembles sont homothétiques
et convexes (n’est-ce pas ?), on déduit bien de (1.2) que |A + eBYY"™ > [rBY +eBRY". O
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