
Chapitre 1 :

Inégalité de Bruna - Minkowski



Jérémy
( Inégalité de Prétopa . Landler )

Soit f. g ,

h : 1Res 1Re et te to , 23 tels que , pour tout a
, y EIR '

h ( ttlutty ) 7 ftp.tglypt ( * )

[ mens S ! 7 ( S ! )
"

( ! ) t

Il s'agit enfuit d' un énoncé pour deux fonctions :

{
pour f , g :

1Res
1Re

,
on a :

|
fsup } ftp.glgst ; ce Hut ty =

E-jd $f)
"

( fln)
t

On dit parfois que
l' inégalité de Prétupa . Lundlen est une

inégalité de tlolder inverse .

Pour deux fruitiers puihtef , g :

11
. Æe.

Sgttgt = ( Sg)
"

(Sg )
- t

e-

ftp.?*!8HJtsMd2IIT...#Inrahnnhz=zne



Démonstration de PL ( en dimension 1)

Fait : Soit A
,

Bc IR deux bouliers revis .

Dlrs

[
° ' "

I At B I z lal + IBI t# 1

Démo : on suppose d'abord que A et Bsmtampact .

Cunwo#) est chvdriante par translation
,

on peut supposer
que max ( A) =

min ( B) = { OG .
Mais alors

A  TB s Au B et IAUBI = LAHIBL .

Pour des lonelier généraux ,
on cmclut par

régularité antérieure de la mesure de Lebsgue .

Re

On se donne f , g ,
h centigrades vérifiant l' hypothèse

#
On se ramène à la situation suivante :

→
Par cmvergece monotone

, on peut supposer que
f et

gsmt
essentiellement bornés .

→Par homogenate ,
on peut supposer que

supers (f) =

super
(g) = 1

.

On rappelle que pour
toute fuite on bneheuue

.

'

ouai . fb = Ç
°

13 b > s s l

dsOn a alors .Inh7 ÇT 3h > s 5 1 'as
Pour

se
Re,

l' hypothèse # garantit
.

que

{ h > s 5 o ( z - E) 3f > s Ç + ttg > sg
Mais pour se [ 0,1 [

,
les ensemble de droites

smt non vides
,

et donc par le fait on a



| { h > $ Ç I 7 µs - E) 3f > SÇI + Ithgssç I

= la - e) 14f > ssl t t kg > sçl
En intégrant pour se Lo , 2f on obtient duc

Shz lz - E) Sf t t Sg

qui est z ( sf )
" ( Sg ) t

µ.

RI : Il pourrait sembler qu' on peut obtenir me

andusiar plus forte .
Mais ce n' est pas le cas . Pourquoi ?

Démonstration ( de PL en aims )

ammunitions

**#



L' inégalité de PL est une ferme fmetionllle de l' inégalée
de Brunn . Minkowski

.

théorème : Soit A
,

BCR
"

et te t 0,13 . On a :

@M ) f-I ( 1- E) ATEBI 7 I AVE ) Blt
agamemaltipeiah.ve

Démon : On applique l' chégalife . de plan
madimemàndle

f = ta G = 1ps
On a snp ta CNÎ

- t
1ps ( YJT Ita.es#epslZ)Z=kz-E)nttg

#

La fume

classique
de l' chégalite. de Brest plutôt ,

théorème soient A
,

Bclr '
non wds

.

Alors

LBM ) I At BY » IAI "
t IBM "

← head
.{

théorème implique le précédent .de manière triviale
.

Il lui est équivalent , par homogénéité de la mesure de

kbeogue :

pour A
,

Ben non vides
,

tels que IAHO et IBHO
on applique la forme multiplicative arec

À :-. ftp.netB :< ftp.n 9mirmtdemes
et t.in?II..lastte.hII :* )

es



Nous allons voir bien d' autres applications , en

dmriation drec de la unvecile ' et de la log - concavité
.

Mais remarquons que
l' avantage de la version

fonctionnelle L RL ) est de s' étendre naturellement à

d' autre menues que la mesure de Lebesque .

Le résultat suivant est un exemple tué imputant :

théorème : soit V : IN - IR une fonction vérifiant ,

pour un t [ qsz et Se IR
,

(d) Fx
, yelrn : ( 1- E) vlnlttvlg ) - Vlhtntty ) y ftttqly .

#| Ah .rspour f, y,
h : 1Res IR

" vérifiant laaudition¥44 E IR ? hlln - e) ntty ) z ést # ton ftp.tglgjt
L

'

on a : Shév s
, ( sgév ) "

( çgév )
t

Remarque
-

. ( PL ) correspond à

•
Tout function couvée vérifie @ ) dee S = o

.

•
la function VLX) = InfVerite ( co ) wee S =p



Exercice : sit V de Classe Gnu IR ? Montrer que

@ ) tttetqsj es Hersnv Is In Kxelrn

( est un exercice en dim 21

Dehnmtmetion_ha.me
on applique LPL) à hév

, fév , gèv
qui vérifient #

F54

Application : si pret une meme de la fume
dpr = é

✓ dx avec Vcmveee
,

dls

µ vérifie CBM ) multipliait : VHB clrn| pelletAtt B) 7 µL #
*

ml B) t


