
Chapitre 2

Convoité et log . concavité



On dit qu' un ensemble Kc IR
"

stars
urpsanrecedeIN si K rt

crevée
,

compact
,

d'internement

→ ici
, ça équivaut à dire que

K n' et pas inclus dans un sous - espace

affine Nuit de IR
"

Lire . Afflk ) = IR
" )

Shank CIR
'

convexe avec Oeatk ) ,
on définit sa jauge jp :

V. *EN jr (x ) : = inftaso ;
xeak §

On voit que :

ci ) jk est positivement 1- homogène : pour
xe TN et Xso : jrldu ) = djk (a)

ici ) jk est anvece
,

ce qui équivaut en

vertu de Ci ) à : jktety ) Ejktntsk (G) .

Exemple , tfndlmle 1 Ç
, jk (a) = Kal

Une application j , IR
'

→ IRT positivement 1- homogène et

anveee s' appelle une sauri .

Si j et une semi - norme
,

abus K : = { je es } est
un unveee ayant 0 dans sur intérieur

,
et alus

j = Ik .

On dit que kst symétrique si K = =K
. Lorsqu' il

et d' intérieur non vide
,

on a antmuhr quart Oeintck )
,

et m jauge stalus paire .

Que manque - t - il à une semi - norme paire pour
être une norme ? La propriété : jlnl = o → x = o

Cela entraine que K  ⇒ je 21g est compeer ( Exercice )



On a donc :

Propice : si K est un corps unvece symétrique ,
alors

sa jauge jk est me note ,
smvent noté II. llk .

|
Et si II. Il et une norme sur IRI alors t.ph - Hey

L st un corps anvece symétrique de Rn









ne
Une function f : 1Res 1Re artlog.cm#nsipantntn,yElRret E et ;D , f ( ls - E) nt t y ) } ftp.tglylt .

CelaEquivautà dire
que f = ÉC wec y : 1Res Rustre convenu

.

On dit
que pr

stme mesure à densité hy - un cave si

dprcnl = é
# '

du

aee y : IR
"

→ IR uhto Ç convenu
.

Example
→ la mesure de Lebesgue ( y = constante )

2) la mesure de Lebesgne retreinte à un cmveu

dprlnl = 1k lnl du K anvece

1k = été y : ce , = }
on

'

ne k

t A sinon

3) La mesure gaumienne ( stamhnl )

dt ( x ) = ÉI du
(2a) Hz



On a va le résultat suivant :

théorème : Suit
prune mesure à densité loy - concave

.

Abus pour A
,

BCIR ' et E Eto , rj on a| MCU - E) Att B) = MIAITE µ (B) t

(Big) Démonstration : On applique l' inégalité de Rétopateindla
,

aec

µ
,

sidéedx ff4 =1am étl g # = 1ps ly ) éel H

- ce #et hlzl = 1a.m.
 . ↳

( z ) e
,

qui vérifie bien l' hypothèse value
. #

Lorsqu' on travaille au le cas particulierd'lentils
Curvey ,

en peut avoir une uhfnmution supplémentaire .

thèque
: sit prune mesure à densité loy - concave et

A
,

B c IR " des ensembles convey .
Alors la

finition
E- Mlle t' A  + EB )|

est loy . concave sur eqsz

Deux : On remarque que si A et B smtanves
,

ahs

pour to
, tp e tqsj et se to , sj

-

( 1- la⇒ to tstn ) ) A  t ( Lts ) totstu ) B

13 ( 1- s ) [ lr . ↳ ) At to B ] t s [ h - En ) Attn B)
#

En joit
,

on aurait pu énoncer avant la forme
fmdionnelle suivante

theory ; Soit F 

: IR
" "

→ IRT me fmtimbgunmve

| Ifm, rlafunction t  → §[ Lux ) dx est hy . aucune

"



Dementias : On applique l' inégalité ' de Prékopabrwlk
à f = FL #a) g = Fl# ,

. ) et

hf( ls -

Htot t# )
,

. ) #

On en déduit la forme géométrique en

iutmhrismfK =
e¥ ,

h ÆS x ( H - HATEB ) clrnts
n cmv [ hoçxa ,

h # B ]
et Flt , 4 = 1k ltx ) e- en

On voit ici qu' un couple typique de fonction
ley - unuwe est donnée par les sections hyperliens d' un

cmvece
.

ans



/

De ksi, :
ma €-9" "

> O

. knltoeotf - to

= (K -
to ) nos

La ↳ oeol

Ahs
CIR

" h
= os

kllr - s ) totstn ) 3 L 2- SIklto ) tsklta )

et on applique ( BM ) en dim Cns ) Fg

La cmvecite ' entraine une certaine rigidité '

.
Un corps anveee

symétrique de Volume 1
, qui a une gueule section

centrale knot ne peut pas s' entendre beaucoup dans la

direction o
.

théatre soit KQIR
'

un coursamveeesymétrique
de volume 1 .

|
Pour toute direction 01252 on a

± e

tknol
( ↳ ( x. ordre )

"
e c

# z

| où C et me umtante numérique
" autant numérique

" veut dire que c' et me autant universelle
,

indépendante de n
,

K
,

etc
.

On pourrait écrire
"

zoo § kn
,

tkd
"

mais en plus ,
en pourrait donner sa valeur si on

était un peu moins paresseux ( ici C = t convient ) .



Démonstrativement -1ff
Le fmetim flt ) = Iknhtot 04

Insertby - aucune MIR .
et

paire
.

Par Fabini on a

11kt = Smf . et 1.ordre = Çatfledt .

Par ailles flo ) =

lknostns
.

Pnprieté Sit f : R → l' Rt me function

µ |
luf - concave paireavecÇaf = 1 .

Ales

théorème 1 E

flot
#fleldt =

3-
L 12 2

Pour établir cette propriété , on annonce par le

sens
"

facile " ( Rôder )

lemme Soit f : IR +
→ IRT une function décroissante

.

Ahs la fmctopn → (pgyej£⇐ ftetdt )
" "( d- cuisante sur?-3 t%.

a #EDeny : on introduit l' inverse de f
hls ) = mph # o ; f #-) zs § .

Alors f. Itf # dt  

= ÇTP ¢8¥ ) dt
2 fabini

= !
"

%! ⇒ gtdt ) as

= { te hls ) §
"

pop ,

"

= s
.

"
hum #,Donc

ftp.nfffkdtJ# = ( ¥, go.eu)
" "

qui est anveee Î en p MI - 1. tant par Jensen ontlolda
. De



Il faut maintenant une inégalité "

inverse Hiller "
.

→
aeeici #

Lemmy Soit f : 1Res IRT loy - uncuve agent sur

max en 0 lors décroissante ) .

Ales la function| !:{!'il:{ " ⇒
% "

Démo
.

OPS ftp.1 .

Pour pzqarvoik que si on note ⇐ 1
1

ma
" GCB

§ .ttédtdt  = ÇEPFLH dt #

Les

.

fmctim tnséat et 2- → fkp mt tq elles
" 

.

11 at la dilténence€-7gkr ne change de¥ nyne qu' me fois .

ce qui se voit mieux nuls fcts aureus

(

msn.dk#If
( En

.LI?f*

,

| et en ont qu' elle ne

nntégnls ) ↳
peuvent se croiser qu' en

un point . )

Ainsi
,

la function gls ) = ÇTP ( ét
. flh ) dt

rentre

¥
.

GE Dure GZO
g ~ → o

O
f par # )



suit encore : tfszo : Ç' Péxtdt 3 ÇIP flcpdt

On va conclure par IPP :

soit qzp .

On a

SÎflcpdt = § Et tfledt

Ïlq . p ) f. Etre ( {Fight dt ) dt

£ Cap ) { Etre ( Çpéatdt) dt

% Çtaéatdt
= La T (9+2)

ce qui devrait dinner que Glq ) s GCP ) #

Rg : Afin de justifier les calculs si . dessus
, on peut remarquer

qui sifstley-ugaqeve@vec0sS.r.fr # , des

Jqb > O Eq O #(E) çaébt
En effet , si on écrit FLE) = é l' H

, qstue
fmctim cmveee qui n' et pas Eta et pas centrale

Donc il buste AEIRLQ04fr) 7 lbxt A
L beau #

Pour obtenir la proposition , on utilise les lemme

si - dems en comparant

p =
et p =

Lemmer → ÉÈÇIHEIDTIÎÏ¥
, ÇI

±
suit flot §ÊFLE) 7.1

Lemme 2 → flopfjzglcj = ¥4 ) → PROP
.

#


