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Soit (E, || - ||[g) un espace vectoriel normé de dimension finie n > 1. Si €1,...,&, est une
base de F , on peut considérer I'application linéaire

T:R" — FE
n
a=(ay,...,ap) — Zaisi

Cette application T" est évidement un isomorphisme (algébrique) entre R™ et E. De plus, si
on définit sur R" la norme

VacR", ||| := [T (a)l[e = | Zazszl\E

alors T" est une isométrie entre les evn (R™, ||-[|) et (E,||-|| E) On a ainsi un dictionnaire entre
les espaces vectoriels normés de dimension n et les normes sur R” : tout espace vectoriel normé
de dimension n est isométrique a un (R", || - ||) pour une certaine norme || - ||. Par conséquent,
les espaces vectoriels normés de dimension n sont en correspondance avec les corps convexes
symétriques de R™.

Pour p > 1, on définit la norme || - |5, que I'on préfere parfois noter |[z||¢, par

n 1/p
I2llp = llzlley := <Z |;1:i|P> . pour z=(x1,...,2,) €R"
=1

et on appelle £ 'evn correspondant :

= R% [ 1p)-

La boule unité de cet espace est notée B). La norme || - [|2 sera donc aussi notée | - |.

~ (). — Il existe une constante C' > 0 tel que pour tout n > 1,

Proposition ({] a(n) >

Ve R, |zl < llallg,, < C llzlle

Démonstration. — Voir exercice ci-dessous. ]



Proposition (ﬁﬁ)g(n) ~ (). — 1l existe une constante C > 0 tel que pour tout n > 1,

n
Ve € R", |z|len, < ||$||€ﬁ)g(n) < Cllzen, -
Démonstration. — Voir exercice ci-dessous. 0
Exercice. — La distance géométrique dy(K,L) > 1 entre deux corps convexes symétriques

de R™ (ou entre les evn correspondants) est définie par
dg(K,L) =inf{C >0,3XA >0, MK CL CCIK}.

En d’autres termes, il s’agit de la meilleure constante ¢ > 1 pour laquelle on a, pour un

certain v > 0,
vz eR",  rlzllk <llzllr < crllfk.
Soit ¢ > p > 2. Trouver un encadrement entre-elles des normes || - ||, et en déduire que
1_ 1
dg(ly,ly) =mnr a.
Si (E,|| -||) est un evn, son dual E* (qui est 'espace des formes linéaires continues) est

muni de la norme dite duale :

VEe BT, [l = sup [¢(z)].
llz]| <1

Si on représente un evn E de dimension n dans R comme précédemment, alors on peut
utiliser la correspondance entre vecteurs et formes linéaires sur R" via le produit scalaire

standard :
n
a:-y:Za:iyi. (1.1)
i=1
Ainsi, si E = (R",]| - ||), alors on a (isométriquement)

E" =Rl
dans la dualité donnée par (1.1), ou la norme duale est définie par

lyll« :== sup |z-yl.
<1

I1 résulte du théoreme de Hanh-Banach que (|| - ||«)« = || - || (voir la remarque ci-dessous). Par
conséquent, toute norme peut s’écrire comme un supremum :

|zl = sup |z -yl
lyll«<1
Remarque. — Si K est un corps convexe symétrique de R™, alors la boule unité du dual de
E = (R" | ||k) est appelée le polaire de K et est notée K°, c’est a dire : (|| || k)« = || - || &,

soit encore

K°:={yeR"; z-y<1, Vx € K}.



On az-y < |z|Kk|yllxe. Bien que nous n'en ayons pas besoin, signalons qu’il découle du
théoréme de Hanh-Banach sous sa forme géométrique (ou plus simplement par le théoréme
de projection sur un convere) que

(K°)° =K
(surtout K = (K°)°...) ou de maniére équivalente, qu’en dimension finie E** = E isométri-

quement, c’est-a-dire (|| - ||«)« = || - ||. Notez que pour x € 0K, il existe donc y € OK° tel que
x-y =1 (en tout point du bord d’un convexe on peut trouver un hyperplan tangent).

Il est classique que pour p € [1, +00] on a (isométriquement)

1 1
(6)" =1ty oun —+ - =1,
p q
avec la convention que () = é De maniére équivalente (BI’})° = By. Notez le role particulier

de I'espace euclidien /3.

+o0
Ezercice (Fonction I'). — La fonction I'(z) := / t*te™t définie pour x > 0 intervient
0
dans de trés nombreux calculs. Le comportement pour x grand est donné par la formule de

Stirling
D(z+1) = z[(z) = V2nz (%)m (1 + O(%)) ~V2rx (%)I.

En pratique, on se contente souvent de l’estimée :

logT'(x + 1) = z log (%) + o(x),

ou de la forme équivalente
1 x
(C(z +1)/* ~ L.
e
Dans cette derniére équivalence, on peut évidemment remplacer I'(xz 4+ 1) par I'(z).
A titre d’exercice, démontrer lestimation suivante (en général amplement suffisante)
lorsque x est entier : pour n > 1,
n
(2) < n!<n™
e
Ezercice (Volume de la boule euclidienne et concentration)

On rappelle que la mesure sphérique & sur la sphére S*~1 C R™ peut étre définie, pour
une partie borélienne A C S~ Y, par la mesure de Lebesque du cone engendré multipliée par
n:

5(A) =n|{tu; t€0,1], ue A}| =nl U tAl.
t€[0,1]
On montre aussi que & est, a constante (multiplicative) prés, l'unique mesure borélienne sur
S"1 invariante par rotations. On rappelle la formule d’intégration en polaire : pour toute
fonction f € Li(R) on a

/n f= /000 - flru)r™ =t d(u) dr.



On note o la mesure de probabilité correspondante sur la sphére S*~1 :

1 -
0 =—""-0.
5-(571—1)
Enfin on pose
v, = |BY

le volume de la boule (euclidienne) de rayon 1 centrée en 0.

1. Montrer que pour toute fonction continue intégrable f : R™ — R on a

o e an—1 )
. f= nvn/o (/Sn_l frO)r"="do(6) | dr.

En déduire, en prenant f(z) = e 1**/2 que

,n.n/2

Un = Sm o v
(5 +1)

2. Montrer que, lorsque n — oo on a

n
1 2me 2me
vn~—( ﬁ) o ol 2T

V7 n n
On voit donc que le volume v, est tres petit. Pour avoir une boule de volume 1, il
faut prendre un rayon de l'ordre de /n. Plus précisémment, si r,, > 0 est choisit tel

n 7 [\ . . .. -
que |[rp,BY| = 1, 0on a r, ~ ‘/2—; on préfere parfois dire qu’il existe une constante
e
numérique ¢ > 0 tel que pour tout n > 1,
1 T

- <
¢~ n

< c.

On peut aussi dire qu’il existe une constante numérique C' > 0 tel que, pour tout n > 1,

1
G < IVaByY" < C.

3. On note B, la boule euclidienne (centrée en 0) de volume 1 : B,, = r,BYy. Fizons une
direction quelconque 8 € R™ (|6] = 1) et considérons la fonction section dans la direction
9,
gn(t) == |B,N{x € R", z-0=t}, Yt € [—rp, 0.

Montrer que, pourt fixé on a, lorsque n — oo

gn(t) ~ \/Ee_ﬂdz.

La fonction section est donc presque Gaussienne; on peut d’ailleurs étre plus précis
dans la quantification. Il s’agit d'un phénomene tres étudié dans le cas des ensembles
convexes généraux et connu sous le nom de « Théoréme de la Limite Centrale pour les
corps convexes ». Ce qui est surprenant, c’est qu’on tende bien vers une distribution
donnée (et donc que la variance de g, soit bornée indépendamment de n). Bien que la
boule ait un rayon tendant vers l'infini, I'intégrale de g,, s’approche par l'intégrale sur
un segment de taille fixée. Plus précisément :



4. Montrer que pour n assez grand on a

1
B.N{z€R"; —= <z <} >
& p =M= 2}‘ 100

Etonnant, non ? (vu que B, a un rayon de lordre de /n). Ce qui est encore plus
étonnant, c’est qu’on peut montrer facilement que < presque toute > la mesure de B,
se trouve pres du bord de B,. Les phénomenes en grande dimension prennent notre
intuition en défaut.
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Une conséquence classique de l'inégalité de Brunn-Minkowski concerne les sections des
corps convexes. Tout d’abord, rappelons que tout sous-espace vectoriel £ de R™ est muni
naturellement de la structure euclidienne induite. Sur E, on dispose donc d’une mesure de
Lebesgue et le théoreme de Fubini nous dit que la mesure de Lebesgue sur R™ est le produit

de la mesure de Lebesgue sur E et de la mesure de Lebesgue sur E+ : pour toute fonction
f € L*(R™) (ou mesurable positive) on a

Jot = g to (g e

Tout cela est facile a comprendre en prenant une base orthonormée de F complétée par une
base orthonormée de E-+.

Etant donné un ensemble borélien A C R™ et un vecteur unité # € R™, |§| = 1 (on dit que
6 est une direction), on peut considérer la fonction sections (hyperplanes) dans la direction
qui est définie par,

VEER, fao(t) ‘Amt9+9L}_} (A—to)not. (1.6)

Noter que la mesure considérée est donc la mesure de Lebesgue n — 1 dimensionnelle (dans
I’hyperplan 6+). Le théoréme de Fubini donne

/fA,e(wdt: Al
R

Proposition. — Soit K un corps convexe de R" et 6 une direction. Alors la fonction section
1
1

fr.o définie par (1.6) est telle que f;éTg
est concave.

est concave sur son support. En particulier, log fx g
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Ezxercice (Maximalité des sections centrales d’un corps convexe symétrique)

Soit K un corps convexe symétrique de R™ et 6 une direction. Montrer que parmi
toutes les sections (affines) paralléles a 0+, celle passant par Uorigine a un volume ((n — 1)
dimensionnel) mazimal.
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