CHAPITRE 3

NORMES ¢, ET INEGALITES DE TYPE KHINTCHINE

3.1. Normes 1), : formulations équivalentes

Dans ce chapitre a € [1,400[ est une constante donnée. Les deux cas qui nous intéresserons
le plus dans la suite sont

a=1 e a=2.

On se donne une probabilité u sur un espace mesurable X.
On introduit

Ly, (1) == {f:X—)]R; de >0, /ecf|ad,u<+oo}

et pour f: X — R,
u&
| Fll e () = inf{)\>0; /e(*) dﬂgg}

avec la convention inf ) = +o0o. Remarquez qu’on a

Lo () = {f : X = R || fllpa(u < +00} .

Plus précisément :

Exercice. — Soit f: X — R et ¢,C > 0 deux constantes tel que
m o
/e< ¢ ) du < C.

Montrer qu’il existe une constante ¢ dépendant seulement de {c,C,a} (et donc ni de f ou de

) tel que
/e(fl) dp < 2.

Mieuz : montrer que | f|ly, () < ¢ (log(C))/e.

Remarquez que pour f € Ly, (p) non nul (u-pp), U'infimum dans la définition de la norme
devient un un minimum (par le théoréeme de convergence monotone) :

/gm)“@g

Si f € Ly, () on dit parfois que f est 1o (u).
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Les notations précédentes proviennent de la théorie de espaces de Orlicz. L’espace Ly, est
en effet 'espace de Orlicz associé a la fonction

Ya(t) : et — 1,

qui vérifie les propriétés suivantes : ¢, : [0, +00] — [0, +00] est continue, strictement croissante
et convexe avec ¥, (0) = 0 et 1), (+00) = +00. On a alors

v = int (305 o (M) au<1).

A titre culturel, mentionnons le résultat classique suivant :

Proposition. — Avec les définitions ci-dessus, Ly, (1) est un espace vectoriel et || - ||y, ()
est une norme sur cet espace. En fait, (Ly, (1), || - Iy, () €st un Banach.
Introduisons

||f||L (w)
N, = sup — =,
v () (f) pel\g pi/a

Notez que, puisque les normes || - ||,y sont croissantes (comme fonction de p €]0, +0o0[), on
peut aussi bien définir le supremum pour les réels p € [1, +oo[, quitte & perdre une constante :

1/
Nyouy(f) < Sg}ng(“) <2Y°Ny (0 (f) < 2Ny, (0 (£)- (3.1)
p>
Il pourra nous arriver dans la suite de confondre les suprema sur N* et sur [1, +o0].
On va montrer que (de maniére universelle)

I () () 2 Ny 1) ()

Plus précisemment :

Lemme. — Pour toute probabilité ju et toute fonction f € Ly, (1) on a

1
§N¢a(u)(f) SN lpa) < 4€ Nipg () ()
En particulier, pour toute fonction f on a

Vo= 1, fllzegy < 20" 1F lpain-

On voit qu’on a les inclusions (continues) suivantes : pour tout p > 1,

L>(pn) C Ly, (1) € LP(p).
Démonstration. — Nous allons montrer les inégalités suivantes :
1

17a N (F) < 1 gy < (40) Ny (),

ce qui implique le résultat annoncé puisque, a étant plus grand que 1, on a (ae)l/ < eet
1
21/a =

> % Pour l'inégalité de gauche, fixons p > 1 quelconque et remarquons qu’en utilisant
I'inégalité de Jensen (u proba) on a :

a ap
5> /e(f/flwa)“ d 2/ /] Z;p > ”f”Lng
PN, P
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et donc, en utilisant que p? > p!,

21/a > 21/ap > ||f”Lp(l/») ’
PN fllepa
ce qui donne le résultat annoncé. Pour I'inégalité inverse, fixons A € R et écrivons

N o f an
/e(f/A) an =5~ Ml

N an pl
n=0 A

On utilise alors l'estimation facile suivante (exercice)

Vn > 1, n! > <E>n
e

On a alors (en toute rigueur on utilise (3.1) pour passer & un p non entier)

N [e.e] 2 N o n
/e(f/)\) dﬂgz< ca ﬁz(#)(f) ) ’
n=0

et cette série géométrique est de somme inférieure a 2 si

2e « Nl/’a(li) (f)a
)\a

1
< Z
-2

ce qui est bien le cas pour
A = (dea) Ny, () (f)-

On reformule et on complete le Lemme précédent comme suit.

Proposition. — Etant donné une constante ¢ > 0 et une fonction f: X — R, considérons
les deux propriétés suivantes :

P(e) /e(|f/c)a dp <2 (c’est-a-dire || 1|, ) <€)
Q) = Vp=1, |fllz,q <cp'/®
R(0,Crc) = ¥r=Xo, p({lflzr) <Ce
Alors ces propriétés sont équivalentes au sens swivant :
P(c) = Q(2¢) et Q(c)= P(4dec),
ainst que
P(c) = R(0,2,¢) et R(M\,C,c) = P(K) ot K ne dépend que de {\o,C,c}.

Démonstration. — Seule les dernieres implications reste a démontrer. L’implication P(c) =
R(0,2,c) est immédiate. pour la derniére on rappelle le fait élémentaire suivant.

Fait. — Soit (X, 1) un espace mesuré.

1. Sig: X — RT est une fonction mesurable positive et ¢ > 0, alors on a

/quu = q/0+oou({g >r})ridr.
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2. Soit ¢ : [0, +00[— R une fonction continue sur [0,+oo| et C! sur]0,+oo[. Sig: X —
RT est une fonction positive (avec ¢(g) — ¢(0) u-intégrable), alors on a

+o0
[ (oo =odi= [ utla = rp o ar

Soit k > ¢ que l'on fixera plus tard. On a donc

) dr = 1 wmoa [ a3 o e g
) odp = 1+k o/ p{lfl=rh)r* e r

—+o00

< e [z e e ar
Ao
400

% XNo —« a—1_—(c =Kk~ *)re

< e + rk “al r% e dr.
Ao

o K qCe (€ =rT9)AF

- ° T — g ’

et cette derniére quantité est < 2 & condition de prendre x suffisamment grand (plus grand
qu’une borne — que l'on pourrait calculer explicitement, mais cela n’aurait guere d’intérét —
ne dépendant que de C,C, \g). On pourrait aussi invoquer directement le résultat de I'exer-
cice 3.1. O

Enfin, il y a une quatrieme formulation équivalente du caractere v, qui repose sur ’esti-
mation de la transformée de Laplace. La méthode de Laplace est justement une des méthodes
principales pour obtenir des estimées 1,. Nous la verrons en action un peu plus loin.

Il faut étre particulierement vigilant au fait que ces équivalences sont données sous forme
< non normalisées >. En pratique, on cherche des inégalités avec des constantes universelles
pour une certaine classe de fonctions. Or typiquement, dans la Proposition, la constante ¢
dépendra de f. Cela n’est pas tres grave car les dépendances sont ici linéaires (on passe de
¢ & 2¢, par exemple). Cependant, la bonne maniére de faire est d’appliquer la proposition &
une forme normalisée de f (pour laquelle la constante ¢ sera universelle). Par exemple, en
appliquant la Proposition a

_

(halFA
on obtient :
Proposition. — Soit ¢ > 0 une constante donnée. On se donne une fonction f intégrable
telle que

[ e Kw’”f!(mﬂ dn <2, (3.2)

c’est-a-dire || flly, ) < cllflln, - Alors on a :

V=1, Il < 2ep"* I fllLaw (3-3)

La réciproque est également vraie, modulo un ajustement de la constante (comme dans le
Lemme précédent).

Rappelons qu’on a toujours, par Jensen ou Hélder, puisque p est une probabilité,

Vp > 1, ||f||L1(H) < HfHLp(p,)v
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Ainsi, l'inégalité (3.3) s’apparente & une forme inverse de l'inégalité de Holder; on dit que
c’est une inégalité de < type Khintchine ». On cherche donc en général le plus grand o > 0
possible pour lequel ces inégalités sont vérifiées.

Remarquez que pour toute fonction f,

3:2) = vpe[L2], |fllziw < Il < 4elfllzy (34)

ce qui donne en particulier I’équivalence entre les normes Lq et Lo.
Parfois, on préfere normaliser par la norme Lg car le calcul de || f[|1,(,) peut s’avérer plus

aisé. Supposons que l'on ait
«
feol () | 2=
cllf s

ce qui est une condition plus faible que (3.2). La Proposition (3.1) dit qu’on a alors

Vp > 1, ||f||Lp(/L) < 2Cp1/a HfHLQ(u)

On peut remarquer que pour p € [1,2], on a toujours I'inégalité triviale || f||z, ) < [[fllLo00)-
En ce sens, I'inégalité (3.3) est plus précise puisqu’elle donne aussi une inégalité inverse pour

€ [1,2]. Cependant, on peut récupérer une inégalité inverse pour p € [1,2] en interpolant
entre les valeurs p, 2,4 comme suit. Pour p € [1,2], soit 6 € [0, 1] tel que

1100
2 p 4
(On a § = 2(2—p)/(4 —p)). Alors par I'inégalité de Holder et 'inégalité précédente pour
p=4,ona
10 zaer < WAL 11 < @A FIE2 1
soit encore

1 1 1
||f”Lp(u) > WHJCHM(M) > WH]"HLQ(H) > @”JCHLQ(M).

Notez qu’on a encore ’équivalence des normes L1 et Lo. Enoncons la version Lo sous forme
de Proposition :

Proposition. — Soit ¢ > 0 une constante donnée. On se donne une fonction f € Lo(u)

telle que
7’f| )a] dp <2 3.5
/ op Kcnfuw heT 52)

c’est-a-dire || flly, ) < cllfllzoq- Alors on a :

w22 Il < 200 [ Fllag
(3.6)
e L2, il < 1l

Puisque (3.6) entraine (3.3) (avec des constantes légerement différentes), on voit que la
condition (3.5), qui est plus faible que la condition (3.2), lui est en fait équivalente. En
d’autres termes

1 oy < ellf Loy == 1 lpany < CONSF L),

mais je ne vois pas de maniere directe de le voir, sans passer par le comportement des puis-
sances p.
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Notez que l'argument précédent indique que la deuxiéme inégalité de (3.6) se déduit de la
premiere (appliqué avec p = 4) et de Holder. En fait, cet argument montre que la deuxiéme

inégalité est valable pour p €]0,2], mais la constante 2_2 explose lorsque p — 0 (on ne
(8c)P

peut trouver par cette méthode une constante numérique valable pour tous les p € [0, 1]).

Ezemple. — Le calcul de la norme 19(vy,) donne, en utilisant que et > 1 +t/2 pour t €

[—1.5,0]

—2lo n]— 2n
lhiarny = VAL =280 12 < [T < VOV = V1000

On a donc en particulier, si X est un vecteur gaussien standard dans R"™,
E|X|~ vn.

Les propositions précédentes donnent la meilleure dépendance (asymptotique) possible en
p dans (3.3) sous 'hypothese (3.2) ou (3.5), comme le montre I’exercice suivant :

Ezxercice. — On travaille avec la mesure gaussienne 7y, sur l’espace euclidien R™. On
étudiera successivement le cas des fonctions

fla)=z-0 (6] =1 fiwe) et f(x)=|al

1. Quel est le plus grand o pour lequel f € Ly, (7n).
2. Montrer que pour p — oo :

log (HfHsz('yn)> -~ log(\/%)

[RAVANE

Nous insistons encore une fois que, dans les équivalences entre différentes caractérisations
du caractere 1, il convient de se ramener au cas ou les constantes C, C, \o sont < univer-
selles > (en général ce sont de braves constantes numériques). Voici par exemple une refor-
mutation avec une normalisation Ls.

3.2. Lemme de Borell et estimées v); pour les mesures log-concaves

Proposition (Lemme de Borell). — Soit u une probabilité log-concave sur R™. Alors pour
tout ensemble convere symétrique A C R™ avec u(A) =:a >0 on a,

r+1

Vr > 1, u(]R"\rA)Sa(l_a) ’

a

En particulier, si A est un ensemble convexe symétrique tel que (A) > %, on a, pour tout
r>1,
p(R™\rA) < e /2 (3.7)

Démonstration. — Pour B C R"™, notons B¢ := R" \ B le complémentaire. Soit donc A
un ensemble convexe symétrique (d’intérieur non-vide). Sans perte de généralité, on peut
supposer que A est de plus fermé. On a, pour tout r > 1,

r—1

A D
r+1

A.

(rA)° +

r+1
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Pour le voir, on peut considérer la jauge pa de A, qui est une semi-norme paire. On a que
A = {pa < 1} et plus généralement que rA = {py < r}. Pour tout z € (rA)°et y € Aona

2 +r—1 S 2 r—1 - 2 " +r—1>1
T T ) — — —— XTr4+ — .
PA GG T Y = aat) T YY) T 1
L’inégalité de Brunn-Minkowski pour p nous donne
2/(r+1 —1)/(r+1
M(AC) > (M(TA)) /(r )(N(A))(T )/ (r+1)

ce qui revient au résultat annoncé. Lorsque a € [%, 1] on a

r+1

1 1
a —\3 - -

On va en déduire que les semi-normes sont ”universellement” ; pour les mesures log-
concaves.

O]

Théoréme. — Soit i une probabilité log-concave sur R™. Alors, pour toute semi-norme paire
FR™ — RT on a, pour tout

1/q q 1/p
Yg>p>1, (/quu> §c</de,u>
b

ot ¢ > 0 est une constante numérique. En particulier, on a
1 sy < €l N Ly
et si on note mp = [ Fdpu,
Vr > 1, p({F >Cmpr}) <e /2
avec C' = 2ce.

Ce qui est remarquable, c’est que l'estimée ne dépende ni de n,u ou F. En fait, on va
établir I'inégalité de déviation correspondante :

Lemme. — Soit pu une probabilité log-concave sur R™. Si F': R™ — RT est une semi-norme
paire. Alors, pour tout p > 1, si on note pour my, := (pr d,u) 1/p on a

Vr > 1, p{F >4m,r}) < e Pr/2,

Cette inégalité, appliquée avec p = 1, donne directement le caractere »; du théoreme ci-
dessus. La méme méthode permet d’avoir 1’estimation plus précise pour ¢ > p > 1 (Exercice).

Preuve du Lemme. — Introduisons l'ensemble A := {F < 477”}. Alors A est convexe

APP
symétrique. De m? > / FPdu > — p(A°) on tire que
m

c

1 3
=) 21 g2
et donc que
_ -p
lma 47 g
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Par ailleurs, pour » > 1 on a, par homogénéité de F,
{F <4mr}={zx e R"; F(f) <4dm} =rA
r

et donc d’apres le Lemme de Borell, on a
r+1

usz4mﬂ>=mwMSSa(“”ﬁ2 <1x (377)7F = Pt/ < o2,
a

O

Le cas typique d’application est lorsqu’on prend pour p la mesure de Lebesque restreinte
a un corps convexe et pour F une des fonction suivantes :

F(x)=l|z| ou F(z)=x-0 (0 fixé).

Par exemple, si K est un corps convexe de volume 1 (K| = 1) on a : pour toute direction

6est
1/p 1/2
</K |z - 6|P dm) < cp/K |z - Oldx < cp (/K |z - 0] dx) . (3.8)
1/p 1/2
z|F dx <cp z|dxr < cp z|”dx .
Pd d d
K K K

En placant K dans une < bonne > position, on peut remplacer cette derniere estimée 1 par
une estimée 5.

et

3.3. Inégalités gaussiennes et sphériques

Tout d’abord, on peut utiliser que 7,,, la mesure gaussienne standard sur R" est une mesure
9 9
log-concave sur R™. Ainsi, on sait que pour toute semi-norme paire on a, pour g > p > 1,

q
[l (yn) < N lLagrn) < C;Hfllm(%)-
Voici une application intéressante de ce résultat.

Proposition. — Soit F une semi-norme paire sur R"™. Alors pour ¢ >p>1 on a

</sn_1 F(u) da(U)>1/q < sz (/Sn_l Fluy dO’(’u,))l/p

et en particulier pour tout p > 2
1F|| o0y < Cmin{p, vny/pH F| 12 (o)-

La borne pour |[F||zs(,) est d’ordre p pour p < n (comportement 1) et d’ordre \/p pour
p > n (comportement 1) mais avec une borne qui dépend de n. Tout comme dans le Lemme
de Borell, il est remarquable que ’estimation ne dépende pas de F'. Prenons par exemple
F(u) = |Au| pour une matrice symétrique positive A. On peut donc estimer |[F'[|1»(,) en
fonction de la norme de Hilbert-Schmidt,

12 1
1712 = ([ 140 dotw) " = 1 Aus.
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Les inégalités de concentration donneront une dépendance en fonction de la constante de
Lipschitz, qui est la norme d’opérateur || A||op, en général plus grande que %HAUH HS, mais ce
comportement sera toujours . Donc il faut regarder en détail suivant les valeurs de p...

Démonstration. — En intégrant en coordonnées polaires, on remarque (Exercice) que pour
une fonction F' 1-homogene on a

() 1r@rine) "~ via(

Sn—1

1/q
Fltdntw)
ou par ~ on entend un encadrement par des constantes unverselles. 0

Le cas gaussien n’est pas toujours intéressant car les quantités se calculent explicitement,
comme vu a ’exercice 3.1. Nous le réécrivons rapidement simplement car cela permet de voir
le type d’inégalité qui nous intéresse et le raisonnement pour y aboutir.

Soit u € R™ un vecteur non-nul fixé. Dans la suite, g1,..., g, désigneront des variables
aléatoires gaussiennes standard indépendantes, de sorte X = (g1, ..., gn) est un vecteur gaus-
sien standard de R™. La fonction

fulz)=x-u
appartient & Ly, (v,) et on a

/e(”“/(”))2 dyn () = /e(x"z)g/lld%(x) = / "ty (z1) = V2 < 2,
R

ce qui donne que
[ full iy < 200l = 2/ full Ly (y0)-

En fait, le calcul donne exactement
2 2
[ fellpa ) = EIUI = %Hfulle(%)-

On peut écrire

Z Ui Gi

p) 1/p

1 full 3y = (E|X - ufP) P = (E

i=1n
Ainsi, par la Proposition 3.1 on a :
Proposition. — Soit g1, . .., gn des variables aléatoires gaussiennes standard indépendantes.
Alors pour tout a1,...,a, €ER on a :
n p l/p n 2 1/2
w2, (E S ag ) <avp [E[Y s
i=1 i=1

Evidemment, ce que nous venons de faire est iun peu ridicule, puisque ce résultat s’obtient
par un calcul direct; on est méme ramené a un calcul en dimension 1 (ce qui limite en fait
l'intérét de cette observation) puisque

1/p
1l = 1@l avee w(p)=\|fel||L,,<%>=< / lt\pd%(t)) .
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Ezxercice. — Soit {g1,...,9n} des variables aléatoires gaussiennes standards (pas nécessai-
rement indépendantes). En utilisant le caractére 1o de g; (c’est-a-dire que de t — t est dans
Ly, (71) avec une norme 1o contrélée par la norme Lo) et le fait que £ est universellement

€quivalent a une certaine norme £y, retrouver que

E sup |gi| < C+/logn

1<i<n

pour une certaine constante numérique C > 0.

On peut suivre la méme chaine de déduction pour la fonction

f(x) = |z|.
Proposition. — Soit g1, ..., gn des variables aléatoires gaussiennes standard indépendantes.
Alors sieq,...,e, est une base orthonormée de R™ on a

9\ 1/2

— 4/p V.

p\ 1/p
) <4/p | E

n n
Vp > 2, (E > gie > gie
i=1 i=1
Ici encore, tout se calcule explicitement, mais cette fois-ci les calculs sont n-dimensionnels.
On voit ici un trait important des inégalités de type Khintchine : I'inégalité est indépendante
de n (c’est-a~dire du nombre de termes dans la sommes, ce qui indique qu’on peut passer a
des séries aléatoires). Par contre, dans le cas ci-dessous, on peut en fait montrer des inégalités
bien meilleures pour p < /n (car le caracteére 1, que 'on avait déja obtenu dans le premier
exercice, est plus faible que ce que donne la concentration, par exemple).
Remarquons que le résultat 1'inégalité ci-dessus reste vrai si on remplace les e; par des
vecteurs v; quelconque de R™ ou plus généralement d’un espace de Hilbert (H,| -], (:,-)). En
effet, on est ramené a étudier le comportement 1o de la fonction

Fla) =11 wovill = | D mimj(vi,v5) = (| > A2y
=1 i=1

,j=1

ot les \;2 sont les valeurs propres de la matrice symétrique positive ((v;, v;))ij<n ety =Pl
avec P la matrice orthogonale de passage qui la diagonalise. On a donc f(z) = |[AP~!z| ot A
est la matrice diagonale donnée par les \;. Par invariance par rotation, elle a la méme norme
2 (vn) que la fonction g(y) = |Ay|?. Le calcul est alors facile et donne une norme 15 controlée

par 1/ A\, qui est aussi la norme L.

3.4. Variables 19, somme de bernouillis, méthode de Laplace et inégalité de Hoeff-
ding

On commence par un peu de vocabulaire. Etant donné une variable aléatoire X (sur un
espace de probabilité (€2,P)), on définit

[ X e = 11t = Ly, (ux)

ou px est laloi sur R de X. En d’autres termes

X1

[ X ||y, = inf {X > 0; Ee(T) <2}
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On dit que X est ¢, lorsque || Xy, < 400 (pour @ = 2, on dit aussi que X est sous-
gaussienne). On a bien une norme sur l'espace des variables 1o. En particulier ||aX ||y, =
la||| X ||y, pour a € R. On retiendra que la définition de la norme ¢, entraine que, pour une
fonction constante,

11|y, = log(2)™"* € [1,2].

On peut alors réécrire toutes les équivalences vue ci-dessus, avec la fonction f(x) = z. On
retiendra que cela équivaut & un contréle des queues du type P({|X| > t[|X|y,) < Ce=" ou
une croissance des moments controlées || X||, < cp'/®|| X ||, . Dans la suite, on va utiliser une
quatrieme forme équivalente : le comportement de la transformée de Laplace.

On dit que la variable aléatoire € est une variable de Bernouilli (sous entendu centrée de

variance 1) si

Etant bornée, cette variable est-sous gaussienne, et un calcul donne ellg, = log(2)~1/2 (en
fait €2 = 1), mais cette valeur n’a pas d’importance, on utilisera seulement

lally, = cllaclls

pour une constante numerique ¢ > 0.

Proposition. — Soit e1,...,eny des wariables de Bernouilli indépendantes, et a =
(a1,...,an) € RN, Alors, pour tout t > 0,

N
P({ > aie; > t}) < e */CllalD
=1

et

> t}) < 92— t%/2llall3)

IP’({’ éaia‘i

. . N
Remarquons que cela implique ) ;" a;e; est 12 avec

N
HZ@Z-EZ' < dallz = cy/at+ ...+ d¥.
i=1 2

Par ailleurs, comme

= lall

N
H Z ;&g
i=1

(en fait la famille (e1,...,ey) est orthonormée dans L?(PP)), on peut aussi écrire pour la
variable Y := Zf\i 1 Qi€ que
Y1y, < cf[Yllo-

Démonstration. — (Méthode de Laplace) Pour A > 0 on a (truc de Markov)

N

IP({ Zaiei > t}) = P(exp [)\Zaisi] > exp[)\t]) < e MEexp [/\Zaiz-:i].

=1 =1
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I’indépendance donne

N N
E exp [)\ Z aisi} = HIE@)‘“"E.
i=1 i=1
Or on a
Aa;e 1 —a; 1 a; A2a2/2
Eeti€ = 3¢ + F¢ = cosh(Aa;) < et /=)
et donc
N
IP({ Zaisi > t}) < e M eMllall3/2
i=1
On conclut en optimisant en A > 0 (c’est & dire en prenant \ = t||al|3). O
On a donc obtenu :
Théoréme (Inégalités de Khintchine). — Il existe une constante numériqgue C > 0
tel que, pour tout n > 1, si €1,...,e, sont n variables de Bernoulli +1 indépendantes et
ai,...an € R, alors
p\ 1/p 1/2
Vp > 2, (E € ) <Cy\p € = Cy/pall2,
n 2 1/2 n p\ 1/p
Vp € [1,2], EZaiei S(E Zaiai ) )
i=1 i=1

Ce qu’il y a de particulierement intéressant dans ce résultat, c’est que I’équivalence des
normes est indépendante de n. Soit (w — &;(w));en une suite de variables de Bernoulli
indépendantes, définies sur un espace de probabilité (2, P). Notons que les (g;);cn forment une
famille orthonormée de Lo(£2,P). On peut considérer 1’espace vectoriel des variables aléatoires
engendrées par ces variables :

vect({e; }ien) = U {Z @i ; ai,...,an € R} C Loo(Q,P).

n>0 =1

Le théoreme précédent entraine que toutes les normes L,, p € [1,400[, sont équivalentes sur
cet espace. Plus précisément, considérons 'application (linéaire)

KQ(R) — LQ(Q IP)

(an) — ¢ Zanen

Cette application est bien définie. La convergence n’est pas normale (car ||anenl| 1, @) = |anl),
mais le critere de Cauchy est immédiat, puisque

2

q
_ 2
=2

La(P) 7P
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On voit que ¢ est une isométrie sur son image :

o 2 [o@)
o =S
n=0 Lo (P) n=0
Posons
R = gb(Ez(R)).

Alors, R est un sous-espace fermé de Lz (IP) isométrique a £2(R), sur lequel les normes ||- ||, p)
avec p > 1 sont toutes équivalentes (en particulier R est fermé dans tous les L,(PP)). De
maniere équivalente, on peut dire que, pour tout p > 1, les espaces (R, [|-||1,@)) et (R, ||| ,(r))
sont isomorphes. Le cas p = oo est évidemment (?) a part :

oo
Exercice. — Montrer que Zanen € Loo(PP) si et seulement si (ay,) € (1(R).

n=0

Ezxercice. — Soit g1,...,09n,€1,...,&n des variables indépendantes (définies sur un certain
espace de probabilité (2, P)) avec pour i < n, g; gaussienne standard et €; Bernoulli £1.

1. Montrer que £1|g1| est encore une variable gaussienne standard.
2. Montrer que pour ay,...,an € R on a, pour tout p > 1

n n
2
1> giaill,op > \ﬁ 1> eiaillz,@.p)
i=1 i=1

et expliquer comment l'inégalité de Khintchine pour les Bernoulli peut se déduire de celle
pour les variables gaussiennes.

Les inégalités de Khintchine peuvent aussi s’interpréter comme des plongements iso-
morphes, par exemple de fo dans ¢1. Supposons que n = 2F (k = logy(n)) et considérons
I’application

T:RF — R" = R
définie, pour a = (a1, ...,a;) € R*, par T(a) € R® = R{-L1 donné par

k
T(a)(e) := Z aic;. (3.9)

ot1 'on voit chaque € = (e1,...,ex) € {—1,1}* comme un indice de coordonnée. On a alors

IT(ax, .. ap)lleg = 0P| T(ar, ... ar) L, (on)-

L’inégalité de Khitchine pour p = 1 nous dit qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour
tout k :

n
Va e B:, Y| Taly; < |[Tally < Vil Taly
Remarquons que pour un n général on peut considérer k = |log,(n)| puis, pour n’ = 2% < n,
plonger trivialement R"™ dans R™. On a donc :
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Proposition. — Il existe une constante numérique C > 0 telle que : pour tout n > 1,
Vapplication T : R —s R2" < R™ définie pour k = |logy(n) ] par (3.9) est telle que sur
Uespace k-dimensionnel E = T(RF) C R” on a

Vn
ke
Comme, pour a € RF, 1T (a1, ... ax)lley = \/ﬁHaHe’;: on peut aussi dire que T est un C-

Va € E, 2l < llzlley < vrlzlle

plongement de 612“ dans (7 :
n
Va € R¥, c lallg < | Talley < nllallg.

Théoriquement, ce résultat est moins fort que le théoreme de Dvoretzky pour ¢} que I'on
verra plus loin, puisque d’une part le résultat n’est pas presque isométrique (on ne peut
obtenir une distortion de type 1 + ¢ mais seulement une distorsion bornée, c’est-a-dire tout
de méme indépendante de n) et surtout parce que la dimension est beaucoup plus petite :
log(n) contre An. Mais ce qu'on a gagné c’est que la construction est explicite. Dans le
théoreme de Dvoretzky, I'application T' est construite par un procédé aléatoire, alors qu’ici
T est déterministe et donnée explicitement par (3.9). Trés récemment, d’autres constructions
explicites ont été obtenues permettant d’arriver presque jusqu’a la dimension optimale An.

3.5. Compléments

La transformée de Laplace permet également de caractériser le comportement . Intro-
duisons la transformée de Legendre de t*/a (on divise par a pour avoir des formules plus
jolies, mais ¢a n’a aucune importance) : pour s > 0,

1 (6
Ao(s) =sup {st — Et }.

>0
On a
Aa(s):{ésﬁ sTa>1avec é—i—%:l
1[0&1](8) sia=1.

et sup,sq {st — Aa(s)} = 1t*. En écrivant

/e”' dMZ/ AMul{If1 = ) dt < 2/ M MG q
0 0
zg(z/a)l/auﬂwa(u)/o 6(2/"‘)1/a||waa(u)’\Te_2Ta/adr

« > —r%/a a)l/e
< (202/0)" /0 =7/ dr) b2/ Wl

soit encore

VA >0, /e/\fl dp < O || il i) eMalCallfllpa M)

Le fait que la constante devant dépende de la norme v, n’est pas important : seul le compor-
tement dans 1’exponentielle compte. En effet, on vérifie réciproquement (Markov) que si

VA >0, /erl du < CelalcoX)
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alors
[ llge() < K(C) co.

Noter que le cas o = 1 est un peu a part : on est simplement en train de dire qu’il existe
Ao > 0 pour lequel Pintégrale de e*l/l est finie.

On peut s’inspirer de la preuve faite pour les Bernouilli pour établir, par exemple, la forme
plus générale de I'inégalité de Hoeffding suivante :

Théoréme (Somme de variables ). — Soit Xi,...,Xny des variables aléatoires
indépendantes sous-gaussiennes. Alors leur somme est aussi sous-gaussienne avec

2
10+ Xwlly, < CUXE, + -+ 1Xw13,)
pour une constante numérique C' > 0.

Enfin, plus loin, nous allons établir des déviations non pas pour | f| mais pour f autour de
sa moyenne ou de sa médiane. Il sera utile de passer de la moyenne a la médiane et vice-versa.
Pour une fonction f sur Q p-intégrable, dit que m; € R est une médiane de f pour p si

NN

p({f<m) =5 et u({7=mp)) >

Il n’y pas unicité de « la > médiane, mais cela ne pose pas de probleme : on travaille avec une
médiane. (Remarquons que si €2 est connexe et si la mesure de tout ouvert non-vide de §2 est
non-nulle, alors il y unicité de la médiane pour une fonction continue sur §2.)

Pour une variable aléatoire X, ”sa” médiane est ”1a” médiane de la loi de X, c¢’est donc un
nombre M qui vérifie

1 1
P(XZM)Z§ et IP’(X§M)2§.
Théoréme. — Soit X une variable aléatoire 1, de médiane M et d’espérance E. Alors

Démonstration. — Par I'inégalité triangulaire on a
| X = Elly, <X = Mlly, +[[M = Elly, =X = M|y, +ca| M — E|,
et
M — E| SEIX — M| < |l X — M|,
ce qui montrer la premiere inégalité, pour laquelle on a eu besoin de presque rien. Pour 'autre
sens, on commence pareil :

||X_M”wa S HX_EHd}a + HM_EH'KZ)Q = ”X _EHTZ)a +CQ|M_E|

Il s’agit maintenant de controle |M — E| en fonction de || X — E||y, =: K. Quite & changer X
en —X, on supposera que M > E. On a, par définition de la médiane et par la déviation .,

5 < u({X > M)) = p({X — B> M~ BY) < u({|X — B| > M — B}) < 2¢~ (=210,

et donc
M — E < log(4)"/*K.

On remarque enfin que le centrage ne fait qu’améliorer le comportement ) :
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Proposition (Centrage). — Soit X une variable aléatoire 1. Alors
X = EX [y < 5[ Xy
Démonstration. — Par I'inégalité triangulaire et la borne ||.X||; < 2| X|[y,, on a
X = EX [l < [|X[lpo + 2[EX] < [| X[y, + 2E[X]| < [ Xy, + 41Xy
O

Cependant, il est possible que X — EX ait de bien meilleures propriétés de déviations que
X. Par exemple, prenons
X =G|
la norme euclidienne d’un vecteur gaussien standard de R™. On a vu que || X[y, ~ /n,
mais on peut voir directement (ou comme conséquence de la concentration pour les fonctions
lipschtiziennes, qu’on verra plus loin) que || X — EX]|[y, ~ 1.



