CHAPITRE 6

QUELQUES MOTS SUR LA METHODE DU
SEMI-GROUPE

6.1. Le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck

On note v, la mesure gaussienne standard sur R muni de sa strucutre euclidienne usuelle.
On considere aussi I'espace de Hilbert

L () = L*(R™, i R)
des fonctions mesurables f : R” — R telles que / f2dy, < +oo.

Pour f une fonction de classe C? sur R, on peut définir Lf par
Vo e R", Lf(z)=Af(x) —z-Vf(x). (1)

Ainsi L est un opérateur différentiel linéaire d’ordre 2 (elliptique). En se restreignant aux fonc-
tions dans L?(7,), on peut voir L comme un opérateur non-borné sur L?(7,). Cet opérateur
est en fait le Laplacien naturel associé au poids gaussien. En effet, si f € L?(7,) est une
fonction de classe C? telle que Lf € L%(7,), alors pour toute fonction g de classe C' et a
support compact on a, par intégration par parties,

[wngdn =- [vi-vgan,

ce qui permet de voir L comme un opérateur non-borné auto-adjoint négatif de L?(v,).

Il sera parfois utile de considérer L sur une algebre de fonctions plus restreinte. On dit
qu'une fonction g : R™ — R est a croissance lente si |g| est dominée par une fonction polynéme,
c’est-a-dire s'il existe des constantes C,k > 0 tel que, Vo € R”, |g(z)] < C(1 + |z|¥). On
introduit alors

A:={f e C®R",R); f ettoutes ses dérivées (partielles) sont a croissance lente}.
On a bien sir que A C L?(7,), mais aussi que I’algébre A est stable par L
LACA

On remarque que A contient les fonctions C'* & support compact, ce qui permet de voir que
A est dense dans L?(7y,). La formule d’intégration par parties est évidemment valable pour
des fonctions dans A.

Fait. — Soit f,g € A. Alors

/(Lf)gdvn = /ngdvn = /Vf’ng% (2)
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Le résultat suivant découle de la théorie des opérateurs différentiels elliptiques :

Théoréme. — Soit f : R™ — R une fonction continue et a croissance lente. Alors, il existe
une fonction
F:[0,+o0[xR" — R
continue sur [0, +00[xR™ et C° sur |0, +00[xR"™ telle que
F(0,) = f() (3)
et pourt >0 et x € R",
(t,z) = L(F(t,x))
= AF(t,x) —x -V F(t ). (4)

ot

De plus, si f est de classe C?, alors Uéquation précédente est vraie aussi en t = 0.

On notera P;(f) = F(t,-) et en toute logique on écrit P;(f) = e!* f.
En fait, on peut se passer de ce résultat d’EDP, car on peut donner ici une expression
explicite de la solution. Pour f : R — R continue et a croissance lente, on posera

Vt>0, VzeR",  PB(f)(z)= / fle™'z+V1—e 2 y) dya(y). (5)
On a bien Py(f) = f. Sionpose c; =etet s =v1—e 2 onac?+s?=1et

PUN@ = [ flawtsiy)dl) = o+ )]

si Y est un vecteur gaussien standard de R™ défini sur un espace de probabilité (£2,P). Pour
t>0ona

dz
P xr) = z e_lz_ct x|2/2s%7. 6
@ = [ 1) TR (©
On note alors que
Fait. — Si f est continue a croissance lente, alors dés que t > 0, on a que P,f est réguliére

et méme que Pif € A. En particulier, A est stable par P;. De plus, si f est positive non-
identiquement nulle, alors Pi(f)(z) > 0 pour tout x € R™.

Un calcul (direct mais pénible) donne que pour tout ¢ > 0,

9 .
S P(f) = L(P(f)  sur R,

En utilisant I'une des caractérisations précédentes de P; on montre (exercice) les propriétés
suivantes. Tout d’abor P; est un opérateur linéaire

Py(Af + ng) = AP(f) + nPi(g), (7)
et il possede la propriété de semi-groupe :
VS,tZO, Pt(PS(f)) :Pt+8(f) (8)

Ensuite P; préserve les constantes et les fonctions positives sur R",

P(1)=1 et f>0=B(f)>0. (9)
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On peut en déduire que |P(f)| < Pi(|f]), ce qui se voit aussi sur la définition (5) . Plus
généralement, on voit que

=1, PN < P(fP) (@) (10)

En fait, la définition (5), ou plus précisément (6), nous dit que P;f est donné par un noyau
de convolution. On peut écrire que, pour chaque x € R" et ¢t > 0 donné,

Pf(x) = / F () dpiea ()

ou i, est une probabilité sur R". On dit que P; est un semi-groupe Markovien. Cela permet
d’obtenir des inégalités ponctuelles sur P, f(z). Par exemple on a

Py(f9)(x) < v/ P(f?)(x) Pi(g?)(2) (11)

et pour toute fonction convexe ® : R — R,

¢(Pif(2)) < P(o(f)) ()

des que toutes ces quantités ont bien un sens.

On a, par convergence dominée, que

Vo eR",  Pf(x) 250 /fd%. (12)
Examinons maintenant le comportement vis-a-vis de l'intégrale gaussienne. On a
vVt >0, /Ptf dyn, = /fdvn. (13)
On dit que la mesure gaussienne est invariante par P;. On a plus généralement,
=0, [RUgdn= [ 1P@dn, (14)

ce qui est une maniere de traduire que L (et donc P;) est autoadjoint. Notez qu’on tire alors
de (10) que

Vp=1, V>0, ([P, < 1Ly (15)
c’est-a-dire que P; est une contraction de Ly(yy).

Signalons enfin la propriété de commutation de la dérivée (gradient) et de P, (en fait cela
provient de la commutation entre le gradient et L) : pour ¢ > 0,

) 0 _ 0
Vi < n, a—xi|thf:e tPt(ax‘f)(:v),

7
ce que l'on résume en écrivant
VP f=e'P(Vf), (16)

ol l'on convient que, dans le terme de gauche, le semi-goupe agit sur chaque cordonnée.

Remarque (Semi-groupe de la chaleur). — On peut aussi s’intéresser a l’évolution le
long du semi-groupe de la chaleur. Pour f : R™ — R continue (et bornée, ou a croissance
lente), il existe F' : [0,400[xR™ — R continue sur [0, +0o[xR™ et C*° sur |0, +oo[xR"™ telle
que

F(,)=f(:) e Vt>0, VoeR", (g(tjx) = A, F(t, ).
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On note Qi(f)(+) := F(t,-) = (™ f)(-). Ici encore, on peut définir Q; explicitement par
AN = [ 1+ VB dly)

Certaines des propriétés précédentes sont encore valables pour Q. En particulier, on a (7)-
(8)-(10)-(9). On a encore une écriture sous forme de noyau de convolution (de probabilité) :

e—\z—x|2/4t

&) = [ 1) g

et on a donc aussi (11). Les TROIS grandes différences sont les suivantes. Tout d’abord, la
mesure gaussienne n’est pas invariante. En fait, c’est la mesure de Lebesque (qui n’est pas
une probabilité) qui est invariante,

Joaun= [

puisque pour des fonctions suffisamment réguliéres et intégrables (par evemple C? a support
compact) on a

& [o@un=[aa@um=- v van.

Ensuite, la comportement asymptotique est différent, puisqu’il n’y a pas de limite finie. On
peut montrer que, pour x fixé, on a, lorsque t — +00,

1
Qi(f)(z) ~ W/f

Enfin, la commutation du gradient et du semi-groupe est différente puisque on a
VQ:i(f)(@) = Q(V f)().

Remarque (Semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck généralisé)
Soit V : R™ — R régulier pour lequel il existe des constantes C, K > 0 tel que
Viz| > K, V(x)>C|x|.

De maniere équivalente, on peut demander qu’il existe des constantes c1, ca avec co > 0 tel que
Vo € R" on ait V(z) > ¢1 + co |z|. Cela est vérifié si V' est convexe avec V(x) — +oo lorsque
|z| — 4o00. Alors, quitte a ajouter a V une constante, on peut supposer que fe*V =1. On
définit alors la mesure de probabilité p sur R™ par

du(z) = e V@ dg.
On on a encore que A est dense dans Ly(p) pour tout p > 1. On introduit l'opérateur
différentiel

Lf=Af-VV-Vf

C’est lopérateur laplacien naturel sur Lo(u) puisque pour f,g € A on vérifie que par
intégration par parties

/(Lf)gduz /Vf-ngu.

En particulier [ Lf du = 0 et les fonctions constantes constituent ezactement le noyau de L
dans La().
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Si f est continue (et a croissance lente, de sorte que f € Lo(u)), alors on peut définir
Pif = etl'f continue sur [0, +00] x R™ et C* sur |0, +oo[xR" tel que

Oy(Py) = La(PLf).

Ala différence du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck, on n’a pas de formule explicite pour
P, f lorsque V n’est pas une forme quadratique. Mais de nombreuses propriétés essentielles
restent vraies. En particulier

o P, est un semi-groupe (P, est linéaire et P, o Py = Pyig).

o P est Markovien : pour t > 0 et x € R", il existe une probabilité vy, sur R™ tel que

Pif(z) = [gn f(y) dvia(y).
e 1 est invariante pour P, : [ Pifdp = [ fdp et plus généralement symétrique :

/(Ptf)ngZ/fPtgdu.

1PNl 2o y— e (u) = 1

P f(zx) — /fd,u lorsque t — +00 pour tout x € R™.

Par contre, on a pas de formule pour calculer VP, f et de fait, les relations de commuta-
tions entre le gradient et Py sont plus compliquées (il n’y a pas d’égalités mais seulement des
inégalités ponctuelles) et bien plus difficiles a obtenir.

6.2. Semi-groupe et variance

Nous allons retrouver l'inégalité de Poincaré optimale en utilisant le semi-groupe. Soit f
une fonction C! & support compact (ou & croissance lente). Alors on peut écrire, pour ¢ > 0,
ponctuellement,

t d t
PR == [ SRR = =2 [ PAOLR() s

En intégrant par rapport a -, on trouve

t
Vars, () = Var, (A1) =2 | [V.RADP d(a) .
Or V. Ps(f) = e *P(V4f), cette derniere expression s’entendant coordonnée par coordonnée,
ce qui implique, par Cauchy-Schwarz que
‘VwPS(f)F < 672SP5|fo]2.

On a donc

Vars, (1)~ Varo, (R (2 [ 2 as) [ 1952 .

0
En faisant t — +00, on trouve bien que

Var, (1) < [ V42 dv.

Remarquons que 'inégalité de Poincaré équivaut & la convergence exponentielle dans L?
de P;f vers [ fdr, au sens ou

Vary, (Pof) = |Pif = [fdymll3s(,,) < e Vary, (f).
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En effet, si on part de cette inégalité il suffit de comparer les termes d’ordre 1 lorsque ¢ — 0.
Dans l'autre sens, le calcul ci-dessus montre en fait que

%Var%(]?t(f)) _ _2/|vpt(f)|2cm

et donc si on enchaine l'inégalité de Poincaré, on trouve une inéquation différentielle pour
a(t) = Vary, (P(f)) qui est facile & intégrer.

6.3. Semi-groupe et entropie

Théoréme. — La mesure gaussienne v, sur R™ vérifie LSI(1).

Démonstration. — Soit f : R™ — R telle que v/f soit C! (localement lipschitzienne suffit)
avec [ fdy, = 1. Soit (P.f)i>0 le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck correspondant. Notez
quon a [ P.fdy, = [ fdy, =1. Si on pose, pour t > 0,

S(t) = / (Pof) log(Pif) dv = Ent, (P.f)

S(0) = Ent, (f) et lim S(t) =0,

t——+o0

et par conséquent
+oo
Ent,, (f) = —/ S'(t) dt.
0

Puisque %Ptf = L(P,f), on a, par intégration par parties,

s = - [ Glensnn] o,

— —/(1+log(Ptf))L(Ptf) dn

/ VRSP,
P, f e

On voit donc au passage que, le long du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck, I’entropie décroit
et que sa dérivée est ('opposé) de l'information de Fisher. Pour ¢ > 0 et x € R” fixés on a
(la notation vectorielle s’entend coordonnée par coordonnée)

VPSP = e "RV =PV f?
et en utilisant Cauchy-Schwarz (11)

C£)\2
o< v () o

soit encore

2 2

Lvippivia)
P f f

On obtient donc,

_S/(t) S B_Qt/Pt (|VJ{|2> dr)/n :e—Zt/ |V}‘f|2 d’Y'n,,
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puisque 7, est invariante par FP;. On a donc
+o00 2 1 2
0 f 2 f

Tout comme pour Poincaré, 'inégalité de Sobolev logarithmique quantifie (de maniere plus
fine) la convergence de P;(f) vers [ fdv,. Plus précisement, I'inégalité de Sobolev logarith-
mique équivaut a l'estimation

O]

Ent., (P:(f)) < e "Ent,, (f).

La raison sur la formule ci-dessus :

d VP
—Ent,,_(P, =1, (P = | ——— dn.
6.4. Isopérimétrie gaussienne
6.4.1. Généralité sur l’isopérimétrie. — Commencons par quelques généralités sur le

probléme isopérimétrie. Soit (X, d, 1) un espace métrique muni d’une mesure borélienne. Pour
A C X on notera

A ={re X ; dxz,A) <r}

et la g-mesure du bord 0A (pour A borélien, bien stir) sera par définition

pt(A) := liminf M
r—0 r
Cette limite inf existe toujours, mais elle peut étre infinie : u*(A) € [0, +o0]
Le probléeme isopérimétrique consiste a trouver, parmi les ensembles A C X de mesure p(A)
fixée, celui qui a le plus petit u*(A). En général, ce probleme est beaucoup trop difficile, et
on cherche au moins une fonction F' : R™ — R* telle que, pour tout A C X,

i (A) > F(u(A)). (17)
La fonction isopérimétrique I, est définie sur R par
Vs >0, I.(s) ==inf {u*(A); AC X avec u(A) =s}

La connaissance exacte de I, est aussi difficile que la résolution du probleme isopérimétrique
(méme si ce dernier revient non seulement & connaitre /,, mais aussi a déterminer des A pour
lequel I'infimum précédent est atteint). En général, on se contente d’une majoration I, > F,
ce qui équivaut a (17). De fait, la fonction I, est la meilleure fonction F' pour laquelle on
a (17).

Il est bon de noter que, pour A C X non-vide donné, la fonction r — p(A4,) est continue
a droite sur ]0, +-o0o[ car A, = Ny, A, ; notez que Ag = A et plus généralement que

A, = (4),.

Le résultat suivant confirme qu’on peut se restreindre aux ensembles fermés.

Fait. — Si pt(A) < +o0, alors u(A) = u(A) et pt(A) = u*(4).
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Démonstration. — Pour tout 7 > 0, on a 4, D A, et donc

pt(A) = lim inf wAA4) > lim inf AN A).
r

r—0 r r—0

Si pT(A) < 400, on en tire que u(A\ A) = 0, c’est-a-dire que pu(A) = u(4). O

Sur l'espace euclidien R™ muni de la mesure de Lebesgue (notée \), on a déja résolu le
probleéme isopérimétrique : les boules euclidiennes sont extrémales, et on a I)(t) := an‘nT_1
pour tout ¢ > 0, ol ¢, est une constante dépendant de n (¢, = |0B¥| - ]Bg]inTil)

Lorsque 1 est une probabilité sur X, alors I,,(¢) est nulle pour ¢ > 1, et donc on convient que
I,, est définie sur [0, 1]. On a alors I,(0) = I,(1) = 0, et (modulo un minimum de régularité)
on a que I,(t) = I,(1 —t) pour tout ¢t € [0, 1] (symétrie par rapport a t = 1/2, ce qui traduit
le passage de A a son complémentaire A°).

6.4.2. L’isopérimétrie gaussienne. — Un demi-espace (fermé) de R™ est un ensemble de
la forme

H=H,(t)={zeR"; z-u<t}
ol u € R™ est choisi de norme 1 et £ € R. Tous les demi-espaces s’obtiennent par une rotation
d'un demi-espace de la forme H(t) := {21 < t} =] — 00,t] x R*"1. En particulier, tous les
demi-espaces de méme mesure gaussienne s’obtiennent par des rotations d’un méme espace.

Théoréme. — A mesure gaussienne fizé€, les demi-espaces minimisent la mesure gaussienne
du bord. En d’autres termes, pour A C R"™, si H est un demi-espace tel que v,(A) = vn(H)
alors

Y (A) = 7,y (H).

Ce résultat répond donc a la question de l'isopérimétrie gaussienne. On va en voir des
formulation équivalentes.

Théoréme. — Soit A C R"™ et H est un demi-espace tel que vn(A) = v, (H). Alors,
Vr >0, ’Yn(Ar) > 'Yn(HT)~

Ce résultat permet de retrouver I'inégalité de concentration gaussienne. En effet, soit A C
. . — t 2 d .
R" et introduisons H =] — 00,?] x R"™! tel que v,(A) = v (H) = [*__e™" /2 \/% Si l'on
suppose que y,(A4) > % alors ¢ > 0 et on a par conséquent, pour tout r > 0

t4r dv oo 279 dv oo 279 dv
n(Ar) > w(Hy) = eV 2 1 eV T > e V2 2
n(Ar) 2 90 (Hr) /oo V2T tar Vor T r V2or

2 1 _ 67""2/2

Le Théoreme 6.4.2 implique clairement le Théoreme 6.4.2, mais en fait il lui est
completement équivalent, comme le montre un exercice plus loin.

La particularité des demi-espaces, c’est que ce sont des ensembles 1-dimensionnel. Intro-
duisons la fonction ¢ : R — [0, 1],

o0 =l —oot) = [ e jﬂ
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qui est un difféomorphisme croissant de [—oo, +00] sur [0,1]. On a ¢(t) = v, ({z1 < t}) et
plus généralement, pour tout demi-espace H,(t),

vVt € R, 'Yn(Hu(t)) = ¢(t))
ce que 'on peut aussi résumer en disant que, pour tout demi-espace H de R"
Vn(H) = ’Yn(Hu(t)) = t= ¢71 (Vn(H))
Pour un demi-espace, on a
Vr >0, (Hu(t))r =Hu(t+71),

et donc
e—t2/2

VLR, ot (Hult) = ¢/(0)= "

=: ().
Introduisons la fonction I : [0,1] — RT :
Vs€[0,1],  I(s):=pod (s)=¢'(s71(1)).
Alors, d’aprés les considération précédente, que pour tout demi-espace H,
Vo (H) = I (7 (H))

Ainsi le Théoreme 6.4.2 est strictement équivalent au résultat suivant :

Théoréme. — On a : I, = I, soit encore, pour tout A C R",

Y (A) = I(yn(A))

avec éqalité lorsque A est un sous-espace.

De méme, le Théoreme 6.4.2 peut se formuler comme suit : pour tout A C R™ on a

Vr>0, ya(Ar) 2 ¢(¢7 (m(A) + 7).

La fonction isopérimétrique gaussienne I : [0,1] — R a de nombreuses propriétés utiles.
Notons que I(0) = I(1) = 0 et que pour I(s) = I(1 — s). La fonction Iest réguliere sur 0, 1]
et pour tout s €]0, 1] on a

I'(s) = —¢7(s)
ainsi que la relation essentielle suivante :
1

Vs €]0,1], I'"(s) = 1)

1
Ezxercice. — Montrer que lorsque s — 0, I(s)~s4/2log —.
s

L’inégalité isopérimétrique gaussienne admet une forme fonctionnelle due a S. Bobkov
(anticipée, en fait, par A.Ehrhard).

Théoréme (Inégalité de Ehrhard-Bobkov). — Pour toute fonction f: R" — [0, 1] de
classe C! ou localement lipschitzienne, on a :

I( / fd%> < [ VED+IVIT d. (18)
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Expliquons pourquoi ce résultat entraine le Théoreme 6.4.2. Soit A C R™ un ensemble
fermé. Introduisons pour € €]0, 1],

Ve e R",  fo(z) = he(d(z, A)) € [0,1]

ott he : Rt — RT est la fonction continue affine par morceaux valant 1 sur [0,£2], 0 sur
e, +o0], et affine sur [¢2, ]. On a, ponctuellement,

lim fo = 14.
e—0

Par ailleurs, la fonction f. est lipschitzienne sur R™, de constante de Lipschitz majorée par

la, constante de Lipschitz de h., a savoir Comme f. est constante sur les ouverts

o2
{d(-,A) < &2} D Aet R"\ A, on en déduit que

Vel <

1 .
g g2 AN

En appliquant I'inégalité (18) & f., suivi de I'inégalité va2 + b2 < |a| + |b|, on obtient donc,

([ reon) < [+ 198 dn < [ 1t an + g a.

Quand ¢ — 0, le terme de gauche a une limite, et cette limite minore donc la limite inf du
terme de droite. On a donc, en utilisant que I(f.) — I(14) =0, que

I(ya(4)) < 71 (A),
ce qui redonne bien I'inégalité isopérimétrique.

Remarque. — Il est plus courant de prendre la fonction

1
fg(.ﬁU) = (1 — gd($,A))+,
pour laquelle le raisonnement est identique.

On peut aussi montrer que, réciproquement, 'inégalité isopérimétrique (appliquée & un
ensemble bien choisi de (R"*! ~,.,1), pour étre précis) permet de retrouver directement
I'inégalité (18).

6.4.3. Preuve de l’inégalité fonctionnelle. — Soit f : R™ — [0,1] non-nulle et non-
identiquement égale & 1 (sinon il n’y a rien & montrer). On suppose que f est localement
lipschitzienne avec [ |V f[>dy, < +oc. Pour t > 0, on a P;f(x) €]0,1[, ce qui permet de
garantir que I est réguliere aux points P, f(x). Posons, pour t > 0,

J(t) = / VB T VB dvn.

On a J(0) = [\/I?(f) + |V f]? dyn, et comme, lorsque t — 400, Pif — [ fdy, et [VP.f| =
e ''PVfl=>0x|[Vfdy,|=0,ona

Jim_J(t) =1 (/fd%> .

Ainsi, I'inégalité (18) sera démontrée si on montre que J est décroissante sur RY.
Pour simplifier les notations (!) on va faire le calcul dans le cas de la dimension 1 (voir
plus loin pour le cas n-dimensionnel). On travaille donc avec le semi-groupe de générateur




6.4. ISOPERIMETRIE GAUSSIENNE 11

Lf(x) = f"(z) — xf" et on notera v = 1. La notation ¢’ sera toujours la dérivée en espace.
Pour toute fonction g : R — [0, 1] de classe C'!, on note

K(g) := I*(9) + 4",
de sorte que J(t) = [/K(P:f)dy. Pour ¢ > 0 on a, par commutation de 8, et d; (i.e.
(Org)" = 0ig'),

/ W VPS)L(P(S)) + (Pof) (L(Pf))] dy

On pose, t étant dorénavant fixé, g = P, f, et on doit donc estimer

1y (II')(g 1 / /
J(t)—/ ngdﬂ mg( 9)

La premiere intégrale donne, apres intégration par parties,

/(H/)(Q)Lgdv = —/9’ (—Iﬁf;()iﬂg [(II')(9)d' + "] +

K(g)

) [1%(9)g’ + H”(g)g’]> dy

IT'(g) ” ,/ B 1 2 22
w(gp U1 @)9" + 9% dy \/@U (9)9” — g*] dv

ou l'on a utilisé que IT” = —1 (ce sera le seul moment ol une propriété de I sera utilisée).
Pour calculer la deuxieme intégrale on remarque que
(Lg)' =L(g") — ¢ (19)

et donc, par intégration par parties,

1 1 ' 1
/ "dy = — / " dry — 2
/ T(g)g(Lg) gl /( K(g)g> g dvy / T(g)g

é(lg;ggk (1T (9)d +d'g"] 9" dy —

1 g//2 d’}/ _ 1 g/2
VE(9) VE(9)
En mettant les deux calculs précédent ensembles, on trouve (aprés mise au méme
dénominateur et simplifications) :

J(t) = —/K(gl)?)/2 [1%(g)g™ — 2(1I')(9)g" g + I*(9)g"?] dry

= - / }—(-(91)3/2 (I/(g)glz - 1(9)9//)2 dy <0.

O
Dans le cas n-dimensionnel, le calcul est formellement le méme modulo les points suivants.
La commutation du gradient et de L, qui remplace (19), est :

n

Vg-V(Lg) = [0iL(dig) — (9:9)*] = Vg - L(Vg) — [Vg|?,
i=1
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ou 'on convient donc que l'opérateur L agit (de maniére identique) sur chaque coordonnée
0;9 de Vg. Le calcul donne alors

J(t) = / K(gl)w 1%(9)|Vg|* — 2(I1")(g) Hess g(Vg) - Vg + I*(g) | Hess g

+ || Hess g|[3/Vg|* — | Hess g(Vg)[* | dn
ou ||All2 désigne la norme de Hilbert-Schmidt d’une matrice carré A :
A3 = > af; = Tr('AA).

5,j<n
Les deux derniers termes dans 'intégrale, égaux en dimension 1, se controlent par I'inégalité
de Cauchy-Schwarz,

2

| Hess g(Vg)|> =) (Z 8&9&'9) < || Hess gll5 - [Vg|*.
j i

On a donc :

J(t) < —/K(gl)w[I/Z(Q)IVQIA‘—2(11’)(9)Hessg(Vg)-Vg+12(9)HHesng§ dn

1
- / K@w\

ce qui donne bien que J est décroissante sur R™.

2
I'(9)Vg'Vg—1I(g) Hesngzdvn <0,




