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Quant aux méthodes, Jai cherché i leur
donner toute Ia rigueur qu'on exige en
géomeétrie, de maniére & ne jamais recou-
rir aux raisons tirdes de Ia généralité de
Yalgébre. Les raisons de cette espéce,, quoi-
que assez communément admises, sur-tout

se o
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dams le passage des séries convergentes
aux séries -divergentes , et des quantités
séelles aux expressions imaginaires, ne peu-
vent étre considérées, ce me semble, que
ecomme des inductions propres a faire pres-
sentir quelquefois 1a vérit¢, mais qui s’ac-
cordent peu avec Vexactitude si vantée des
sciences mathématiques. On doit méme
observer qu'elles tendent a faire attribuer
aux formules algcbriques une étendue in-
définie, tandis que, dans Ia réalite, Ia plu-
part de ces formules subsistent uniquement
sous certaines conditions, et pour certaines
vafeurs des quantités qu’elles renferment.
En déterminant ces conditions et ces va-
feuars, et en fixant d’'uite maniére précise Ie
sens des notations dont je me sers, je fais
disparaitre toute incertitude ; et alors les
différentes formules.ne présentent plus que
des relations entre fes quantites reelles, re-
Iations qu'il est toujours facije de vérifier
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par Ia substitution des nombres aux quane
tités elfes-mémes. I est vrai que, pour
rester constamment fidéle a ces principes,
je me suis vu forcé d’admettre plusieurs
propositions qui paraltront peut-étre un
peu dures 2u premier abord: Par exemple,
j'énonce dans {e chapitre VI, qu'une serie
divergente n’a pas de somme ; dans le chga
pitre VIL, qu'une dquation imaginaire est
seulement la representation symbolique
de deux équations entre quantités réelles ;
dans le chapitre IX, que, st des constantes
ou des variables comprises dans une fonc-
tion, aprés avoir ¢t€ supposces réelles ,
deviennent imaginaires , la mnotation. &
Vaide de laquelle la fonction se trouvait
exprimée, ne peut étre conservée dans le
caleul qu’en vertu dune convention nou-
velle propre a fixer le sens de cette notn-
tion dans la dernicre hypothése ; &c. Mais
ceux qui [iront mon ouvrage reconnaitront,

INTRODUCTION. v

je Vespere, que les propositions de cette
nature, entrainant Theureuse nécessité
de mettre plus de précision dans les théo-
ries, et d’apporter des restrictions utiles a
des assertions trop étendues, tournent au
profit de I'analyse, et fournissent plusieurs
sujets de recherches qui ne sont pas sans
importance. Ainsi, avant d’effectuer Ia
sommation d’aucune série,.j'ai di examiner
dans quels cas les séries peuvent étre som-
mcées, ou ,' en d'autres termes, quelles sont
les conditions de leur. convergence 5 et
j'ai, a ce sujet, établi des régles géndérales
qui' me paraissent meériter quelque atten-

tion,

C--)
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On nomme quantité variable celle que I'on considere comme devant
recevoir successivement plusieurs valeurs différentes les unes des
autres. On désigne une semblable quantité par une lettre prise ordi-
nairement parmi les derniéres de 'alphabet. On appelle au contraire
quantité constante, et I'on désigne ordinairement par une des pre-
mikres lettres de I'alphabet toute quantité qui recoit une valeur fixe
ct déterminée. Lorsque les valeurs successivement attribuées & une
méme variable s’approchent indéfiniment d’une valeur fixe, de ma-
niére & finir par en différer aussi peu que I'on voudra, cefte der-
niére est appelée la Limute de toutes les autres. Ainsi, par exemple,
un nombre irrationnel est la limite des diverses fractions qui en four-
nissent des valeurs de plus en plus approchées. En Géométrie, la sur-
face du cercle est la limite vers laquelle convergent les surfaces des
polygones inscrits, tandis que le nombre de leurs cotés eroit de plus
en plus, ete.

Lorsque les valeurs numériques successives d’'une méme variable
décroissent indéfiniment, de manitre a s'abaisser au-dessous de tout
nombre donné, cette variable devient ce qu'on nomme un infiniment
petit ou une quantité infiniment petite. Une variable de cetle espice a
zéro pour limite.

Lorsque les valeurs numériques successives d'unc méme variable
croissent de plus en plus, de manibre 4 s'élever au-dessus de tout
nombre donné, on dit que cette variable a pour limite I'infint positif,
indiqué par le signe =, s'il s’agit d’unc variable positive, et l'infini
négatif, indiqué par la notation — o, s'il s’agit d’uné variable néga-
tive. Les infinis positif et négatif sont désignés conjointement sous le
nom de quantités infinies.
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CHAPITRE II.

DES QUANTITES INFINIMENT PETITES OU INFINIMENT GRANDES, BT DR LA CONTINUITE
DES FONCTIONS.
VALBURS SINGULIERES DES FONCTIONS DANS QUELQUES CAS PARTICULIERS.

§ I. — Des quantités infiniment petites et infiniment grandes.

On dit qu'une quantité variable devient infiniment petite, lorsque sa
valeur numérique décroit indéfiniment de maniere & converger vers
la limite zéro. Il est bon de remarquer A ce sujet qu'on ne doit pas
confondre un décroissement constant avec un décroissement indé-
fini. La surface d'un polygone régulier circonscrit & un cercle donné
décroit constamment 4 mesure que le nombre des cotés augmente,
mais non pas indéfiniment, puisqu’elle a pour limite la surface du
cercle. De méme encore, une variable qui n’admettrait pour valeurs
successives que les différents termes de la suite

2 3

= =
1 2

e

6 cee
2 5’ b

-
L] Qe

prolongée i l'infini, décroitrait constamment, mais non pas indéfini-
ment, puisque ses valeurs successives convergeraient vers la limite 1.
Au contraire, une variable qui n'aurait pour valeurs successives que
les différents termes de la suite

prolongée a I'infini, ne décroitrait pas constamment, puisque la diffé-
rence entre deux termes consécutifs de cette suite est alternativement
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positive et négative; et, néanmoins, elle décroitrait indéfiniment,
puisque sa valeur finirait par s’abaisser au-dessous de tout nombre
donné.

On dit qu'une quantité variable devient wnfiniment grande, lorsque
sa valeur numérique croit indéfiniment de maniére a converger vers
la limite w. Il est encore essentiel d’observer ici qu'on ne doit pas
confondre une variable qui croit indéfiniment avec une variable qui
croit constamment. La surface d’un polygone régulier inscrit 4 un
cercle donné croit constamment, mais non pas indéfiniment, 3 mesure

que le nombre des cotés augmente. Les termes de la suite naturelle

des nombres entiers
1, 2, 3, §4 5,

croissent constamment et indéfiniment.

Les quantités infiniment petites et infiniment grandes jouissent de
plusieurs propriétés, qui conduisent a Ia solution de questions impor-
lantes, et que je vais exposer en peu de mots,

Soit « une quantité infiniment petite, c’est-a-dire une variable dont
la valeur numérique décroisse indéfiniment. Lorsque dans un méme
caleul on fait entrer les diverses puissances entiéres de «, savoir

a, ai ot ey

ces diverses puissances sont respectivement désignées sous le nom
@’infiniment petits du premier, du second, du troisieme ordre, etc. En
général, on appelle infiniment petit du premier ordre toute quantité
variable dont le rapport avec « converge, tandis que la valeur numé-
rique de « diminue, vers une limite finie différente de zéro; infiniment
petit du second ordre toute quantité variable avec «, et dont le rap-
portavec a® converge vers une limite finie différente de zéro, etc. Cela
Posé, si l'on désigne par £ une quantité finie différente de zéro, et par
¢ un nombre variable qui décroisse indéfiniment avec la valeur numé-

rique de «, la forme générale des quantités infiniment petites du pre-
mier ordre sera

kx  ou du moins ka(i=¢);-

AN TR W
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la forme générale des quantités infiniment petites du second ordre

kea®* oudumoins Aa?(rze),

»
.o DRI .e sesesseesey

enfin la forme générale des infiniment petits de 'ordre 2 (2 repré-
sentant un nombre entier) sera

ko ou du moins kar(1zte).

On peut facilement établir, 4 I'égard de ces divers ordres de quantités
infiniment petites, les théorémes suivants :

TukortMe 1. — S¢ L’on compare l'un & Uautre deux infiniment petits
d'ordres differents, pendant que tous les deux convergeront vers la limite
séro, celui qui est de 'ordre le plus eleve finira par obtenir constamment

la plus petite valeur numerique.
Démonstration. — Soient, en effet,
kar(1de), Kav(1x¢)

deux infiniment petits, 'un de I'ordre r, I'autre de I'ordre »’, et sup-
posons »’>> n; le rapport entre le second de ces infiniment petits et
le premier, savoir b e

—t'n T2,

k *e
convergera indéfiniment avec « vers la limite zéro, ce qui ne peut
avoir lieu qu'autant que la valeur numérique du second finit par de-

venir constamment inférieure  celle du premier.

C-J
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§ II. — De la continwité des fonctions.

Parmi les objets qui se rattachent a la considération des infiniment
petits, on doit placer les notions relatives  la continuité ou a la dis-
continuité des fonctions. Examinons d’abord sous ce point de vue les
fonctions d’une seule variable.

Soit /() une fonction de la variable x, et supposons que, pour
chaque valeur de x intermédiaire entre deux limites données, cette
fonction admette constamment une valeur unique et finie. Si, en par-
tant d'une valeur de & comprise entre ces limites, on attribue 4 la va-
riable & un accroissement infiniment petit «, la fonction elle-méme
recevra pour accroissement la différence

S(z+a)— f(z)

qui dépendra en méme temps de la nouvelle variable « et de la valeur
de z. Cela posé, la fonction f(z) sera, entre les deux limites assi-
gnées a la variable «, fonction continue de cette variable, si, pour
chaque valeur de « intermédiaire entre ces limites, la valeur numé-
rique de la différence
Sz +a)— f(z)

décroit indéfiniment avec celle de «. En d’autres termes, la fonc-
tion f(z) restera continue par rapport & x entre les limites données, si,
entre ces limites, un accroissement infiniment petit de la variable produit
toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-méme.

On dit encore que la fonction f(z) est, dans le voisinage d'unc
valeur particuliére attribuée a la-variable «, fonction continue de

_cette variable, toutes les fois qu'elle est continuc entre deux limites

de z, méme tres rapprochées, qui renferment la valeur dont il s"agit.

Enfin, lorsqu’une fonction f(«) cesse d’étre continue dans le voisi-
nage d’une valeur particulitre de la variable «, on dit qu’elle devient
alors discontinue et qu'il y a pour cette valeur particuliére solution de
continuite.
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D’aprés ces explications, il sera facile de reconnaitre entre quelles
limites une fonction donnée de la variable  est continue par rapport
i cette variable. Ainsi, par exemple, la fonction sinz, admettant
pour chaque valeur particuliére de la variable = une valeur unigue ct
finie, sera continue entre deux limites quelconques de cette variable,
attendu que [a valeur numérique de sin(f ), ot par suite celic de la
différence

sin(x + a) — sinx == 2sin({a) cos(x + {a),
décroissent indéfiniment avec celle de «, quelle que soit d’ailleurs la
valeur finie que l'on attribue & . En général, si'on envisage sous le
rapport de la continuité les onze fonctions simples que nous avons
considérées ci-dessus (Chap. I, § IT), savoir

a
a~+x, a—x, ar, — x*, A%, L(x),
sinz, cosz, arcsinz, arccosx,

on trouvera que chacune de ces fonctions reste continue entre deux
limites finies de la variable z, toutes les fois que, étant constamment
réelle entre ces deux limites, elle ne devient pas infinie dans inter-
valle.

Par suite, chacune de ces fonctions sera continue dans le voisinage
d’une valeur finie attribuée a la variable x, si cette valeur finie se
trouve comprise :

Pour
les fonctions . .
a4+
G —
ax
A=®
sinx

entre les limites x =— 0, £ = -+ o0}

Ccosx

Pour
la fonction
a 1° entre les limites & = — o, x=o,

x 2° entre les limites z = o, x = 0]
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Pour
tes fonctions

x(l

‘ entre les limites  =o, x =}
L(=)

enfin

Pour
les fonctions

arcsinz ) L.
entre les limites x =—1, r=-41.
arccosz

11 est bon d'observer que, dans le cas ot 'on supposea == m (m dé-
signant un nombre entier), la fonction simple

xﬂ

est toujours continue dans le voisinage d'une valeur finie de la va-
riable z, pourvu que cette valeur soit comprise :

sita=+m, entre les limites z=—w, =<4 ®,
entre les limites z=-—w, Z=0
sia==-—m, « ou bhien

entre les suivantes z =o, x = oo,

Parmi les onze fonctions que I'on vient de citer, deux seulement

deviennent discontinues pour une valeur de = comprise dans I'inter-
valle des limites entre lesquelles ces mémes fonctions restent réelles.

Les deux fonctions dont il s’agit sont

a; et «¢ (lorsque a=—m).

L'une et I'autre deviennent infinies, et par conséquent discontinues,

pour & = 0.

L)

|
|
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CHAPITRE VI

DES SERIES CONVERGENTES RT DIVERGENTES. REGLES SUR LA CONVERGENCE DES SERIES.

SOMMATION DE QUBFQUES SERIBS CONVERGENTES.

§ 1. — Considérations genérales sur les series.

On appelle série une suite indéfinje de quantités
Uy, Wy Wy, wy, ..,

qui dérivent les unes des autres suivant une loi déterminée. Ces quan-
tités elles-mémes sont les différents termes de la série que 'on consi-
dere. Soit

SaS Ul Us L,

la somme des » premiers termes, » désignant un nombre enticr quel-
conque. Si, pour des valeurs de » toujours croissantes, la somme 5
s’approche indéfiniment d’une certaine limite s, la série sera dite con-
vergente, et la limite en question s'appellera la somme de la série. Au
contraire, si, tandis que n croit indéfiniment, la somme $, ne s'ap-
proche d’aucune limite fixe, la série sera divergente et n’aura plus de
somme. Dans I'un et I'autre cas, le terme qui correspond a I'indice »,
savoir u,, sera ce qu'on nomme le ‘erme géneral. 11 suffit que I'on
donne ce terme général en fonction de I'indice r, pour que la série soit
completement déterminge.
L'une des séries les plus simples est Ia progression géométrique

L, oz, x, 2, ...,

qui a pour terme général 2, c'est-a-dire la puissance nime de [a quan-

P e A memrea e
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tité . Si dans cette série on fait la somme des n premiers termes, on

trouvera
1 xh

L+ 2+ 2, e g~V = ——
I— 1—x

)

et, comme pour des valeurs croissantes de 7, la valeur numérique de
x'l

|

limite, suivant qu’on suppose la valeur numérique de z inférieure ou

supérieure i 'unité, on doit conclure que, dans la premiére hypothése,

la progression

la fraction

converge vers la limite zéro, ou croit au dela de toute

1, 2, x, a3,

est une série convergente qui a pour somme ,—-_-_'-? tandis que, dans la
seconde hypothese, la méme progression est une série divergente qui
n’a plus de somme.

D’aprés les principes ci-dessus établis, pour que la série

()] oy Uy, Uy ..oy Upy Upyy,

$0it convergente, il est nécessaire et il suffit que des valeurs crois-
santes de » fassent converger indéfiniment la somme

Sp =g Uyt Uyt A Uy

vers une limite fixe s; en d’autres termes, il est nécessaire et il suffit
que, pour des valeurs infiniment grandes du nombre », les sommes

Sns  Sn+ts  Snaas

different de la limite s, et par conséquent entre elles, de quantités infi-
niment petites. Dailleurs, les différences successives entre la premiére
somme s, et chacune des suivantes sont respectivement déterminées
par les équations

Saay = Sy == U,,
Spay = $p = Up - Upyys

Spra == SpT= Up - Upay == Upyg,y

‘e ! . . . N ’ .
Donc, pour que la série (1) soit convergente, il est d’abord nécessaire
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que le terme général «, décroisse indéfiniment, tandis que zaugmente;
mais cette condition ne suffit pas, ct il faut encore que, pour des va-
leurs croissantes de », les différentes sommes )

Uy -+ Uy

Up = lpyy = Uy,

c’est-a-dire les sommes des quantités

ny Unaiy Upasy ooy

prises, & partir de Ia premiére, en tel nombre que I'on voudra, finis- -

sent par obtenir constamment des valeurs numériques inféricures
toute limite assignable. Réciproquement, lorsque ces diverses condi-
tions sont remplies, 1a convergence de la série est assurée.

Prenons pour exemple la progression géométrique

(2) 1, x, z%, 3,

Si la valeur numérique de « est supérieure a I'unité, celle du terme
genéral 2" croitra indéfiniment avec n, ot cette seule remarque suffira
pour constater la divergence de la série. La série sera encore diver-
gente si I'on suppose x == == 1, parce qu’alors la valeur numérique du
terme général =", se réduisant 3 unité, ne décroitra pas indéfiniment
pour des valeurs croissantes de ». Mais, si la valeur -numérique de
est inférieure i I'unité, les sommes des termes de Ia série pris & partir
de 2 en tel nombre que I'on voudra, savoir :

£,
I —a?
Tt Al T
1z
11— x?
XT84 AT o : ~ ,

se trouvant toutes comprises entre les limites

L3
xh ad

’ i
1—x
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chacune d'elles deviendra infiniment petite pour des valeurs de »
infiniment grandes; et par suite la série sera convergente, ce que I'on
savait déji.

Prenons pour second exemple la série numérique

1
® SR AR A

g 1 PP P 5
Le terme général de cette série, savoir ——— décroit indéfiniment &
mesure que » augmente, et cependant la série n’est pas convergente

. 1 . . . . ,
car la somme faite du terme e et de ceux qui le suivent jusqu’au
terme ,—'ﬁ inclusivement, savoir

f
_._l_ e i m—— e ——y
n-+1 n+3 -t an

reste constamment supéricure, quel que soit », au produit

et par suite cette somme ne décroit pas indéfiniment pour des valeurs
croissantes de 7, ainsi que cela aurait lieu si la série était convergente.
Ajoutons que, si I'on désigne par s, la somme des » premiers termes
de la série (3), et par 2™ la plus haute puissance de 2 renfermée dgns
n -1, on trouvera .

1 1 1 +_l_+(_l_+.'.)
s,,=l+§+§+...+u+(>l 2 3 I3

1 I 1 1 1 1 _L
"_(§+ 6+;+§)+"‘+(2m—|+l +2m-l+2+"'+ am )’

et, a fortiort, l
. S B _
S,.>l+;+;+;+...+;-—l+

On en conclura que la somme s, croit indéfiniment avec le nombre
entier m, et par conséquent avee n, ce qui est une nouvelle preuve
de la divergence de la série. |
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Considérons encore la série numérique

1 1
(4) 1, T, L— ooy —_—._.l ) seen

b
1.2 1.2.3 t.2.3...n

Les termes de cette série, qui occupent un rang supérieur i », savoir

1 1 - 1
1.2.3...2" 1.3.3...7(n%1) 1.3.3. n(rn+1)(n+2)

.oy

seront respectivement inférieurs aux termes correspondants de la pro-
gression géométrique
1 ¥ 1 1 t

s ! L
1.2.3...n° 1.2.3...nn T.2.3...nn%

s

Par suite, la somme des premiers termes pris en tel nombre que I'on
voudra sera toujours inférieure 4 la somme des termes correspondants
de la progression géométrique, qui est une série convergente, et &
plus forte raison, 2 la somme de cette progression, c’est-a-dire 2

I 1 ] 1
1.2.3...n 1 1.2.3.. (R —1) n—1

Comme cette derniére somme décroit indéfiniment 2 mesure que »
augmente, il en résulte que la série (4) est elle-méme convergente. On
est convenu de désigner par la lettre e la somme de cette série. En
ajoutant les » premiers termes, on obtiendra, pour valeur approchée
du nombre ¢,

1 i .
ia3 Tt 1.2.3...(n—1)’

1 1
Fod = e e e
I 1.2

et, d’aprés ce qu'on vient de dire, I'erreur commise sera inféricure au
produit du n¥™ terme par ;;'_—l Ainsi, par exemple, si I'on suppose

=11, on trouvera pour la valeur approchée de e
(5) e=12,71828(8...;

et 'erreur commise dans cette hypothese sera inférieure au produit
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de la fraction 1.3.3.4.5.25.7.8.9.10 par %, ¢'est-a-dire & m, en
sorte qu’elle n’altérera pas la septiéme décimale.

Le nombre e, déterminé comme on vient de le dire, sera souvent
employé dans la sommation des suites et dans le Calcul infinitésimal.
Les logarithmes pris dans le systéme qui a ce nombre pour base s'ap-
pellent népériens, du nom de Neper, inventeur des logarithmes, ou
hyperboligues, parce qu'ils servent 3 mesurer les diverses parties de
I'aire comprise entre I'hyperbole équilatére et ses asymptotes.

On indique généralement la somme d’une série convergente par la
somme de ses premiers termes suivie de points. Ainsi, lorsque la série

Uy, Uy, Uy Uy,
est convergente, la somme de cette série est représentée par
' Ug Uy~ Uy -+ Uy o ..
in vertu de cette convention, la valeur du nombre e se trouvera déter-
minée par I'équation

I 1 1 1
. _ e e e e e e LS
(6) M-S o S 1.2.3.4 !

et, si 'on considére la progression géométrique
1, x, Y, 2% ...,

’ . . ol . ) ¥ e r
on aura, pour des valeurs numériques de x inférieures a I'unité,

1

- 2 3 ——
() L&+ 2 B = e

La série
uﬂ’ uly u:r gy

étant supposée convergente, si I’on désigne sa somme par s, et pars,
la somme de ses » premiers termes, on trouvera

S = ot Uyb Usto o b Upoy T+ Up - Upag o T Sp ot Un b Upey e e

et, par suite,
S—Sy== lpt Upsat. oo
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De cette derniére équation, il résulte que les quantités
Uny Unay» illl+!!

formeront une nouvelle série convergente dont la somme sera équiva-
lente & s — s5,. Si I'on représente cette méme somme par r,, on aura

ST Sty

et r, sera ce qu'on appelle le reste de la série (1) & partir du
ni*me terme.

Lorsque, les termes de la série (1) renfermant une méme variable x,
cette série est convergente, et ses différents termes fonctions conti-
nues de x, dans le voisinage d'une valeur particulibre attribuée b

cette variable,
Say rn €L s

sont encore trois fonctions de la variable , dont la premiére est évi-
demment continue par rapport 2 @ dans le voisinage de la valeur par-
ticuliere dont il s’agit. Cela posé, considérons les accroissements que
recoivent ces trois fonctions, lorsqu’on fait croitre & d'une quantité
infiniment petite «. L’accroissement de s, sera, pour toutes les valeurs
possibles de », une quantité infiniment petite; et celui de 7, deviendra
insensible en méme temps que r,, si I'on attribue a » une valeur trés
considérable. Par suite, I'accroissement de la fonction s ne pourra
étre qu'une quantité infiniment petite. De cetté remarque on déduit
immédiatement la proposition suivante :

Tueontye 1. — Lorsque les differents termes de la se’rie‘(l) sont des
Jonctions d'une méme variable x, continues par rapport q cette variable
dans le voisinage d'une valeur particuliére pour laquelle la série est con-
vergente, la somme s de la séric est ausst, dans le voisinage de cette ralenr
particuliére, fonction continue de x.

En vertu de ce théoréme, l2 somme de la série (2) devra rester
fonction continue de la variable «, entre les limites @ == — L T=1;

PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE VI 121
ce qu'on peut vérifier 2 l'inspection de la valeur de s donnée par

I'équation
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Recherclies sur les moyens de reconnaitre si un Probléme dp
Géomeétrie peut se résoudre avec la regle et le compas ;

Pir M. L. WANTZEL,

Eleve-Ingénicur des Ponts-et-Chaussées.

L

Supposons qu'un probléme de Géométrie puisse étre résolu par deg
intersections .de lignes droites et de circonférences de cercle : si Fon
joint les poiuts ainsi obtenus avec les centres des cercles et avec les
points qui déterminent les droites on formera un enchatnement de
triangles rectilignes dont les éléments pourront étre calculés par les
formules de Ja Trigonométrie ; d'ailleurs ces formules sont des équa-
tions algébriques qui ne renferment les cotés et les lignes trigonomé-
triques des angles qu'au premier et au second: degré; ainsi inconnue
principale du probléme s'obliendra par la résolution d’une série d’é—
quations du second degré dont les coefficients seront fonctions ration-
nelles des données de la question et des racines des équations précé -
dentes. D’aprés cela, pour recounaitre si la construction d’un probleme
de Géométrie peut s'effectuer avec la reégle et le compas, il faut chercher
sl est possible de faire dépendre les racines de Véquation & laquelle il
conduit de celles d'un systeme d’équations du second degré composées
comme on vient de Findiquer. Nous traiterons seulement ici le cas ot
I'équation du probléme est algébrique.

1L
Cousidérons la suite d’équations :

(A) ¢V:+A'rl+B =0, 1:+AJC,+B.= o.. "T:—X+Ar.—"rn—l+Bn~z= o,
x4A,_x,~4-B._, =o,

dans lesquelles A et B représentent des fonctions ratiounelles des
quantités données p, ¢, r...; A, et B, des fonctions. rationnelles de
1y Py g0 -5 €L, en général, A, et B, des fonctions ralioanelles de
Ly Ty o e eZay Py Quons _

Toute fonction rationnelle de x, telle que A,, ou B, pread la forme
CnrZm =+ Dn,

w———="=" si-l'on élimine les puissances de x,, supérieures la re-
EnciZu + Fuoy X P = Sup . P
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miére au moyen de I'équation a2 --a,,_, Zn+B,._, =0, en désignant
parC._,, D._, E,_,, F.._, des fonctions rationnelles de Lppss oo Xy P
g-..; elleseraménera ensuite 2 1a forme AlpZnt B, én multipliant

les deux termes de C—::::_:—‘i—?:: par —E,_(A,_,+D,)+F,_.

Multiplions une par l'autre les deux valeurs que. prend le premier
membre de la dernire des équations (A) lorsqu’on met successivement
4 la place de x,., dans A,_, et B,_, les deux. racines de Péquation

/ précédente : nous aurons un polynome du quatriéme degré en 2, dont
les ¢oeflicients sexprimeront en fonction rationnelle de Ty + + Xy
P+ ¢>---; remplacons de méme successiverent dans ce polynome
%, par les deux racines de I'équation correspondante, nous obtien-
drons deux résultats dont le produit sera un polynome en x, de degré
2°, & coefficient rationnel par rapport & z,_,...x,, Prq...;¢€t,en
coutinuant de la-méme manitre, nous arriverons i un polynome en x,
de degré 2" dont les coefficients seront des fonctions rationnelles de
Py ¢, r.... €e polynome.égalé & zéro donnera I'équation finale
Sflx)=0 on f(x)=o, qui renferme toutes les solutions de la ques-
tion. On peut toujours supposer qu’avant de faire le calcul on 2 réduit
les équations (A) au plus petit nombre possible. Alors une quelcon-
que d’entre elles x;,,, + A, x,,,+B,=o0, ne peut pas étre satisfaite
par une fonction rationnelle des quantités données et des racines des
€quations précédentes. Car, s'il en était dinsi, le résultat de la substi-
tution serait une fonction rationnelle de x,,,.. %4, Py q. .. qu'on peut
mettre sous la forme A’,_ x,+4B..., etVon aurait A’, 2,4, ,=o;
on tirerait de cette relation une valeur rationnelle de X, qui substituée
dans P’équation du second degré en x,, conduirait & un résultat de la
forme A’ _ x,_,—+ B',_, =o. En continuant ainsi, on arriverait &
A’x,-4-B' = o0, Cest-a~dire que I'équation x?4-Ax, 4 B==0 aurait
pour racines des fonctions rationnelles de p, q...;le systéme des équa~
tions(A) pourrait donc étre remplacé par deux systémes de n—1 équa-
tions du second degré, indépendants J’un de I'autre, ce qui est contre la
supposition. Sil'une des relations intermédiaires A X B, =0,
par exémple, était satisfaite identiquement, les deux racines de P'équa-~
tion xi_, -+ A,_ x,~B,._, =0 seraient des fonctions rationnelles de
Tu-ie- &, , pour toutes les valeurs que peuvent prendre ces quantités,
en sorte qu'on pourtait supprimer J'équation en x,, et remplacer la
racine successivernent par ses deux valeurs dans les €équations sui-

48...
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vantes, ce qui raménerait encore le systtme des équations (A) i deux
systémes de 7—1 équations.

1L

Cela posé, Véquation du degré 2*, f(x)==0, qui donne toutes les
solutions d'un probléme susceptible d'ére résolu aw moyen de n équa-
tions du second degré , est nécessairement- irréductible , c'est-a-dire
qu'elle ne peut avoir de racines communes avec une équation de
degré moindre dont les coefficients soient des fonctions rationnelles
des données p, g....

. En effet, supposons qu'une équation F(x)=o, 2 coefficients ra-
tionnelssoitsatisfaite par uneracine del'équation xi=+A,_,2,~+B,_ =0,
en attribuant certaines valeurs convenables aux quantités ax,_,,
Zu—g+ « o .2,. La fonction rationnelle F(x,) d’une racine de cette der-
niére équation peut se ramener & la forme A._.x,+ B[, en dé-
signant toujours par A,, et B,_, des fonclions rationnelles de
Loy Xyy P, q.-.; de méme A,_, et B,_, peuvent prendre Iun

- et lautre la forme A[_x, ,~B._,, et ainsi de suite; on arrivera
ainsi & Alx, - B! ott A] et B! peuvent étre mis sous la forme A'x,
~+ B’ dans laquelle A’ et B’ représentent des fonctions rationnelles
des données p, q- ... Puisque F (x,)==0 pour une des valeurs de x.,
onaura A, B, =0, et il faudra que A_, et B._, soient nuls
séparément, sans quoi I'équation X%~ A,_x, - B,_, = o serait sa-

B . . .
I =" qui est une fonction rationnelle de. .
2t

Zposye o ®xy Py 4+ - -, Ce qui est impossible ; de méme, A, et Bi_,
étant nuls, A, _; et'B;_, le seront aussi et ainsi de suite jusqu'd ‘A’
et B’ qui seront.nuls identiquement, puisqu'ils ne renferment que des
quantités donnédes. Mais alors A/ et B/, qui prennent également la
forme Az, B’ quand on met pour x, chacune des racines de I'équa-
tion x? 4+ Ax, +B=o0, s'annuleront pour ces deux valeurs de ,;
pareillement, les coefficients A’, et B/, peuvent étre mis sous la forme
A’,x, + B/, en prenant pour x, 'une ou l'autre des racines de 'équa-
tion x}~4~A;x, -+ B,=o, correspondantes a chacune des valeurs de
x,, et par conséquent ils s'annulleront pour les quatre valeurs de x, et
pour les deux valeurs d¢ z, qui résultent de la combinaison des deux
premiéres équations (A). On démontrera de méme que A’y et B’y seront
nuls en mettant pour xy les 2° valeurs tirdes des trois premiéres équa-
tions (A) conjointement avec les valeurs correspondantes de x, et x: ;

tisfaite' pour la valeur —
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el continudnt de cette maniére on conclura que F(x,) s'annulera pour
les 2" valeurs de x, auxquelles condnit le systéme de toutes les
équations (A) ou pour les 2" racines de f(x) ==0. Ainsi une équation
F(x)==0acoeflicients rationnels ne peut admettre une racine def (x)=o
sans les admettre toutes; donc équation f(x)==o est irréductible.

v.

1 résulte immeédiatement du théoréme précédent que tout prohleme
qui conduit & une équation irréductible dont le degré n'est pas une
puissance de 2, ne peut étre résolu avec la ligne droite et le cercle.
Ainsi la duplication di cube, qui dépend de I'équation x° —2a°=0
toujours irréductible,, ne peut étre obtenue par la Géométrie élémen-
taire. Le probléme des deux moyennes proportionnelles, qui conduit
a Péquation % — a*b==0 est dans le méme cas toutes les fois que le
rapport de & a a n'est pas un cube. La trisection de langle dépend de
Péquation 2 — 3 x 4 a=o; cetie équation est irréductible si elle
w'a pas de vacine qui soit une fonclion. rationnelle de @ et Clest ce
qui arrive lant que a reste algébrique;; ainsi le probléme ne peut étre
résolu en général avec la régle et le compas. Il nous semble qu'il n'a-
vait pas encore été démontré rigoureusement que ces problémes, si
célébres chez les anciens, ne fussent pas susceptibles d’'une solution
par les constructions géométriques auxquelles ils sattachaient par-
ticuliérement.

La division de la. circonférence en parties €égales peut toujours se
ramener 4 la résolution de P'équation 2" — 1 =0, dans laquelle m
est un nombre premier ou une puissance d'un nombre premier. Lors-
X

Im__: =o du degré m—1 est irréduc-
tible, comme M. Gauss a fait voir dans ses Disquisitiones arithmetice,
section VII; ainsi la division ne peut étre effectuée par des construc-
tions géométriques que si m—1=2" Quand m est de ]a forme a*, on
peut prouver, en modifiant légérement la démonstration de M. Gauss
que Téquation de degré (a—1)a*—", obtenue en égalant a zéro le

que m est premier, I'équation

quotient de x*— 1 par 2+ ' —1, est irréductible; il faudrait donc
que (@—1)a=— fiat de la forme 2* en méme temps que a—1, ce qui
est impossible & moins que a = 2. Ainsi, la division de la circonfé-
rence en N parties ne peut étre effectuée avec la régle et le compas
que si les facteurs premiers de N différents de 2 sont de la forme 2"+1
et s'ils entrent seulement & la premiére puissance dans ee nombre. Ce
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. . .
principe est annoncé par M. Gauss i la fin de son ouvrage, maisil wen
2 pas donné la démonstration.

c--- J

Page 362, lignes 1,2,3 en remont., au licu de 'y, lisezv

362, 6, au coefficient de u, ajoutez —b>(A?4C?)

363, 12, au lieude —a,,,(....), lisez —az,y(cv. .- )

363, 2, en remont., au lieu de iv (L"cosg....):V, lz'scz/
v, (L"osp...)iv

364, 13,14,15, au licu de EX,EY ,EZ, lisez EfX,EfY, E’fl

364, 1, en remont., au lieu de =, lises =4~
364, 2, enremont., au lieu de —singcos®p, lisez ~singcosp
365, 10, e‘gﬁcez;)
365, 10et 11, au lleu def, lisez c"f
369 1, au licu de ag_,, lisez A,
367, 4, au lieu de D, lisez x,,
368, 23, auliende A'_,, lisez A',_,
372 14, au lieu de — lisez
392 16, au lieu de a™, lisez a,,
’ 428, 1,4,6, au lieu de Dy, lisez D,,_,
428, 1,4,6,11,12, au lieu de D,,,,, lisez D,
428, 16, aprés ces mots et i #T" ajoutez donc auparavant elles
étaient < LIL8
¢
435, 7, au lieu de (in—1), lisez (n—1)
437 et 438, au lieu de paramétre, lisez partout demi-paramétre
441 12, au lieu de ‘—i-dl: (V+b'.’zf ‘J:de), lisez
2 ro .
&V :

1
St (Vs f 2Vdz)
449, ligne dernitre, au Lieu de V'4-b%z f " eVidr, lisex
o
PAYS f ' eVdz)
o

451, Yigne 19, au lieu de ;: lisez ;-

FIN DU DEUXIEME VOLUME,







AVERTISSEMENT

POUR LA DOUZIEME EDITION.

L démonstration de la théorie des paralléles,
telle qu’elle avait été présentée dans la 3° édition
fie cet cuvrage et dans les éditions suivantes
Jusqu’a la 8° inclusivement , n’étant pas & abri
de toute objection, on s'était déterming dans
la 9° édition & rétablir cette théorie é-peﬁ—prés
sur la méme base qu’Euclide. Des réflexions
ultérieures faites sur le méme objet, dont on
d(?nnera le déve]oppement dans la note II, ont
fait découvrir deux nouvelles maniéres de dé-
montrer le théoréme sur les trois angles du tri-
angle, sans le secours d'aucun postulatum. On
a en conséquence inséré une de ces démon-
StI:‘a-tl.Ol'lS dans. le texte de cette édition, en
ch‘o"lsm.sant celle qui s’¢loigne le moins des i:lé»es
ot:dm:eures, et qui d’ailleurs ne semble pas plus
difficile & comprendre que t

celle qui avait été
dop:u.ae dans les éditions précédentes , depuis
la 3° jusqua la 8¢, .

L)

fig. 35,

pr. 14,

* pr. 2.

GEOMETRIE,

PROPOSITION XIX.,

THEORAME.

Dans tout triangle; la somme des trois angles est
égale & deux. angles droits. v ‘

Soit ABC le triangle proposé dans lequel nous
supposerons (1) qile AB est le plus grand <616 et BG
le plus petit, et qu’ainsi ACB est le plus grand angle,
et BAC le plus petit.*

Par le point A et par le point I milieu du coté op-
posé BC., menez la droite AL que vous prolongerez cn
C' jusqu'a ce que AC'=—AB; prolongez de méme AB
en B’ jusqua ce que AB’' soit double de AL

Si on désigne par A, B, G,les trois angles du tri-
angle ABC etsemblablement par A’,B',C' les trois angles
du triangle AB'C, je dis qu'on aura Pangle C'=B+-C,
et langle A=A’'+4-B', d'ot résulte A+-B4+C=A'-B’
+C’, cest-a-dire que la somme des trois angles est la
méme dans les deux triangles.

Pour le prouver, faites AK = AT et joignez C'K ,
vous aurez le triangle C'AK égal au triangle BAI. Car

.dans ces deux triangles, Tangle commun A est com-

A

"pris entre cdtés égaux chacun i chacun , savoir: AG’

==AB, et AK=AL Doncle troisiéme c6té G'K est égal
au troisiéme Bl ; donc aussi l’aﬁgle AC'K=ABC, et
Pangle AKC=—=AIB.

Je dis maintenant que le triangle B'C’K est égal au
triangle ACI, @ar la somme des deux angles adjacens
AKC'+ G'’KB' est égale 4 deux angles droits* ainsi que

(1) Cette supposition n’exclut pas le cas oit le c6té moyen AC
serait égal 4 T'un des-extrémes AB ou BC. :
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la somme des deux angles AIC--AIB; i‘et,ranfhant de
part et d'autre les angles égaux AKC’, AIB; il restera
Yangle C'’KB'= AIC. Ces angles égaux dans lei deux
triangles sont compris entre cOtés égaux chacun a
chacun, savoir C’K =IB=CI, et KB'=AK=AI,
puisquon a supposé AB'=2AI— 2AK. Doncles deux
tgiangles B'C'K, AGI, sont égaux™; donc le c6té G'B’
==AC, langle B'C'’K==ACB, et l'angie KB'G’'=CAIL

Il suit de 13 1° que I'angle AC'B' désigné par C' est
composé de deux angles égaux aux angles B et G du
triangle ABC, et qu'ainsion a C'==B--C; 2° que P'angle
A du triangle ABG est composé de l’angle A' ou
C'AB’ qui appartient au triangle AB'C’ et de l'angle
CAl égal a I'angle B' du méme triangle, ce qui donne
A=A'+DB'; donc A4-B+C=—=A' 4 B'C'. D’il-
leurs puisqu’on a par hypothése AC < AB et par con-
séquent C'B’ < AC', onvoit que dans le triangle AG'B’
langle en A, désigné par A’, est moindre. que B’
et comme la somme des deux est égale a l'angle A
dy triangle proposé, il s'en suit quon a langle A’
< 2 A.

Si on applique la méme construction au triangle
AB'C’, pour former un troisiéme triangle AC"B"
dont les angles seront désignés par A", B", C", on
aura semblablement les deux égalités C"=C'4- B,
A= A"+ B", d'ou résulte A'4-B'+C'=A"+B"4-C".
Aiusi la somme des trois angles est la méme dans ces
trois triangles: on aura en méme tems l'angle A" <ZA’,
et par conséquent A" <ZA. :

Continuant indéfiniment la suite des triangles AC'B’,
AC'B", ete. on parviendra A un triangle abe dans
lequel 1a somme des trois angles sera toujours la méme
que dans le triangle proposé ABC et qui aura I'angle
a plus petit que tel terme qu’on voudra de la pro-
gression décroissante 1A A, 2A, etc.

On -peut’ donc supposer cette suite de triangles

pr. 6.

- trignglé U, fait-utie somime ‘égale a deux angles

* pr. 2.

_ les trois points a’¢', b, finissent par étre ex

~ou seulement leur somme, on':connattra lé troisieme

droits. ot LRI L
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prolongée jusqu’s

tout angle donné. !
Bt st awomoyen du:tria gleabe on: construit
le -wifimgle suivant'a’3'o", 1y 'somme " des angles
a' -8 de: ce]uigcizseraiéghlé‘f‘étél’angle @, ‘€t sera par
conséquent moindré qué:tout-angle donné ; d'ow Ton
voit que la.somme des irois angles du triangle a'd'c’
se réduit presque. au seul angle ¢, o ;
Poiu‘z: woir | mes re [it‘écise de cette somme,, pro-

c¢ que Tangle o soit moindre que

;s 3

' vers d’, ‘et"appelons x" I'angle
joint & Tangle ¢’ du

droits* ;ini'si‘?eﬁ'?a%signiinﬂ:’aﬁ’gle droit par D; onanra
e'==3 Desozlyodoneilassomme:des angles du:triangle
Qe sera el 415 : e T

ADY

il alvegd T Tel

Mais on peht concevoir que ke triangle @’c'dvarie
dans ses angles et ses c6tés, de maniére a représenter
les triangles suécessifs it ‘waissent ultérieurement de
de la méme construction et s'approchent de plus en
plusdelalimite oiles anglesa’ et seraient nuls. Dans
cette limite la' droite a'c'd se con‘fondanp@ygg a'b’,
‘erpnt
en ligne droite; alors les angles &' et 2’ devien et
nuls en méme tems que o', et la quantité 5 D-a'+5" §
—z'; qui mesure la somme des trois angles ‘dutriangle |
a'c’t”, se'réduit 2 2 D, donc dans tout triangle la
somme Jes_tmis angles est ‘e:gale & deux“avrigl'gs drozts

CorollgireT. Deux angles d'in triangle étant donnés,
en retranchant 14 somme deices angles-de devk grigles

IL. Si deux angles d’un triangle sont égaux '3 deux
angles d'un autre triangle, chacun a chacun , le troi~
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sieme de lI'un sera égal an troisieme de lautre, et °

les deux triangles seront équiangles entre eux.

IIL. Dans un triangle il ne peut y avoir quun seul
angle droit; car s’il y en avait deux, le troisieme
devrait étre nul; 4 plus forte raison un triangle ne
peut-ll avoir qu'un seul angle obtus.

“IV. Dans un triangle rectangle la somme des deux
angles aigus est égale 4 un angle droit. )

V. Dans un triangle équilatéral chaque angle est
le tiers de deux angles droits ou les deux tiers d'un
angle droit. Donc si I'angle droit est exprxme par 1,
lanrrle du triangle équilatéral le sera par 3

VI. Dans tout triangle ABC si on prolonoe le c6té
ABvers D, I’ angle extérieur CBD sera égale 4 la som-
me des deux intérieurs opposés A et G; car en ajoutant
de part et d'autre ABG, les deux sommes sont égales
& deux angles droits.

fig. 3.

p'l' Xg
cor. 6.

" moitié'de Fangle GFN; 6u'

26

GCEOMETRIE,
PROPOSITION XXIIL

THEOREME,

Si deuz lignes droité B CD , font avec une.
trozszem;: EF deuzx anglés mteneurs d’un méme
cOR; - donf Za .s‘omme soit plus pelzte ou plus
grandeg' detta angles droits, les lignes AB ;€D
-suffisamment:; devront se-rericontrer
2 somme. BEB:-EED: plus petiteiqu
idroitss, ‘tienex: FG de-mani e langle |
EFG::AEF - vious ausezlas somme BEF--EFGégale |
4 la sommé’ BEF4-AEF et par ‘conséquentégale a
deunx ‘angles. drmts étpuisyue BEF - EFD-est plus
pente que deux angles droxts, Ia drone DF sera com
prme dans’ langle EFG.

-Par l¢! pomt Fitirez ané obhqlie FM gui renisitr
,ABens My angle AMF sera- égal & GPM, pis‘en
ajoutant. de partetd'sutre’une méme quantité:
~RFEM; les’ deux sonines ssht egales chacite d' déux
“angles d dltS.’Prerg‘e’Z ens'lii'té.MN =FM et joignez FN
l’ang*}e AMF exttéricur mu trlanﬂle FMN:5es 4
I sortitne des deux mtérleurs opposés MRNg
‘ol sont dpauk entre’ ciik | Piisg o ppose
“wdestéd 85 Egaax MINy BM ; done’ Aanigle: WMIP o5
“égal MIFG festidpuble ‘de MFN; dotic' Ta' drdite> PN
‘divise etdeux partxes egales l’angle GFMet renédhtrela 8
hgma AB ’en‘ P : ‘

que st ‘otiiprend 7
, ncdétermitiera sir Ta ligne: AB‘%le po?nt
sutit la-droite FP qul fait l'angle G¥
r.qudrt de langle GFM

'On peut done prendre airisi successivement la moitié,
le-quare, 1€ huifiéme, ~éte:de l'angle GFM, -etles
lignes qui opérent ces divisions, rencon treront la hgne
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AB en des points de plus en plus éloignés , mais faciles
a déterminer , puisque MN==FM , NP:FN,‘PQ:
PF etc. On peut méme observer que chaque distance
d’un de ces points d’intersection au point fixe .F , n'est
pas tout i fait double de la distance du point d’intersec-
tion précédent, car FN par exemple est moindre que
FMEMN ou 2FM; on a pareillement FP <oFN,
l;Q<”2FP, etc.
7 Mais en continuant de sous-diviser T'angle GFM en
raison double, on parviendra bientdt 4 un angle GFZ
plus petit que Fangle donné GFD » et il sera encore
¥rai que FZ prolongée rencontre AB en un point dé-
términé : donc a plus forte raison la droite FD com-
drise dans l'angle EFZ, rencontrera AB.
- Supposons 2° que la somme des deux angles inté-
rieurs AEF4-CFE est plus grande que deux angles
droits, si Von prolonge AE vers B et CF vers D 1a
somme des quatre angles AEF, BEF, CFE, EFD , sera
‘égaled quatre angles droits; donc si de cette somme
on rewwanche AEF-f- CFE plus grande que deux
angles. drojts, il restera la somme BEF-}-EFD plus
pqti;e,;iue deux angles droits. Donc suivant le premier
aasles.lignes EB, FD, prolongées suffisamment, doivent
‘serrencontrer. ‘

Lorollaire. Pay un point donné F on ne peut mener
qu'une seule paralléle  la ligne donnée AB ; car ayant

tré FE 4 volonié, il n’y a qu'une ligne FG qui fasse

la.somme des deux angles BEF+4 EF G, égale & deux
augles droits; toute autre droite FD ferait la somme
des deux angles BEF+EFD plus petite ou plus grande

que deux droits; et rencontrerait par ‘conséquent
la ligne AB.
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Bemarques sur la nature des quantités définies par la condition de ser-

vir de limites & des variables données, par M. Charles Méray, profes- °

seur & la Faculté des sciences de Dljon

I. La théorie des quantités incommensurables, celle des séries,

des quadratures, et en général toutes les parties des mathématiques _

ot il.y a lieu de considérer des limites de quantités variables, ont
pour fondement essentiel les principes suivants :

° Une quantité variable v, qul prend successivement les valeurs
en nomblc indéfini ;

By Vgse v vy Un oo ooy

tend vers une cerlaine limite, si fes termes de cetle limite vont tou-
. jours soit en augmentant soit en diminuant, pourvu qu’ils restent
dans le premier cas inféricurs, dans le second supéweuls a uno
quanhl«, fixe quelconque.

2° La variable v, définie comme ci-dessus, jouil encore de la
méme propriété si la différence v, 4 ,— v, tend vers zéro quand »

augmente ipdéfiniment, quelque relation qu'on puisse établir entre.

nel p,
usqu A pl,eeenf Qna negardv cpspmp(mnone commedes a_xmmec
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Toutefois, en les examinant avec alttention, jai.reconnu gu'on peul
ramener la seconde & la premiére, dont le caractére d’évidence est
plus prononcé, et méme finalement qu’il est possible de se passer de
Pune et de I'autre. En procédant de celte maniére, on suit, il est vrai,
une voie plus détournéde, mais elle est plus sire, et on échappe a la
nécessité d'introduire dans le raisonnement la. conceplion assez
obscure de’ nombre incommensurable. C'est ce que je me pl'opose
d’exposer aussi ‘briévement que le commande la nature élémentaire
et aride d’'un pareil sujet,

{Ll. Je commence par la démonstration du-dernier principe; ce
point n’est pas sans intérét, surtout si Ton n’adopte pas les idées

* que je proposerai tout & Theure. On n'oubliera pas que jadmets

en ce moment I'exactitude de I'autre proposition.
Quel que soit le nombre n il existe deux quantités Iy, Ly, telles que
lopa
I[ <y << L.k ,

pour toute valeur de n supeneure ak.

En effet, si a liniiie supérieure L; n’existait pas v, pourrant
dtre rendue plus grande que loute quantité donnée, et il serait pos-
sible de choisir successwement et indéfiniment 1es nombres k', k
k... de maniére 3 obtenir :

Vp >V, Up>Up+a, C>Ur-a,. ..

ol @ désigne une quantité positive quelconque. Or on en conclu-
rait, contrairement & I'hypothése, quen attribuant a n les valeurs

successives k, k', k', k",. . ., qui croissent & Pinfini, et 2 p les va-

leurs correspondantes k' <k, k', -k, K" <k, .. ... la différence

Put'p—n conserverait une valeur- 'supérieure aa.

L'existence de [, s’établit de la méme maniére. .
2° Quel que soit k, on peut, sayf & prendre h stgﬂisamnwnt grand
supposer & la fois o
ll,>lk,_ _L}_xi_Lk;:
ou '

- =k, - Li<Ls.

Sinon, en effet, concevons deux quantités I, I.'; dont la seconde
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surpasse la-premidre et qui satisfassent & toules ves conditions, c'esl-
a-dire telles que T'on ait :

K<<l

Quelque valeur de v que Pon considére, il en existera de rangs
plus éloignés qui seront les unes égales ou supérieures & L, les
autres égales ou inférieures 4 I'; car autrement on pourrait prendre
soit l=1, soit Ly==L". Ainsi on peut trouver un nombre % assez
grand pour avoir v, =1L, puls un autre b’ >k qui fasse vy <U,
pms un (roisime A" > h qui raméne la premlér‘e inégalité Op = L,
el ainsi de suite alternativement j Jquu a infini.

Il arriverait donc, contrairement 2 I'hypothése, que la différence
U4 p — Uy CONSErverait une valeur n umérique au moins égale A L' —1'
pour les valeurs indéfiniment croissantesh, k', b, . . . attribuéesan, et
les valeurs correspondantes b’ —h, A" — I’ , k" — 1", . . . imposéesa p.

On pourra aiusi assigner successivement & v deux premiéres li-
mites &, Ly, puis deux autres Iy, ,L,,l, renfermées (I'une au moins)
dans I’ 1ntervalle des plecédentes puis deux nouvelles Iy, , Ly, encore
plus rapprochées que celles—ci, et cela indéfiniment.

3° Siles termes de la suitel , l,, b, , . . . ne finissent pas par conserver
une valeur constante, ils tendent nécessairement vers une certainelimate.

Il en est de méme pour ceux de Ly, L, Lngs - - - .

Car alors les premiers vont toujours en augmentant sans pouvoir
surpasser Ly , puisqu'ils sont inférieurs & des valeurs de v, elles-
mémes inférieures a Ly . Les derniers diminuent sans cesse en res-
tant de méme au-dessus de l;. , et on peut appliquer & ces deux su1tes
Paxiome . '

. Nous nommérons 1, L les limites de ces suites ou bien les valeurs
constantes que leurs termes finissent par conserver. Gette derniére
particularité ne peut pas avoir lieu pour toutes deux & la fois (2°):

e Les quantités 1, L sont égales.

*..Gar auirement on aurait [<< L, et la considération de deux quan-
tités I', L', choisies de maniére 4 satisfaire aux conditions

l <Z ll< L, << IJ’ .
aménerait, comme ci-dessus (2°), & trouver pour n des valeurs
croissant a Pinfini, et pour p des valeurs correspondantes qui main-

. . . . . o ’ M 7 17
tiendraient la valewr numérique dev, o , — v, an moins égaleal’ -1’

— 283 —

5° La variable v converge vers X, valewr commune de 1, L.

En effet, les quantités A —ln,, X — La, sont infiniment petites, et
pars sulte aussi leur différence Ln —In,. Or en valeur absolue celle-
ci surpasse A —un,, donc cette dermere a pour limite zéro.

Maintenant faisons croitre » indéfiniment d'une manitre quel-
conque;, on a

A=y, = (?\—'-'n,,) -+ (?)n,. ——v,,),

ot on peut supposer n; supérieui‘ a n, et ou par suite, en vertu de
I'hypothése admise, va, — vn est une quantité infiniment petite.
Donc, comme on voulait le prouver, v, converge vers une certaine
limite A.

Une fois démontrée pour les quantités réelles, cette proposition
s'étend d’elle-méme aux quantités imaginaires.

IlI. Revenons au premier principe. Toute méthode propre a
constater T'existence d’une quantité remplissant des conditions dé-
terminées repose essentiellement sur quelque procédé a l'aide du-
quel on pourrait calculer d’aprés les données la valeur méme de
cette inconnue. Or les notions fournies par notre axiome sur la na-
ture de la variable ne permettent pas & elles seules de découvrir
la valeur de sa limite; donc elles ne suffisent pas non plus & en
établir Texistence. Et 'axiome lui-méme devient inutile dés qu'il
s'agit d’une variable dont les données accessoires de la question
permettent de calculer Ja limite. Dans ce cas, en effet, on n'a que
faire de savoir que Texistence de la_limile tient & ce que la variable
se modifie progressivement de tellé ou telle maniére.

Mais, en outre, n'est-ce pas en quelque sorte se contredire soi-
méme que de vouloir rattacher I'existence analytique d'un objet a
une hypothése qui ne Tassujettit & correspondre a aucun nombre,
et qui, partani, ne lui confére pas le seul titre auquel il soit permis
de Pintroduire dans les calculs ? Je suis porté a le croire et & attri-
buer précisément & cette cause la difficulté qu’on éprouve toujours
a approfondir la notion de quantité incommensurable. ) )

Ainsi la théorie dont nous nous occupons repose encore sur une
vérité qui sera’ toujours précaire et sur une notion qu'il ne parait
pas facile de bien préciser. Mais les énoncés actuels dissimulent des

propriétés spéciales des nombres proprement dits; il suffira de les
en extraire pour tourner ce double obstacle. Cest ainsi qu'il a fally
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procéder pour ressaisir la véritable nature des quantitds imaginaires
oublie un instant dans le développement rapide de cette admirable
conception.

1V. Je réserverai maintenant la_dénomination de nombre ou
quantité aux entiers et fractions; jappellerai variable progressive toule
quantité v qui necon successivement. diverses valeurs en nombre

. iHimité. '

Soit v, la valeur de rang nde ¥ : si n croissant & I'infini il existe
un nombre V tel que, a parlir d’'une valeur convenable de n,V — v,
reste inférieure & une quantité quelconque aussi petite qu'on puisse’
la supposer, on dit que v a pour limite V, el on voit immédiatement
que v, 4 , — v, a pour .i_imite zéro, quelle que soit 1a loi de crois-
sance simultanée imposée & n et p.

S'il v’y a point de semblable nombre, il n’est plus permis, ana-
fytiquement parlant, d’aflirmer que v a une limite; mais, si dans ce
cas la différence v, . , — v, converge toujours vers zéro, la nature
de v offre une ressemblande extraordinaire avec celle des variables
réellement” doudes de limites. J1 nous faut un terme spécial pour
exprimer la propriété remarquable de celte différence dont il s'agit’:
je dirai que la variable progressive » est convergente, qu'elle ait ou
non une limite numériquement assignable. -

Lexistence d’une limite pour une variable convelgenle rend fa-
cile T'énonciation de certaines de ses propriétés qui ne dépendent
point ‘de cette partlcu]arxte et qu'il serait souvént beaucoup plus
incommode de formuler directement. On congoit donc qu'il soit
avanlageux, dans le cas ou il ny a point de limile, de conserver le
langage abrégé propre a celui ol il en existe une; et, pour exprimer
la convergence de.la vamdble on dira sunplement elle a une li-
mite (fictive).

Voici un premier exemple de 'utilité de cette conventlon si, m,

augmentant tous deux lmhm la différence u,, — v, de deux va>
riables convergentes tend vers zéio pour une certaine dépeudance
mutuelle entre cés indices, -on prouve aisément qu'elle reste infini-
ment petite pour' toute autre'loi; je dirai alors que les variables u, v
sont équivalentes, et'on voit de suite que deux variables éqmvalentes
a une tloméme le sont entre elles. Quand u,, — v, ne tend pac vers
zéro, on prouve que cetle diffévence est convelgent(, el 1estc equlva-
[mne A ellé-méme, soit que la velation dem & n vienne & Lhangm
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soit que Ton vemplace u, v par des variables lcspechvcment équi-
valentes. A

Maintenant supposons que «, v aient des limites U, V:siu, v
sont équivalentes, U, V seront égales, sinon U— V sera la limite de
%y — ¥,, et son signe celui que cetle quantilé finira par conserver.
Supposons, au conlraire, que «, v n'aient point de limiles (numé-
riques) : il y aura avantage & dire toujours (au figuré) qu'elles ont
des limites égales, si elles sont équivalentes, sinon que la limite
(fictive) de u esl supérieure ou inféricure & celle de v, selon que
u— v finit par rester posilive ou négative.

On pourra nommer valeur de Ia limite réelle ou fictive de v ap-
prochée & & prés tout nombre A, tel que la différence X — v, finisse
par conserver une valeur numérique inférieure & J. Enfin un signe
quelconque propre & rappeler, & la fois, la nalure des calculs qui
définissent v, et les valeurs numériques des quantités sur lesquelles -
on doit les exécuter, désignera commodément dans le.langage, la
limite fictive; le méme signe pourra représenter dans les formules
le nombre indéterminé qui en représente la valeur approchée, cal-
¢ulée & un degré d'approximation de plus en plus et indéfiniment
élevé, cest-d-dire, au fond, toute variable progressive équivalente
a.

V. Ces considérations s'appliquént a tout ce que 'on nomme

‘nombres incommensurables; nous allons chercher ce qu’il faut en-

tendre par une fonction de semblables nombres, et nous commen-
cerons par I'examen des fonctions rationnelles.

Une fonction rationnelle f (2,y,z, .. .) est continue, quand la
différence [ (z+h,y-+k,... ——f(a: Y,...) converge vers zéro
lorsque h,k,... v tendent cux-mémes, quelles que soient et 1a
dépendance mutuelie de ces accroissements el la maniére .dont
puissent varier en méme temps, x, ¥, z, . . . Nous exceptons, bien
entendu, les valeurs des variables qui annuleraient le dunommateur

‘de 1a fonction.

Cela pose substituons aux nombxes z;9,2, ... des variablés
Progressives convergentes tn, vn, wp, .. . €t falsons crom‘e mdéﬁm—
ment les indices. On démontrera facilement la proposition sui-
vante : )

La variable _progresswe @ =f(t, Vn, Wy, . . .) o5t convergenic et reste
équivalente & elle-méme, soit que Pon change la dépendance mutuelle des
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indices, soit que Uon remplace tiy, vy, wp, . . . par d'autres variables res-
pectivement équivalentes.

Quand «,v,w, ... ont des limites (numériques)U,V,W,. ..,
la quantité Q=/(U, V,W, .. .) est la limite de w, et I'énonciation
de ce fait équivaut & celle du théoréme:précédent. Mais, si quelques-
unes de ces quantilés en sont dépourvues, il sera toujours permis,
pour exprimer commodément la dépendance de w & u,v,w, ...,
de dire que @ a une limite réelle ou fictive égale a la substitution
des limites réelles ou fictives de u,v,w, ..., a ces variables elles-
mémes dans f(u,v,w,...), et d'écrire symboliquement :

lim. w=f(U,V,W,...).

Jai admis implicitement que les coefficients de'f(x,y,z, o)
sont des nombres proprement dits; s'il en est autrement, soient a,

" b,c,...,desvariables progressives ayant ces coefficients A, B, G,
pour hmltes fictives. La relation de w & u,v,w,... d'une part,

a,b,c, d'autre part, s’ e\ipumera toupurs par legahtc symbolique :

limo=f(U,V,W,...,A,B,C,...);
mais on pourra, comme ci-dessus, la réduire a :
lim. w=f(U,V,W, ...},

en sous-entendant qu’il s'agit seulement de la dépendance qu'élablit
entre w et u, v, w,... la nature de la fonction rationnelle, et la
condition pour a, b, ¢, . .. de rester équivalents & eux-mémes.

VL. Soit w une variable dont lavaleur résulte d’opérations ration-
nelles délerminées exécutées sur des variables progressives conver-
gentes w,,%,, Wy, . . ., et sur des nombres entiers.u, v, @, ... si
la nature des calculs est telle que w soit convergente et reste équi-
valente 4 elle-méme quand les nombres m,n,p, ..., p,v, @, ...,
croissent a I'infini suivant une loi quelconque, et ausst quand ow
substitue & u, v, w, . .. d'autres variables équivalentes quelconques,
on peut dire encore, soit au propre, soit au figuré, que @ a une
limite. Et U, V, W, ... désignant les limites. réelles ou fictives de
‘%,v, &, ..., 0n écrira : :

lim. o=/ (U, V, W,...),

ol le:signe frappelle la nature des calculs qui définissent w..
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Siw éqtnii’au@ a quelque fonction rationnelle de w,v,w,! .. &
coellicients invariables (au moins sous le rapport de leur équiva-
ience) JS(U,V, W, .. )représentera la méme fonction de U,V,W,...,
sinon on aura obtenu une fonction transcendante (ou uratlomle]le)
de ces quanm(,s idéales.

Telle est, & notre point de vue, I'idée la plus genuuic quon
puisse se faire d'une fonction transcendante; il n’en est aucune a
laquelle on ne puisse assigner une semblable origine.

A présent, on doit apercevoir en quoi consiste une équation quel-
conque: entre des quantités commensurables ou incommensurables:
c'est I'énonciation abrégée et pittoresque du fait que certains cal-
culs opérés sur la valeur numérique des unes, sur des variables pro-
gressives qui ont les autres pour limites fictives, et au besoin sur
des nombres entiers croissant & I'infini, donnent une variable pro-
gressive qui tend vers zéro, quelque relation que 1'on établisse entre
ces nombres entiers et de quelque manié¢re que 'on change la na-
ture des variables progressives soumises au calcul, pourvu qu'elles
restent équivalentes 4 elles~-mémes. Il faut considérer 1a conception
de fonction de quantités incommensurables comme un simple moyen
de faciliter la description, la classification ct la notation des innom-
brables relations de cette espéce que I'on peut imaginer entre des
variables convergentes diverses.

VII. En résumé, a toute quantité dite incommensurable. corres-
pondent une infinité de variables progressives (commensurables)
convergentes, dont I'équivalence peut slexprimer en disant qu’elles
ont pour limite commune la quantité dont il. s’agit.

A toute fonction correspond une variable progressive conver-
gente se formant rationnellement au moyen d'entiers indéfiniment
croissants, et d’autres variables progressives commensurables, de
maniére & resler équivalente a elle-méme dans toutes ses détermi-
nations.

* Enfin, toute relation entre des quantltés commensurables ou in-

commensurables exprime, pour une certaine variable progressive
commensurable dépendant des données d’'une maniére. qui' varie
avec la nature de la relation, la proprlete de converger: constam-
ment vers. zéro.

Les quantités imaginaires, n’étant que des combinaisons de deux
quantités réelles, donnent lieu aux mémes considérations. :
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11 me reste & éelaircir ces généralités par quelques exemples.

On peut imaginer une infinité de variables progressives dont
les carrés tendent vers un nombre donné «, et on démontre facile-
ment qu'elles sont toutes convergentes et équivalentes. Cest ce fait
trés-positif que T'on e‘(prime en disant que tout nombre a une racine
carrée, proposition qui n'est pas vraie quand on Lusse aux mots
leur sens littéral. '

Quand @ n’est pas carré, Va désignera dans e langage cette
racine fictive, et dans les calculs toute variable progressive dont le
carré tend vers a. Si par des voies différentes-on obtient une va-
riable convergente dont on puisse constater 'équivalence & I'une de
celles dont le carré tend vers a, on dira°que sa limite est égale &

Va.

La relation -
Vavb=i/ab

signifie que @, (3, y étant des variables commensurables quelconques,,
dont les carrés tendent versa, b, ab, la différence o3 —y tend vers
zéro. -

~ La notation \/Va rappellera qu'il existe des variables progres-
sives loules équivalentes entre clles, et telles que leurs carrés soient
équivalents & loute varlable dont le propre carré converge vers a.

L'équation

exprime que les variables dont il s’agit sont aussi équivalentes & toute
autre dont la quatriéme-puissance converge vers a.
2° Considérons la fonction entiére : :

“
N um, _ l_'_ + + + —m_ b

ol z,, désigne une variable progressive convergente. On peut prou-

ver que u,, ;, est aussi une variable convergente; qu’elle reste équi-

valente & elle-méme quand m, p augmentent i 'infini de toutes les

maniéres possnbles et aussi quand on substitue & x,, une vauable
équivalente quelconque.
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.On peut encore prouver que le produil w,,, X v, , 0l v, , desngne
une quantité progressive analogue.

A A AN
l+l+1.2+ + o

demeure équivalent a la variable :

1+"’ +n+(wm+yn) I 5 3

1.2 1.2...0

Y

pour loutes les. maniéres possibles de faire croitre & linfini les
nombres m, p,n, v, . :
Tous ces résultats s'expriment beaucoup plus simplement en fei-

gnant que Z,, ¥, convergent vers des limiles 2.y, que Uy, ., v,,,

tendent de méme vers d'autres limites qu'on desngnem par.e?, &, et
en écrivant :
"ol = cr Yy

Dans la notation 7, on doit considérer les signes ¢*” et x comme
rappelant 'un la maniére dont uy,, se forme avec g, et z & quot
doit étre équivalente la-variable progresswe sur laquelle il faut opé-
rer pour obtenir wu,,, . -

3° Le problcme inverse, consistant a trouver pour z,, une variable
convergente qui fasse tendre la fonction

Loy +;—~'ﬁ_#

vers un nombre ‘donné u, ou qui la rende équivalente & une cer-

"~ taine variable convergente u,, est toujours possible. Il admet pour

solution une infinité de variables loutes équivalentes. Cest ce qui

conduit & nommer logarithme de u ou de la limite fictive du u, la

limite fictive ou réelle de z,,. :
Sous I'équation

L (ww)=l(u) + Uv);

on peut voir, comme dans 'exemple précédent, une certaine relation
entre des nombres variables tous.commensurables.
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ETUDES GEOMETRIQUES
sur la

THEORIE DES PARALLELES

Quelques-unes des théories de la géométrie élémentaire laissent
encore beaucoup 4 désirer, et c’est 4 leur imperfection, je crois,
qu’il faut attribuer le peu de progrés que cette science, en dehors des
applications de I'analyse, a pu réaliser depuis Euclide.

Je compte parmi ces points défectueux 'obscurité qui régne sur
les premiéres notions des grandeurs géométriques et sur la maniére
dont on se représente la mesure de ces grandeurs, ainsi que 'impor-

- tante lacune que présente la théorie des paralléles, et que les tra-

vaux des géométres n’ont encore pu combler. Les efforts de Legendre
n’ont rien ajouté a cette théorie, cet auteur ayant été forcé de quitter
la voie du raisonnement rigoureux pour se jeter dans des considéra-
tions détournées, et de recourir 4 des principes qu'il cherche, sans
raison suffisante, & faire passer pour des axiomes nécessaires.

Mon premier essai sur les fondements de la géométrie a paru
dans le Courrier de Kasan, pour I'année 1829. Désirant satisfaire 4
toutes les exigences des lecteurs, je me suis occupé ensuite de la ré-
daction de ’ensemble de cette science, et j’ai publié mon travail par
parties dans les Mémoires de I'Université de Kasan, pour les années
1836, 1837, 1838, sous le titre de Nouveaux principes de Géométrie,
avec une théorie compléte des paralléles. L’étendue de ce travail a
peut-étre empéché mes compatriotes de suivre cette étude , qui,
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" depuis Legendre, semblait avoir perdu son intérét. Je n’en persiste
pas moins a croire que la théorie des paraliéles conserve toujours ses
droits a Pattention des géométres, et c’est pour cela que je me pro-
pose d’exposer ici ce qu’il y a d’essentiel dans mes recherches, en
faisant d’abord remarquer, contrairement i 'opinion de Legendre,
que les autres imperfections de principes, telles que la définition de la
ligne droite, ne doivent point nous occuper ici, et sont sans aucune
influence sur la théorie des paralléles.

Pour ne pas fatiguer le lecteur p'ar une multitude de proposi-
tions dont les démonstrations n’offrent aucune difficulté, j’indiquerai
seulement ici celles dont la connaissance est nécéssaire pour ce qui
va suivre.

1 — Une ligne droite se superpose d elle-méme dans toutes ses
positions. J’entends par 1 que, si 'on fait tourner autour de deux
points de la ligne droite la surface qui la contient, cette ligne ne
change pas de place.

2 — Deux lignes droites ne peuvent se couper en deux points.

3 — Une ligne droite, suffisamment prolongée dans les deux sens,
pourra dépasser toute limite, et partagera ainsi en deux parties toute
portion de plan limitée.

4 —Deux lignes droites perpendiculaires 4 une troisiéme, et
situées dans un méme plan que cette troisiéme, ne peuvent se CoOuper,
quelque loin qu’on les prolonge.

5 — Une ligne droite coupera toujours une autre droite, lors-
qu’elle aura des points situés de part et d’autre de celle-ci.

6 — Des angles opposés par le sommet et ayant leurs cOtés situé.s
sur les prolongements les uns des autres sont égaux. Cette proposi-
tion est vraie aussi pour les angles diédres.

7 — Deux lignes droites ne peuvent se couper, lorsqu’elles sont
_coupées par une troisiéme sous des angles égaux.

8 —Dans un triangle rectiligne, 4 des cotés égaux sont opposés
des angles égaux, et réciproquement,.

9 — Dans un triangle rectiligne, 4 un plus grand coté est opposé
un plus grand angle. Dans un triangle rectangle, ’hypothénuse est
plus grande que chacun des cotés de I'angle droit, et les deux angles
adjacents 4 I’hypothénuse sont aigus.

10 — Deux triangles rectilignes sont égaux lorsqu’ils ont un coté
égal et deux angles égaux, ou deux cotés égaux comprenant un angle

égal, ou deux cOtés égaux et I'angle opposé au plus grand de ces deux
cotés €gal, ou enfin les trois cdtés égaux.

Les propositions que nous donnerons dans ce qui va suivre seront
accompagnées de leurs explications et de leurs démonstrations.

16 — Toutes les droites tracées par un méme point dans un plan
peuvent se distribuer, par rapport i une droite donnée dans ce plan,
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en deux classes, d savoir : en droites qui coupent la droite donnée,
et en droites qui ne la coupent pas. La droite qui forme la limite
commune de ces deux classes est dite paralléle & la droite donnée.

Soit abaissée,du point A (fig.1), sur la droite BC, la perpen-
diculaire A D, etsoit élevée au point A4, surladroite AD ,la
perpendiculaire A E. Dans ’angle droit £A D, il arrivera ou que
toutes les droites partant du point A rencontreront la droite D C,
comme le fait A F, par exemple ; ou bien que quelques-unes d’entre
elles, comme la perpendiculaire A E, ne rencontreront pas DC.
Dans l'incertitude si la perpendiculaire 4 E est la seule droite qui ne
rencontre pas D C, nous admettrons la possibilité qu’il existe encore
d’autres lignes, telles que A4 G, qui ne coupent pas DC, quelque
loin qu’on les prolonge. En passant des lignes A F, qui coupent
CD, aux lignes A4 G, qui ne coupent pas CD, on trouvera néces-
sairement une ligne A H, paralléle & DC, c’est-d-dire une ligne d’un
coté de laquelle les lignes A G ne rencontrent pas la ligne CD,
tandis que, de 'autre coté, toutes les lignes A F rencontrent CD.
L’angle HA D, compris entre la paralléle A H et la perpendiculaire
A D, sera dit I'angle de parallélisme et nousle désignerons par Il (») , p
représentant la distance A D.

K EGH ¢

F

Fig. 1
H E' K B

Si Ii(p) est un angle droit, le prolongement AE’ de la perpen-
diculaire AE sera également paralléle au prolongement DB de la
droite DC ; et nous ferons remarquer, i ce propos, que, par rapport
aux quatre angles formés au point A par les perpendiculaires AE,
AD et par leurs prolongements AE’, AD’, toute droite partant
du point A est comprise, soit par elle-méme, soit par son prolonge-

n’lent, d{ins un des deux angles droits dirigés vers BC, de sorte qu’a
lexs:eptlon de la seule parallele EE’, toutes ces droites, prolongées
suffisamment dans les deux sens, devront couper la droite BC.

Silona I(p) < .g, alors, de PPautre co6té de AD il y aura une

autre droite AKX, faisant avec AD le méme angle DAK = I(p),
laquelle sera paralléle au prolongement DB de la ligne DC; de sorte
que, dans cette hypothése, il faut distinguer encore le sens du paral-
lelisme. Toutes les autres droites comprises dans l'intérieur des deux
angles droits dirigés vers BC appartiennent aux droites sécantes,
lorsqu’elles sont situées dans 'angle HAK = 2II{p) des deux paral-
leles; elles appartiennent, au contraire, aux droites non sécantes
AG, lorsqu’elles sont situées de T'autre coté des paralléles AH,
AK, & Ulintérieur des deux angles FAH = 7_27 - (),

E'AK = — I(p), entre les paralléles et la droite EE’, perpendi-

T
2
culaire sur -4 D . De Pautre coté de la perpendiculaire EE’, les pro-
longements AH’, A K’ des paralléles AH, AK seront également
paralléles & B C. Parmi les autres droites, celles qui sont dans ’angle
K’AH’ appartiendront aux droites sécantes, celles qui sont dans les
angles K'AE, H'AE’, aux droites non sécantes.

D’aprés cela, si I'on suppose II(p) = -725 , les droites ne pourront

étre que sécantes ou paralléles. Mais, si 'on admet que II(p) < %>
on devra considérer alors deux paralléles, I'une dans un sens, ’autfe
dans le sens opposé ; de plus, les autres droites devront se distinguer
en non sécantes et en sécantes. Dans les deux hypothéses, le caractére
du parallélisme est que la ligne devient sécante par la moindre dévia-
tion vers le c6té ou est située la paralléle ; de sorte que, si AH est
paralléle & DC, toute ligne AF, faisant, du c6té de DC, un angle

HAF aussi petit que on voudra avec AH , coupera nécessairement
DC. .

17 — Une ligne droite conserve le caractére du parallélisme en
tous ses points.

Soit AB (fig. 2) paralléle 3 CD, et AC perpendiculaire sur
CD . Considérons deux points pris & volonté sur la ligne 4B et sur
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son prolongement au dela de la perpendicu]aire. Supposons le point

E situé, par rapport a la perpendiculaire, du méme cdté que celle’

des directions de AB qui est considérée comme paralléle a CD.
Abaissons du point E sur CD la perpendiculaire EK, et menons
ensuite EF de maniére qu’elle tombe & Pintérieur de 'angle BEK.
Joignons les points A et F par une droite, dont le prolongement
devra rencontrer CD quelque part en G (prop. 16). Nous obtien-
drons ainsi un triangle ACG, dans Pintérieur duquel pénétrera la
ligne EF. Cette derniére ligne, ne pouvant rencontrer AC, par
suite de la construction, et ne pouvant pas non plus rencontrer AG
ni EK pour la seconde fois (prop. 2), coupera nécessairement CD
quelque part, en H (prop. 3).

SN
N

D
K’ C K H G’ G

Fig. 2

Soit maintenant E’ un point sur le prolongement de AB, et
E’K’ une perpendiculaire abaissée sur le prolongement de CcD.
Menons la ligne E’F’, faisant avec AE’ un angle AE'F’ assez
petit pour couper AC quelque part en F’. Tirons du point 4 la
ligne AF, faisant avec AB un angle égal & AE’F’, et dont le pro-
longement coupera CD en G (prop. 16). On formera ainsi un
triangle AGC, dans lequel pénétrera le prolongement de la ligne
E’F’. Or cette ligne ne peut pas rencontrer une seconde fois AE ;
elle ne peut pas non plus couper A G, puisque I'angle BAG = BE'G’
(prop. 7). 11 faudra donc qu’elle rencontre CD quelque part en G

Donc, quels que soient les points E, E’, d’ou partent les lignes
EF, E'F’, et quelque peu qu’elles s’ecartent de la ligne AB, elles
couperont toujours la ligne CD, 4 laquelle AB est parallele.

18 — Deux droites sont toujours réciproquement paralléles.

Soit AC (fig. 3) une perpendiculaire sur CD, et AB une
paralléle 3 CD. Menons par le point C la ligne CE, faisant avec
CD un angle aigu quelconque ECD, et abaissons du point 4 sur
CE laperpendiculaire AF. Nous formerons ainsi un triangle rectan-
gle ACF, dont 'hypothénuse AC sera plus grande que le coté

A

G

H

Fig. 3
C K

AF de Pangle droit (prop. 9). Faisons AG = AF, et placons
AF sur AG; AB et FE prendront les positions AK et GH,
de sorte que I'on aura 'angle BAK = FAC. Il faudra alors que
AK coupe la droite DC quelque part en K (prop. 16), et il en ré-
sultera un triangle AKC, dans lequel la perpendiculaire GH ren-
contrera la ligne AK en L (prop. 3), et déterminera par 1a la dis-

tance AL du point 4 au point de rencontre de la ligne CE avec
AB.

De 14 résulte que CE coupera toujours AB, quelque petit que

soit 'angle ECD . Donc CD est parallélea AB (prop. 16).

C--1]
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On voit aisément que, lorsque p diminue, I'angle o croit, et
qu’il s‘approche de 172.’ lorsque p tend vers zéro. Au contraire, lors-
que p croit, ’angle & diminue,

, et il s’approche de plus en plus de
"0, 4 mesure que p tend vers oo. Comme on peut choisir arbitraire-
ment Pangle que I'on désignera par la notation II(p), lorsque p
sera exprimé par un nombre négatif, nous poserons la relation

II(p) + N(~p) =,

relation qui aura lieu pour toutes les valeurs, tant positives que néga-
tives,de p, aussi bien que pour p = 0.

24 — Si l'on prolonge de plus en plus loin deux lignes paralléles
dans le sens de leur parallélisme, elles s’approcheront de plus en plus
l'une de lautre.

Elevons surlaligne A B (fig. 11) deux perpendiculaires AC = BD,
et joignons leurs extrémités C et D par une droite. Le quadrilatére
CABD aura, en A et en B, deux angles droits, et en C et D

F

C D
—
S e P
A B Fig. 11

E
deux angles aigus (prop. 22), lesquels seront égaux entre eux, comme
il est aisé de s’en convaincre, si 'on imagine le quadrilatére superposé
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a lui-méme, en plagant la ligne BD sur AC, et laligne AC sur BD.
Partageons AB en deux parties égales, et au milieu E élevons sur
AB la perpendiculaire EF, laquelle devra étre en méme temps
perpendiculaire sur CD, puisque les quadrilatéres CAEF, FEBD
coincideront lun avec l'autre, si I'on plie la figure totale autour de
FE. Donc la ligne: CD ne peut étre paralléle d la ligne A B ; mais
la parallele & AB menée par le point C, savoir la ligne CG, de-
vra s'écarter de CD vers AB (prop. 16), et retranchera de la per-

pendiculaire BD une portion DG<CA, Le point C étant pris’

a volonté sur la ligne CG, il en résulte que CG s’approchera d’au-
tant plusde A B, qu’on la prolongera plus loin.

an
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Les quatre équations qui exprimeront les relations entre les
cotés a, b, c, et les angles opposés A, B, C, dans un triangle
rectiligne seront d’aprés cela (équation (3), (5), (6), )]

sinA4 tang I1(a) = sin B tang I1(b),

cos A cosTI(d) cos I'I(c)+smn(b) sin [l (c) _ 1
sin I1(a) ’

(&

cotAd sinC sinll(b) +cosC = _COsH(b)’
cos II(a)

cos A +cosB cos C = SinB sinC
sin I1(a),

Si les cotés du triangle sont trés petits, on pourra se contenter
des déterminations approchées (prop. 36)

cotll(a) = a,

sin IT(a)

I
—
]

cosIl(a) = a

et de méme pour les autres cotés b, c¢. Pour un tel triangle, les
équations (8) deviennent donc

bsinA = gsin B,

a? = b? +¢* —2bccosA,

asin(A+C) = bsind,

cosA +cos(B+C) = 0.

BN ’ °

Les deux premiéres de ces quatre équations sont celles que
fournit la géométrie ordinaire. Les deux derniéres, combinées avec les
premiéres, conduisent 4 la relation

A+B+C =n.

Donc la géométrie imaginaire se change dans la géométrie ordinaire
lorsque I'on suppose les cotés d’un triangle rectiligne trés petits.

Fai publié, dans les Mémoires de I'Université de Kasan quelques
recherches sur la mesure des lignes courbes, des figures planes, des
aires et des volumes des corps, ainsi que sur I'application de la géo-
métrie imaginaire a I'analyse (1).

Les équations (8) constituent par elles-mémes une raison suffi-
sante pour considérer comme possible ’hypothése de la géométrie
imaginaire. Il n’existe donc pas d’autre moyen que les observations
astronomiqﬁes pour s'assurer de Pexactitude des calculs auxquels
conduit la géométrie ordinaire. Cette exactitude s’étend trés loin,
comme je ’ai fait voir dans un de mes Mémoires. Ainsi, dans les trian-
gles qui sont accessibles 4 nos moyens de mesure, on n’a pas encore
trouvé que la somme des trois angles différat d’un centiéme de secon-
de de deux angles droits.
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. ESSAI D'INTERPRETATION

DE

LA GEOMETRIE NON EUCLIDIENNE,

Par M. E. BELTRAMI,

PROFESSEUR A L'UNIVERSITE DE BOLOGNE.
Traduit de italien par M. J. HOUEL.

Extrait du Giornale di Matematiche , t. VI, 1868.

Dans ces derniers temps, le public mathématicien a commencé & s'oc-
cuper de nouvelles idées, qui semblent destinées 2 modifier profcznfié-
ment les notions que 'on s'est formées jusqu’a présent sur Porigine
des vérités géométriques. ‘

Ces idées ne sont pas de date récente. L'illustre Gauss les avait
adoptées dés ses premiers pas dans la carriere scientifique, et bien
qu'aucun de ses écrits n’en contienne V'exposition développée, ses let-
tres nous montrent 2 quel point il 8’y était attaché, et nous témoignent
de sa pleine adhésion 2 la doctrine de Lobatchefsky.

Nous avons cherché 3 nous rendre compte 4 nous-méme des résulta@
auxquels conduit cette nouvelle doctrine; et, suivant un procédé qui

nous semble tout  fait conforme aux bonnes traditions de I'investiga-
32,
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tion scientifique, nous avons essayé de lui trouver une base réelle.

-3

L.

Le critérium fondamental des démonstrations de la Géométrie é16-
‘mentaire consiste dans la superposition des figures égales.

Ce critérium n’est pas seulement applicable au plan, mais aussi &
toutes les surfaces.sur lesquelles il peut exister des figures égales dans
différentes positions, c¢’est-a-dire 2 toutes les surfaces dont une por-
tion quelconque peut étre dppliquée exactement, par simple flexion,
sur une autre portion quelconque de la surface elle-méme. On voit, en
effet, que la rigidité des surfaces sur lesquelles les figures sont tracées,
n’est pas une condition essentielle de 'application de ce critérium;

~ par exemple, 'exactitude des démonstrations de la Géométrie plane eu-
clidienne ne serait en rien altérée, si 'on venait & concevoir les figures
comme tracées sur la surface d’un eylindre ou d’un cone, au licu de
Pétre sur un plan. . .

Les surfaces pour lesquelles se vérifie sans restriction la propriété

dont il s’agit, sont, en vertu d’un théoréme célebre de Gauss, toutes

- celles qui ont en chacun de leurs points le produit de leurs deux rayons
de courbure principaux constant, ou, en d’autres termes, toutes celles
dont la mesure de courbure est constante. Les autres surfaces n’ad-
mettent pas sans restriction I'application du principe de superposition
pour la comparaison des figures qui y sont tracées, et, par suite, ces
figures ne peuvent avoir une structure entierement indépendante de
leur position.
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L’élément le plus essentiel des figures et des constructions de la
Géométrie est la ligne droite. Le caractére spécifique de cette ligne
est d'étre complétement déterminée par deux de ses points seulement,
en sorte que deux droites ne peuvent passer par deux points donnés de
Iespace sans coincider dans toute leur étendue. Cependant, dans la Géo-
métrie plane, ce caractere n’est pas employé dans toute son extension,
puisque, en regardant les choses de pres, on voit que la droite n’est in-
troduite dans les considérations de la Planimétrie qu’en vertu du pos-
tular suivant : « En faisant coincider deux plans, sur chacun desquels
existe une droite, il suffit que les deux droites se superposent en deux
points pour qu’elles se confondent dans toute leur étendue. »

Or ce caractere, ainsi limité, n’est pas particulier aux lignes droites
par rapport au plan; il subsiste encore (en général) pour leslignes géo-
désiques d'une surface de courbure constante, par rapporta ces surfaces.
Une ligne géodésique a déja sur une surface quelconque la propriété
d’étre (généralement parlant) déterminée sans ambiguité par deux de
ses points. Mais pour les surfaces de courbure constante, et pour elles
seules, subsiste mtegralemenl la propriété analogue & celle de la droite
dans le plan, c’est-d-dire que : «Sil’on a deux surfaces dontla courbure
soit constante en chaque point, et égile pour les deux surfaces, et si
sur chacune; d’elles existe une ligne géodésique, en faisant coincider
les deux surfaces de maniére que les lignes géodésiques aient deux
points communs, ces lignes comcxderont (généralement) dans toute
leur étendue’. »

‘Tl s’ensuit de 1a que, sauf les cas dans lesquels celte propriété est su-.
jette a des exceptions, les théorémes que la Planimétrie démontre, au
moyen du principe de superposition et du postulat de la droite, pour
les figures formées sur le plan, subsistent également pour les figures

formées d’une maniere analogue sur une surface de courbure constante

par des lignes géodésiques.

C’est sur cela que sont fondées les analogies multiples de la Géomé-
trie de la sphere avec celle du plan, les droites de celui-ci correspon-
dantaux lignes géodésiques, c’est-a-dire aux grands cercles de celle-1a,
et ces analogies ont été depuis longtemps*déja remarquées par les
géometres. Si d’autres analogies, d’espece différente, mais de méme

origine, n’ont pas été pareillement remarquées tout d’abord, il faut Pat--
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tribuer & ce que la notion de srfaces flexibles et applicables les unes sur

les autres ’est devenue familiere que dans ces derniers temps.

Nous avons fait allusion a des exceptions qui peuvent détruire ou
restreindre Panalogie en question. Ces exceplions existent réellement.
Sur la surface sphenque par exemple, deux points cessent de déter-
miner un grand cercle sans ambiguité, quand ils sont diamétralement
opposes Cest pour cette raison que certains théoremes de la Planimé-
trie n’ont pas leurs analogues sur la sphere, comme, par exemple, le
suivant : « Deux droites perpendiculaires 4 une troisieme ne peuvent '
se rencontrer. » -

Ces réflexions ont été le point de départ de nos recherches actuelles.
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On peut donc formuler les r‘egies suivantes :

I. A deux cordes distinctes qui se coupent & l'intérieur du cercle-li-
mite correspondent deux lignes géodésiques qui se coupent en-un point
3 une distance finie, sous un angle différent de o et de 180 degrés.
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1. A deux cordes distinetes qui se coupent sur la circonférence du
cercle-limite correspondent deux lignes géodésiques qui eoncourent

vers un méme point i une distance infinie, et qui font en ce point un
angle nul. :

II. Enfin, 2 deux cordes distinctes qui se coupent hors du cercle-li-
mite, ou qui'sont paralléles, correspondent deux lignes géodésiques qui
n’ont aucun point commun dans toute I'étendue (réelle) de la surface.

Soient maintenant pg.(fig. 1) une corde quelconque du cercle-limite,

Fig. 1.

run point de l'intérieur du cercle, non situé sur la corde. A celte corde
correspond sur la surface une ligne géodésique p'¢’, dirigée vers
les points & infini p’, ¢’ (correspondants a p, ¢); au point r correspond
un point 7/, situé a une distance finie et hors de la ligne géodési-
que p'q’. De ce point on peut tirer une infinité de lignes géodésiques,
doot les unes rencontrent la ligne géodésique p'q’, et les autres ne la
rencontrent pas.-Les premitres sont représentées par les droites qui
vont du point r aux divers points de Pare pbg (< 180 degrés); les au-
tres sont représentées par les droites qui vont du méme point aux di-
vers points de I'arc peg (> 180 degrés). Deux lignes géodésiques parti-
culidres forment le passage de I'une des catégories 3 I'autre : ce sont
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celles qui sont représentées par les droites p, rg, c’est-a-dire les deux °
lignes géodésiques qui partent de 7 et rencontrent p'q’ & Uinfini, 'une
d’un-coté, lautre de 'autre coté. Comme les angles rectilignes rpq,
rgp out leurs sommets sur la circonférence du cercle-limite, il s'ensuit

- de 1a (IT) que les angles géodésiques correspondants r'p'¢’, r'q'p’ sont

nuls, bien que les premiers soient finis. Au contraire,  étant intérieur
au cercle en question, et situé hors de Ia corde Pq, Vangle pryg est diffé-
rent de o et de 180 degrés, et par suite (1) les lignes géodésiques cor-
respondantes r'p/, r'q’ forment en  un angle qui differe aussi de o et
de 180 degrés. Donc si les lignes géodésiques r'p’, r'q sont dites paral-
lelesh p'q’, & cause qu'elles marquent le passage de la catégorie de celles
qui rencontrent p'q’ 4 la catégorie de celles qui ne larencontrent pas,
on peut énoncer le résultat en disant que : « Par un point (réel) quel-
» conque de la surface, on peut toujours mener deux lignes géodési-
> ques (réelles), paralitles 2 une méme ligne géodésique (réelle) qui
> e passe pag par ce point, et ces deux lignes géodésiques font entre
> elles un angle qni differe 2 la fois de o et de 180 degrés. »

Ce résultat s'dccorde, sauf la différence des termes employés, avec ce
qui forme la bage de la géométrie non euclidienne.

C...]




DEDEKIND : un fondement purement arithmerique.

Préface

Les considérations qui font I"objet de ce court essai datent de I'automne
1858. Je me trouvai alors, en tant que professeur a I'Ecole polytechnique
fedérale de Zurich, obligé pour la premiére fois d’exposer les éléments du
calcul différentiel et je ressentis a cette occasion, plus vivement encore
qu’auparavant, combien I'arithmétique manque d’un fondement véritablement
scientifique. A propos du concept d’une grandeur variable qui tend vers une
valeur limite fixe et notamment pour prouver le théoréme que toute grandeur
qui croit constamment, mais non au-deld de toute limite, doit nécessairement
tendre vers une valeur limite, je cherchai refuge dans les évidences géométri-
ques. Maintenant encore, admettre ainsi I'intuition géométrique dans le pre-
mier enseignement du calcul différentiel me semble, du point de vue didacti-
que, extraordinairement utile, indispensable méme, si 'on ne veut pas perdre
trop de temps. Malis, personne ne le niera, cette facon d’introduire au calcul
différentiel, ne peut aucunement prétendre avoir un caractere scientifique.
Mon sentiment d’insatisfaction était alors si puissant que je pris la ferme
décision de réfléchir jusqu'a ce que jaie trouvé un fondement purement
arithmétique et parfaitement rigoureux des principes de I'analyse infinitési-
male.

B Dedekind expose alors sa conception:

Propriétés des nombres rationnels

Le développement de I'arithmétique des nombres rationnels est, a vrai dire,
supposé connu ici, mais il me parait bon de souligner, sans les discuter,
quelques points principaux, afin seulement de caractériser d’emblée le point
de vue que jadopterai dans le chapitre suivant.

B Dedekind décrit 'ensemble des nombres rationnels, qu’il appelle le systeme R
(mais que nous désignerons par  suivant I'usage actuel; nous modifierons de méme
d’autres notations du texte). Il indique les quatre opérations et surtout la relation
d’ordre. I

146 mathématigues au fil des ages

Mais pour notre but immédiat, une autre propriété du systéme {} est encore
plus importante; on peut I'exprimer ainsi: le systeéme ¢ constitue un domain
ordonné, unidimensionnel, infini dans deux directions opposées.

¥

Comparaison des nombres rationnels avec les points d’ une droite

Les propriétés des nombres rationnels que I'on vient de souligner rappellent
les relations réciproques de position qui existent entre les points d’une droite
D. Si 'on différencie les deux directions opposées qui existent sur elle en
«droite» et «gauchey, et si p, g sont deux points différents, alors ou bien p
est a droite de g, et en méme temps g est & gauche de p, ou bien inversement
g est a droite de p, et en méme temps p est a gauche de g. Un troisiéme cas
est impossible si p et g sont vraiment des points différents. Concernant cette
différence de position, on a les lois suivantes: B

1. Si p est a droite de g, et si g est & son tour a droite de r, p est aussi a
droite de r, et 'on dit que g est situé entre les points p et r.

II. Si p, r sont deux points différents, il existe toujours une infinité de
points ¢ situés entre p et r.

III. Si p est un point déterminé de D, tous les points situés sur D se
subdivisent en deux classes P,, P,, dont chacune contient une infinité
d'individus; la premicre classe P, embrasse tous les points p; situés a gauche
de p, et la seconde classe P, comprend tous les points p, situés & droite de
p; le point p lui-méme peut au choix &tre rangé dans la premiére ou la
seconde classe. Dans tous les cas, la division de la droite D en deux classes
ou portions P, P, est telle que tout point de la premiére classe P, est &
gauche de tout point de la seconde classe P,.

On sait que cette analogie existant entre les nombres rationnels et les points
d’une droite devient une véritable corrélation quand on choisit sur la droite
un certain point ¢, origine ou point-zéro, et une certaine unité de longueur
pour mesurer les distances. A aide de cette derniére, on peut construire pour
tout nombre rationnel a une longueur correspondante et si 'on reporte celle-ci
sur la droite & partir du point O vers la droite ou vers la gauche selon que a
est positif ou négatif, on obtient une extrémité déterminée p, qui peut étre
désignée comme le point correspondant au nombre a; au nombre rationnel
zéro correspond le point O. De cette maniére, 4 tout nombre rationnel a,
c’est-a-dire & tout individu dans Q correspond un point p et un seul, c'est-a-
dire un individu dans D. Si par exemple aux deux nombres a, b correspondent
les deux points p, g et si a<b, alors p est 2 gauche de ¢. Aux lois I, II, III
du paragraphe précédent correspondent parfaitement les lois I, II, III de
celui-ci,
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Mais il est un fait de la plus grande importance: c’est gu'il existe sur la
droite D une infinité de points ne correspondant & aucun nombre rationnel.
Si en effet le point p correspond au nombre rationnel a, on sait que la
longueur Op est commensurable avec [unité de longueur invariable utilisée
pour la construction, c’est-a-dire qu’il existe une troisiéme longueur, que I'on
appeile une mesure commune et dont ces deux longueurs sont des multiples
entiers. Mais les Grees de Antiquité ont déja su et montré qu'il existe des
longueurs incommensurables avec une unité de longueur donnée, par exemple
la diagonale du carré dont le coté est 'unité de longueur. Si I'on reporte une
telle longueur sur la droite & partir du point O, on obtient une extrémité qui ne
correspond a aucun nombre rationnel. Comme on peut, en outre, facilement
démontrer qu’il existe une infinité de longueurs incommensurables avec 'unité
de longueur, on peut affirmer: la droite D est infiniment plus riche en
individus ponctuels que le domaine Q des nombres rationnels n’est riche en
individus numériques.

Si maintenant 'on veut, et c’est bien ce que 'on souhaite, suivre ainsi
arithmétiquement tous les phénomenes de la droite, les nombres rationnels
n'y suffisent pas et il devient alors absolument indispensable de raffiner de
fagon essentielle 'instrument Q construit par la création des nombres ration-
nels, en créant de nouveaux nombres tels que le domaine des nombres
devienne aussi complet, ou nous dirons tout de suite aussi «continu», que la
droite. [...]

La comparaison faite ci-dessus entre le domaine Q des nombres rationnels
et une droite a induit a reconnaitre que le premier est iacunaire, incomplet
ou discontinu, tandis que la droite doit étre dite compléte, non lacunaire ou
continue. Mais en quol consiste en fait cette continuité?

Tout doit étre contenu dans la réponse donnée a cette question, et elie
seule fournit un fondement scientifique aux recherches portant sur tous les
domaines continus. On n’obtient rien bien sir par de vagues discours sur la
connexion ininterrompue existant dans les plus infimes parties; il s’agit
d’indiquer une caractéristique de la continuité, utilisable comme base de
déductions effectives. I’y ai réfléchi longtemps en vain, mais finalement &
trouvé ce que je cherchais. Les avis sur cette découverte seront peut-étre
partagés; je crois cependant que la plupart des gens en trouveront le contenu
tres trivial. I consiste en cecl. Au paragraphe précédent, on attire I'attention
sur le fait que tout point p de la droite opére une division de celle-ci en deux
portions telles que tout point d’une portion est & gauche de tout point de
Pautre. Je trouve alors I'essence de la continuité dans la réciproque, ¢’est-a-dire
dans le principe suivant:

«Si tous les points de la droite sont répartis en deux classes, telles que tout
point de la premiére classe soit situé a gauche de tout point de la seconde
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classe, il existe un point et un seul qui opére cette partition de tous les points
en deux classes, cette découpe de la droite en deux portions.»

Créarion des nombres irrationnels.

Les derniers mots indiquent déja suffisamment de quelle facon le domaine
{Q des nombres rationnels, non continu, doit étre complété en un domaine
continu. Dans le paragraphe 1, on souligne (III) que tout nombre rationnel
opére une division du systéme @ en deux classes 4,, 4, telle que tout nombre
a, de la premiére classe 4, soit plus petit que tout nombre a, de la seconde
classe A,; le nombre a est soit le plus grand nombre de la classe A4, soit le
plus petit nombre de la classe 4,. Soit donnée maintenant une certaine
partition du systéme € en deux classes 4,, 4, ayant pour seule propriete
caractéristique que tout nombre a, dans A, est plus petit que tout nombre
a, dans 4,. Nous nommerons par souci de briéveté une telle partition une
«coupure», que nous désignerons par (4,,4,). Nous pouvons dire alors que
tout nombre rationnel a «opére» une ou, & vrai dire, deux sections que
nous ne considérerons cependant pas comme essentiellement différentes; cette
coupure a d'autre part la propriété suivante: ou bien il existe parmi les
nombres de la premiere classe un nombre qui en est le plus grand, ou bien,
il existe parmi les nombres de la seconde classe un nombre qui en est le plus
petit. Et réciproquement, si une coupure a aussi cette propriété, elle est opérée
par ce nombre rationnel qui est le plus grand ou le plus petit.

Mais on se persuadera aisément qu'il existe une infinité de coupures qui
ne sont pas opérées par des nombres rationnels. L'exemple le plus immédiat
en est celui-ci.

Soit n un nombre entier positif, différent du carré d’un nombre entier; i
existe alors un nombre entier positif m tel que:

m?<n< (m=+1)>

Si I'on range dans la seconde classe A4, tout nombre rationnel positif a, dont
le carré est >n, et dans la premiére classe A4,, tous les autres rationnels a,,
alors cette répartition constitue une coupure (A;, 4,), c'est-d-dire que tout
nombre a, est plus petit que tout nombre a,. Si en effet a; =0 ou est négatif,
alors a, est dé&ja pour cette seule raison plus petit que tout nombre a,, car
celui-ci est par définition positif; mais si a, est positif, son carré est <n, et
par suite g, est plus petit que tout nombre a, dont Je carré est > n.

 Mais cette coupure n’est pas un nombre rationnel. Pour établir ce résultat, on
doit montrer d'abord qu’il n’existe pas de nombre rationnel dont le carré soit ¢gal 2
n. C'est ce que fait Dedekind, 4 I'aide d’une suite de calculs élémentaires; il en déduit
que cela prouve son propes. O

Dans cette propriété que toutes les coupures ne sont pas opérées par des
nombres rationnels, consiste le caractére incomplet ou non continu du
domaine Q de tous les nombres rationnels.



Chaque foils que nous sommes en présence d'une coupure (4.
produite par un nombre rationnel, nous créons un nombre nouveau, iy
nel, x, que nous considérons comme parfaitement défini par cette coupure
(A, 4,); nous dirons que le nombre x correspond & cette coupure ou qu'il
opere cette coupure. Donc, & partir de maintenant, a toute coupure déterminée
correspond un nombre déterminé et un seul, rationnel ou irrationnel, et
nous considérons toujours deux nombres comme différents ou inégaux s'ils
correspondent a deux coupures essentiellement différentes.

Continuité et nombres irrationnels, 187
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HILBERT, Fondements de la géométrie, 1899.

Introduction

Toute connaissanee humaine commence par
I intuition, passe de 13 dux concepts et aboorit
aux idées,

KAaNT, Critigue de fa raison pure,
2% partie, section 2.

Comme I'arithmétigue, la geométrie n’exige pour son ¢laboration qu’un petit
nembre de- propositions fondamentales simples. Ces Propositions sont les
axiomes de la géométrie. Depuis Euclide, I’établissement de ces axiomes et
ont fait Iobjet de travaux nombreux et excellents,
eéme est celui de analyse de notre intuition de espacs.

Le présent travail est un nouvel essai de constituer, pour la geométrie, un
systéme complet d’axiomes auss; simples que possible et d’epn déduire les
théorémes les plus importants, de fagon & mettre en évidence Je réle des divers
groupes d’axiomes et la portée de chacun d’eux.

Pétude de leurs relations
Ce probl



Pt

)

(%)

HILBERT, Fondements de la géométrie, 1899.

CHAPITRE 1

Les cing groupes d’axiomes

Y. Les notions Jondamentales o j, géomérrie
et les cing sroupes dlaxiomes.

Définition. Nou; Pensons trols systémes différents de choses ; HOUS nommons
les choses du pPremier systéme des Ppoinis ; nous les dési

cules 4, 5, C, ... nous NoImmons drairtes les choses
nous les désignons Par des minuscules a, b, ¢, ... : nous appelons plans les
choses du tr01§iéme Systéme et nous les désignoens ﬁar des caractéres srecs o
By, . L;s Polints constituent les éléments de la géométrie linéaire : lesapoint;
et les droites sont les éléments de I gdométrie plane ; enfin les points‘ les droites
2t les plans sont ceux de la géomeétrie de I'espace oy de Pespace Iu;-méme.

Entre Jes points, les droites et les plans, nous ima
que nous exprimons Par des expressions tel]
“congruent» ;g description exacte et approp
de ces relations est donnée par les axiomes de

ginons certaines relations
8 que « étre surws, « entre »,
née fau but des mathématiques
la géométrie,

On peut classer leg axiomes de ia géoméirie en Cing groupes : chacun de
Ces groupes exprime quelques faits fondamentanx, ligs Jeg Uns aux auires er
qui nous sont donnés par Pintuition Nous désig i ,

Ui 1 . Hons comme Suit ces g
d’axiomes : : sronpes
(I,128): axiomes d'apparrenance,

(01, 1 2 4} : axiomes d’ordre,

(I, 1 2 3) : axiomes de congruence,
(v . axiome des paraliéles,
(V,1et2): axiomes de continuité,

10

11

12 Les fondernents de la géométrie Deuxiéme partie

2. Premier groupe d'axiomes : appartenarnce.

Les axiomes de ce groupe expriment un lien entre les notions de peint, de
droite et de plan.

(L 1Y (Y I existe une droite lidea deus points donnés 4 et B g laquetle appar-
tiennent ces deux paints.

(1,2} Hrexiste pas plus d’une drotte d lagueile appartiennent deux points A o1 B,

Iei, comme plus bas, par deux, trois, ... poiats, droites ou plans respective-
ment, nous entendons toujours des points, droites ou plans différents,

Au lieu de « appartiennent » on emplole aussi d’zutres expressions telles
que, par exemple, « g basse par d et par B», « gjoint 4 et B» ou « A avee & »,
«Aestsur a» « A est un polnt de @ », « il existe un point 4 sur a», etc, 5i 4
est sur la droite g et aussi sur la droite &, on emploie Ies expressions : « les
droites @ et b se coupent en 4 », « ont le point 4 en commun », ete,

(L, 3} Sur une droite, il v a au moins deux points ; il existe aw moins trois points
non alignés.

(L 4y Il existe i plan o Jid & trois points non afignés A, B, C auquel appartiennent
ces trois points 4, B, C.
A rout plan appartient au moins un point,

Nous employons aussi les expressions A est sur % A4 est un point de =, ete.

(L3 I wexiste pas phus d'un plan auquel appartiennent trois points non
alignés A, B, C.

(I, 6)  Sideux poinrs A, B d’une droite a appartlennent & un plan « tous les points
de la droite appartiennent & e plan . On dit alors que la droite @ « est dans »
le plan o ou d’autres expressions analogues,

(I, 73 Si deux plans o et § ont un poini A comnum, ils en ont encore au moing
un aurre B,

(L 8Y il existe au rmoins quatre points non coplanaires.

L'axiome (I, 7) exprime le fait que 'espace n'a pas plus de trois dimensions
tandis que Paxiome (1, 8) lui impose d’en avoir au moins trois.

Les axiomes (I, 1 & 3} sont les axiomes Plans du groupe {I), par oppositicn
aux axziomes (1, 4 & 8) que je qualifierai de spatianx.

Des théorémes qui résultent des axiomes (I, 1 & 8), citons seclement fes
deux suivants :

() Dans (I, 1): 1 représente le groupe auquel appartient 'axiome et | le puméro de I"axiome
dans ce groupe.
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Chap. 1. — Les cing groupes d’axiomes 13

Théoréme !. Deux droites coplanaires ont au plus un point commun ;
deux plans distincts n’ont aucun peint commun ou ont en commun une droite :
ils 2’ont aucun point commun extérienr A cette droite ; un plan et une droite
non incidents ont au plus ur seul point commun.

Théordme 2. Par une droite et un point non incidents ou par deux droites
distinctes qui se coupent, il passe un plan et un seul.

[

14 Les fondements de ia géométrie Deuxiéme partie

3. Deuxiéme groupe d’axiomes : ovdre .

Les axiomes de ce groupe définissent le terme « entre » ; si Pon s’appuie sur
la relation ainsi déterminée, ils permettent d’établir Vordre des points alignés,
coplanaires ou situés dans Vespace.

Définition. Entre leg points d’une droite
description de laquelle figure le mot « entre ».
(L 1) Siun point B est entre un point A et un p
tiennent & une droite et B est aussi entre C et 4.

» il existe une relation dans la
oint C, les points A, B, appar-

. 4 B c

(L 2)  Deux points A et C étans donnés, il e

Xiste au nioing un point B appariengnt
dla droite AC et tel que C soit entre 4 ef B.

A 5 g

(IL 3 De rrois points d'une droire, il "y

e a pas plus d’un gui est entre les
deux autres.

En plus de ces axiomes linéaires da |

‘ordre, nous aurons besein d'un axiome
plan de 'ordre.

Définition. Sur une droite @, considérons deux points 4 et 5 * nous appelons
segmen: le systéme des deux points A4 et B et nous le désignons par 48 ou BA.
Les points situés entre 4 et B sont les points du segment 45 ou les points
intérieurs au segment 4B, Les points A et B sont les exirémités du seg-
ment A8 Tous les autres points de la droite & sont exrérieurs au segment 45,
(I, 4)  Soient A4, Ber C trois Doints non alignés et a une drotte du plan ABC qui
ne passe par aucun des poinis A, B et C; si la droite a passe par 'undes points

du segment AB, elle passe ou par un point du segment BC oy par un point du
segment AC.

J

(1) M. Pasch, le premier, a étudié ces axiomes de fagon détaillée dans son ouvr
iiber neuere Geometrie. L'axiome {11, 4} lui est di. Voir 1.

—_——

age Vorlesungen
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Chap. I. — Les cing groupes d’axiomes 15

D'une fagon plus intnitive : si une droite entre dans un triangle elle en sort.
1l est possible de montrer que les deux segments 4C et BC ne sont pas tous

deux coupeés par la droite 2. (Cf. supplément au chapitre 1.)

4. Conséquences des axiomes d’apparienance et &ordye.

Les axiomes I et 1] impliquent les théorémes suivants :

Théoréme 3, Deux points A4 et C étant donnés,

( . : il existe sur la droite 4C
&U 10Ins un point I situé entre 4 et (7,

F

Xy

\
A n \C’
G

Démonstration. D’aprés laxiome (1, 3)
dr_oite A4C et, daprés Paxiome (I1, 23,
501t un point de 4F. Selon ce méme

, # existe un point E extérieur 4 la

sur AF, il existe un point F el que E
axiome et d’aprés I"axiome (I, 3), sur
egment FC. D'aprés axiome (L, 4}, ia
1 un point D,

ko

(9]

I

L)

|

20 Les fondements de la géométree Deunxiéme parrie

5. Troisiéme groupe d’axiomes : congruence.

Les axiomes de ce groupe définissent la notion de congruence et, par la,
celle de déplacement.

Définition.  Entre les segments, il existe certaines relations exprimdes par

*les mots congruent ou égal.

(L. 1) §7 A et B sont dewx points d’une droite a er A° 4n point de cetre droite
ou d'une quire droite @', sur o, d'un cdi¢ donné de A’y o peut 1rouver un point B’
el que le segment 4B soit coagruent (ou égal) au segment 48, nous dcrivons
certe relation : AR = A'R’.

Cet axiome introduit la possibilité du report des segments dent Uunivecité
sera démontrée plus bas.

Le segment a é1é défini simplement comme ensemble de deux poinis 4. B ;
il est désigné par 48 ou BA. Dans la définition, ordre des deux points est
indifférent : les formules suivantes ont toutes la méme signification :

AB= 4B, AR = B4 ; BA = A'B", BAd = B4

(I, 2y Si un segment A'B' o1 un segment A"B" sont congruents & un méme
segment AB, le segment A'R’ est congruent au segment A"B” | en bref, si deux
SEZMERLS SONE CONgruents & un 1roisidme, ils sont congruents enire eux.

La congruence ou égalité est introduite en géométrie par ces deux axiomes |
de ce fait, il ne va pas de soi que tout segment est congruent a lui-méme ; cela
st une conséquence des deux premiers axiomes de congruence ; sile segment 4B
est congruent 3 '8, Yapplication de laxicme (III, 2) aux congruences :
AB = A'B', AB = A'B' conduit au résultat désiré 48 = AB.

Par application de 'axiome (H1, 2) on démontre la symétrie et la transitivits
de Ja congruence des segments, soit la validité des théorémes suivants ;
SlAB = A8, on 2 A'B = AB.
SIAB = A'B et A'B = A"B", on a 48 = 4"B".
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La symétrie de la congruence permet Pemploi de Pexpression © deux seg-
ments sont congruents entre enx.
10 a1, 3y Soient AB e1 BC dewx SEgMeEnls sans poinls communs portés par la
; . e ,
droite a d'une part, A'B et B'C’ deux segments de la droite o eux aussi sans
points comnnuns ; si AR = A'R et BC = B'C' alors AC = 4'C.

4 B c a
A a2’ o al

11 Cet axiome exprime la possibilité d’additionner les segments.

12 Le report des angles est traité exactement comme celui des segments, En
plus de la possibilité du report, son univocité dojt &tre posée axiomatiguement ;
la transivité et I"additiviié sont démontrables,

i} N " . . . .

13 Définition.  Soient £ et & deux demi-droites différentes d'un plan «, issues
d un point O et appartenant 2 des droites différentes, L'ensembic des demi-

¢ droites ket k est appelé un angle ; nous le désignons par « {hkyoupar x (k, ),

14 Les demi-droites 4 et &k sont les cérés de Pangle et le point O en 25t le sommer.

[5 Cette définition exclut les angles plats et concaves.

16 Soient fl.e{ f les droites auxquelles appartiennent les demi-droites 4 et .
Aver ?e point &, les demi-droites 4 et & partagent le plan o en deux régions :
lgs points qui sont du cbté de k oliest 4 et du cdté de s oit est k constituent 'inté-
neur de Pangle (4, k), les autres points sont & Pextérieur de cet angle.

17 AU moyen des axiomes (I) et I1}, on voii facilement que chacune de ces

régions contient des points et que le segment déterminé par deux points de
Tintérieur de I'angle v est entiérement contenu. Tout aussi facilement on
démontre les propriétés suivantes : si & est un point de /i et & un point de %,
le segment HK appartient & Iintérieur de angle (h. k). Une demi-droite jssue
de O appartient en entier & lintérieur ou & Pextérienr de I'angle : si une de ces
demi-droites est contenue & Pintérieur de Pangle, elle coupe le segment HX.
Si A4 est ur point d'une des régions et B un point de I'antre, toute ligne brisée
qui réunit 4 et B passe par € ou a au moins un point commun avec 4 ou k -
au contraire, si 4 et 4’ sont deux points de lz méme région, il existe toujouré

une ligne brisée qui réunit A et A’, ne passe pas par O et ne coupe ni 'un ni
lautre des cotés & et k.

[..]

th

10

11
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7. Quatriéme groupe d’axiomes : paralléles.

Solent un plan e, # une de ses droites et 4 un de ses points qui n’appartient
pas & a. Dans le plan @, menons une droite ¢ qui passe par A et qui coupe a,
i, par 4, tragons une droite b telle que ¢ coupe a et b sous des angles corres-
pondants congruents. Le théordme de I"angle extérieur du triangle (théoréme 223
maontre que les droites @ et b ne s¢ coupent pas. Par conséquent, dans le plan ¢,
par un point A extérieur 4 une droite g, il est possible de mener une droite qui
ne coupe pas la droite a.

Définition. Deux droites coplanaires qui ne se coupent pas sont dites
paralléles.

L'axiome des paralldles a la teneur suivante :

(I¥) . Axiome d’Euclide. Soiens une droite a et un point 4 extérieur 4 a ;
dans le plan déterminé par a et A, il existe au plus une droite qui passe par A
ef qui ne coupe pas a.

I résulte de ce qui précéde et de Paxiome des paraliéles que, par un point
extérieur 4 une droite, il passe une unique paralléle & cette droite.

La portée de 'axiome (IV) est la m&me que celle de la proposition suivante :

Si deux droites coplanaires a et b ne coupent pas une droite ¢ de leur plan,
elles ne se coupent pas.

En effet, si @ et b avaient un peint commun 4, dans le plan considéré, les
deux droites g el b passeraient par A et cela sans couper ¢ ; cela est en contra-
diction avec Faxiome (IV). Tout aussi simplement, on déduit I'axiome vy
de la proposition précédente,

L’axiome des paralléles est un axiome plan.

Lintroduction de I'axiome des paralléles simplifie les fondements de la
géométirie et allége notablement I'élaboration de cette science.

Les axiomes de congruence et des paralléles conduisent facilernent aux pro-
positions suivantes :

Théoréme 30. Si deuy paralléles sont coupées par une sécante, les angles
elternes-internes et alternes-externes sont congruents entre eux et réciproque-
ment, la congruence des angles alternes-internes ou alternes-externes implique
le paraliélisme des droites données.

Théoréme 31.  Les angles d’un triangle font ensemble deux angles droits (1)

(}) Sur la question de saveir si cette proposition implique 'axiome des paralltles, voir les
remarques faites 4 la fin du chapitre i, 4.
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13 Définition. 51 M est un point quelconque d’un plan «, I'ensemble des points
A pour lesquels les segments M4 sont congruents entre eux est un cercle ;

Chap. I. — Les cing groupes d'axiomes 41

2 (V,2) : Axiome de Vintégrité linéaire. I ensemble des p.oz'nts’a"une droite,
M est le contre du cercle. ce qux relations d ordre et de congruence, n'est susceptible d’aucune exten-
soumnis qux relations gr e e o
14 Les axiomes de congruence et des parailéles conduisent aux propriétés classi- sion dans laquelie sont valables les relations ?reftedemes et les pr (;pr:ze [efl)oeii >
quas du cercle, en particulier & la possibilité de construire un cercle qui passe mentales d'ordre linéaire et de congruence déduites des axiomes {I} & {
gar trois points non alignés et au théoréme de la congruence des angles inscrits Paxiome (¥, 1).
ans un cercle dont les cdtés passent par les exirémités d'une c . ‘
orde donnpée ef " Lod 4 :
enfin aux propriétés des angles du quadrilatére inscrit. 3 Les propriétés fondamentales précédentes sont exprimees par -
— jes axiomes (I, 1 & 3) et e théoréme 3, en ce qui CONCETNE Iordre ;
. les axiomes (U, 12 3); .
__ Tunicité du teport des segments (7).
8. Cinguiéme groupe d’axiomes : continuité.
1 (V, 1) : Axiome de la mesure ou d’Archiméde. Si AB et CD somi deux

segments quelcongues, il existe un nombre entier n tel que le report du segment
CD répéié n fois & partir de A sur lu demi-droite déterminée par B conduit 2
un poini situé au-dela de B.



CHAPITRE III

LES GEOMETRIES NON EUCLIDIENNES

_Toute conclusion suppose des prémisses ; ces pré-
misses clles-mémes ou bien sont évidentes par elles-
mémes et n’ont pas besoin de démonstration, ou bien
ne peuvent étre établies quen s’appuyant sur d’autres
propositions, et comme on ne saurait remonter ainsi i
ll‘nﬁm, toute science déductive, et en particulier la
géométrie, doit reposer sur un certain nombre
diaxlomes indémontrables. Tous les traités de géomé-
trie débutent donc par I’énoncé de ces axiomes. Mais
il y a entre eux une distinction A faire : quelques-uns,
comme celui-ci par exemple : « deux quantités égalcs’
4 une méme troisitme sont égales entre elles», ne
sont pas des propositions de géométrie, mais des pro-
positions d’analyse. Je les regarde comme des juge-
ments analytiques 4 préors, je ne m’en occuperai pas.

'M.zus je dois insister sur d’autres axiomes qui sont
spéciaux 2 la géométrie. La plupart des traités en
énoncent trois explicitement :

1: Par ficux points ne peut passer qu’une droite ;

?. I:a ligne droite est le plus court chemin d’un
point 4 un autre ;

3 ?ar.un point, on ne peut faire passer qu’une
paralléle 4 une droite donnée.
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Bien que I’on se dispense généralement de démon-
trer le second de ces axiomes, il serait possible de le
déduire des deux autres et de ceux, beaucoup plus
nombreux, que l'on admet implicitement sans les
énoncer, ainsi que je 'expliquerai plus loin.

On a longtemps cherché en vain 4 démontrer égale-
ment le troisiéme axiome, connu sous le nom de pastu-
latum d’Euclide. Ce quwon a dépensé d’efforts dans cet
espoir chimérique est vraiment inimaginable. Enfin
au commencement du siécle et 3 peu prés en méme
temps, deux savants, un Russe et un Hongtois, Lobat-
chevsky et Bolyai établirent d’une fagon irréfutable
que cette démonstration est impossible ; ils nous ont 2
peu prés débarrassés des inventeurs de géométries
sans postulatum ; depuis lors, I’ Académie des Sciences
ne regoit plus guére quune ou deux démonstrations
nouvelles par an.

La question n’était pas épuisée ; elle ne tarde pas 2
faire un grand pas par la publication du célebre
mémoire de Riemann intitulé : Ueber die Hypothesen
welche der Geometrie zum Grunde liegen. Cet opuscule a ins-
piré la plupart des travaux récents dont je parlerai plus
loin et parmi lesquels il convient de citer ceux de Bel-
trami et de Helmholtz.

LA GEOMETRIE DE LOBATCHEVSKY

il était possible de déduire le postulatum d’Eu-
clide des autres axiomes, il arriverait évidemment
qu’en niant le postulatum, et en admettant les autres
axiomes, on serait conduit 4 des conséquences contra-
dictoires ; il serait donc impossible d’appuyer sur de
telles prémisses une géométrie cohérente.
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Or c’est précisément ce qu’a fait Lobatchevsky. 11
suppose au début que :

L'on peut, par un point, mener plusienrs paralliles a une
droite donnée.

Et il conserve d’ailleurs tous les autres axiomes
d’Enclide. De ces hypothéses, il déduit une suite de
théorémes entre lesquels il est impossible de relever
aucune contradiction et il construit une géométrie
dont 'impeccable logique ne le céde en rien i celle de
la géométrie euclidienne.

Les théorémes sont, bien entendu, tres différents de
ceux auxquels nous sommes accoutumés et ils ne
laissent pas de déconcerter un peu d’abord.

Ainsi la somme des angles d’un triangle est toujours
plus petite que deux droits et la différence entre cette
somme et deux droits est proportionnelle 4 la surface
du triangle.

11 est impossible de construire une figure semblable
4 une figure donnée mais de dimensions différentes.

Si 'on divise une circonférence en # parties égales,
et qu'on meéne des tangentes aux points de division,
ces # tangentes formeront un polygone si le rayon de
la circonférence est assez petit ; mais si ce rayon est
assez grand, elles ne se rencontreront pas.

11 est inutile de multiplier ces exemples ; les propo-
sitions de Lobatchevsky n’ont plus aucun rapport avec
celles d’Euclide, mais elles ne sont pas moins logique-
ment reliées les unes aux autres.

LA GEOMETRIE DE RIEMANN

Imaginons un monde uniquement peuplé d’étres
dénués d’épaisseur ; et supposons que ces animaux
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« infiniment plats » soient tous dans un méme plan et
n’en puissent sortir. Admettons de plus que ce monde
soit assez éloigné des autres pour étre soustrait a leur
influence. Pendant que nous sommes en train de faire
des hypothéses, il ne nous en colte pas plus de douer
ces étres de raisonnement et de les croire capables de
faire de la géométrie. Dans ce cas, ils n’attribueront
certainement 4 espace que deux dimensions.

Mais supposons maintenant que ces animaux imagi-
naires, tout en restant dénués d’épaisseur, aient la
forme d’une figure sphérique, et non d’une figure
plane et soient tous sur une méme sphére sans pou-
voir s’en écarter. Quelle géométric pourront-ils
construite ? 1l est clair d’abord qu’ils n’attribueront a
P’espace que deux dimensions ; ce qui jouera pour eux
le réle de la ligne droite, ce sera le plus court chemin
d’un point 3 un autre sur la sphére, c’est-a-dire un arc
de grand cercle, en un mot leur géométrie sera la géo-
métrie sphérique.

Ce qu’ils appelleront I’espace, ce sera cette sphére
d’ou ils ne peuvent sortir et sur laquelle se passent
tous les phénomeénes dont ils peuvent avoir connais-
sance. Leur espace sera donc sans limites puisqu’on peut
sur une sphére aller toujours devant soi sans jamais
étre arrété, et cependant il sera fini ; on n’en trouvera
jamais le bout, mais on pourra en faire le tour.

Eh bien, la géométrie de Riemann, c’est la géomé-
trie sphérique étendue 4 trois dimensions. Pour la
construire, le mathématicien allemand a di jeter par-
dessus bord, non seulement le postulatum d’Euclide,
mais encore le premier axiome : Par dewx points, on ne
peut faire passer qu’une droite.

Sur une sphére, par deux points donnés, on ne peut
faire en géinéral passer qu’un grand cercle (qui, comme
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nous venons de le voir, jouerait le réle de la droite
pout nos étres imaginaires), mais il y a une exception :
si les deux points donnés sont diamétralement oppo-
sés, on pourra faire passer par ces deux points une
infinité de grands cercles.

De méme dans la géométrie de Riemann (au moins
sous une de ses formes), par deux points ne passera en
général qu'une seule droite ; mais il y 2 des cas excep-
tionnels ou par deux points pourront passer une infi-
nité de droites.

Il'y a une sorte d’opposition entre la géométrie de
Riemann et celle de Lobatchevsky.

Ainsi la somme des angles d’un triangle est :

— égale 4 deux droits dans la géométrie d’Buclide,

— plus petite que deux droits dans celle de Lobat-
chevsky,

— plus grande que deux droits dans celle de Rie-
mann,

Le nombre des paraliéles qu’on peut mener & une
droite donnée par un point donné est égal :

- 4 un dans la géométrie d’Euclide,

— a zéro dans celle de Riemann,

— 4 Pinfini dans celle de Lobatchevsky.

Ajoutons que I'espace de Riemann est fini, quoique
sans limite, au sens donné plus haut 2 ces deux mots.

LES SURFACES A COURBURE CONSTANTE

Une objection restait possible cependant. Les théo-
rémes de Lobatchevsky et de Riemann ne présentent
aucune contradiction ; mais quelque nombreuses que
soient les conséquences que ces deux géométres ont
tirées de leurs hypothéses, ils ont di s’arréter avant de
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les avoir toutes épuisées, car le nombre en serait
infini ; qui nous dit alors que s’ils avaient poussé plus
loin leurs déductions, ils n’auraient pas fini par arriver
1 quelque contradiction ?

Cette difficulté n’existe pas pour la géométrie de
Riemann, pourvu qu’on se borne 2 deux dimensions ;
la géométrie de Riemann i deux dimensions ne dif-
fere pas en cffet, nous l'avons vu, de la géométrie
sphérique, qui n’est quune branche de la géométrie
ordinaire et qui est par conséquent en dehors de toute
discussion.

M. Beltrami, en ramenant de méme la géométrie de
Lobatchevsky 3 deux dimensions 4 ne plus étre qu'une
branche de la géométrie ordinaire, 4 réfuté également
Pobjection en ce qui la concerne.

Voici comment il y est parvenu. Considérons sur
une surface une figure quelconque. Imaginons que
cette figure soit tracée sur une toile flexible et inex-
tensible appliquée sur cette surface, de telle fagon que
quand la toile se déplace et se déforme, les diverses
lignes de cette figure puissent changer de forme, sans
changer de longueur. En général, cette figure flexible
et inextensible ne pourra se déplacer sans quitter la
surface ; mais il y a certaines surfaces particuliéres
pour lesquelles un pareil mouvement serait possible :
ce sont les surfaces 4 courbure constante.

Si nous reprenons la comparaison que nous faisions
plus haut et que nous imaginions des étres sans épais-
seur vivant sur une de ces surfaces, ils regarderont
comme possible le mouvement d’une figure dont
toutes les lignes conservent une longueur constante.
Un pareil mouvement paraitrait absurde, au contraire,
i des animaux sans épaisseur vivant sur une surface 2
courbure variable.
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Ces surfaces a4 courbure constante sont de deux
sortes :

Les unes sont & courbure positive, et peuvent étre
déformées de fagon 2 étre appliquées sur une sphére,
La géométrie de ces surfaces se réduit donc 2 la géo-
métrie sphérique, qui est celle de Riemann,

Les autres sont & courbure négative. M. Beltrami a fait
voir que la géométrie de ces surfaces n’est autre que
celle de Lobatchevsky. Les géométries 3 deux dimen-
sions de Riemann et de Lobatchevsky se trouvent
donc rattachées 4 la géométrie euclidienne.

INTERPRETATION DES GEOMETRIES NON EUCLIDIENNES

Ainsi s’évanouit I'objection en ce qui concerne les
géométries 4 deux dimensions.

1l serait aisé d’étendre le raisonnement de M. Bel-
trami aux géométries A trois dimensions. Les esprits
que ne rebute pas Pespace i quatre dimensions n’y
verront aucune difficulté, mais ils sont peu nombreux.
Je préfere donc procéder autrement.

Considérons un certain plan que j'appellerai fonda-
mental et construisons une sorte de dictionnaire, en
faisant correspondre chacun i chacun une double
suite de termes écrits dans deux colonnes, de la méme
fagon que se correspondent dans les dictionnaires
ordinaires les mots de deux langues dont la significa-
tion est la méme :

Espace ....... Portion de P’espace située au-dessus
du plan fondamental.
Plan ......... Sphére coupant orthogonalement le

plan fondamental.
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Droite ....... Cercle coupant orthogonalement le
plan fondamental.

Sphére ....... Sphére.

Cercle ....... Cercle

Angle ....... Angle.

Distance de denx

points ...... Logarithme du rapport anharmo-

nique de ces deux points et des
intersections du plan fondamen-
tal avec un cercle passant par ces
deux points et le coupant ortho-
gonalement

ete...

Prenons ensuite les théorémes de Lobatchevsky et
traduisons-les 4 I'aide de ce dictionnaire comme nous
traduirions un texte allemand 4 Paide d’un diction-
naire allemand-frangais. Nows obtiendrons ainsi des théo-
rémes de Ja géométrie ordinaire.

Par exemple, ce théoréme de Lobatchevsk‘y: «la
somme des angles d’un triangle est plus petite que
deux droits » se traduit ainsi: «Si un triangle curvi-
ligne a pour cotés des arcs de cercle qui, prolongés,
iraient couper orthogonalement le plan fondamental,
la somme des angles de ce triangle curviligne sera plus
petite que deux droits ». Ainsi, quelque loin que I'on
pousse les conséquences des hypothéses de Lob:?.t-
chevsky, on ne sera jamais conduit 4 une contradic-
tion. En effet, si deux théorémes de Lobatchevsky
étaient contradictoires, il en serait de méme des tra-
ductions de ces deux théorémes, faites 4 l'aide de
notre dictionnaire, mais ces traductions sont des théo-
rémes de géométrie ordinaire et personne ne doute
que la géométrie ordinaire ne soit exempte de contra-
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diction, D’oll nous vient cette certitude et est-elle jus-
tifiée ? Cest 13 une question que je ne saurais traiter
ici, car elle exigerait quelques développements. Il ne
reste donc plus rien de ’objection que jai formulée
plus haut.

Ce n’est pas tout. La géométrie de Lobatchevsky,
susceptible d’une interprétation concréte, cesse d’étre
un vain exercice de logique et peut recevoir des appli-
cations ; ce n’est pas le lieu de parler ici de ces appli-
cations ni du parti que M. Klein et moi en avons tiré
pour Pintégration des équations linéaires.

Cette interprétation n’est dailleurs pas unique, et
Pon pourrait établir plusicurs dictionnaires analogues
4 celui qui précéde et qui nous permettraient par une
simple « traduction » de transformer les théorémes de
Lobatchevsky en théorémes de géométrie ordinaire.

LES AXIOMES IMPLICITES

Les axiomes explicitement énoncés dans les traités
sont-ils les seuls fondements de la géométrie ? On
peut étre assuré du contraire en voyant qu’aprés les
avoir successivement abandonnés, on laisse encore
debout quelques propositions communes aux théories
d’Euclide, de Lobatchevsky et de Riemann. Ces pro-
positions doivent reposer sur quelques prémisses que
les géometres admettent sans les énoncer. 11 est inté-
ressant de chercher 4 les dégager des démonstrations
classiques.

Stuart Mill a prétendu que toute définition contient
un axiome, puisqu’en définissant on affirme implicite-
ment existence de 'objet défini. Cest aller beaucoup
trop loin ; il est rare qu’en mathématiques on donne
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une définition sans la faire suivre par la démonstra-
tion de Pexistence de P'objet défini, et quand on s’en
dispense, c’est généralement que le lecteur y peut
aisément suppléer. 11 ne faut pas oublier que le mot
existence n’a pas le méme sens quand il s’agit d'un
étre mathématique et quand il est question d’un objet
matériel. Un étre mathématique existe, pourvu que sa
définition n’implique pas contradiction, soit en elle-
méme, soit avec les propositions antérieurement
admises.

Mais si observation de Stuart Mill ne saurait sap-
pliquer a toutes les définitions, elle n’en est pas moins
juste pour quelques-unes d’entre elles. On définit
quelquefois le plan de la maniére suivante :

Le plan est une surface telle que la droite qui joint
deux quelconques de ses points est tout entiére sur
cette surface.

Cette définition cache manifestement un nouvel
axiome ; on pourrait, il est vrai, la changer, et cela
vaudrait mieux, mais alors il faudrait énoncer
Paxiome explicitement.

D’autres définitions peuvent donner lieu i des
réflexions non moins importantes.

Telle est par exemple celle de Pégalité de deux
figures : deux figures sont égales quand on peut les
superposer ; pour les superposer il faut déplacer I'une
d’elles jusqu’a ce qu’elle coincide avec I'autre ; mais
comment faut-il la déplacer ? Si nous le demandions,
on nous répondrait sans doute quon doit le faire sans
la déformer et 4 la fagon d’un solide invariable. Le
cercle vicieux serait alors évident.

En fait, cette définition ne définit rien ; elle n’au-
rait aucun sens pour un étre qui habiterait un monde
ot il n’y aurait que des fluides. Si elle nous semble
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claire, c’est que nous sommes habitués aux propriétés
des solides naturels qui ne different pas beaucoup de
celles des solides idéaux dont toutes les dimensions
sont invariables.

Cependant, tout imparfaite qu’elle soit, cette défini-
tion implique un axiome.

La possibilité du mouvement d’une figure inva-
riable n’est pas une vérité évidente par elle-méme, ou
du moins elle ne l'est qu’a la fagon du postulatum
d’Euclide et non comme le serait un jugement analy-
tique a priori.

Dr’ailleurs, en étudiant les définitions et les
démonstrations de la géométrie, on voit quion est
obligé d’admettre, sans les démontrer, non seulement
la possibilité de ce mouvement, mais encore quelques-
unes de ses propriétés.

C’est ce qui ressort d’abord de la définition de la
ligne droite. On en a donné beaucoup de défec-
tueuses, mais la véritable est celle qui est sous-
entendue dans toutes les démonstrations ot la ligne
droite intervient :

«1l peut arriver que le mouvement d’une figure
invariable soit tel que tous les points d’une ligne
appartenant 4 cette figure restent immobiles pendant
que tous les points situés en dehors de cette ligne se
meuvent. Une pareille ligne s’appellera une ligne
droite. » Nous avons 4 dessein, dans cet énoncé,
séparé la définition de ’axiome qu'elle implique.

Beaucoup de démonstrations, telles que celles des
cas d’égalité des triangles, de la possibilité d’abaisser
une perpendiculaire d’un point sur une droite, sup-
posent des propositions qu’on se dispense d’énoncer,
puisqu’elles obligent & admettre qu’il est possible de

66 HENRI POINCARE

transporter une figure dans Pespace d’une certaine
maniére.

LA QUATRIEME GEOMETRIE

Parmi ces axiomes implicites, il en est un qui me
semble mériter quelque attention, parce qu'en l’abat.x-
donnant, on peut construire une quatriéme géométrie
aussi cohérente que celle d’Euclide, de Lobatchevsky
et de Riemann.

Pour démontrer que I'on peut toujours élever en un
point A une perpendiculaire 4 une droite AB, on
considére une droite AC mobile autour du point A et
ptimitivement confondue avec la droite fixe AB; et
on la fait tourner autour du point A jusqu’a ce quelle
vienne dans le prolongement de AB.

On suppose ainsi deux propositions : d’a]::ord
qu’une pareille rotation est possible, et ensuite qu c_:llc
peut se continuer jusqua ce que les deux droites
viennent dans le prolongement 'une de I'autre.

Si ’on admet le premier point et que l'on rejette le
second, on est conduit 4 une suite de théorémes
encore plus étranges que ceux de Lobatchevskx et de
Riemann, mais également exempts de contradlcu?t}.

Je ne citerai qu'un de ces théorémes et ]E ne cholsl‘-
rai pas le plus singulier : une droite réclle peut étre perpendi-
culaire & elle-miéme.

LE THEOREME DE LIE

Le nombre des axiomes implicitement introduits
. . »
dans les démonstrations classiques est plus grand qu’il
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ne serait nécessaire, et on a cherché i le réduire au
minimum. M. Hilbert semble avoir donné la solution
définitive de ce probléme. On pouvait « priori se
demander d’abord si cette réduction est possible, si le
nombre des axiomes nécessaires et celui des géomé-
tries imaginables n’est pas infini. )

Un théoréme de M. Sophus Lie domine toute cette
discussion. On peut ’énoncer ainsi :

Supposons qu’on admette les prémisses suivantes :

1° L’espace a » dimensions ;

2° Le mouvement d’une figure invariable est pos-
sible ;

3° 11 faut p conditions pour déterminer la position
de cette figure dans I’espace.

Le nombre des géomitries compatibles avec ces prémisses sera
limité,

_[e puis méme ajouter que si # est donné, on peut
assigner 4 p une limite supérieure.

Si donc on admet la possibilité du mouvement, on
ne poutra inventer qu'un nombre fini (et méme assez
restreint) de géométries a trois dimensions.

LES GEOMETRIES DE RIEMANN

Cependant ce résultat semble contredit par Rie-
mann, car ce savant construit une infinité de géomé-
tries différentes, et celle 4 laquelle on donne ordi-
nairement son nom n’en est qu'un cas particulier.

Tout dépend, dit-il, de la fagon dont on définit la
longueur d’une courbe. Or il y a une infinité de
maniéres de définir cette longueur, et chacune d’elles
peut ‘devenir le point de départ d’une nouvelle géo-
métrie.
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Cela est parfaitement exact, mais la plupart de ces
définitions sont incompatibles avec le mouvement
d'une figure invariable, que 1’on suppose possible dans
le théoréme de Lie. Ces géométries de Riemann, si
intéressantes & divers titres, ne pourraient donc jamais
&tre que purement analytiques et ne se préteraient pas
4 des démonstrations analogues 4 celles d’Euclide.

LEs GEOMETRIES DE HILBERT

Enfin M. Veronese et M. Hilbert ont imaginé de
nouvelles géométries plus étranges encore, qu'ils
appellent non-archimédiennes. 1ls les construisent en reje-
tant Paxiome d'Archiméde en vertu duquel toute lon-
gueur donnée, multipliée par un entier suffisamment
grand, finira par surpasser toute autre longueur don-
née si grands quelle soit. Sur une droite non-
archimédienne, les points de notre géométrie ordi-
naire existent tous, mais il y en a une infinité d’autres
qui viennent s’intercaler entre eux, de telle sorte
quentre deux segments, que les géométres de la
vieille école auraient regardés comme contigus, on
puisse caser une infinité de points nouveaux. En un
mot, Pespace non-archimédien n’est plus un continu
de second ordre, pour employer le langage du chapitre
précédent, mais un continu du troisiéme ordre.

DE LA NATURE DES AXIOMES
La plupart des mathématiciens ne regardent la géo-

métrie de Lobatchevsky que comme une simple curio-
sité logique ; quelques-uns d’entre eux sont allés plus
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loin cependant. Puisque plusicurs géométties sont
possibles, est-il certain que ce soit la nétre qui soit
vraie ? L’expérience nous apprend sans doute que la
somme des angles d’un triangle est égale 4 deux
droits ; mais c’est parce que nous n’opérons que sur
des triangles trop petits ; la différence, d’aprés Lobat-
chevsky, est proportionnelle i la surface du triangle :
ne pourra-t-clle devenir sensible quand nous opére-
rons sur des triangles plus grands ou quand nos
mesures deviendront plus précises? La géométrie
eu.clidienne ne serait ainsi qu'une géométrie provi-
soire.

Pour discuter cette opinion, nous devons d’abord
no,us.demander quelle est la nature des axiomes géo-
métriques.

Sont-ce des jugements synthétiques « priors, comme
disait Kant ?

IlIs s’imposeraient alors 4 nous avec une telle force,

que nous ne pourtions concevoir la proposition
contraire, ni batir sur elle un édifice théorique. Il n’y
aurait pas de géométrie non euclidienne.
] Pour s’en convaincre, qu’on prenne un véritable
jugement synthétique & priori, par exemple celui-ci,
dont nous avons vu au chapitre premier le réle pré-
pondérant :

Si un théorime est vrai pour Ie nombre 1, 5i on a démontré
qu'dl est vrai de n + 1, pourvu qu'il le soit de n, il sera vrai de
tous les nombres entiers positifs.

Q!.}’on essaie ensuite de s’y soustraire et de fonder,
en niant cette proposition, une fausse arithmétique
analogue a la géométrie non-euclidienne, — on n’y
pourra pas parvenir ; on serait méme tenté au premier
abord de regarder ces jugements comme analytiques.
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D’ailleurs, reprenons notre fiction des animaux
sans épaisseur ; nous ne pouvons guére admettre que
ces étres, sils ont Pesprit fait comme nous, adopte-
raient la géométrie euclidienne qui serait contredite
par toute leur expérience ?

Devons-nous conclure que les axiomes de la géo-
métrie sont des vérités expérimentales ? Mais on n’ex-
périmente pas sur des droites ou des circonférences
idéales ; on ne peut le faire sur des objets matériels.
Sur quoi porteraient donc les expériences qui servi-
raient de fondement 2 la géométrie ? La réponse est
facile.

Nous avons vu plus haut que lon raisonne
constamment comme si les figures géométriques se
comportaient 4 la maniére des solides. Ce que la géo-
métrie emprunterait 3 I'expérience, ce seraient donc
les propriétés de ces corps.

Les propriétés de la lumiére et sa propagation recti-
ligne ont été aussi I'occasion d’ou sont sorties quel-
ques-unes des propositions de la géométrie, et en par-
ticulier celles de la géométrie projective, de sorte qu’a
ce point de vue on serait tenté de dire que la géomé-
trie métrique est Pétude des solides et que la géomé-
trie projective est celle de la lumiére.

Mais une difficulté subsiste, et elle est insurmon-
table. Si la géométrie était une science expérimentale,
elle ne serait pas une science exacte, elle serait sou-

mise 3 une continuelle révision. Que dise ? elle serait
dés avjourd’hui convaincue d’erreur puisque nous
savons qu’il n’existe pas de solide rigourcusement
invariable.

Les axiomes géométriques ne sont done ni des jugements syn-
thétigues & priori, ni des faits expérimentaux.
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Ce sont des conventions ; notre choix, parmi toutes les
conventions possibles, est gwidé par des faits expéri-
mentaux ; mais il reste bre et n’est limité que par la
nécessité d’éviter toute contradiction. Clest ainsi que
les postulats peuvent rester rigowressement vrais quand
méme les lois expérimentales qui ont déterminé leur
adoption ne sont qu’approximatives.

En d'autres termes, les axiomes de la géométrie (e ne
patle pas de ceux de P'arithmétique) e sont gue des défi-
nitions déguisées.

Dés lors, que doit-on penser de cette question : La
géométrie euclidienne est-elle vraie ?

Elle n’a aucun sens.

Autant demander si le systéme métrique est vrai et
les anciennes mesures fausses ; si les coordonnées car-
tésiennes sont vraies et les coordonnées polaires
fausses. Une géométrie ne peut pas étre plus vraie
qu'une autre ; elle peut seulement étre plus commode.

Or la géométrie euclidienne est et restera la plus
commode :

1° Parce qu’elle est la plus simple ; et elle n’est pas
telle seulement par suite de nos habitudes d’esprit ou
de je ne sais quelle intuition directe que nous aurions
de I'espace euclidien ; elle est la plus simple en soi de
méme qu'un polynéme du premier degré est plus
simple qu’un polynéme du second degré ; les formules
de la trigonométrie sphérique sont plus compliquées
que celles de la trigonométrie rectiligne, et elles parai-
traient encore telles 4 un analyste qui en ignorerait la
signification géométrique.

2° Parce qu'elle s’accorde assez bien avec les pro-
priétés des solides naturels, ces corps dont se rap-
prochent nos membres et notre il et avec lesquels
nous faisons nos instruments de mesure.






MODE D’EMPLOI DE CE TRAITE

1. Le traité prend les mathématiques 4 leur début, et donne
des démonstrations complétes. Sa lecture ne suppose donc, en
principe, aucune connaissance mathématique particuliére, mais
seulement une certaine habitude du raisonnement mathématique
et un certain pouvoir d’abstraction.

Néanmoins, le traité est destiné plus particuliérement & des
lecteurs possédant au moins une bonne connaissance des matiéres
enseignées, en France, dans les cours de mathématiques générales
(& Iétranger, dans la premiére ou les deux premiéres années de
I'Université), et, si possible, une certaine connaissance des parties
essentielles d’un cours de calcul différentiel et intégral.

2. La premiére partie du traité est consacrée aux structures
fondamentales de I’Analyse (sur le sens du mot « structure »,
ef. Livre I, chap. 2) ; dans chacun des Livres en lesquels se divise
~ cette partie, on étudie une de ces structures, ou plusieurs struc-
tures étroitement apparentées (Livre I, Théorie des Ensembles;
Livre II, Algébre ; Livre 111, Topologie générale; Livres suivants :

Fonctions d’une variable réelle, Espaces vectoriels topologiques, -

Intégration, Différentielles et intégrales de différentielles, etc.).

Les principes généraux étudiés dans la premiére partie trouve-
ront, dans les parties suivantes, leur application 4 des théories
ol interviennent simultanément diverses structures.

3. Le mode d’exposition suivi dans la premiére partie est
axiomatique et abstrait ; il procéde le plus souvent du général
au particulier. Le choix de cette méthode était imposé par I’objet
principal de cette premiére partie, qui est de donner des fonda-
tions solides & tout le reste du traité, et méme & tout Pensemble
des mathématiques modernes. Il est indispensable pour cela
d’acquérir d’emblée un assez grand nombre de notions et de prin-
cipes trés généraux. De plus, les nécessités de la démonstration
exigent que les chapitres, les livres et les parties se suivent dans

D'EMPLOI DE GE TRAITE
cxgu;tin rigoureusement fixé. L utilité de certaines consi-

Lions ‘h’q.pparaitra done au lecteur que s’il posséde déja des
oonnaissances assez étendues, ou bien s'il a la patience de sus-

V'Hpendre son jugement jusqu’a ce quil ait eu I'occasion de s’en
" convainere.

. 4. Pour obvier en quelque mesure & cet inconvénient, on a
inséré assez souvent, dans le cours du texte, des exemples qui sg
référent a des faits que le lecteur peut déja connaitre par aillenrs,
mais qui n’ont pas encore été exposés dans le traité ; ces exemples
sont toujours placés entre deux astérisques *.....,. La plupart
des lecteurs trouveront sans doute que ces exemples leur facili-
teront lintelligence du texte, et préféreront ne pas les omettre,
méme en premiére lecture ; une telle omission, néanmoins, n’au-
rait, bien entendu, du point de vue logique, aucun inconvénient.

5. Le lecteur voudra peut-étre parfois se faire une idée som-
maire de ensemble d’un Livre, avant d’en aborder I’étude dé-
taillée. Cette tache lui sera facilitée par des fascicules de résultats,
annexés, en principe, & chaque Livre, et destinés également
aux lecteurs pressés, qui désireraient arriver le plus vite possible
4 1’étude de problémes spéciaux. Ces faseicules contiendront,
autant que possible, I'essentiel de ce qui sera nécessaire a I'étude
des parties suivantes.

6. L’armature logique de chaque chapitre est constituée par
les définitions, les axiomes et les théorémes de ce chapitre : e’est
13 ce qu’il est principalement nécessaire de retenir en vue de ce
qui doit suivre. Les résultats moins importants, ou qui peuvent
étre facilement retrouvés & partir des théorémes, figurent sous
le nom de « propositions », « lemmes », « corollaires », « remar-
ques », ete. ; ceux qui peuvent étre omis en premiére lecture sont
imprimés en petits caractéres. Sous le nom de « scholie », on
trouvera quelquefois un commentaire d’un théoréme particulié-
rement important.

7. Certains passages sont destinés & prémunir le lecteur contre
des erreurs graves, ou il risquerait de tomber ; ces passages sont

signalés en marge par le signe Z (« tournant dangereux »).

8. Les exercices sont destinés, d’'une part, & permettre au lec-
teur de vérifier qu’il a bien assimilé le texte ; d’autre part, & lui -
faire connaitre des résultats qui n’avaient pas leur place dans le

é
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texte, mais qui ont néanmoins leur intérét. Il peuvent &tre omis
en premiére lecture ; mais on recommande a I'étudiant de les

résoudre, en tout eas, en deuxiéme lecture. Les plus difficiles sont -

marqués du signe Y.

9. La terminologie suivie dans ce traité a fait Pobjet d’une
attention particuliére. On s'est efforcé de ne jamais s écarter de la
terminologie regue sans de-irés sérieuses raisons. Non seulement

chaque fascicule sera pourvu d’un inder détaillé, mais chaque

Livre sera suivi d’un Dictionnaire, ot seront expliqués et dis-
cutés, en plus des termes employés dans ce traité, les termes
correspondants employés jusqu’ici dans les langues principales.
Ce dictionnaire permettra done au lecteur du traité d’aborder
I'étude de mémoires originaux dans ces diverses langues, et
aussi au mathématicien accoutumé & une autre terminologie de
se familiariser rapidement avee celle du traité.

10. On s’est efforcé, sans sacrifier la simplicité de exposé, de
se servir toujours d’un langage rigoureusement correct. Autant
qu’il a été possible, les abus de langage, sans lesquels tout texte
mathématique risque de devenir pédantesque et méme illisible,
ont été signalés au passage ; s'il y a lieu, ils sont mentionnés a
Pindex ou au dictionnaire. :

11. Le texte étant consacré, en principe, & I'exposé dogmatique
d’une théorie, on n’y trouvera qu’exceptionnellement des réfé-
rences bibliographiques ; les références seront groupées dans un
exposé historigue, placé le plus souvent & la fin de chaque chapitre
et ot 'on trouvera, le cas échéant, des indications sur les pro-
blémes non résolus de la théorie. On se bornera a donner les réfé-
rences aux livres et mémoires originaux dont I'étude peut &tre
le plus profitable au lecteur. Les références qui servent seulement
a fixer des points de priorité seront presque toujours omises ; &
plus forte raison, le lecteur ne doit pas s’attendre a trouver ici
de bibliographie compléte des sujets traités.

Quant aux exercices, il n’a pas été jugé utile, en général, d’in-
diquer leur provenance, qui est trés diverse (mémoires originaux,
ouvrages didactiques, recueils d’exercices). : ,

12. Les renvois & une partie du traité sont donnés comme suit :

a) Si I'on se référe & des théorémes, axiomes ou définitions
énoncés dans le méme paragraphe, on les désigne il y a lieu par
leur numéro.

Ol DE GE TRAITE

. b)S’ﬂasont énoncés dans un auire paragraphe du méme cha-
_pitre, on indique en outre ce paragraphe. :

¢)- 8'ils sont énoncés dans un auire chapitre du méme Livre, on
indique le chapitre et le paragraphe correspondants. _
d) S'ils se trouvent dans un autre Livre, on commence par

indiquer en outre ce Livre par son titl.'e. '
Les fascicules de résultats sont désignés par la lettre R : par
exemple, Ens. R signifie « fascicule de résultats de la Théorie
des Ensembles ». . . .
13. Chaque fois qu’il peut étre utile au lecteur d avoir préser} 8
gous les yeux, durant toute la lecture d’l.m fascicule, c?rtams
axiomes, certaines définitions, etc., ceux-ci sc.)nt reproduits sur
un dépliant placé a la fin du fascicule (et mentionné dans la table

des matiéres).
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I’ARCHITECTURE DES MATHEMATIQUES

La Mathématique, ou les Mathématiques 2 /

Donner, 4 ’heure actuelle, une idée d’ensemble de la science mathéma-
tique, est une entreprise qui semble au premier abord offrir des difficultés
presque insurmontables, en raison de I'étendue et de la variété du sujet. |
Comme dans toutes les autres sciences, le nombre. des mathématiciens |
et des travaux consacrés aux mathématiques s’est considérablement |
accru depuis la fin du x1x° siécle. Les mémoires de mathématiques pures ;
publiés dans le monde, au cours d’une année normale, couvrent plusieurs
milliers de pages. Tout n’y est sans douté pas d’une égale valeur ; mais .;
aprés décantation de l'inévitable déchet, il n’en reste pas moins que |
chaque année la science mathématique s’enrichit d’une foule de résultats
nouveaux, se diversifie et se ramifie constamment en théories sans cesse
modifiées, refondues, confrontées, combinées les unes aux autres. Pas un
mathématicien, méme en y consacrant toute son activité, ne serait aujour-
d’hui en mesure de suivre ce développement dans tous ses détails. Nombre
d’entre eux se cantonnent dans un coin des mathématiques d’otlt ils ne
cherchent pas & sortir, et non seulement ignorent & peu prés compléte-
ment tout ce qui ne touche pas & leur sujet, mais encore seraient hors -
d’état de comprendre le langage et la terminologie employés par leurs
confréres qui se réclament d’une spécialité éloignée de la leur. 1l n’en est
guére, méme parmi ceux dont la culture est la plus vaste, qui ne se sentent
dépaysés dans certaines régions de l'immense monde mathématique ;
quant & ceux qui, tels Poincaré ou Hilbert, impriment le sceau de leur
génie dans presque tous les domaines, ils constituent, méme parmi les
plus grands, une rarissime exception. : :

Il ne saurait donc étre question de donner au profane une image
précise de ce que les mathématiciens eux-mémes ne peuvent concevoir
en sa totalité. Mais on peut se demander si cette prolifération exubérante
est le développement d'un organisme vigoureusement charpenté, acqué-
rant chaque jour plus de cohésion et d’unité des accroissements qu’il
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recoit, ou si au contraire elle n’est que le signe extérieur d*une tendance
a un émiettement de plus en plus poussé, dii & la nature méme des mathé-

matiques, et si ces derniéres ne sont pas en train de devenir une tour de”

Babel de disciplines autonomes, isolées les unes des autres, tant dans
leurs buts que dans leurs méthodes, et jusque dans leur langage. En un
mot, y a-t-il aujourd’hui une mathématique ou des mathématiques ?

Bien que plus actuelle que jamais, il ne faudrait pascroire que cette

question soit nouvelle ; elle s’est posée presque dés les premiers pas de la
science mathématique. C’est qu’en effet, méme en négligeant les mathé- -

matiques appliquées, il subsiste, entre la géométrie et Parithmétique

(du moins sous leur aspect élémentaire) une évidente dualité d’origine,

celle-ci étant initialement science du discret, celle-1a de I’étendue continue,
deux aspects qui s’opposent radicalement depuis la découverte des irra-
tionnelles. D’ailleurs, c’est précisément cette découverte qui fut fatale
& la premiére tentative d’unification de la science, I'arithmétisme des
pythagoriciens (« toutes choses sont nombres »). .
Nous serions entrainés trop loin s’il nous fallait suivre, du pytha-
gorisme & nos jours, les vicissitudes de la conception unitaire des mathé-
matiques. C’est d’ailleurs 1 une tiche & laquelle un philosophe est mieux
préparé quun mathématicien ; car c’est un trait commun des diverses
tentatives pour intégrer en un tout cohérent I’ensemble des mathéma-

tiques — qu’il s’agisse de Platon, de Descartes ou de Leibniz, de’

Parithmétisme ou de la logistique du x1x° sidcle — qu’elles ont été faites
en liaison avec un systéme philosophique plus ou moins ambitieux ; mais

partant toujours d’idées a priori sur les relations de la mathématique avec .

le double univers du monde extérieur et du monde de la pensée. Nous ne
saurions mieux faire que de renvoyer sur ce point le lecteur & 1’étude
historique et critique de M. Brunschvicg : Les Etapes de la Philosophie
mathématique (1). Notre tiche est plus modeste et. plus circonscrite ;
nous n’entreprendrons pas d’examiner les rapports des mathémati-
ques avec le réel ou avec les grandes catégories de la pensée ; c’est &

I'intérieur de la mathématique que nous entendons _rester, et cher--

cher,.en analysant ses démarches propres, une réponse & la question que
nous nous sommes posée. B

FORMALISME LOGIQUE ET METHODE AXIOMATIQUE

Apreés la faillite plus ou moins apparente des divers systémes auxquels
nous avons fait allusion plus haut, il semblait, au début de ce siécle,
qu’on elt & peu prés renoncé & voir dans les mathématiques une science
caractérisée par un objet et une méthode uniques ; on avait plutét ten-
dance & les considérer comme « une série de disciplines fondées sur des
notions particuliéres, délimitées avec précision », reliées par « mille che-

(1) Paris. Alcan, 1912, A : e
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mins de communication » permettant aux méthodes propres a une de cos,
disciplines de venir en fructifier une ou plusieurs autres (Bm}r’lschw‘cg,
loc. cit., p. 447). Aujourd’hui, au contraire, nous croyons que.l evolutlor}
interne de la science mathématique a, malgré les apparences, resserré
plus que jamais I'unité de ses diverses parties, et y a créé une sorte de
~noyau central plus cohérent qu’il n’a jamais été. L'essentiel de cette
évolutbion a consisté en une systématisation des relations existant entre
. les diverses théories mathématiques, et se résume en une tendance qui est
- généralement connue sous le nom de « méthode axiomatique ». ‘
~ On dit aussi parfois « formalisme » ou « méthode formaliste » ; mais
_ il faut dés le début mettre en garde contre le risque d’une confusion que
" provoquent ces mots mal définis, et qui n’est que trop souvent exploitée
par les adversaires de I’axiomatique. Chacun sait que le caracter
des mathématiques est de se présenter sous laspect de cette )
chaine de raisons » dont parlait Descartes ; toute théorie mathématique
st un enchainement de propositions, se déduisant les unes des autres
conformément aux. régles d’une logique qui, pour l'essentiel, est celle
codifiée depuis Aristote sous le nom de «logique formelle », convenable-
ment adaptée aux buts particuliers du mathématicien. C’est donc un
truisme banal de dire que ce « raisonnement déductif » est un principe
d’unité pour la mathématique ; mais une remarque aussi supe%"ﬁ’melle
- ne peut certainement rendre compte de l'apparente complexité \des;
diverses théories mathématiques, pas plus que 'on ne saurait, par exe’mple,
réunir en une science unique la physique et la biologie, sous le .pretexte‘
qu’elles appliquent toutes deux la méthode expérlmenta,l?. Le Ilnod(? de
raisonnement par enchainement de syllogismes n’est qu'un mécanisme
transformateur, applicable indifféremment & toutes sortes de prémisses,
. et qui ne saurait donc caractériser la nature de celles-ci. En d autres-
termes, ¢’est la forme extérieure que le mathématicien donne & sa pensée,
le véhicule qui la rend assimilable & d’autres (1), et, pour tout dire, le
langage propre & la mathématique ; mais il n’y faut pas chercher autre
chose. Codifier ce langage, en ordonner le vocabulaire et en clarifier la
syntaxe, ¢’est faire ceuvre fort utile, et qui constitue effectivement une
face de la méthode axiomatique, celle qu’on peut proprement @ppeler
le formalisme logique (ou, comme on dit aussi, la « logistique »). Maa/s —
et nous insistons sur ce point — ce n’en est gu'une face, et la moins intéres-
sante. . - ' ) o
Ce que se propose pour but essentiel 'axiomatique, c’est p:.rec1’s'emen.t
ce que le formalisme logique, & lui seul, est incapable de fou%“nlr, 1 111’0611%-
gibilité profonde des mathématiques. De méme que la méthode expé-
rimentale part de la croyance a priori en la permanence des lois natu-

(1) Tout mathématicien sait d’ailleurs qu‘une\ démonstration n’est pas véritablement
« comprise » tant qu’en s’est borné & vérifier pas & pas la correction des déductions qui y
figurent, sans essayer de concevoir clairement les idées qui ont conduit & batir cette cham
de déductions de préférence & toute dutre. . &
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relles, la méthode axiomatique trouve son point d’appui dans la convic-
tion que, si les mathématiques ne sont pas un enchainement de syllo-
gismes se déroulant au hasard, elles ne sont pas davantage une collection
d’artifices plus ou moins « astucieux », faits de rapprochements fortuits
oli triomphe la pure habileté technique. La ol I'observateur superficiel
ne voit que deux ou plusieurs théories ‘en apparence trés distinctes, se
prétant, par 'entremise d'un mathématicien de génie, un « secours ir’lat—
“tendu » (Brunschvicg, loc. cit., p. 446), la méthode axibmatique enseigne
a rechercher les raisons profondes de cette découverte, & trouver les idées
communes enfouies sous 'appareil extérieur des détails propres & chacune
des théories considérées, & dégager ces idées et & les mettre en lumidre.

@&

LA NOTION DE « STRUCTURE »

Sous quelle forme va se faire cette opération ¢ C’est ici que I’axioma-
tique va se rapprocher le plus de la méthode expérimentale. Puisant
comme elle & la source cartésienne, elle « divisera les difficultés pour les
mieux résoudre » ; dans les démonstrations d’une théorie, .elle cherchera
a dissocier les ressorts principaux des raisonnements qui y figurent ;
puis, prenant chacun d’entre eux isolément, et le posant en prinoipé
abstrait, elle déroulera les conséquences qui lui sont propres; enfin,
revenant & la théorie étudiée, elle en combinera de nouveau les éléments

- constitutifs précédemment dégagés, et étudiera comment ils réagissent
les uns sur les autres. Il n’y a, bien entendu, rien de neuf dans ce clas-
sique balancement de I’analyse et de la synthése ; toute Poriginalité de la

- méthode réside dans la maniére dont elle est appliquée. .

_Pour illustrer par un exemple le procédé dont nous venons de faire la
description schématique, nous prendrons une des théories axiomatiques
les plus anciennes (et les plus simples), celle des « groupes abstraits ».
Considérons par exemple les trois. opérations suivantes : 1° I’addition
des nombres réels, ol la somme de deux nombres réels (positifs, négatifé
ou nuls) est définie de la maniére ordinaire; 2° la multiplication des
entiers « modulo un nombre premier p », ot les éléments que 'on considére

sont les entiers 1, 2, .., p-1, le « produit » de deux de ces nombres étant -

par convention le reste de la division par p de leur produit au sens ordi-
naire ; 30 la « composition » des déplacements dans ’espace euclidien &
3 dimensions, le « composé » (ou « produit ») de deux déplacements S, T
(pris dans cet ordre), étant par définition le déplacement obtenu en effec-
tuant d’abord le déplacement T, puis le déplacement S. Dans.chacune
de ces trois théories, & deux éléments z, y (pris dans cet ordre) de
Iensemble d’éléments considéré (dans le premier cas I'ensemble des
nombres réels, dans le second 1’ensemble des nombres 1, 2,. ., p-1, dans
~-le troisitme I’ensemble de tous les déplacements) on fait correspondre
(par un procédé particulier & la théorie) un troisiéme élément bien déter-

miné, que nous conviendrons de désigrer symboliquement dans les

v
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trois cas par 2ty (ce sera la somme de z et de y si 2 et y sont des nombres
réels, leur produit « modulo p » si ce sont des entiers =2 p-1, leur « com-
posé » si ce sont des déplacements). Si maintenant on examine les pro-
priétés de cette « opération » dans chacune des trois théories, on constate
qu'elles présentent un remarquable parallélisme ; mais & l'intérieur de
chacune de ces théories, ces propriétés dépendent les unes des autres,
et une analyse de leurs connexions logiques améne & en dégager un petit
nombre qui, elles, sont indépendantes (c’est-a-dire qu’aucune n’est consé-
quence logique de toutes les autres). On peut, par exemple (1), prendre
les trois suivantes, que nous exprimerons avec notre notation symbolique
commune aux trois théories, mais qu’il est trés aisé de traduire dans le
langage particulier & chacune d’elles :

a) Quels que soient les éléments z, y, z, ona xz T (y v 2)=(xTY) v 2
(« associativité » de 1'opération z ~ y) ;

b) 11 existe un élément e tel que, pour tout élément z, on ait,
etz = xte=2x (pour I'addition des nombres réels, c’est le nombre 0 ;
pour la multiplication « modulo p » ¢’est le nombre 1 ; pour la. composi-
tion des déplacements, c’est le déplacement « identique » qui laisse fixe
chaque point de l’espace) ; o

¢) Pour tout élément z, il existe un élément ' tel que x v =’ =
= &' 7 & = ¢ (pour l'addition des nombres réels, z’ est le nombre
opposé — x ; pour la composition des déplacements, z' est le déplace-
ment « inverse » de , ¢’est-a-dire celui qui raméne chaque point déplacé
par x & sa position primitive; pour la multiplication « modulo p »,
lexistence de 2’ résulte d’un raisonnement d’arithmétique trés
simple (2). - '

On constate alors que les propriétés qui sont susceptibles de s’expri-
mer de la méme maniére dans les trois théories, 3 1’aide de la notation
commune, sont des conséquences des trois précédentes. Par exemple,
proposons-nous de démontrer que la relation zty = x T2 entraine
y = z ; on pourrait le faire dans chacune des théories par un raisonne-
ment qui lui soit particulier ; mais on peut procéder comme suit d’une
facon applicable & tous les cas : de la relation # Ty = x vz on déduit
(x' ayant le sens défini ci-dessus) &'t (xty) =2’ 7 (x 72); puis, en
appliquant a), (#' tz) 7ty = (z' Tx)v2; en utilisant c¢), cette relation

géerit e Ty = e 7 2, et enfin, en appliquant b), y = 2, ce qu’il fallait

démontrer. Dans ce raisonnement, nous avons fait totalement abstrac-
tion de la nature des éléments x, ¥, z considérés, c’est-a-dire que nous ne

-

(1) Ce choix n’a rien d’absolu, et on connait de nombreux systémes d’axiomes « équi-

valents » & celui que nous explicitons, les énoncés des axiomes de chacun de ces systémes
_6tant conséquences logiques des axiomes d’un gueleconque des autres systémes.

(2) On remarque que les restes de la division par p des nombres x, 2%,.., 2°,... ne sau-
raient 8tre tous distinets ; en exprimant que deux de ces restes sont égaux, on montre
aisément qu'une puissance 2™ de x a un reste égal & un ; si 2’ est le veste de la division
par p de 2™, on en conclut que le produit « modulo p » de x et de & est égal & 1. .
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nous sommes pas souciés de savoir 8’ils étaient des nombres réels, ou des
entiers < p-1, oudes déplacements ; la seule prémisse qui soit intervenue
est que I'opération z v y sur ces éléments satisfaisait aux propriétés a),
b) et ¢). Ne serait-ce que pour éviter des répétitions fastidieuses, on congoit
donc qu’il est commode de dérouler une fois pour toutes les conséquences
logiques des trois seules propriétés a), b), ¢) ; il faub naturellement, pour
la commodité du langage, adopter une terminologie commune ; on ditr
qu’un ensemble olil’on a défini une opération z t y satisfaisant aux troig

propriéf-es"a‘)“’, b), c) est muni d’une structure de groupe (ou, plus bridve-"

ment, qu’il est un groupe) ; les propriétés a), b), ¢) sont appelées les

axiomes (1) des structures de groupe, et dérouler leurs conséquences, .

c’est faire la théorie axiomatique des groupes.

On peut maintenant faire comprendre ce qu’il faut entendre, d’une
fagon générale, par une structure mathématique. Le trait commun des
diverses notions désignées sous ce nom générique, est qu’elles s’appliquent

& des ensembles d’éléments dont la nature (2) n’est pas spécifiée ; pour

définir une structure, on se donne une ou plusieurs relations, o inter-
viennent ces éléments (3) (dans le cas des groupes, ¢’était la relation
z = z v y entre trois éléments arbitraires) ; on postule ensuite que la ou
les relations données satisfont & certaines conditions (qu’on énumeére)

(1) Il va sans dire qu’iln’y a plus aucun point commun entre ce sens du Mot « axiome »
et le sens traditionnel de « vérité évidente ». : :

(2) Nous nous plagons ici au point de vie « naif » et n’abordons pas les épineuses ques- _

tions, mi-philosophigues, mi-mathématiques, soulevées par le probléme de la « nature »
des « étres » ou « objets » mathématiques. Qu'il nous. suffisede dire qu’au pluralisme initial
dela représentation mentale de ces « étres » — imaginés au début comme des « abstractions»
idéales de I'expérience sensible, et conservant foute Ihétérogénéité de celle-ci — les
recherches axiomatiques du X1x¢ et du xx° siécle ont peu & peu substitus, 13 aussi, une
conception unitaire, ramenant progressivement toutes les notions mathématiques, d’abord
& celle de nombre entier, puis, en une deuxiéme étape, 4 la notion d’ensemble. Cette derniére,
longtemps considérée comme « primitive » et « indéfinissable.» a été 'objet de polémiques
_sans fin, dues & son caractére d’extréme généralité et & la nature trés vague des représenta-
tions mentales qu’elle évoque ; les difficultés ne se sont évanouies que lorsque s’est évanouie
la notion d’ensemble elle-méme (et avec elle, tous les pseudo-problémes métaphysiques
sur les « étres » mathématiques), & la lumidre des récentes recherches sur 1é formalisme

logique ; dans cette nouvelle conception, les structures mathématiques deviennent, -

proprement parler, les seuls « objets » de la mathématique. :

Le lecteur trouvera de plus amples développements sur ce point dans les deux articles
suivants : .

J. DIgvpoNNE : Les méthodes axiomaliques modernes et les fondements des mathéma-
tiques. (Revue Scientifigue, LXXVII (1939), p. 224-232).

H. CARTAX : Sur le fondement logique des mathématiques. (Revue Scientifique, LXXXI
(1943), p. 3-11). .

(8) En réalité, cette définiition des structures n’est pas asses générale pour les besoing
des mathématiques ; il faut aussi envisager le cas oit les relations définissant une structure
auraient-lieu, non entre des éléments de I’ensemble considéré, mais aussi entre des parties
de cet ensemble, et méme, plus généralement, entre des éléments d’ensembles de « degré »
encore plus élevé dans ce qu'on appelle’]’ « échelle des types ». Pour plus de précision sur
ce point, voir nos- Bléments de Mathématique, livre I (fasc. de résultats), Actual. Scient.
et Industr., n°® 846.
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et qui sont les awiomes de la structure erfvisagée (1). Faire la théorie

axiomatique d'une structure donnée, c’est déduire les conséquences
logiques des axiomes de la structure, en s’interdisant toute autre hypothése
sur les éléments considérés (en particulier, toute hypothése sur leur
«nature » propre).

LES GRANDS TYPES DE STRUCTURES.
. f

Les relations qui forment le point de départ de la définition d’une
structure peuvent étre de nature assez variée. Celle qui intervient dans les
structures de groupe est ce qu’on appelle une « loi de composition »,
c’est-a-dire une relation entre trois éléments déterminant le troisiéme
de fagon unique en fonction des deux premiers. Lorsque les relations de
définition d’une structure sont des « lois de composition », la structure
correspondante est appelée structure algébrique (par exemple, une struc-
ture de corps est définie par deux lois de composition, avec des axiomes
convenables : I'addition et la multiplication des nombres réels définissent

~_une structure de corps sur I’ensemble de ces nombres).

Un autre type important est fourni par les structures définies par une
relation d’ordre ; ¢’est cette fois une relation entre deux éléments z, y, qui

de fagon générale zRy. Ici, il n’est plus du tout supposé qu’elle détermine
uniquement un des deux éléments «, ¥ en fonction de autre ; les axiomes
auxquels elle est soumise sont les suivants : @) pour tout z, on a xRz ;
b) les relations Ry et yRx entrainent z = y; ¢) les relations xRy et
yRz entrainent xRz. Un exemple évident d’ensemble pourvu d’une telle
structure est 'ensemble des entiers (ou celui des nombres réels), en rempla-
cant le signe R par le signe —. Mais on observera que nous n’avons pas
inclus dans les axiomes la propriété suivante, qui semble inséparable
de la notion vulgaire d’ «ordre » : « quels que soient z et y, on a xRy ou
yRx ». Autrement dit, on n’exclut pas le cas-ot deux éléments pourraient
8tre incomparables.” Cela peut sembler & premiére vue paradoxal, mais
il est facile de donner des exemples fort importants de structure d’ordre
ou un tel phénomene se présente. C’est ce qui se passe quand X et Y
désignant des parties d'un méme ensemble, la relation XRY signifie
« X est contenu dans Y » ; ou encore quand z et y étant des entiers > 0,
xRy signifie-« x divise ¥ » ; ou enfin lorsque, f (z) et g (x) étant des fonc-
tions réelles définies dans un intervalle a =z < b, f (z) R g () signifie
« quel que soit z, f( z) = ¢ (z) ». Ces exemples montrent en méme temps
la grande variété des domaines ol interviennent les structures d’ordre,
et font pressentir I'intérét de leur étude.

(1) Dans le cas des groupes, il faudrait en toute rigueur compter comme axiome,
en dehors des propriétés a), b), ¢) énoncés ci-dessus, le fait que la relation z = » © y déter-
mine un z et un seullorsque % et y sont donnés ; d’ordinaire on considére que cette propriété

“est tacitement impliquée par Vécriture de cette relation.

" 8’énonce le plus souvent « z est au plus égal & y », et que nous noterons -

.
-
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Nous dirons encore quelques mots d’un troisiéme grand type de
structures, les structures topologiques (ou topologies) : elles fournissent
une formulation mathématique abstraite des notions intuitives de
voisinage, de limite et de continuité, auxquelles nous conduit notre concep-
tion de ’espace. L’effort d’abstraction que nécessite ’énoncé des axiomes
d’une telle structure est ici nettement supérieur & ce qu’il était dans les
exemples précédents, et le cadre de cet exposé nous oblige & renvoyer aux
traités spéciaux les lecteurs désireux de précisions sur ce point (1).

LA STANDARDISATION DE L’OUTILLAGE MATHEMATIQUE.

Nous pensons en avoir assez dit pour permettre au lecteur de se faire
une idée assez précise de la méthode axiomatique. Son trait le plus sail-
lant, d’aprés ce qui précéde, est de réaliser une économie de pensée consi-
dérable. Les « structures » sont des outils pour le mathématicien ; une
fois qu’il a discerné, entreles éléments qu’il étudie, des relations satis-
faisant aux axiomes d’une structure d’un type connu, il dispose aussitot
de tout larsenal des théorémes généraux relatifs aux structures de ce
type, 1& oll, auparavant, il devait péniblement se forger lui-méme des
moyens d’attaque dont la puissance dépendait de son talent personnel,
et qui s’encombraient souvent d’hypothéses inutilement restrictives,
provenant des particularités du probleme étudié. On pourrait donc dire
que la méthode axiomatique n’est autre que le « systéme Taylor »:defs
mathématiques. : .

" Mais c’est’ 14 une comparaison insuffisante ; le mathématicien ne
travaille pas machinalement, comme I'ouvrier a la chaine ; on ne saurait

_ trop insister sur le role fondamental que joue, dans ses recherches,

une intuition particuliére (2), qui n’est pas 'intuition sensible vulgaire,
mais plutét e sorte de divination directe (antérieure & tout raisonne-

ment) du comportement normal qu’il semble én droit d’attendre, de la.

part d’étres mathématiques qu'une longue fréquentation lui a rendu
presque aussi familiers que les étres du monde réel. Or, c!aaque structure
apporte avec elle son langage propre, tout chargé de résonances intui-
tives particuliéres, issues des théories d’oli I'a dégagée I'analyse axioma-
tique que nous avons décrite plus haut ; et pour le chercheur qui brusque-
ment découvre cette structure dans les phénoménes qu’il étudie, c’est
comme une modulation subite orientant d’un seul coup dans une direc-
tion inattendue le courant intuitif de sa pensée, et éclairant d’un jour
nouveau le paysage mathématique ol il se meut. Qu’on songe — pour
prendre un exemple ancien — au progrés réalisé au début du xIx® siecle
par la représentation géométrique des imaginaires ; de notre point de vue

(1) Voir par exém‘ple nos Eléments, livre 111, introduction et chapitre 1. dctual, Scient.
et Industr., n° 858). - : o
. {2) Intuition qui d’ailleurs se trompe souvent, comme toute intuition.
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c’était découvrir dans I’ensemble des nombres complexes une structure
topologique bien connue, celle du plan euclidien, avec toutes les possi-
bilités d’application qu’elle comportait, et qui, entre les mains de Gauss,
Abel, Cauchy et Riemann, renouvelérent I’Analyse en moins d’un siécle.

De tels exemples se sont multipliés dans les 50 derniéres années ;
espace de Hilbert, et plus généralement espaces fonctionnels, introduisant
les structures topologiques dans des ensembles d’éléments qui n’étaient
plus des points, mais des fonctions; — nombres p-adiques de Hensel,
ou, chose plus étonnante encore, la topologie envahit ce qui était jus-
qu’alors le régne du discref, du discontinu par excellence, ’'ensemble des
nombres entiers ; — mesure de Haar, élargissant démesurément le champ

- d’application de la notion d’intégrale, et permettant une analyse trés

profonde des propriétés des groupes continus; — autant de moments
décisifs du progres des mathématiques, de tournants ol un éclair de génie
a décidé de 'orientation nouvelle d’une théorie, en y révélant une struc-
ture qui ne paraissait pas a priori y jouer un role. -

. C’est dire que, moins que jamais, la mathématique est réduite & un
jeu purement mécanique de formules isolées ; plus que jamais, I'intuition
régne en maitresse dans la genése des découvertes ; mais elle dispose désor-
mais des puissants leviers que lui fournit la théorie des grands types de
structures, et elle domine d'un seul coup d’eeil d’immenses domaines
unifiés par Paxiomatique, ot jadis semblait régner le plus informe chaos.

UNE VUE D’ENSEMBLE.
Guidés par la conception axiomatique, essayons done de nous représen-
ter I'ensemble de I'univers mathématique. Certes, nous n’y reconnaitrons
plus guere l'ordre traditionnel, qui, tel celui des premidres nomenclatures
des espéces animales, se bornait & ranger cote & cote les théories qui pré-
sentaient le plus de ressemblances extérieures. Au lieu des comparti-
ments bien délimités de I’ Algébre, de I’Analyse, de la Théorie des Nombres
et de la Géométrie, nous verrons, par exemple, la théorie des nombres
premiers voisiner avec celle des courbes algébriques, ou la géométrie
euclidienne avec les équations intégrales ; et le principe ordonnateur sera
la conception d’une hiérarchie de structures, allant du simple au complexe,

du général auparticulier.

. Au centre sont les grands types de structures, dont nous avons énu-
méré tout & I’heure les principaux, les structu néres, pourrait-on dire.
Dans chacun de ces types régne déji une assez grande diversité, car il
faut y distinguer la structure la plus générale du type considéré, avec le
plus petit nombre d’axiomes, et celles qu'on obtient en ’enrichissant

‘d’axiomes supplémentaires dont chacun.apporte sa moisson de nou-

velles conséquences. C’est ainsi que la théorie des groupes, outre des
généralités valables pour tous les groupes et ne dépendant que des
axiomes énoncés plus haut, comporte une théorie particuliére des groupes
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finis (oul’on ajoute 'axiome que le nombre d’éléments du groupe est fini),
une théorie particuliére des groupes abéliens (ot l'on azty =y
quels que soient z, y), ainsi qu'une théorie des groupes abéliens finis
(ot ces deux axiomes sont supposés vérifiés simultanément). De méme,
dans les ensembles ordonnés, on distingue ceux ot (comme pour 1’ordre
des entiers ou des nombres réels), deux éléments quelconques sont compa-
rables, et qui sont dits fotalement ordonnés ; parmi ces derniers, on étudie
plus particuliérement encore les ensembles dits bien ordonnés (dans les-
quels, comme pour les entiers > 0, tout sous-ensemble a un « plus petit
élément »). Il y a une gradation analogue dans les structures topologiques.

Au dela de ce premier noyau, apparaissent les structures qu’on pour-

rait appeleér multiples, ot interviennent & la fois deux ou plusieurs des -

grandes structures-meres, non pas simplement juxtaposées (ce quin’appor-
terait rien de nouveau), mais combinées organiquement par un ou plu-
sieurs axiomes qui les relient. C’est ainsi qu’on connait 'algébre topo-
logique, -6tude de structures ou figurent & la fois une ou plusieurs lois de
composition et une topologie, reliées par la condition que les opérations
algébriques soient fonctions continues (pour la topologie considérée)
des éléments sur lesquels elles portent. Non moins importante est la

topologie algébrique, ou certains ensembles de points de Pespace, définis

par des propriétés topologiques (simplexes, cycles, etc.) sont pris eux-
mémes comme éléments sur lesquels viennent opérer des lois de composi-
tion. La combinaison des structures d’ordre et de 1’algébre est, elle aussi,
fertile en résultats, conduisant, d’'un c¢6té & la théorie de la divisibilité
et des idéaux, de Pautre & 1'Intégration et & la « théorie spectrale » des
opérateurs, ou la topologie vient aussi jouer son réle.

Plus loin commencent enfin & proprement parler les théories parti-
culiéres, ou les éléments des ensembles que l'on considére, jusqu’ici
totalement indéterminés dans les structures générales, regoivent une
individualité plus caractérisée. C’est ici que 'on rejoint les théories de la
mathématique classique ; analyse des fonctions de variable réelle’ ou
complexe, géométrie différentielle, géométrie algébrique,- théorie des
nombres ; mais elles ont perdu leur autonomie d’autrefois, et sont mainte-

nant des carrefours ol viennent se croiser et agir les unes sur les autres
de nombreuses structures mathématiques plus générales. :
~Pour garder une juste perspective, il nous faut, aprés cette rapide
esquisse, ajouter aussitét qu’elle ne doit étre considérée que comme une
approximation trés grossiére de I'état actuel des mathématiques, tel qu’il
est en réalité ; elle est & la fois schématique, idéalisée et figée. : '

Schématique — car dans le détail, les choses ne se passent pas aussi
simplement ni aussi réguliérement que nous avons paru le dire ;il'y a
entre autres d’inattendus retours en arriére, ot une théorie tout & fait
particuliére comme celle des nombres réels vient préter une aide indispen-
sable & I'édification d’une théorie générale comme la Topologie ou I'Inté-
gration. ‘ ‘ :

Tdéalisée — car il s’en faut que, dans toutes les parties des mathé-
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matiques la part exacte de chacune des grandes structures soit parfaite-
ment reconnue et délimitée ; dans certaines théories (par exemple en
Théorie des Nombres), il subsiste de trés nombreux résultats isolés qu’on
ne sait jusqu’ici classer ni relier de facon satisfaisante & des structures
connues. ,

Figée enfin — car rien n’est plus éloigné de la méthode axiomatique
qu’une conception statique de lascience, et nous ne voudrions pas laisser
croire au lecteur que nous avons prétendu retracer un état définitif de -
celle-ci. Les structures ne sont immuables ni dans leur nombre ni dans
leur essence ; il est trés.possible que le développement ultérieur des mathé-
matiques augmente le nombre des structures fondamentales, en révélant
la fécondité de nouveaux axiomes, ou.de nouvelles combinaisons
d’axiomes, et on peut d’avance escompter des progrés décisifs de ces
wnwentions de structures, si ’on en juge d’aprés ceux qu’ont apportés les
structures actuellement connues ; d’autre part ces derniéres ne sont en
aucune maniére des édifices achevés; et il serait trés surprenant que tout
le suc de leurs principes fiit d’ores et déja épuisé.

Ainsi, avec ces indispensables correctifs,” peut-on mieux prendre
conscience de la vie interne de la mathématique, de ce qui fait & la fois
son unité et sa diversité ; telle une grande cité, dont les faubourgs ne
cessent de progresser, de facon quelque peu chaotique, sur le terrain
environnant, tandis que le centte se reconstruit périodiquement, chaque
fois suivant un plan plus clair et une ordonnance plus majestueuse,
jetant & bas les vieux quartiers et leurs dédales de ruelles, pour lancer
vers la périphérie des avenues toujours plus directes, plus larges et plus
commodes. :

Ce
’

RETOUR SUR LE PASSE ET CONCLUSION.

La conception que nous avons tenté d’exposer ci-dessus ne s’est pas
formée d’un seul coup, et n’est que le terme d’une évolution qui s’est
poursuivie depuis plus d’un demi-siécle, et n’a pas été sans rencontrer
.de sérieuses résistances, tant chez les philosophes que chez les mathéma-
ticiens eux-mémes. Beaucoup de ces derniers n’ont pendant. longtemps
consentl & voir dans 'axiomatique que de vaines subtilités de logiciens,
incapables de féconder une théorie quelconque. Cette critique s’explique
sans doute par un pur accident historique : les premiéres axiomatisatiqns,
et qui eurent le plus de retentissement (celles de larithmétique avec
Dedekind et Peano, de la géométrie euclidienne avec Hilbert) portaient
sur des théories univalentes, c’est-d-dire telles que le systéme global
de leurs axiomes les déterminait entiérement, et n’était par suite suscep-
tible de s’appliquer & aucune théorie autre que celle d’ot1 on I'avait extrait
(au rebours de ce que nous avons vu pour la théorie des groupes, par
exemple) ; §’il en avait été ainsi pour toutes les structures, le reproche de
stérilité adressé & la méthode axiomatique aurait été pleinement justi-
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fié (1). Mais celle-ci a prouvé le mouvement en marchant ; et les répu-
gnances que I’on constate encore ¢a et 13 ne s’expliquent que par la peine
qu’éprouve naturellement l'esprit 4 admettre que, devant un probléme
concret, une forme d’intuition autre que ‘celle directement suggérée par
les données (et qui ne s’obtient souvent que par une abstraction supérieure
et parfois difficile) puisse se montrer également féconde.

Quant aux objections des philosophes, elles portent surtout sur un
terrain ol nous aurions garde, faute de compétence, de nous aventurer
sérieusement ; le grand probléme des rapports du monde expérimental
et du monde mathématique (2). Qu’il y ait une connexion étroite entre

les phénoménes expérimentaux et les structures mathématiques, c’est

ce que semblent bien confirmer de la fagon la plus inattendue les décou-
vertes récentes de la physique- contemporaine ; mais nous en ignorons
totalement les raisons profondes (si tant est qu’on puisse donner un sens
A ces termes), et nous les ignorerons peut-étre toujours. Il est en tout cas
une constatation qui pourrait, sur ce point, incitér & I'avenir les philo-
sophes & plus de prudence : avant les développements révolutionnaires
de la physique moderne, on a dépensé beaucoup de peine pour vouloir
4 toute force faire sortir les mathématiques de vérités expérimentales,
notamment d’intuitions spatiales immédiates ; mais d’une part la phy-
sique des quanta a montré que cette intuition « macroscopique » du réel
couvrait des phénoménes « microscopiques » d’une tout autre nature,
relevant de branches des mathématiques qui n’avaient certes pas été
imaginées en vue d’applications aux sciences expérimentales ; et d'un
autre c6té, la méthode axiomatique a montré que les « vérités » dont on
voulait faire le pivot des mathématiques n’étaient que des aspects trés

spéciaux de conceptions générales qui n’y limitaient nullement leur

portée. Si bien qu'en fin de compte, cette intime fusion dont on nous’
faisait admirer I’harmonieuse nécessité, n’apparait plus que comme un
contact fortuit de deux disciplines dont les liens sont beaucoup plus
cachés qu’on ne pouvait le supposer a priors.

Dans la conception axiomatique, la mathématique apparait en somme
comme un réservoir de formes abstraites — les structures mathématiques ;
et il se trouve — sans qu’on sache bien pourquoi — que certains aspects.
de 1a réalité expérimentale viennent se mouler en certaines de ces formes,

(1) On a aussi assisté, surtout aux débuts de Paxiomatique, & une floraison de struc-
tures tératologiques, totalement dénuées d’applications, et dont le seul mérite était de
montrer la portée exacte de chaque axiome en observant ce qui se passait quand on le
supprimait ou quand on le modifiait. On pouvait évidemment étre tenté d’en conclure
que ¢’étaient 13 les seuls produits qu’il convenait d’attendre de la méthode !

(2) Nous n’abordons pas ici les objections soulevées par I'application des régles de la
logique formelle aux raisonnements des théories axiomatiques ; elles se rattachent aux
difficultés logiques rencontrées par la Théorie des Ensembles. Signalons simplement que
ces difficultés peuvent se surmonter d’une maniére qui ne laisse subsister-aucun malaise,
ni aucun doute sur la correction des raisonnements ; on pourra consulter la-dessus les
articles de H. CarTaN et J. DIRUDONNE cités plus-haut.
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eomme par une sorte de préadaptation. Il n’est pas niable, bien entendu
que la ’plupart de ces formes avaient & l'origine un contenu intuitif
bien déterminé ; mais c’est précisément en les vidant volontairement
de ce contenu qu’on a su leur donner toute Pefficacité qu’elles portaient
en puissance, et qu’on les a rendues susceptibles de recevoir des interpré-
tations nouvelles, et de remplir pleinement leur réle élaborateur,

) C’est seulement avec ce sens du mot « forme » qu’on peut dire que la
méthode axiomatique est un « formalisme » ; I'unité qu’elle confére & la

~ mathématique, ce n’est pas 'armature de la logique formelle, unité de

squelette sans vie; c’est la séve nourriciére d’un organisme en plein
développement, le souple et fécond instrument de recherches auquel

. ont consciemment travaillé, depuis Gauss, tous les grands penseurs des

mathématiques, tous ceux qui, suivant la formule de Lejeune-Dirichlet,
ont toujours tendu & « substituer les idées au calcul ». '

Nicoras BourBAKI.




