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Enoncé des questions

Toute documentation interdite, a I’exception des notes manuscrites ou copie
des notes de cours.

L’examen comporte trois parties ; vous devez répondre a toutes les questions
de chacune des trois parties. L’examen sera corrigé sur un total de 20 points.

Partie 1 : La sommes des angles d’un triangle [7 pts]

Vous trouverez en annexe 1 deux propositions tirées des Eléments d’Euclide. Reportez-vous y pour
répondre aux questions suivantes :

a) [2 pts] Rédigez un commentaire détaillé de la preuve de la proposition 16.

b) [1 pt] Expliquez pourquoi cette proposition ne suffit pas a démontrer que la somme des
angles d’un triangle est égale a deux droits.

c) [2 pts] Rédigez un commentaire de la preuve de la proposition 32.

d) [1 pt] Cette proposition dépend-elle de la 5° demande d’Euclide ? Argumentez votre réponse.
Si c’est oui, expliquez comment. Si c’est non, expliquez pourquoi.

e) [1 pt] Dans son traité sur la théorie des paralleles, quelle conclusion Lobatchevski tire-t-il a
propos de la somme des angles d’un triangle ?

1/6



Partie 2 : Résolution de I’équation du second degré chez Descartes [7 pts]

Vous trouverez en annexe 2 un extrait de la Géométrie de Descartes. Reportez-vous y pour répondre
aux questions suivantes :

a)
b)
c)

d)

[1 pt] Quelle est, en notation moderne, I’équation algébrique dont Descartes cherche a
construire une solution ?

[2 pts] Montrez que la construction proposée par Descartes donne bien la solution
demandée.

[2 pt] Comment interprétez-vous algébriquement le dernier paragraphe ? Pourquoi
Descartes dit-il que I’équation n’a aucune solution ?

[2 pts] Quelle est I'importance de cette construction pour Descartes ? [Indice : référez-vous a
la définition donnée des problémes plan par Descartes.]

Partie 3 : Le conventionalisme de Poincaré [9 pts]

Vous trouverez en annexe 3 un extrait d’un texte de Poincaré. Reportez-vous y pour répondre aux

questions suivantes :

a)

b)

c)

d)

[1 pt] Pourquoi Poincaré affirme-t-il que les axiomes de la géométrie ne sont pas des vérités
expérimentales ?

[1 pt] Lorqu’il écrit que ce ne sont pas non plus des jugements synthétiques a priori, a la
pensée de quel philosophe influent fait-il référence ?

[1 pt] La solution de Poincaré est de dire que les axiomes de la gé¢ométrie sont des
conventions, qu’ils ne sont ni vrais ni faux, seulement commodes. Cette conviction est-elle
partagée par Einstein ? Expliquez pouquoi.

[3 pts] Rédigez une courte synthése des apports des grands mathématiciens suivants au sujet
des géométries non euclidiennes : Gauss, Bolyai, Lobatchevski, Beltrami, Riemann et Hilbert ?
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ANNEXE 1 : Euclide
'PROPOSITION XVI
Ayant prolongé tn cété d’un triangle quelcongue , V'angle extérieur est plus
grand que chacun des angles intérieurs et opposés.

~Soit le triangle ABr, prolongeons le cété Br vers a; je dis que Pangle
extérieur Ara est plus grand que chacun des angles intérieurs et opposés

TBA, BAT,

\ .

Partageons Ia droite AT en deux parties égales en & (10); et ayant jointla -
droite BE, prolongeons-la vers z, faisons £z égal & BE (3), joignons la droite zr; et

prolongeons Ar vers H. . ,
~ Puisque AE est égal 2 Er, et BE égal 2 Bz, les deux droites AE, EB sont égales'aux
' :deug droites IE, Ez, chacune & chacune; mais Vangle AEB est égal 4 I'angle zEr (15) ’
 puisqu’ils-sont au sommet; donc la base aB est égale 2 la base zr (4); le triangle

ABE est égal au triangle zEr, et les angles restans, soutendus par les cétés égaux,

sont égaux chacun i chacun; donc Yangle BAE est égal a Vangle Erz (not. g );

‘mais 'angle Era est plus grand que P'angle £rz; donc Pangle ara est plus grand

que'l’anglg BAE. Si on partage le cé;é.-Bi' en deux parties égales, on démontrera

semblablement que I'angle Bru » C'est-a-dire ara, est plus grand que Vangle asr,

Done, etc. - S :

7
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PROPOSITION XXXIL

" Ayant prolongé un cété d’un triangle quelconque, V'angle. extérieur est égal
- aux deux angles intérieurs et.opposés; et les trois angles intérieurs du triangle
sont ¢gaux 4 deux droiis. |
Soit le triangle 43r; et prolongeons Ie c6té Br en 4; je dis que I'angle exté-
rieur ATA est égal aux anglés intérieurs et opposés TAB, ABT; et que les trois
angles intérieurs ABI‘, BrA, TAB sont égaux i deux droits.

. A

E

B T A
Menons, par le point T, la droite rE paralléle i 4B (31). _
Puisque 4B est. paralléle & TE, et que AT tombe sur ces droites, les angles
alternes BAT , ATE sont égaux entr'eux (29)- De plus, puisque la droite AB est
paraliéle %l la droite TE, et que la droite BA tombe sur ces droites, l’angle exté-
rieur ErA est égal 4 I'angle intérieur et opposé aBr. Mais on a démontré que
T, T - : 7 . ”
._ l,angle ATE est égal & I'angle Bar; donc I'angle exiérieur Ara est égal aux deux
angles intérieurs et opposés BAT, ABr. | '
~ Ajoutons Pangle commun ATB; les angles ATa, ATB seront égaux aux trois
 angles ABr, Bra, T4B. Mais les angles 4ra, ATB sont égaux 4 deux droits (13); donc
les angles ars, TBA, TAB sont égaux i deux droits. Donc, etc.
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ANNEXE 2 : Descartes.

Source : René Descartes, La Géométrie, 1637.

-

A

-

L M

Enfin fii'ay

£ ag--bb:
ie fais NL efgale 2 { o, & LM
efgale 2 5 céme deuat, puis,au lieu
deioindre les poins M N, ie tire
M QR paralleleaL N. & ducen-
tre Npar L ayant defcrit vn cer-
cle qui la couppe aux poins Q &
R, la ligne cherchée g et MQ
oubiée M R, carence caselle s’ex-

prime en deux fagons,afgauciry 0 ya 7 Laa--bé,
&303za--7 3% aa--bb

Etfile cercle, qul ayant fon centre au point N, paffe
parle point L, ne couppe ny ne touche la lxgne droite
MQR, iln’yaaucune racine en’Equation, de fagon
qu'on peut affurer que la conftru@ion du problefme
propof€ eft impoflible.
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ANNEXE 3 : Poincaré.

Henri Poincaré, « Les GEométries non euclidiennes », La Science et I’hypothese,
Flammarion, Paris, 1902, p. 70.

Devons-nous conclure que les axiomes de la géo-
métrie sont des vérités expérimentales ? Mais on n’ex-
périmente pas sur des droites ou des circonférences
idéales ; on ne peut le faire sur des objets matériels.
Sur quoi porteraient donc les expériences qui servi-
raient de fondement a la géométrie ? La réponse est
facile.

Nous avons vu plus haut que lon raisonne
constamment comme si les figures géométriques se
comportaient 4 la maniére des solides. Ce que la géo-
métrie emprunterait 3 Pexpérience, ce seraient donc
les propriétés de ces corps.

Les propriétés de la lumiére et sa propagation recti-
ligne ont été aussi 'occasion d’oli sont sorties quel-
ques-unes des propositions de la géométrie, et en par-
ticulier celles de la géométrie projective, de sorte qu'a
ce point de vue on serait tenté de dire que la géome-
tric métrique est Pétude des solides et que la géomeé-
trie projective est celle de la lumicre.

Mais une difficulté subsiste, et elle est insurmon-
table. Si la géométrie était une science expérimentale,
elle ne serait pas une science exacte, elle serait sou-
mise i une continuelle révision. Que dis-je ? elle serait
dés aujourd’hui convaincue d’erreur puisque nous
savons qu’il n’existe pas de solide rigoureusement
invariable.

Les axiomes géométriques ne sont donc ni des jugements syn-
thétiques & prioti, ni des fasts expérimentaux.
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