Topologie et Calcul Différentiel
L3 MASS U1CD35
Partiel du 4 Novembre 2010

Durée: 2h30. L’usage de tout document, calculatrice ou téléphone est interdit.
Le baréme indiqué ci-dessous peut faire [’objet de modifications.

Tout calcul ou résultat doit étre rigoureusement justifié. Une attention particuliere sera
portée a la qualité de la rédaction.

Exercice 1 (Questions de cours, 3 points)

1. Soient (E, || ||g) et (F, || ||r) deux espaces vectoriels normés. Donner la définition de la
norme subordonnée sur I'espace des applications linéaires continues L.(E, F').

2. Donner deuz définitions (équivalentes) d’un espace connexe.

3. Existe-t-il des applications continues de R dans R qui ne sont pas uniformément con-
tinues 7 Si oui, donner un exemple.

4. Existe-t-il des applications continues de [0, 1] dans R qui ne sont pas uniformément
continues 7 Si oui, donner un exemple.

5. Donner la définition d’une suite de Cauchy.

Exercice 2 (9 points)

Soit (F,dg) un espace métrique. Pour toute partie A non-vide de E, et tout x € F, on
définit la distance de x a A par

d(z,A) = Zijlgng(:r,y). (1)

1. On suppose dans cette question seulement que E = R (la distance étant donnée par la
valeur absolue de la différence). Donner un exemple de point = et de partie A tels que
la borne inférieure dans (1) n’est pas atteinte.

2. Soit A un fermé non-vide de F. Soit x € E. Montrer que x € A si et seulement si
d(z,A) =0.

3. Soit A un compact non-vide de E. Soit x € E. Montrer qu’il existe a € A tel que
d(xz,A) = dg(z,a).



4. Soient K; et K, deux compacts non-vides de F. On introduit

p(K1, K2) = sup d(z, K>).

€K1
Montrer qu’il existe x; € K et x5 € K tels que p(K7, K) = dg(x1, z2).
5. Montrer que p(K7, K3) = 0 si et seulement si K7 C K.

6. Soit £ I'ensemble des parties compactes non-vides de E. Montrer que ’application
0:& ng—>R+, 5(K1,K2) :max(p(Kl,Kg),p(Kg,Kl))

définit une distance sur £.

Exercice 3 (6 points)

mip Mi2

Soit Ms(R) l'espace des matrices M =
ma1 M2

> a coefficients réels. On rappelle que la
norme || ||; sur R? est définie par
el = o] + [2].

1. On note, pour tout M € My(R),

M
IM|s = sup M
zeR2\{0} Hx ||1

Rappeler pourquoi || ||s est une norme sur Ms(R).
2. On pose a = max(|mq1| + |mai|, |maz| + |maz)).

(a) Montrer que |[M||s < a.
(b) Trouver un vecteur z tel que |[Mz||; = af|z|/;. En déduire ||M|s = «.

Indication: distinguer deux cas.

3. On note, pour tout M € My(R),
IMIlp = [ Y |myl>

Montrer que ||||r est une norme sur Ms(R) (il s’agit de la norme de Frobenius).

Indication: Identifier My(R) a R*.



4. Montrer qu’il existe ¢, C' > 0 tels que: pour tout M € Ms(R),

c||Mlls < [[M|lp < ClM|s.

| 7. En déduire qu’il n’existe pas de norme || || sur R? telle que: pour

5. Caleuler || (§9)
(R),

tout M € M,

M
M = sup 12
z€R2\{0} ||$||

Exercice 4 (6 points)

On note E = C°(]0, 1]) I'espace des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs réelles.

1. On note, pour tout f € F,
[fllee := sup |f(z)].

z€[0,1]

Montrer que || || est une norme sur F.

2. Soit n € N. Soit P, := {Pjo,1, P polynome de degré < n}. Calculer I'adhérence de
P,, dans E.

3. Calculer 'intérieur de P,, dans E.

4. Soit P! = {P € P,, P(1/2) # 0}. Montrer que P/, est un ouvert de P,. Est-ce un
ouvert de £ 7

5. Déterminer les composantes connexes de P,.



