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Résuḿe. On cherchèa donner une construction aussi simple que possible d’un borélien donńe d’un produit de deux espace

polonais. D’òu l’introduction de la notion de classe de Wadge potentielle. Onétudie notamment ce que signifie “ne pas

être potentiellement ferḿe”, en montrant des résultats de type Hurewicz. Ceci nous amène naturellement̀a des th́eor̀emes

d’uniformisation partielle, sur des parties “grosses”, au sens du cardinal ou de la catégorie.

0 Introduction.

La notion de classe de Wadge permet de mesurer la complexité topologique d’un borélien d’un
espace polonais de dimension 0. On peut se demander si la complexité d’un boŕelien donńe ne
diminue pas en raffinant la topologie polonaise de l’espace ambiant. Comme on le verra au tout
début, la ŕeponse est positive : tout borélien peut̂etre rendu ouvert.

Mais la question analogue se pose avec des topologies produit, notamment lors de l’étude des
relations d’́equivalence boréliennes ; d’òu l’introduction de la notion de classe de Wadge potentielle
(on d́etaillera ce lien dans le chapitre 1). Après avoir effectúe quelques rappels etétabli quelques pro-
priét́es de base, on donne une nouvelle démonstration d’un premier résultat d’uniformisation partielle,
déjà prouv́e par Przymusiński : une condition ńecessaire et suffisante pour qu’un borélien contienne
un graphe de fonction borélienneà image non d́enombrable. Ensuite, on verra qu’à chaque niveau de
complexit́e on peut trouver un borélien dont la complexit́e ne diminue pas.

Suiteà quoi on chercheràa savoir si certains résultats vrais pour les classes de Wadge peuvent
être adapt́es aux classes de Wadge potentielles. En l’occurrence, il s’agit d’une part de voir si cette
notion correspond̀a une ŕeduction, comme dans le cas des classes de Wadge classiques, et on verra
que non. D’autre part, on cherchera ensuiteà savoir si on peut obtenir des résultats de type Hurewicz,
c’est-̀a-dire : ne paŝetre d’une classe donnée, c’est̂etre au moins aussi compliqué que des exemples
de ŕeférence n’́etant pas de cette classe.

On obtiendra des résultats partiels pour les potentiellement fermés, et pour les petites classes
de Wadge (notamment, on caractérisera les boŕeliens potentiellement ferḿes parmi les boŕeliensà
coupes d́enombrables,̀a l’aide d’ensembles localementà projections ouvertes).

Ce qui nous am̀eneraà de nouveaux résultats d’uniformisation, pour des ensemblesà coupes
maigres et desGδ denses, dont le but est d’obtenir d’autres caractérisations que celleśevoqúees ci-
dessus.
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1 Notations et rappels.

On utilisera les notations standard de la théorie descriptive des ensembles, qui peuventêtre
trouvées dans [Mo]. Par exemple, on noteraD2(Σ0

1) la classe des différences de deux ouverts.

Γ désignera une famille d’ensembles, etΓdX les parties deX qui sont dansΓ. Par exemple,
∆1

1d2ω désignera l’ensemble des boréliens de2ω.

Dans un espace polonais récursivement pŕesent́e,Σ désignera la topologie engendrée par lesΣ 1
1

(c’est la topologie de Gandy-Harrington),∆ la topologie engendrée par les∆1
1, ce qu’on pourra noter

aussi≺ ∆1
1 � (cette topologie est polonaise : cf [Lo4]).

Si X est un tel espace, on poseΩX :={x ∈ X / ωx1 = ωCK
1 }. Rappelons (cf [Mo]) queΩX est

Σ 1
1 , et unΣ -ouvert dense (cf [Lo1]). Les traces desΣ 1

1 surΩX sont∆0
1d(ΩX ,ΣdΩX) ; en effet, si

A estΣ 1
1 contenu dansΩX etf est∆1

1 telle quef(x) ∈WO ⇔ x /∈ A, on a

x /∈ A⇔ x /∈ ΩX ou [x ∈ ΩX et∃ξ < ωCK
1 (f(x) ∈WO et |f(x)| ≤ ξ)].

L’espace(ΩX ,ΣdΩX) est donc̀a base d́enombrable d’ouverts-ferḿes, donc ḿetrisable śeparable ; on
sait (cf [Lo1]) que c’est un espace fortementα-favorable, donc c’est un espace polonais, de dimension
0 par ce qui pŕec̀ede.

SiX etY sont des espaces topologiques,ΠX (resp.ΠY ) désignera la projection deX ×Y surX
(resp.Y ). Le symboleδ(C) désignera le diam̀etre deC pour une distance qui rende complet l’espace
polonais ambiant.

Par ailleurs, je renvoie le lecteurà [Ku] et [Mo] pour ce qui concerne les notions de base en
topologie, en th́eorie descriptive et en théorie effective, et̀a [W] et [Lo2] pour les ŕesultats sur les
classes de Wadge, qui seront rappelés en cas de besoin. Rappelons tout de même certains de ces
résultats.

SoitP0 (resp.P ) un espace polonais de dimension 0, etA0 (resp.A) un boŕelien deP0 (resp.P ).
On dira queA est dans laclasse de Wadge engendrée par A0 (not́ee〈A0〉) s’il existe une fonction
continuef deP dansP0 telle queA = f−1(A0).

Si Γ est une famille d’ensembles, on noteraΓ̌ := {Ǎ / A ∈ Γ}. Par exemple,̌Σ0
1 = Π0

1. On dira
queΓ est auto-duale siΓ = Γ̌.

Soit Γ une famille de boŕeliens d’espaces polonais de dimension 0, stable par image réciproque
continue. On montre queΓ est une classe de Wadge non auto-duale si et seulement siΓ admet un
universel. Ainsi les classes de Baire additives et multiplicatives sont des classes de Wadge non auto-
duales, par exemple.
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On ordonne les classes de Wadge par l’inclusion ; ce qui préc̀ede montre que cet ordre n’est
pas total : deux classes de Wadge non auto-duales duales l’une de l’autre sont incomparables. On a
cependant le th́eor̀eme de Wadge : siΓ1 etΓ2 sont des classes de Wadge, alorsΓ1 ⊆ Γ2 ouΓ2 ⊆ Γ̌1.
Cet ordre est́egalement bien fond́e. On sait aussi qu’une classe de Wadge non auto-duale a pour
successeur une classe de Wadge auto-duale, et qu’une classe de Wadge auto-duale a pour successeurs
deux classes de Wadge non auto-duales duales l’une de l’autre.

On montreégalement que siΓ est non auto-duale,2ω contient un vraiΓ, c’est-̀a-dire unélément
deΓ \ Γ̌.

Si F est ferḿe dans l’espace polonaisP de dimension 0, dire queA est dansΓdF équivautà
affirmer l’existence deB dansΓdP tel queA = B ∩ F .

Enfin, siξ est un ordinal d́enombrable non nul, on note∆0
ξ-PU(Γ) la classe suivante :

{
⋃
n∈ω

An ∩ Un / (Un) ∆0
ξ-partition,An ∈ Γ}.

On montre que siΓ est une classe de Wadge,Γ = ∆0
1-PU(Γ), et que si de plusΓ 6= {∅} et Γ̌ 6= {∅}, il

existe un plus grand ordinal dénombrableξ tel queΓ = ∆0
ξ-PU(Γ), appeĺeniveau deΓ (on convient

que{∅} et {̌∅} sont de niveau 0).

Rappel 1.1 (a) [Ku] Si X est un espace polonais et(Bn) une suite de boréliens deX, il existe une
topologie polonaise surX, plus fine que la topologie initiale, rendant lesBn ouverts.

(b) [Lo3] Si (X,σ) et Y sont des espaces polonais etB un boŕelien deX × Y ayant ses coupes
verticalesΣ0

ξ , il existe une topologie polonaiseσ′ surX, plus fine queσ, telle queB soit Σ0
ξ dans

(X,σ′)× Y .

Lemme 1.2 Soit(X,σ) un espace polonais ; alors il existe une topologie polonaise de dimension 0
surX plus fine queσ.

Démonstration.Soit (U0
n) une base de la topologie deσ0 := σ. A l’aide du rappel 1.1.(a), on trouve

une topologieσ1 rendant ferḿes lesU0
n. Soit (U1

n) une base deσ1. On construit comme ceci par
récurrence une suite croissante(σn) de topologies polonaises surX telle que si(Upn)n∈ω est une
base deσp, U

p
n est ferḿe de(X,σp+1). PosonsSn := {U jp , j ≤ n, p ∈ ω}; alorsσn =≺ Sn �,

et
⋂
n∈ω Sn = S0, doncσ′ :=≺

⋃
n∈ω Sn � répond au problème: (X,σ′) est hoḿeomorphèa la

diagonale deΠn∈ω(X,σn), qui est ferḿee dansΠn∈ω(X,σn). �

Proposition 1.3 Si X est un espace polonais et(Bn) une suite de boréliens deX, il existe une
topologie polonaise de dimension 0 surX, plus fine que la topologie initiale, rendant lesBn ouverts.

Démonstration.On applique le rappel 1.1.(a) et le lemme 1.2. �

Définition 1.4 SoientX etY des espaces polonais, etA un boŕelien deX × Y . SiΓ est une classe
de Wadge de boréliens, on dira queA estpotentiellement dans Γ (ce qu’on noteraA ∈ pot(Γ)) s’il
existe des topologies polonaises de dimension 0,σ (surX) et τ (surY ), plus fines que les topologies
initiales, telles queA, consid́eré comme partie de(X,σ)× (Y, τ), soit dansΓ.
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Dans l’́etude des relations d’équivalence boréliennes, par exemple dans [HKL], onétudie le pŕe-
ordre qui suit. SiE (resp. E′) est une relation d’équivalence borélienne sur l’espace polonaisX
(resp.X ′), on pose

E ≤ E′ ⇔ [∃f : X → X ′ boŕelienne telle quexEy ⇔ f(x)E′f(y)].

La dernìere relation peut s’écrire :E = (f × f)−1(E′) ; or siE′ est dansΓ (ou même siE′ est
pot(Γ)) etE = (f × f)−1(E′),E est pot(Γ) : si (Un) et (Vn) sont des bases des topologies associées
àE′, on peut rendre lesf−1(Un) et lesf−1(Vn) ouverts, par la proposition 1.3, ce qui fournit une
topologieσ; on a alorsE ∈ Γd(X,σ)× (X,σ). Ceci motive l’introduction de la notion de classe de
Wadge potentielle.

Remarques 1.5(a) SiA est un boŕelienà coupes verticalesΣ0
ξ d’un produit de deux espaces polon-

ais, alorsA est pot(Σ0
ξ).

En effet, on applique le rappel 1.1.(b) et le lemme 1.2.

(b) [Lo4] Si Γ est une classe de Wadge etB est∆1
1(α) dansωω × ωω, alors B est pot(Γ) si et

seulement siB, consid́eré comme partie deωω × ωω muni de la topologie∆2
α, est dansΓ.

Rappelons enfin deux résultats sur les ensembles maigres.

Proposition 1.6 [Lo1] Si X est un espace polonais parfait non vide etA un sous-ensemble maigre
deX ×X, on trouve une copieP de2ω dansX telle que six ety sont distincts dansP , (x, y) n’est
pas dansA.

Corollaire 1.7 SiX etY sont des espaces polonais parfaits non vides etA un sous-ensemble maigre
deX × Y , on trouve une copieP (resp.Q) de2ω dansX (resp.Y ) telles que(P ×Q) ∩A = ∅.

Démonstration.On peut supposer queX, Y = ωω ; en effet, si(Un) est une base de la topologie de
X,X ′ := X \ [

⋃
n∈ω(Un \Un)] estGδ dense deX, donc polonais parfait, et est de dimension 0. Soit

(xn) une suite dense deX ′ ; alorsX ′′ := X ′ \ {xn/n ∈ ω} estGδ dense deX ′, donc polonais de
dimension 0, et est localement non compact, donc homéomorphèaωω. De m̂eme avecY .

On applique alors la proposition 1.6.àX = Y = ωω ; ceci fournit une injection continueψ
de 2ω dansωω dont l’image est leP de la proposition 1.6 ; on peut alors poserP := ψ′′N(0) et
Q := ψ′′N(1). �

2 Ensembles potentiellement ouverts.

Remarque 2.1 SoitA un boŕelien d’un produit de deux espaces polonais. SiA a une de ses projec-
tions d́enombrable, donc en particulier siA est d́enombrable,A est pot(∆0

1).

En effet, si par exempleΠ′′
XA est d́enombrable, on rend les coupes verticales deA ouvertes-

fermées, par la proposition 1.3, de sorte queA ∈ pot(Σ0
1) ∩ pot(Π0

1), par la remarque 1.5.(a). Ceci
fournit des topologiesσ etσ′ surX, etτ et τ ′ surY , de bases respectives (Un), (U ′

n), (Vn), (V ′
n).
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On remarque ensuite que si(Z, µ) est polonais etµ′ est polonaise surZ et plus fine queµ,
l’application identique, de(Z, µ′) dans(Z, µ), est bijective continue ; son inverse est donc borélienne,
et par conśequent, les boréliens de(Z, µ) et (Z, µ′) cöıncident.

On applique alors la proposition 1.3àX, (Un) et (U ′
n), qui sont des boréliens deX, d’une part,

et àY , (Vn) et (V ′
n) d’autre part, pour avoir le résultat. �

Ceci montre en particulier que la notion de classe de Wadge potentielle n’a d’intér̂et que si les
espaces polonais ambiants sont non dénombrables.

Proposition 2.2 SoitA un boŕelien d’un produit de deux espaces polonais. AlorsA est pot(Σ0
1) si et

seulement siA est ŕeunion d́enombrable de rectangles boréliens.

Démonstration. Si A est pot(Σ0
1), on utilise la remarque de la preuve préćedente. Inversement, on

applique la proposition 1.3. �

Il r ésulte de ceci que tous les boréliens d’un produit ne peuventêtre rendus ouverts en conservant
une topologie produit de topologies polonaises ; par exemple, la diagonale∆(2ω) de2ω × 2ω n’est
pas ŕeunion d́enombrable de rectangles, donc∆(2ω) n’est pas pot(Σ0

1).

On donne maintenant une nouvelle preuve du premier théor̀eme d’uniformisation partielle an-
nonće ; assez curieusement, la discussion s’articule autour de la notion d’ensembles potentiellement
ouverts. Ce th́eor̀eme sera en outre appliqué au chapitre 3. Notons que ce théor̀eme a d́ejà ét́e
démontŕe dans [P].

Théorème 2.3SoitA un boŕelien d’un produit de deux espaces polonais. AlorsA contient un graphe
de fonction injective continue définie sur une copie de2ω si et seulement siA n’est pas ŕeunion
dénombrable de rectangles boréliens dont l’un des ĉotés est un singleton.

Démonstration.SiA contient un graphe comme dans l’énonće, raisonnons par l’absurde :

A =
⋃
n∈ω

An ×Bn,

avecAn ouBn singleton ; siGr(f) ⊆ A, Gr(f) s’écrit
⋃
n∈ω[Gr(fdAn) ∩ (X × Bn)] ; comme

Gr(f) est non d́enombrable, l’un des ensemblesGr(fdAn)∩ (X ×Bn) est non d́enombrable, ce qui
contredit l’injectivit́e def .

Montrons la ŕeciproque.

Premier cas.A est pot(Σ0
1).

Par la proposition 2.2,A =
⋃
n∈ω An ×Bn, avecAn etBn boŕeliens, donc on peut trouvern tel

queAn etBn soient non d́enombrables, donc boréliennement isomorphes, disons parϕ. An contient
une copie de2ω, qui contient unGδ denseG sur lequelϕ est continue ;G étant non d́enombrable
contient une copie de2ω, d’où le ŕesultat.
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Second cas.A est non-pot(Σ0
1).

PosonsE := {x ∈ X/A(x) est d́enombrable}. Si E est co-d́enombrable,(E × Y ) ∩ A est
boŕelienà coupes d́enombrables, donc est réunion d́enombrable de graphes boréliens (par le th́eor̀eme
de Lusin : cf [Mo]). De plus, par la remarque 2.1,(Ě×Y )∩A est pot(∆0

1), donc(E×Y )∩A n’est
pas pot(Σ0

1), et l’un des graphes n’est pas pot(Σ0
1) (qui est stable par réunion d́enombrable par la

proposition 2.2). Par suite, la fonction correspondante està image non d́enombrable, par la remarque
2.1. On va alors trouver un parfait du domaine de la fonction sur lequel elle est injective, et on conclut
comme au premier cas.

SiE n’est pas co-d́enombrable, comme il est co-analytique,Ě contient une copie de2ω ; il suffit
donc de voir que siX = 2ω etA està coupes verticales non dénombrables,A contient un graphe
comme dans l’́enonće. Posons donc

F := {y ∈ Y / A(y) est maigre dans2ω}.

SiF est co-d́enombrable,(2ω×F )∩A est boŕelienà coupes non d́enombrables (donc non vides), donc
est uniformisable par une fonction Baire-mesurable définie sur2ω (par le th́eor̀eme de von Neumann).
Cette fonctionf est continue sur unGδ denseG de2ω, etf ′′G est non d́enombrable : sinon comme
G =

⋃
β∈f ′′GG ∩ f−1({β}), l’un desG ∩ f−1({β}) serait non maigre et contenu dansA(β), ce qui

contredirait le fait queβ est dansF . On conclut alors comme avant.

Si F n’est pas co-d́enombrable, comme il est borélien,F̌ contient une copie de2ω ; il suffit donc
de voir que siX = Y = 2ω etA est boŕelien à coupes non maigres,A contient un graphe comme
dans l’́enonće.

Mais par le th́eor̀eme de Kuratowski-Ulam,A est non maigre, donc on peut trouvers et t dans
2<ω telles que(Ns ×Nt) \ A soit maigre. On trouve alors, par le corollaire 1.7, deux copiesP etQ
de2ω telles queP ×Q ⊆ (Ns×Nt)∩A, et siϕ est un hoḿeomorphisme deP surQ,Gr(ϕ) répond
à la question. �

3 Classe de Wadge potentielle d’un boŕelien.

On cherche maintenantà diminuer au maximum la complexité d’un boŕelien donńe d’un produit
d’espaces polonais.

Proposition et définition 3.1 SoitA un boŕelien d’un produit d’espaces polonais. Alors il existe une
unique classe de Wadge de boréliens, laclasse de Wadge potentielle de A, not́eeΓA, telle que

(i) A ∈ pot(ΓA),
(ii) Si Γ est une classe de Wadge strictement contenue dansΓA, alorsA /∈ pot(Γ).

Démonstration. Montrons l’existence d’une telle classe, en raisonnant par l’absurde : siΓ0 est la
classe de Wadge〈A〉 engendŕee parA,A est pot(Γ0) et on trouveΓ1 ⊂6= Γ0 telle queA soit pot(Γ1).
Par ŕecurrence, on construit comme ceciΓn+1 ⊂6= Γn telles queA soit pot(Γn+1). Mais ceci contredit
la bonne fondation de l’ordre de Wadge.
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Montrons l’unicit́e d’une telle classe : siΓ1 et Γ2 vérifient (i), (ii) et Γ1 6= Γ2, Γ1 6⊆ Γ2 (sinon
Γ1 ⊂6= Γ2 etA n’est pas pot(Γ1)), doncΓ̌2 ⊆ Γ1, et de m̂emeΓ̌1 ⊆ Γ2, doncΓ1 = Γ̌2 est non
auto-duale.

L’ensembleA est dans pot(Γ1) ∩ pot(Γ2), donc comme dans la preuve de la remarque 2.1, on
trouve des topologiesσ et τ telles queA ∈ (Γ1 ∩ Γ2)d(X,σ) × (Y, τ). Mais la classe de WadgeΓ
engendŕee parA, consid́eŕe comme partie de(X,σ)× (Y, τ), vérifie

A ∈ pot(Γ) etΓ ⊆ Γ1 ∩ Γ̌1 ⊂6= Γ1,

une contradiction. �

Toute classe de Wadge potentielle est donc une classe de Wadge ; on peut se demander s’il y a une
réciproque. L’exemple de la diagonale de2ω montre que c’est vrai pour la classe des fermés, et on va
voir que c’est vrai en ǵeńeral. On peut m̂eme pŕeciser ce ŕesultat, en trouvant un pot(Γ) “maximal” ;
mais pour ce faire on introduit une classe de fonctions qui est le candidat naturel pour le problème de
la réductionévoqúe dans l’introduction, comme le montre le lemme suivant.

Soit doncC0 la classe des fonctions telles que l’image réciproque d’un pot(Σ0
1) soit pot(Σ0

1).

Lemme 3.2 SoientX, Y , X ′, Y ′, des espaces polonais,A (resp.B) un boŕelien deX × Y (resp.
X ′ × Y ′) ; si f , deX × Y dansX ′ × Y ′, est dansC0 et réduitA àB, alorsΓA est contenue dans
ΓB.

Démonstration.B ∈ pot(ΓB), ce qui fournitσ et τ telles queB ∈ ΓBd(X ′, σ) × (Y ′, τ). Soient
(Un) et (Vn) des bases deσ etτ . Commef est dansC0, par la proposition 2.2 on trouve des boréliens
Un,pm et V n,p

m tels quef−1(Un × Vp) =
⋃
m∈ω U

n,p
m × V n,p

m . Par la proposition 1.3, on obtient des
topologiesσ′ et τ ′ rendant lesUn,pm et lesV n,p

m ouverts, de sorte quef , de (X,σ′)× (Y, τ ′) dans
(X ′, σ)× (Y ′, τ) est continue. DoncA ∈ ΓBd(X,σ′)× (Y, τ ′) et A ∈ pot(ΓB), d’où le ŕesultat :
sinonΓB ⊆ Γ̌A, etA ∈ pot(ΓA) ∩ pot(Γ̌A) ; donc comme dans la preuve de la proposition 3.1, et par
abus de langage,A ∈ pot(ΓA ∩ Γ̌A) etΓA = Γ̌A ; d’où ΓB ⊂6= ΓA, ce qui contreditA ∈ pot(ΓB).�

Théorème 3.3SiΓ est une classe de Wadge, il existeB dansΓdωω × ωω tel que

(i) ΓB = Γ,

(ii) A est pot(Γ) ⇔ ∃ f ∈ C0 injective telle queA = f−1(B).

Démonstration.

Premier cas.Γ est non auto-duale.

SoitU un universel pourΓdωω, U ⊆ ωω × ωω. Posons(α)i(n) := α(2n+ i), où i = 0, 1,

< γ, β > (n) :=


γ(k) si n = 2k,

β(k) si n = 2k + 1,

etB(α, β) ⇔ U((α)0, < (α)1, β >).
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Alors B est aussi universel pourΓdωω : (.)1 est continue, donc siC est dansΓdωω, (.)−1
1 (C)

aussi, et il existeα dansωω tel que(.)−1
1 (C) = Uα ; < α, 0ω > est donc un code pourC.

B est dansΓ, donc commèa la fin de la preuve du lemme préćedent,ΓB ⊆ Γ. Raisonnons par
l’absurde pour montrer (i) :ΓB ⊂6= Γ, doncΓB ⊆ Γ̌ ; B est pot(ΓB), ce qui fournit des topologiesσ
et τ telles queB ∈ ΓBd(ωω, σ)× (ωω, τ), et on aB ∈ Γ̌d(ωω, σ)× (ωω, τ).

L’application identique, de(ωω, σ) dansωω, est bijective continue, donc d’inverse borélienne ;
son inverse est donc continue sur unGδ denseG deωω ; surG, σ et la topologie usuelle coı̈ncident.
G étant non d́enombrable contient une copieL de 2ω, et commeΓ 6= Γ̌, on peut trouverD dans
(Γ \ Γ̌)dL ; D = E ∩ L, où E ∈ Γdωω. B étant universel, soitα dansωω tel queBα = E. Tout
commeBα,E est danšΓd(ωω, σ), doncE∩G est danšΓdG car surG, les topologies sont identiques.
DoncD est danšΓdL, une contradiction qui montre queΓ = ΓB.

Pour (ii), siA = f−1(B),A est pot(Γ) à cause du lemme préćedent. Inversement, siA est pot(Γ),
on trouveσ′ et τ ′ telles queA ∈ Γd(X,σ′) × (Y, τ ′). On trouve alors des ferḿesF etH deωω, et
des hoḿeomorphismes :ϕ, de(X,σ′) surF , etψ, de(Y, τ ′) surH. (ϕ×ψ)′′A ∈ Γd(F ×H), donc
est la trace surF ×H deR ∈ Γdωω × ωω. < ., . > est un hoḿeomorphisme, donc il existeα dans
ωω tel que< ., . >′′ R = Uα, ce qui s’́ecritR(γ, β) ⇔ U(α,< γ, β >) ⇔ B(< α, γ >, β). La
fonctionf := g ◦ (ϕ× ψ) ◦ Id répondà la question, si on pose

g :


F ×H → ωω × ωω,

(γ, β) 7→ (< α, γ >, β),

puisque par la proposition 2.2 les fonctions de la formeu× v, avecu etv boŕeliennes, sont dansC0.

Second cas.Γ est auto-duale.

On sait qu’alors: ou bien il existe une suite strictement croissante(Γn), cofinale dansΓ, de classes
de Wadge non auto-duales telle que

Γ = {
⋃
n∈ω

An ∩ Un / (Un) ∆0
1-partition,An ∈ Γn},

ou bienΓ est le successeur d’une classe non auto-dualeΓ′ telle que

Γ = {(A ∩N) ∪ (B \N) / N ∈ ∆0
1, A ∈ Γ′, B ∈ Γ̌′}.

Dans la premìereéventualit́e, commeΓn est non auto-duale, on trouveAn dansΓndωω × ωω tel que
ΓAn = Γn et siBn est dansΓndωω×ωω, il existeαn dansωω tel queBn(γ, β) ⇔ An(< αn, γ >, β)
(ceci par le premier cas).

Soit

ψn :


ωω → N(n),

α 7→ n_α,

etB :=
⋃
n∈ω(ψn × Id)′′An.
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La fonctionψn étant un hoḿeomorphisme,

(ψn × Id)′′An ∈ ΓndN(n) × ωω ⊆ ΓdN(n) × ωω

etB ∈ ∆0
1-PU(Γ) = Γ, doncΓB ⊆ Γ.

Si l’inclusion est stricte, il existen tel queΓB ⊂6= Γn = ΓAn ; or An = (ψn × Id)−1(B), et
ΓAn ⊆ ΓB par le lemme pŕećedent, d’òu contradiction. DoncΓB = Γ.

Si A est pot(Γ), on trouveσ′, τ ′, F , H, ϕ, ψ, R comme au premier cas. On sait qu’on peut
trouver une∆0

1-partition(Un) deωω ×ωω etBn dansΓndωω ×ωω tels queR =
⋃
n∈ω Un ∩Bn. La

fonctionf := h ◦ (ϕ× ψ) ◦ Id convient, si on pose

h :


F ×H → ωω × ωω,

(γ, β) 7→ (ψn(< αn, γ >), β) si (γ, β) ∈ Un,

puisque siC etD sont des boŕeliens deωω, on a

h−1(C ×D) =
⋃
n∈ω

Un ∩ ({α ∈ ωω / ψn(< αn, α >) ∈ C} ×D) ∈ pot(Σ0
1).

Dans la secondéeventualit́e, on trouveA0 dansΓ′dωω×ωω, etA1 dansΓ̌′dωω×ωω tels queΓA0 = Γ′,
ΓA1 = Γ̌′ ; et siC (resp.D) est dansΓ′ (resp. Γ̌′) dωω × ωω, on trouveα0 (resp.α1) dansωω tels
queC(γ, β) ⇔ A0(< α0, γ >, β),D(γ, β) ⇔ A1(< α1, γ >, β).

Si ϕ0 est un hoḿeomorphisme deωω surωω \N(0), et siB := (ϕ0 × Id)′′A1 ∪ (ψ0 × Id)′′A0,
B est dansΓdωω × ωω, doncΓB ⊆ Γ.

CommeΓ est le successeur deΓ′, si l’inclusion est stricte, on aΓB ⊆ Γ′ ou ΓB ⊆ Γ̌′. Soit
par exempleΓB ⊆ Γ′ ; A1 ∈ pot(Γ̌′) = pot(ΓA1), et commeΓ′ est non auto-duale,A1 n’est pas
pot(Γ′) carΓA1 = Γ̌′. DoncA1 n’est pas pot(ΓB) ; orA1 = (ϕ0 × Id)−1(B), doncΓA1 ⊆ ΓB, une
contradiction. La dernière partie est analogueà celle de la premièreéventualit́e. �

On cherche maintenantà adapter les résultats sur les classes de Wadge. SiC (resp.D) est boŕelien
deX (resp.Y ), on a

〈C〉 ⊆ 〈D〉 ⇔ il existef continue, deX dansY , telle queC = f−1(D).

Une question analogue se pose pour les classes de Wadge potentielles : peut-on trouver une classe de
fonctionsC telle que siB est boŕelien deZ × T , on ait

ΓA ⊆ ΓB ⇔ il existef dansC, deX × Y dansZ × T , telle queA = f−1(B).

Comme on va le voir, la réponse est ńegative ; la classe qui semblait le candidat “raisonnable”,C0 à
cause du lemme préćedent, ne fonctionne pas, età un petit niveau (avecA ∈ Π0

1 etB ∈ Ď2(Σ0
1)).
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On notera≤P le pŕe-ordre associé àC0 :

A ≤P B ⇔ il existef dansC0 telle queA = f−1(B).

L’in égalit́eA ≤P B entrâıne donc l’inclusionΓA ⊆ ΓB, par le lemme 3.2. On montre maintenant
un lemme bien plus fort que nécessaire pour introduire le contre-exempleévoqúe ci-dessus, mais qui
permettra de mieux comprendre ce qu’on chercheà faire dans les paragraphes suivants.

Définition 3.4 SiX est un espace topologique, on dira queG, Gδ deX, estpresque-ouvert si G
est contenu dans l’intérieur de son adh́erence.

Lemme 3.5 Soient(Cn) (resp. (Dn)) des suites de presque-ouverts non vides deX (resp. Y ),
fn : Cn → Dn continues et ouvertes,B :=

⋃
n∈ω\{0}Gr(fn), etA un boŕelien deX × Y contenant

B; si B \A contientGr(f0), alorsA est non-pot(Π0
1).

Démonstration. Sinon, soitF (resp. G) un Gδ dense deX (resp. Y ) sur lequel les topologies
(initiales et fournies par le fait queA soit pot(Π0

1)) cöıncident (on montre leur existence comme dans
la preuve du th́eor̀eme 3.3) ; on aA ∩ (F ×G) ∈ Π0

1dF ×G.

Montrons queGr(fn) ⊆ Gr(fn) ∩ (F ×G). SoitU (resp.V ) un ouvert deX (resp.Y ) tels que
(U × V )∩Gr(fn) 6= ∅. AlorsDn ∩ V ∩G est unGδ dense deDn ∩ V , doncf−1

n (V ∩G) est unGδ
dense def−1

n (V ). DoncF∩f−1
n (V ), puisF∩f−1

n (V ∩G), sont desGδ denses def−1
n (V ) ; ce dernier

rencontre doncU∩f−1
n (V ) en au moins{x} ; on a alors(x, fn(x)) ∈ (U×V )∩(F×G)∩Gr(fn) 6= ∅.

Gr(f0) est non vide, donc par ce qui préc̀ede on trouve(x, y) dans(F × G) ∩ Gr(f0), et on a
(x, y) ∈ (F ×G) ∩B \A ; il suffit donc de voir que(F ×G) ∩B ⊆ (F ×G) ∩B ∩ (F ×G). On
applique alors le fait queGr(fn) ⊆ Gr(fn) ∩ (F ×G) pour avoir la contradiction cherchée. �

Exemple 3.6 SoitD0 := {(α, β) ∈ 2ω × 2ω / ∃ ! p ∈ ω α(p) 6= β(p)}. AlorsD0 est non-pot(Π0
1).

En effet, on applique le lemme préćedentàX = Y = Cn = Dn = 2ω, f0(α) = α,

fn(α)(p) = α(p) ⇔ p 6= n− 1

si n > 0, etA = B.

Théorème 3.7 Il n’existe pas de classe de fonctionsC telle que l’inclusion deΓA dansΓB soit
équivalentèa l’existence def dansC telle queA = f−1(B).

Démonstration. Raisonnons par l’absurde ; siB est pot(Σ0
1) et f dansC, commeΓB ⊆ Σ0

1,
Γf−1(B) ⊆ Σ0

1, doncf−1(B) est pot(Σ0
1). Donc siC existe,C est une sous-classe deC0.

Comme on l’a vu avant le lemme 3.2,Γ∆(2ω) = Π0
1, et par 3.6,Ď0 est non-pot(Σ0

1), donc
Π0

1 ⊆ ΓĎ0
et Γ∆(2ω) ⊆ ΓĎ0

. Il sufflt donc de voir que∆(2ω) 6≤P Ď0 pour avoir la contradiction
cherch́ee.
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Raisonnons par l’absurde : il existef dansC0 telle que∆(2ω) = f−1(Ď0). Alors f ′′(∆(2ω)) est
non d́enombrable, sinon par la remarque 2.1f ′′(∆(2ω)) serait pot(Σ0

1), et par suite

∆(2ω) = f−1(f ′′(∆(2ω)))

aussi, ce qui est exclus.

On peut donc trouver une copieP de2ω dans∆(2ω) sur laquellef est injective ;f ′′P est donc
un boŕelien non d́enombrable, et ses coupes sont dénombrables : si par exemple une de ses coupes
verticalesC est non d́enombrable, soit(f ′′P )(α0), {α0} × C est un rectangle borélien, donc est
pot(Σ0

1) ; f−1({α0} × C) est alors aussi pot(Σ0
1), non d́enombrable car{α0} × C ⊆ f ′′(2ω × 2ω),

et contenu dans∆(2ω), ce qui est contradictoire.

f ′′P n’est donc pas réunion d́enombrable de rectangles boréliens dont l’un des ĉotés soit un
singleton, sinon les ĉotés seraient d́enombrables comme les coupes, etP aussi. Par le th́eor̀eme 2.3,
il existe un hoḿeomorphismeψ de2ω sur un compactL, et une injection continueg définie surL,
dont le graphe est contenu dansf ′′P .

Alors siB := D0 ∩ (L × g′′L), B est boŕelien à coupes d́enombrables deL × g′′L, donc est
maigre relativement̀aL× g′′L. DoncE := (ψ × (g ◦ ψ))−1(B) est maigre relativementà2ω × 2ω,
et par la proposition 1.6, il existeM homéomorphèa2ω tel que siα etβ sont distincts dansM , alors
(α, β) n’est pas dansE.

SoitR := ψ′′M × (g ◦ ψ)′′M ; alorsR ⊆ Ď0, sinon soit(α, β) dansR ∩ D0 ; α = ψ(θ) et
β = g(ψ(ε)), où θ, ε sont dansM , etθ 6= ε, sinon(α, β) ∈ Gr(g) ⊆ f ′′P ⊆ Ď0. Donc(θ, ε) /∈ E
et (α, β) /∈ B, une contradiction.

De plus,Gr(gdψ′′M) ⊆ R ∩ f ′′P , doncR ∩ f ′′P est non d́enombrable, etf−1(R) est pot(Σ0
1)

commeR, est contenu dans∆(2ω), et est non d́enombrable, ce qui est exclus. �

4 Résultats de type “Hurewicz”.

Dans [Lo-SR], il est d́emontŕe le ŕesultat suivant :

Théorème 4.1Si ξ est un ordinal d́enombrable non nul, il existe un compactPξ de dimension 0 et
un vraiΣ0

ξ dePξ, Aξ, tels que siA est un boŕelien de l’espace polonaisX, on ait : A /∈ Π0
ξdX si et

seulement s’il existef : Pξ → X injective continue telle queAξ = f−1(A).

En faitPξ = 2ω, sauf siξ = 1, auquel casP1 est constitúe d’une suite convergente infinie et de
sa limite. Ceci implique, avecB = f ′′Pξ, queA n’est pasΠ0

ξ si et seulement s’il existe un ferméB
deX tel queA ∩B soit un vraiΣ0

ξ deB. L’ensembleAξ est dit “test d’Hurewicz”.

Dans la suite, on chercheraà établir un analoguèa ces ŕesultats dans le cas où ξ = 1. On y
parviendra partiellement.
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Dans cet esprit, voici la

Définition 4.2 SiΓ est une classe, on dira queP1(Γ) est v́erifiée si, pour toutA dansΓ, A n’est pas
pot(Π0

1) si et seulement s’il existeB ∈ pot(Π0
1) etC ∈ pot(Σ0

1) tels queB∩C = B∩A /∈ pot(Π0
1).

En apparence, cette propriét́e n’explique pas ce que signifie “A est non-pot(Π0
1)”. Mais elle

ramène le probl̀eme au cas òuA est pot(D2(Σ0
1)), et on va voir que sous l’hypothèse “A est pot(Fσ)”,

on sait caract́eriser quandA est non-pot(Π0
1). Mais il nous faut la

Définition 4.3 SiX etY sont des espaces topologiques, une partieA deX×Y sera ditelocalement
à projections ouvertes (ou l.p.o.) si pour tout ouvertU deX × Y , les projections deA ∩ U sont
ouvertes.

Les ensembles l.p.o. se rencontrent par exemple dans la situation suivante :A est Σ 1
1 dans

un produit de deux espaces polonais récursivement pŕesent́es. Si on munit ces deux espaces de leur
topologie de Gandy-Harrington (celle engendrée par lesΣ 1

1 ),A devient l.p.o. dans le nouveau produit.
C’est essentiellement dans cette situation qu’on utilisera cette notion.

Lemme 4.4 SoientX etY des espaces polonais,F etG desGδ denses deX etY , etA unGδ l.p.o.
non vide deX × Y ; alorsA ∩ (F ×G) est non vide.

Démonstration.Soient (Un) et (Vn) des suites d’ouverts denses, deX etY , telles queF =
⋂
n∈ω Un,

G =
⋂
n∈ω Vn, et (Fn) une suite de ferḿes deX × Y telle queA =

⋂
n∈ω F̌n. On construit par

récurrence surn des suites d’ouverts non vides (On) et (Tn) deX etY vérifiant

(i) δ(On), δ(Tn) < 2−n

(ii) On × Tn ⊆ (Un × Vn) \ Fn
(iii) A ∩ (On × Tn) 6= ∅
(iv) On+1 ⊆ On, Tn+1 ⊆ Tn

Admettons avoir construit ces objets ; (On) et (Tn) sont des suites décroissantes de ferḿes non vides
dont les diam̀etres tendent vers 0, donc leurs intersections sont{x} et{y} ; mais

(x, y) ∈ On × Tn ⊆ F̌n ∩ (Un × Vn),

donc(x, y) ∈ A ∩ (F ×G) 6= ∅.

Admettons avoir construit(Op)p<n et (Tp)p<n vérifiant les conditions demandées ; alors par (iii),
Π′′
X(A ∩ (On−1 × Tn−1)) est un ouvert non vide deX, donc rencontreUn : l’ensemble

A ∩ [(On−1 ∩ Un)× Tn−1]

est non vide, donc sa projection surY est un ouvert non vide deY , donc rencontreVn. L’ensemble
A∩ [(On−1∩Un)× (Tn−1∩Vn)] est non vide, donc contient(xn, yn) ; il resteà choisir deux ouverts
On etTn de diam̀etre au plus2−n vérifiant la double inclusion suivante :

(xn, yn) ∈ On × Tn ⊆ On × Tn ⊆ [(On−1 ∩ Un)× (Tn−1 ∩ Vn)] \ Fn.

Ceci termine la d́emonstration. �
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On remarquera que ce résultat est faux si on ne suppose pas queA est unGδ. Désignons par
P∞ l’ensemble des suites de 0 et de 1 comportant une infinité de termeśegauxà 1. Si maintenant
A désigne(2ω × 2ω) \ (P∞ × P∞), A est unKσ qui vérifie les autres conditions du lemme et ne
rencontre pasP∞ × P∞ !

Théorème 4.5 (a) SoitA un pot(Fσ) d’un produit d’espaces polonaisX × Y ; alors A est non-
pot(Π0

1) si et seulement s’il existe des espaces polonaisZ et T de dimension 0, une suite(Fn) de
fermés deZ × T , f : Z → X etg : T → Y injectives continues tels que siC :=

⋃
n∈ω Fn, on ait

(i) C \ C 6= ∅
(ii) C = (f × g)−1(A)
(iii) C \ C etFn sont l.p.o.

(b) SoitA un pot(Σ0
2) ∩ pot(Π0

2) d’un produit d’espaces polonaisX × Y ; alorsA est non-pot(Π0
1)

si et seulement s’il existe des espaces polonaisZ etT de dimension 0,C ∈ ∆0
2dZ × T , f : Z → X

etg : T → Y injectives continues tels que

(i) C \ C 6= ∅
(ii) C = (f × g)−1(A)
(iii) C \ C etC sont l.p.o.

Démonstration.(a) Raisonnons par l’absurde : siA est pot(Π0
1), C aussi et on trouve desGδ denses

F etG deZ etT tels queC ∩ (F ×G) ∈ Π0
1dF ×G.

On applique le lemme préćedent̀aZ, T , F ,G, etC \C, et on a :[(F ×G)∩C] \C 6= ∅. Il suffit
alors de voir que[(F × G) ∩ C] \ C = [(F × G) ∩ C ∩ (F ×G)] \ C pour avoir la contradiction
cherch́ee ; et il suffit de voir queFn ⊆ Fn ∩ (F ×G).

SiU etV sont des ouverts deZ etT tels queFn ∩ (U × V ) soit non vide, on applique le lemme
préćedentàU , V , F ∩ U,G ∩ V , etFn ∩ (U × V ) pour voir queFn ∩ [(F ∩ U)× (G ∩ V )] est lui
aussi non vide.

Inversement, on peut supposer queX et Y sont des ferḿes deωω, et pour simplifier l’́ecriture
qu’ils sont∆1

1, ainsi que la suite (Gn) de ferḿes pour∆2 dontA est la ŕeunion (on applique la
remarque 1.5.(b)).

Comme∆ ⊆ Σ , par une double application du théor̀eme de śeparation on voit queA
Σ2

= A
∆2

;

par suite, puisque∆ est polonaise,A
Σ2

\ A est unΣ 1
1 non vide, ainsi que(AΣ2

\ A) ∩ Ωωω×ωω ; et

puisqueΩωω×ωω ⊆ Ω2
ωω , (AΣ2

\A) ∩ Ω2
ωω est lui aussi non vide ; posons

Z := (X ∩ Ωωω ,ΣdX ∩ Ωωω),

T := (Y ∩Ωωω ,ΣdY ∩Ωωω),Fn := Gn∩(Z×T ), et prenons pourf etg les applications identiques.

Alors (AΣ2

\A)∩Ω2
ωω = A ∩ (Z × T )

Σ2

∩(Z×T )\(A∩(Z×T )), donc ces objets conviennent.
En effet,C \C etFn sontΣ 1

1 et un ouvert deZ ×T est ŕeunion de rectanglesΣ 1
1 (les projections des

traces de ces rectangles seront doncΣ 1
1 ).
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(b) SiA est non-pot(Π0
1), on raisonne comme dans (a),à ceci pr̀es qu’on poseC := A ∩ (Z × T ).

La réciproque est analogueà celle de (a),̀a ceci pr̀es que pour montrer l’égalit́e entre

[(F ×G) ∩ C] \ C

et [(F ×G) ∩C ∩ (F ×G)] \C, il suffit de voir queC ⊆ C ∩ (F ×G) ; siU etV sont des ouverts
deZ etT tels queC ∩ (U × V ) soit non vide, on applique le lemme 4.4àU , V , F ∩ U , G ∩ V , et
C ∩ (U × V ). �

On introduit maintenant une propriét́e, qui est du type Hurewicz au sens de l’introduction ;à
ceci pr̀es que pour comparer la complexité, on n’a pas de réduction sur tout l’espace de départ, mais
seulement sur un ferḿe.

Définition 4.6 Si Γ est une classe, on dira queP2(Γ) est v́erifiée si pour toutA dansΓdX × Y ,
A est non-pot(Π0

1) si et seulement s’il existe des espaces polonaisZ et T de dimension 0,D dans
D2(Σ0

1)dZ × T , f : Z → X etg : T → Y injectives continues tels que

(i) D \D 6= ∅
(ii) D ∩ (f × g)−1(A) = D

(iii) D etD \D sont l.p.o.

Proposition 4.7 P1(Γ) équivautà P2(Γ).

Démonstration. SupposonsP1(Γ) ; si A ∈ Γ \ pot(Π0
1), soientB etC fournis parP1(Γ), σ et τ

rendantB fermé. Alors comme dans la preuve du théor̀eme 4.5.(b) on trouveZ, T , etD comme
indiqué et des injections continuesF , deZ dans(X,σ), etG, deT dans(Y, τ), tels que l’on ait
l’ égalit́e D = (F × G)−1(A) ∩ (F × G)−1(B) (ceci parce queB ∩ C est pot(D2(Σ0

1))). D’où
D ∩ (F ×G)−1(A) = D, et il ne reste qu’̀a revenir aux topologies initiales pour obtenirf etg.

Inversement, siA ∈ pot(Π0
1), D aussi, ce qui est exclus, comme dans la preuve du théor̀eme

4.5.(b).

Supposons maintenantP2(Γ) ; pot(Π0
1) étant stable par intersection finie,A est non-pot(Π0

1) si
B etC existent.

Inversement, siA est non-pot(Π0
1), soientZ, T ,D, f , etg fournis parP2(Γ) ; D = U ∩D, oùU

est ouvert deZ×T , doncB := (f ×g)′′D etC := (f ×g)′′U répondent au problème, par injectivit́e
def etg : on aB ∩A = (f × g)′′D = C ∩B. �

Cette proposition permet de comprendre pourquoi, indirectement, la propriét́eP1 permet de mieux
connâıtre les boŕeliens non potentiellement fermés. Onétablit maintenant cette propriét́e pour cer-
taines familles de boréliens.

Proposition 4.8 La propriét́eP1 est v́erifiée par chacune des classes suivantes :

(i) Les ensembles potentiellementΣ0
2 et potentiellementΠ0

2.

(ii) Les boŕeliensà coupes verticales co-dénombrables.

(iii) Les relations d’́equivalence boŕeliennes.
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Avant de d́emontrer cette proposition, on donne la définition suivante :

Définition 4.9 Si Γ est une classe, on dira queP3(Γ) est v́erifiée si pour toutA dansΓ, A n’est
pas pot(Σ0

1) si et seulement s’il existeB ∈ pot(Π0
1) tel queA ∩ B ∈ pot(Π0

1), et tel que pour tout
C ∈ pot(Σ0

1) on aitA ∩B 6= C ∩B.

Il est clair, en raison des formulesB \ A = B \ (A ∩ B) etB ∩ A = B \ (B \ A) queP1(Γ)
équivautàP3(Γ) si Γ est auto-duale ; mais cette dernière est plus maniable quand il est question de
réunions d́enombrables.

Démonstration.On a d́emontŕe le “si” dans le cas ǵeńeral ; on montre donc la réciproque dans chacun
des trois cas.

(i) On montre la chose plus précise suivante : siΓ est un contre-exemple minimal (pour l’ordre de
Wadge)àP3(pot(Γ)), Γ est non auto-duale et est de niveau au moins deux.

Si Γ est auto-duale, traitons le premier cas de l’alternativeévoqúee dans la preuve du théor̀eme
3.3 (l’autre caśetant plus simple) : on trouve une partition(Un) deX × Y en pot(∆0

1) etAn dans
pot(Γn), où Γn ⊂6= Γ, avecA ∩ Un = An ∩ Un ; A =

⋃
n∈ω An ∩ Un, donc il existen tel que

An ∩ Un ne soit pas pot(Σ0
1). PuisqueAn ∩ Un est pot(Γn), par minimalit́e deΓ, il existe doncB′

dans pot(Π0
1) tel queAn∩Un∩B′ soit pot(Π0

1) et pour toutC dans pot(Σ0
1),An∩Un∩B′ 6= B′∩C.

Il resteà poserB := B′ ∩ Un.

Si Γ est non auto-duale et de niveau au plus un,Γ est de niveau un carΓ contient les ferḿes,
donc est de la formeSDη(∆,Γ∗) :A = E ∪F , oùE =

⋃
ξ<η,n∈ω Aξ,n ∩ Vξ,n ∩ c(

⋃
θ<ξ,p∈ω Vθ,p) et

F = A∗ ∩ c(
⋃
ξ<η,n∈ω Vξ,n), Aξ,n étant pot(∆), (Vξ,n)n∈ω étant une suite de pot(Σ0

1) deuxà deux

disjoints, etA∗ étant pot(Γ∗), où Γ̌∗ 6= Γ∗ ⊆ ∆.

Premier cas.E est non-pot(Σ0
1).

Soient(Vξ,n,p)p∈ω une partition deVξ,n en ensembles pot(∆0
1),

V ξ
n,p := Vξ,n,p ∩ [

⋃
θ<ξ,q∈ω Aθ,q ∩ Vθ,q ∩ c(

⋃
ρ<θ,r∈ω Vρ,r)], et

Dξ
n,p := [Aξ,n ∩ Vξ,n,p ∩ c(

⋃
θ<ξ,q∈ω Vθ,q)] ∪ V

ξ
n,p.

AlorsE =
⋃
ξ<η;n,p∈ωD

ξ
n,p, donc on trouveξ minimal tel qu’il existen etp tels queDξ

n,p ne soit

pas pot(Σ0
1). CommeV ξ

n,p = Vξ,n,p ∩
⋃
θ<ξ;q,r∈ωD

θ
q,r, V

ξ
n,p est pot(Σ0

1) par la minimalit́e deξ ; or

∆ =
{

Γ0 ∪ Γ̌0,⋃
n∈ω Γn,

où (Γn) est une suite strictement croissante de classes de Wadge de niveau6= 1, donc sauf si

(1) “Γ0 = {∅} et∆ = Γ0 ∪ Γ̌0”,

il existeΓ′ ⊂6= Γ telle queDξ
n,p soit pot(Γ′).
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Mais si on a (1),Dξ
n,p = G∪V ξ

n,p, oùG := Dξ
n,p \V ξ

n,p est pot(Π0
1) ; alors si on poseB′ := V̌ ξ

n,p,
B′ est pot(Π0

1),D
ξ
n,p ∩B′ = G aussi, et siC est pot(Σ0

1) etC ∩B′ = B′ ∩Dξ
n,p,

Dξ
n,p = (C ∩B′) ∪ V ξ

n,p = C ∪ V ξ
n,p

est pot(Σ0
1) ; par conśequentB′ vérifie les conclusions de la propriét́eP3 avecA := Dξ

n,p.

Dans l’autre cas, par minimalité deΓ, on trouve aussi unB′ vérifiant ces conclusions. Il resteà
poserB := B′ ∩ Vξ,n,p, puisqueA ∩B = B′ ∩Dξ

n,p.

Second cas.E est pot(Σ0
1).

Dans ce casF est non-pot(Σ0
1), et sauf si on a (1), on trouveΓ′ ⊂6= Γ de niveau au moins deux

telle queF soit pot(Γ′), donc telle queA soit pot(Γ′), et l’hypoth̀ese de minimalit́e s’applique. Si on
a (1),F est pot(Π0

1), ce qu’on a trait́e au premier cas.

Si maintenantA est pot(Σ0
2) ∩ pot(Π0

2), il existe un ordinal d́enombrableη > 1 tel queǍ soit
pot(Dη(Σ0

1)), par le th́eor̀eme de Hausdorff. CommeΓ est de niveau au moins deux,

Dη(Σ0
1) ⊂6= ∆0

2 ⊆ Γ.

Par ce qui pŕec̀ede, il existeB dans pot(Π0
1) tel queB \A soit pot(Π0

1) et pour toutH dans pot(Σ0
1),

B \A 6= B ∩H. AlorsC := A ∪ B̌ répondà la question.

(ii) Soit A un boŕelienà coupes verticales co-dénombrables ; on montre plus que la propriét́eP1 :

(2) Il existe des copiesP etQ de2ω, et un hoḿeomorphismeφ deP dansQ tels que

Gr(φ) = (P ×Q) \A.

Comme dans la d́emonstration du th́eor̀eme 2.3,Ǎ =
⋃
n∈ω Gr(fn), où les fonctionsfn sont boŕelien-

nes et d́efinies sur des boréliensBn et on trouve un hoḿeomorphismeφ0 de2ω surR ⊆ B0, avec
f0dR injective continue. Posons

E(α, β) ⇔ il existen > 0 tel queφ0(α) ∈ Bn etf0(φ0(β)) = fn(φ0(α)).

Alors E est boŕelien à coupes verticales dénombrables de2ω × 2ω, donc est maigre relativementà
2ω × 2ω et par la proposition 1.6 il existe dans2ω une copieL de2ω telle que siα etβ sont distincts
dansL, (α, β) n’est pas dansE.

Si α et β sont distincts dansφ′′0L, alors pour toutn > 0, β /∈ Bn ou f0(α) 6= fn(β). Il resteà
poserP := φ′′0L,Q := (f0 ◦ φ0)′′L, φ := f0dP .

L’ensemble(P ×Q) \Gr(φ) est non-pot(Π0
1), sinonGr(φ) serait pot(Σ0

1) ainsi que

∆(2ω) = (Id× φ)−1(Gr(φ)).

Les ensemblesB := P ×Q etC := Ǧr(φ) répondent donc au problème.
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(iii) Par le th́eor̀eme de Harrington, Kechris, et Louveau (cf [HKL]), on trouve une injection continue
f de2ω dansX telle queE0 = (f × f)−1(A) (E0 étant l’ensemble des suites infinies de 0 et de 1
égales̀a partir d’un certain rang).

Il suffit donc de regarder le cas où A = E0. Posons, siα ∈ 2ω, g0(α)(p) = 1 − α(p), et
gn(α)(p) = α(p) ⇔ p > (n − 1) si n > 0 ; la suite(gn) est une suite d’hoḿeomorphismes, et
converge simplement versg. PosonśegalementB :=

⋃
n∈ω Gr(gn), C := Ǧr(g0) ; par ce qui

préc̀edeB est boŕelienà coupes compactes, donc est pot(Π0
1) ; C est ouvert, et on a la doubleégalit́e

B ∩ A = C ∩ B =
⋃
n∈ω\{0}Gr(gn). Ce dernier ensemble est non-pot(Π0

1), à cause du lemme 3.5
appliqúe àX = Y = Cn = Dn = 2ω, (gn), etA = B. �

On donne maintenant un résultat qui est une condition suffisante pour obtenir la conclusion du (2)
de la preuve pŕećedente, mais sans borne sur la classe de Wadge potentielle deA (par la remarque
1.5.(a), un boŕelienà coupes verticales co-dénombrables est pot(Π0

2)).

Ce ŕesultat se rattache aussi au théor̀eme 2.3, qui implique que siA est non-pot(Σ0
1), A contient

un graphe de fonction injective continue définie sur une copie de2ω (la réciproqueétant fausse :
prendreA = 2ω × 2ω ! ). Cependant, la réciproque est vraie si la trace deA sur un rectangle parfait
est un tel graphe, comme on l’a vu dans la preuve du (ii) de la proposition 4.8.

Théorème 4.10SoientX etY des espaces polonais etA un boŕelienà coupes horizontales maigres
deX × Y tel queΠ′′

XA soit non maigre ; alors il existe une copieP (resp.Q) de2ω dansX (resp.
Y ), et un hoḿeomorphismeφ deP surQ tels queGr(φ) = (P ×Q) ∩A.

Rappelons un lemme démontŕe dans dans [Ke] :

Lemme 4.11 SiX etY sont des espaces polonais etA est boŕelienà coupes horizontales maigres de
X×Y ,A est contenu dans une réunion d́enombrable de boréliensà coupes ferḿees rares deX×Y .

Lemme 4.12 SoientG et Y des espaces polonais,f une fonction continue “meager-to-one” deG
dansY , O un ouvertà coupes horizontales denses deG× Y , ε > 0, et pouri = 0, 1,Mi (resp.Ni)
des ouverts non vides deG (resp.Y ) tels queMi ⊆ f−1(Ni). Alors il existe des ouverts non vides
M ′
i (deG) etN ′

i (deY ) tels que

(1) M ′
i ×N ′

i ⊆Mi ×Ni

(2) δ(M ′
i ×N ′

i) < ε
(3) N ′

0 ∩N ′
1 = ∅

(4) M ′
i ×N ′

1−i ⊆ O
(5) M ′

i ⊆ f−1(N ′
i)

Démonstration.f est “meager-to-one”, donc on peut trouveryi dansf ′′Mi, y0 6= y1, et des ouverts
Oi deY avecyi ∈ Oi ⊆ Oi ⊆ Ni etO0 ∩O1 = ∅.

PosonsR0 := (M0 ∩ f−1(O0)) × Π′′
Y [(M1 × O1) ∩ Gr(f)] ; remarquons queR0 est non vide.

En effet, six0 est un ant́ećedent dey0 dansM0, (x0, y1) est dansR0. On trouve alors(x, y) dans
R0 ∩ O : en effet,R0 \ O est ferḿe deR0 à coupes rares relativementàM0 ∩ f−1(O0) (qui est
ouvert deG), donc est ferḿe rare deR0. SoientL1 etN ′

1 des ouverts de diam̀etre au plusε tels que
(x, y) ∈ L1 ×N ′

1 ⊆ L1 ×N ′
1 ⊆ [(M0 ∩ f−1(O0))×O1] ∩O.
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Alors posonsR1 := (M1∩ f−1(N ′
1))×Π′′

Y [(L1×O0)∩Gr(f)] ; là encore,R1 est non vide : en
effet, six1 est un ant́ećedent dey dansM1, (x1, f(x)) est dansR1. On trouve(x′, y′) dansR1 ∩ O,
comme avant, et aussi des ouvertsM ′

1,N ′
0, de diam̀etre au plusε, tels que l’on ait

(x′, y′) ∈M ′
1 ×N ′

0 ⊆M ′
1 ×N ′

0 ⊆ [(M1 ∩ f−1(N ′
1))×O0] ∩O.

Il resteà poserM ′
0 := L1 ∩ f−1(N ′

0). �

Démonstration du théorème 4.10.SoitN un ouvert non vide deX sur lequel l’analytiqueΠ′′
XA est

co-maigre. On peut alors appliquer le lemme 4.11àN , Y , etA ∩ (N × Y ), ce qui fournit une suite
croissante(Fn) de boŕeliensà coupes ferḿees rares deN ×Y , dont la ŕeunion contientA∩ (N ×Y ).
Par le rappel 1.1.(b) on trouve une topologie polonaiseτ surY affinant la topologie initiale de sorte
queFn soit ferḿe deN × (Y, τ).

Par le th́eor̀eme de Jankov-von Neumann, on trouve une fonctionf Baire-mesurable uniformisant
A ∩ (N × Y ) surN ∩ Π′′

XA ; soit alorsG unGδ dense deN , contenu dansN ∩ Π′′
XA, sur lequelf

est continue (G existe carN ∩Π′′
XA est co-maigre dansN ).

On construit des ouverts non vides(Vs)s∈2<ω deG et (Ws)s∈2<ω de(Y, τ) vérifiant, si

Us := Vs ×Ws,

(i) Us_i ⊆ Us
(ii) δ(Us) < |s|−1 si s 6= ∅
(iii) Ws_0 ∩Ws_1 = ∅
(iv) ∀ s 6= t ∈ 2n+1 Vs ×Wt ⊆ F̌n
(v) Vs ⊆ f−1(Ws)

Si on a construit ces objets, posons

{(xα, yα)} :=
⋂
n∈ω

Uαdn =
⋂
n∈ω

Uαdn.

Alors {(xα, yα) / α ∈ 2ω} est une copie de2ω qui le graphe d’une injection partielleφ (ceci ŕesulte
de (iii) et (v), qui assure la disjonction deVs_0 et Vs_1 si s est dans2<ω). Les projections de ce
graphe d́efinissent les copiesP et Q de 2ω annonćees. Par (v),φ est la restriction def à P , qui
est contenu dansG, doncφ est un hoḿeomorphisme deP surQ. L’inclusion du graphe deφ dans
(P × Q) ∩ A est alors claire. Inversement, si(xα, yβ) est dans(P × Q) \ Gr(φ), α 6= β donc par
(iv) on trouven > 0 tel queαdn 6= βdn ; par conśequent(xα, yβ) n’est pas dansFm si n ≤ m + 1
et (xα, yβ) n’est pas dansA.

Montrons donc que la construction est possible. On poseV∅ := G etW∅ := Y . Admettons avoir
construitUs pours dans2≤n vérifiant les conditions (i)-(v).

On va appliquer plusieurs fois le lemme 4.12,àf et à des ouverts deG et (Y, τ), ce qui est licite
puisquef est “meager-to-one” surN , donc surG qui est co-maigre dansN .
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On commencèa appliquer ce lemme 4.12̀aε = (n+ 1)−1,O = (G× Y ) \ Fn,M0 = M1 = Vs
etN0 = N1 = Ws, de sorte qu’on a assuré (i)-(iii) et (v), ainsi que (iv) pour les couples de la forme
(s_i, s_(1− i)), avecs dans2n et i dans 2 (on obtient ainsĩVs_0, Ṽs_1, W̃s_0, W̃s_1). Si jamais,
pouru et v distincts dans2n+1, (Ṽu × W̃v) ∩ Fn est non vide, on diminuèa l’aide du lemme 4.12
appliqúe àM0 = Ṽu, M1 = Ṽv, N0 = W̃u, N1 = W̃v, Ṽu et W̃v de manìereà éviterFn tout en
conservant (v). On réalise ainsi (iv) au bout d’un nombre fini de changementséventuels (majoré par
(2n+1)2). �

Par le (i) de la proposition 4.8, on aP1(pot(Σ0
2)∩pot(Π0

2)), donc on a fortioriP1(pot(Ď2(Σ0
1))).

On va donner une nouvelle preuve de ceci mais sous une forme beaucoup plus forte, du type du
théor̀eme rappeĺe au d́ebut du paragraphe.

Comme il ŕesulte de la preuve du (ii) de la proposition 4.8, siD està coupes d́enombrables et est
non-pot(Σ0

1), on trouve des injections continuesφ etψ telles que∆(2ω) = (φ × ψ)−1(D), donc en
particulier∆(2ω) ≤P A. Mais dans la preuve du théor̀eme 3.7, on a vu que∆(2ω) 6≤P Ď0, et par 3.6,
Ď0 est non-pot(Σ0

1) ; mais pour montrer que∆(2ω) 6≤P Ď0, on a utiliśe le fait queĎ0 està coupes
co-d́enombrables. Or il se trouve que les pot(Π0

1) non-pot(Σ0
1) à coupes co-d́enombrables n’existent

pas : sinon soitτ une topologie surY rendant les coupes d’un telA fermées ;Π′′
Y (Ǎ) serait ouvert

de(Y, τ) et on auraitΠ′′
Y (Ǎ) =

⋃
x∈X Ǎ(x) =

⋃
n∈ω Ǎ(xn) carΠ′′

Y (Ǎ) est un espace de Lindelöf ;
commeǍ(xn) est d́enombrable,Π′′

Y (Ǎ) le serait aussi et par la remarque 2.1,A serait pot(∆0
1). On

peut donc se demander si on n’a pas là une caractérisation des “vrais” pot(Π0
1), à savoir : siB est

pot(Π0
1), B est non-pot(Σ0

1) si et seulement si∆(2ω) ≤P B. On va voir que c’est bien le cas. On
noteL0 := {(α, β) ∈ 2ω × 2ω / α ≤lex β}.

Théorème 4.13Si A est pot(D2(Σ0
1)) dans un produit de deux espaces polonais, les conditions

suivantes sont́equivalentes :

(i) A est non-pot(Σ0
1).

(ii) Il existe des fonctions injectives continuesφ, de 2ω dansX, et ψ, de 2ω dansY , telles que
∆(2ω) = (φ× ψ)−1(A) ouL0 = (φ× ψ)−1(A).

Démonstration. Montrons que (ii) implique (i). On a vu au chapitre 2 que∆(2ω) est non-pot(Σ0
1),

donc si∆(2ω) = (φ × ψ)−1(A), A est non-pot(Σ0
1). Il suffit donc de voir queL0 est non-pot(Σ0

1),
et il suffit de montrer que∆(2ω) ≤P L0. Posons donc :

f(α, β) =
{

(α, β) si α ≥ β,
(β, α) sinon.

Alors ∆(2ω) = f−1(L0), etf est dansC0 :

f(α, β) ∈ C ×D ⇔ (α ≥ β etα ∈ C etβ ∈ D) ou (α < β etα ∈ D etβ ∈ C)
⇔ (α ∈ C ∩D etβ ∈ C ∩D) ou (α > β etα ∈ C etβ ∈ D) ou

(α < β etα ∈ D etβ ∈ C)

Montrons maintenant que (i) implique (ii) :A est pot(D2(Σ0
1)), donc par la proposition 2.2 on a

A = (
⋃
n∈ω Cn ×Dn) \ V , avecCn,Dn boŕeliens,V dans pot(Σ0

1), et la ŕeunion disjointe.
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En effet, on peut supposer cette réunion des rectangles disjointe : siE =
⋃
n∈ω An × Bn, et si

I ⊆ n, posons :Cn,I := An ∩
⋂
i∈I [Ai \ (

⋃
j∈(n\I)Aj)], Dn,I := Bn \ (

⋃
i∈I Bi). Alors on v́erifie

facilement queE =
⋃
n,I⊆nCn,I ×Dn,I , cette ŕeunionétant disjointe.

On trouve alorsn tel que(Cn ×Dn) \ V ne soit pas pot(Σ0
1) ; or (Cn ×Dn) \ V est pot(Π0

1),
donc si on admet le résultat pourA dans pot(Π0

1), on a le th́eor̀eme, par disjonction de la réunion (en
effet,φ (resp.ψ) està valeurs dansCn (resp.Dn)).

Quitteà affiner les topologies, on peut supposer queA est ferḿe, puisque la continuité deφ etψ
avec des topologies plus fines entrainera la continuité avec les topologies initiales.

On construit par ŕecurrence sur|s|, où s ∈ 2<ω, des ouverts-ferḿes non videsVs ⊆ X, Ws ⊆ Y
tels que siUs := Vs ×Ws,

(i) Us_i ⊆ Us
(ii) δ(Us) < |s|−1 si s 6= ∅
(iii) Vs_0 ∩ Vs_1 = Ws_0 ∩Ws_1 = ∅
(iv) Us ∩A /∈ pot(Σ0

1)
(v) Vs_0 ×Ws_1 ⊆ Ǎ

PosonsU∅ := X × Y , et admettons avoir construit(Us)s∈2≤n vérifiant (i)-(v). RecouvronsVs etWs

par des ouverts-ferḿes de diam̀etre au plus(|s|+ 1)−1, soient(Vn) et (Wp). On a

A ∩ Us =
⋃
n,p∈ω

A ∩ (Vn ×Wp),

donc l’un desA×(Vn×Wp) est non-pot(Σ0
1). PosonsV := Vn,W := Wp ; on aU := V ×W ⊆ Us,

A ∩ U /∈ pot(Σ0
1), etδ(U) < (|s|+ 1)−1.

PosonsC := ∪ {B / B ∈ Σ0
1dU etA ∩ B ∈ pot(Σ0

1)}, A′ := (A ∩ U) \ C. CommeC est de
Lindelöf,A ∩ C est pot(Σ0

1).

Montrons qu’il existe(x, x′, y, y′) dansV 2×W 2 tels que(x, y) et(x′, y′) soient dansA′ et(x′, y)
ne soit pas dansA. Si tel n’est pas le cas,Π′′

XA
′ × Π′′

YA
′ ⊆ U ∩ A, donc commeV , W , etA sont

fermés,ΠX”A′ ×ΠY ”A′ ⊆ U ∩A, d’où l’ égalit́e

A ∩ U = [Π′′
XA

′ ×Π′′
YA

′] ∪ [A ∩ ((V \Π′′
XA

′)×W )] ∪ [A ∩ (V × (W \Π′′
YA

′))].

Le premier terme du membre de droite est un rectangle borélien, donc est pot(Σ0
1) ; le deuxìeme est

contenu dansC, et vautA ∩C ∩ [(V \Π′′
XA

′)×W ], donc est pot(Σ0
1), ainsi que le troisìeme. Donc

A ∩ U est pot(Σ0
1), ce qui est exclus.

CommeU \ A est ouvert, soientZ, T des ouverts tels que(x′, y) ∈ Z × T ⊆ U \ A ; on peut
poserVs_0 := Z, Vs_1 := V \ Z,Ws_0 := W \ T ,Ws_1 := T .

Vérifions (iv) : (x′, y′) est dansUs_0 ∩ A = (Z ×W ) ∩ A, doncUs_0 ∩ A n’est pas pot(Σ0
1).

De même pourUs_1 ∩A, avec(x, y).

20



Soit Φ, de2ω dansX × Y , définie par :{Φ(α)} =
⋂
n∈ω Uαdn ; alorsΦ′′2ω = Gr(f), où f est

une injection continue d́efinie sur la copieΠ′′
XGr(f) de2ω. De plusGr(f) ⊆ A car par (iv), il existe

(γαn , β
α
n ) dansUαdn ∩ A, et la suite((γαn , β

α
n ))n∈ω converge versΦ(α), doncΦ(α) est dansA qui

est ferḿe. Enfin, siα <lex β, ((ΠX ◦ Φ)(α), (ΠY ◦ Φ)(β)) n’est pas dansA, par (v). Posons donc
E := ((ΠX ◦ Φ)× (ΠY ◦ Φ))−1(A) ; on a

(a) ∆(2ω) ⊆ E
(b) α <lex β ⇒ (α, β) /∈ E

Montrons que2ω contient une copieZ de2ω telle queE∩Z2 = {(α, β) ∈ 2ω×2ω/(β, α) ∈ L0}∩Z2

ou∆(2ω) ∩ Z2.

Premier cas.Pour toute suite de2<ω,N2
s \ E n’est pas antisyḿetrique.

On construit alors par récurrence sur|s| une suite(Vs) de∆0
1(2

ω) non vides v́erifiant

(1) Vs_i ⊆ Vs
(2) δ(Vs) < |s|−1 si s 6= ∅
(3) (Vs_0 × Vs_1) ∪ (Vs_1 × Vs_0) ⊆ Ě

Ceci ne pose aucun problème puisqueE est ferḿe dans2ω×2ω et queV 2
s \E n’est pas antisyḿetrique.

La formule{g(α)} :=
⋂
n∈ω Vαdn définit une injection continueg, qui est un hoḿeomorphisme de

2ω sur son imageZ, qui par (a) v́erifieE ∩ Z2 = ∆(2ω) ∩ Z2.

Second cas.Il existes dans2<ω telle queN2
s \ E soit antisyḿetrique.

Alors par (a) et (b),Z := Ns vérifieE ∩ Z2 = {(α, β) ∈ 2ω × 2ω/(β, α) ∈ L0} ∩ Z2.

Soit alorsf un hoḿeomorphisme d́ecroissant de2ω surZ ; les fonctions composées

φ := ΠX ◦ Φ ◦ f

etψ := ΠY ◦ Φ ◦ f répondent au problème. �

Corollaire 4.14 (a) Sous les hypothèses du th́eor̀eme 4.13, on a

A /∈ pot(Σ0
1) ⇔ ∆(2ω) ≤P A.

(b) On ne peut pas trouverA0 tel que siA est boŕelien d’un produit de deux espaces polonais, on ait
A /∈ pot(Σ0

1) ⇔ A0 ≤P A.

(c) SoitA un boŕelien d’un produit de deux espaces polonais. AlorsA ∈ pot(∆0
1) si et seulement si

A <P ∆(2ω).

Démonstration. (a) SiA est non-pot(Σ0
1), par le th́eor̀eme 4.13,∆(2ω) ≤P A ouL0 ≤P A, et on a

vu dans la preuve que∆(2ω) ≤P L0, donc∆(2ω) ≤p A. La réciproque ŕesulte du chapitre 2.
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(b) AvecA := ∆(2ω), on voit que siA0 existait,A0 serait pot(Π0
1). AvecA := A0, on voit que

A0 serait pot(Π0
1) non-pot(Σ0

1). Par (a), on aurait donc∆(2ω) ≤p A0. AvecA := Ď0, on aurait
A0 ≤P Ď0, donc∆(2ω) ≤P Ď0, ce qui est exclus par la preuve du théor̀eme 3.7.

(c) SiA est pot(∆0
1), et si

f(x, y) :=
{

(0ω, 0ω) si (x, y) ∈ A,
(0ω, 1ω) sinon,

f est dansC0 et ŕeduitA à∆(2ω) ; ∆(2ω) 6≤P A car∆(2ω) n’est pas pot(Σ0
1).

Réciproquement,A ≤P ∆(2ω), doncA est pot(Π0
1) ; si A était non-pot(Σ0

1), par (a) on aurait
∆(2ω) ≤P A, ce qui est exclus. �

Le contre-exemplěD0 prouve que l’hypoth̀ese “A ∈ pot(D2(Σ0
1))” du théor̀eme 4.13 et du

corollaire 4.14.(a) est optimale du point de vue classe de Wadge.

On ne peut pas se ramenerà un seul exemple typique dans le théor̀eme 4.13, avec des réductions
rectangulaires : si

C ≤R D ⇔ il existef, g boŕeliennes telles queC = (f × g)−1(D),

alors∆(2ω) ⊥R L0, comme on le v́erifie immédiatement.

5 Uniformisation partielle desGδ.

On va montrer dans ce paragraphe des théor̀emes d’uniformisation partielle desGδ, dont le but
est d’essayer de trouver une réciproque au lemme 3.5. Ces théor̀emes sont̀a rapprocher d’une part
de ŕesultats dans [GM] et [Ma], òu au lieu de consid́erer la cat́egorie, il est question d’ensembles de
mesure 1 sur chacun des facteurs ; et d’autre part de résultats de G. Debs et J. Saint Raymond, où il est
question de fonctions totales et injectives, avec des hypothèses de compacité sur chacun des facteurs
(cf [D-SR]).

Lemme 5.1 SoientX ′ un ouvert-ferḿe non vide deωω, Y un espace polonais,Y ′ un ouvert non vide
deY , ε > 0, etO un ouvert dense deX ′ × Y ′ dont la projection estX ′ ; il existe des suites(Uk)
(d’ouverts-ferḿes non vides deωω) et (Vk) (d’ouverts non vides deY ) telles que

(1)
⋃
k∈ω Uk (resp.

⋃
k∈ω Vk) est dense dansX ′ (resp.Y ′)

(2) Uk × Vk ⊆ O
(3) δ(Uk), δ(Vk) < ε
(4) Up ∩ Uq = ∅ si p 6= q

Démonstration. Soit (Wm) une partition deX ′ en ouverts-ferḿes, avecδ(Wm) < ε etWm 6= ∅
(c’est possible carX ′ est hoḿeomorphèaωω). Soit(Tm) une base de la topologie deY ′. Par densit́e
deO, on trouve(xm, ym) dans(Wm × Tm) ∩O, et un ouvert-ferḿeXm deX ′, un ouvertYm deY ′

tels queδ(Ym) < ε, et (xm, ym) ∈ Xm × Ym ⊆ (Wm × Tm) ∩O. Si
⋃
m∈ωXm est dense dansX ′,

on a construit, en prenantUk := Xk etVk := Yk, les ouverts cherchés ; en effet, ils v́erifient bien les
conditions(1)-(4).
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Sinon, six est dansX ′ \
⋃
m∈ωXm, on trouve un ouvert-ferḿeZx deX ′, yx dansO(x), et un

ouvertRx deY tels que l’on aitδ(Zx), δ(Rx) < ε, et également l’inclusion

(x, yx) ∈ Zx ×Rx ⊆ O ∩ [(X ′ \
⋃
m∈ω

Xm)× Y ′].

On aX ′ \
⋃
m∈ωXm = ∪Zx =

⋃
n∈ω Zxn =

⋃
n∈ω[Zxn \ (

⋃
p<n Zxp)], puisqueX ′ \

⋃
m∈ωXm est

un espace de Lindelöf. PosonsZ̃n := Zxn \ (
⋃
p<n Zxp) ; s’il y a une infinit́e deZ̃n non vides, on

note(Zn) la suite forḿee de ces ouverts-fermés (on trouve doncnk tel queZk = Z̃nk
).

Sinon, on partitionne uñZn0 non vide en une suite d’ouverts-fermés non vides deX ′, et on note
(Zn) la suite forḿee des̃Zn non vides (pourn 6= n0) et de la partition dẽZn0 ; on a encoreZk ⊆ Z̃nk

,
avecéventuellementnk = nk′ .

Il resteà poser :Rk = Rxnk
, puisU2k := Xk, U2k+1 := Zk, V2k := Yk, V2k+1 := Rk. �

Théorème 5.2SoientX, Y des espaces polonais non vides,X étant parfait,A un Gδ dense de
X × Y . Alors il existe desGδ densesF (dansX) etG (dansY ) et une surjection continue ouvertef
deF surG dont le graphe est contenu dansA (avec de plusF hoḿeomorphèa ωω).

Démonstration. On peut supposerA à coupes verticales co-maigres :̌A est maigre, donc a ses
coupes verticales maigres, sauf sur un ensemble maigre (théor̀eme de Kuratowski-Ulam).A a donc
ses coupes verticales co-maigres sur unGδ denseH deX, qui commeX est polonais parfait.

On peut supposerégalement queX = ωω (de sorte que siF estGδ dense deX, F est hoḿeomor-
pheàωω) : en effet, on proc̀ede comme dans la preuve du corollaire 1.7.

Soit (On) une suite d’ouverts denses deX × Y telle queA =
⋂
n∈ω On, φ0 deω dans{∅} et, si

n > 0, φn une bijection deω surωn. On construit une suite(Us)s∈ω<ω d’ouverts-ferḿes non vides
deX, et une suite(Vs)s∈ω<ω d’ouverts non vides deY vérifiant

(i)
⋃
n∈ω Us_n (resp.

⋃
n∈ω Vs_n) est dense dansUs (resp.Vs)

(ii) Us × Vs ⊆ 0(|s|−1) si s 6= ∅
(iii) δ(Us), δ(Vs) < |s|−1 si s 6= ∅
(iv) Us_n ∩ Us_m = ∅ si n 6= m
(v) (

⋃
k∈ω Vφn(k)) ∩

⋃
m+p<n[Vφm(p) \ (

⋃
l∈ω Vφm(p)_l)] = ∅

On poseU∅ := ωω, V∅ := Y ; admettons avoir construit(Us)|s|≤n et (Vs)|s|≤n, (Uφn(p)_k)p<m,k∈ω,
(Vφn(p)_k)p<m,k∈ω vérifiant (i)-(v).

On construit, si ce n’est déjà fait,(Uφn(m)_k)k∈ω, (Vφn(m)_k)k∈ω en appliquant le lemme préćedent
àε := (n+ 1)−1,X ′ := Uφn(m),

Y ′ := Vφn(m) \
⋃

q+p<n

[Vφq(p) \ (
⋃
l∈ω

Vφq(p)_l)],

O := On ∩ (X ′×Y ′) ; les conditions demandées sont v́erifiées, la densité ne posant pas de problème
car l’adh́erence ci-dessus est rare.
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PosonsF :=
⋂
n∈ω(

⋃
s∈ωn Us), G :=

⋂
n∈ω(

⋃
s∈ωn Vs); F etG sont clairement desGδ denses

deX etY .

Si x est dansF , on trouve pour toutn une unique suitesn deωn telle quex ∈ Usn et aussi
sn ≺ sn+1 ; alors(Vsn) définit f(x) dansG, etf est clairement continue carf ′′(F ∩ Us) ⊆ G ∩ Vs.
Montrons l’inclusion inverse, ce qui achèvera la preuve.

Soit doncy dansG ∩ Vs, et p tel ques = φ|s|(p) ; alors il existe un entierα(|s|) tel quey soit
dansVs_α(|s|), sinony /∈ G car par (v), on aurait alorsy /∈

⋃
k∈ω Vφ|s|+p+1(k) ; on construit comme

ceci par ŕecurrenceα dansNs tel que{y} =
⋂
n∈ω Vαdn ; mais alors(Uαdn) définit x dansF ∩Us tel

quef(x) = y. �

On ne peut pas supprimer complètement une des hypothèses, ni esṕerer mieux avec ces hy-
poth̀eses, dans le sens suivant :

- Si on ne suppose pasX parfait, prendreX = ω etY = 2ω.

- Si on ne suppose pas queA estGδ, prendreX = Y = 2ω etA = (2ω × 2ω) \ (P∞ × P∞).

- Si on ne suppose pasA dense, prendreX = Y = 2ω etA = {(0ω, 0ω)}.

- On ne peut pas avoirf totale ou surjective surY : prendreX = Y = 2ω etA = P 2
∞.

- Enfin, on ne peut pas avoirf injective : prendreX = 2ω etY = ω.

Lemme 5.3 Soientε > 0, U etV des ouverts non vides deωω, etO un ouvert dense deU × V ; on
trouve alors des suites(Zn) et (Tn) d’ouverts-ferḿes non vides deωω vérifiant

(i) δ(Zn), δ(Tn) < ε
(ii) Zn × Tn ⊆ O
(iii) Zn ∩ Zm = Tn ∩ Tm = ∅ si n 6= m
(iv)

⋃
n∈ω Zn est dense dansU

Démonstration. Soient(Un) une base de la topologie deU , et (Vn) une partition deV en ouverts-
fermés non vides de diam̀etre au plusε. AlorsO ∩ (Un × Vn) est non vide, donc contient(xn, yn) et
on trouve des suites(Xn) et (Yn) d’ouverts-ferḿes deωω, avecδ(Xn) < ε et

(xn, yn) ∈ Xn × Yn ⊆ O ∩ (Un × Vn).

Réduisons la suite(Xn), ce qui fournit(Wn). S’il y a une infinit́e deWn non vides, c’est termińe.
Sinon on partitionne unWn0 non vide et leYn0 correspondant en une suite infinie d’ouverts-fermés
non vides. �

Théorème 5.4Sous les hypoth̀eses du th́eor̀eme 5.2, si de plusY est parfait, on peut avoir pourf
un hoḿeomorphisme.
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Démonstration.Comme dans la preuve du théor̀eme 5.2, on peut supposer queX, Y = ωω.

Soit (On) une suite d’ouverts denses deωω × ωω telle queA =
⋂
n∈ω On. On construit alors des

suites d’ouverts-ferḿes non vides deωω, (Zs)s∈ω<ω et (Ts)s∈ω<ω vérifiant

(1) δ(Zs), δ(Ts) < |s|−1 si s 6= ∅
(2) Zs × Ts ⊆ O|s|−1 si s 6= ∅
(3)

⋃
n∈ω Zs_n (resp.

⋃
n∈ω Ts_n) est dense dansZs (resp.Ts)

(4) Zs_n ∩ Zs_m = Ts_n ∩ Ts_m = ∅ si n 6= m

On pose pour commencerZ∅ = T∅ = ωω. Admettons avoir construit(Zs)|s|≤n et (Ts)|s|≤n vérifiant
(1)-(4).

On applique le lemme 5.3̀a ε := (n + 1)−1, U := Zs, V := Ts, O := On ∩ (U × V ). Deux
cas se pŕesentent : siT :=

⋃
m∈ω Tm est dense dansTs, c’est termińe : on poseZs_m := Zm et

Ts_m := Tm.

Sinon, on applique le lemme 5.3àO := {(x, y) / (y, x) ∈ On ∩ (Zs × (Ts \ T ))}, U := Ts \ T ,
V := Zs, ε := (n+ 1)−1, ce qui fournit(Z ′

m) et (T ′m) vérifiant

(i) δ(Z ′
m), δ(T ′m) < (n+ 1)−1

(ii) Z ′
m × T ′m ⊆ On ∩ (Zs × (Ts \ T ))

(iii)
⋃
m∈ω T

′
m est dense dansTs \ T

(iv) Z ′
p ∩ Z ′

m = T ′p ∩ T ′m = ∅ si p 6= m

Posons, sij ∈ ω, nj := min {m ∈ ω / Z ′
j ∩ Zm 6= ∅} ; si m ∈ ω, Im := {j ∈ ω / nj = m} ; et

Lm :=
⋃
j∈Im Z

′
j ∩ Zm. Quatre cas se présentent.

Premier cas.Im = ∅.

On poseZm0 := Zm, Tm0 := Tm, Zmj = Tmj := ∅ si j ≥ 1.

Deuxième cas.Im 6= ∅ etZm = Lm.

Soit jm := min Im. On partitionneZ ′
jm
∩Zm en 2 ouverts-ferḿes non vides̃Z0 et Z̃1, et on pose

Zm0 := Z̃0, T
m
0 := Tm,

Zm1 := Z̃1, T
m
1 := T ′jm ,

Zmj+1 := Zm ∩ Z ′
j , T

m
j+1 := T ′j si j > jm et j ∈ Im,

Zmj = Tmj := ∅ si j > 1 et (j − 1 = jm ou j − 1 /∈ Im).

Troisi ème cas.Im 6= ∅ est fini etLm ⊂6= Zm.

On pose
Zm0 := Zm \ Lm, Tm0 := Tm,
Zmj+1 := Zm ∩ Z ′

j , T
m
j+1 := T ′j si j ∈ Im,

Zmj = Tmj := ∅ si j > 1 et j − 1 /∈ Im.
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Quatri ème cas.Im est infini etLm ⊂6= Zm.

Soientψ une bijection deω surIm, et (Z̃m), (T̃m) des partitions en ouverts-fermés non vides de
Zm \ Lm etTm. On pose :Zm2k := Z̃2k, Tm2k := T̃k, Zm2k+1 := Zm ∩ Z ′

ψ(k), T
m
2k+1 := T ′ψ(k).

On renuḿerote, de façoǹa ce que{Zs_p / p ∈ ω} = {Zij / i, j ∈ ω et Zij 6= ∅} ; on pose
Ts_p := Zij siZs_p = Zij et(Zs_p), (Ts_p) répondent au problème, comme on le v́erifie facilement.

Il est maintenant clair que l’ensemble
⋂
n∈ω(

⋃
s∈ωn(Zs×Ts)) est le graphe d’un hoḿeomorphis-

me deF :=
⋂
n∈ω(

⋃
s∈ωn Zs) surG :=

⋂
n∈ω(

⋃
s∈ωn Ts). �

Pour pouvoir appliquer ces résultats aux classes de Wadge potentielles, il faut traiter le cas où le
Gδ est rare.
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[D-SR] G. Debs et J. Saint Raymond,Śelections boŕeliennes injectives,Amer. J. Math. 111 (1989),
519-534
[GM] S. Graf and R. D. Mauldin,Measurable one-to-one selections and transition kernels,Amer. J.
Math. 107 (1985), 407-425
[HKL] L. A. Harrington, A. S. Kechris et A. Louveau,A Glimm-Effros dichotomy for Borel equiva-
lence relations,J. Amer. Math. Soc. 3 (1990), 903-928
[Ke] A. S. Kechris,Measure and category in effective descriptive set theory,Ann. of Math. logic, 5
(1973), 337-384
[Ku] K. Kuratowski,Topology,Vol. 1, Academic Press, 1966
[Lo1] A. Louveau,Livre à parâıtre
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