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Résuḿe. Nous donnons, pour une certaine catégorie de boŕeliens d’un produit de deux espaces polonais, comprenant

les boŕeliensà coupes d́enombrables, une caractérisation du type “test d’Hurewicz” de ceux ne pouvant pasêtre rendus

diff érence transfinie d’ouverts par changement des deux topologies polonaises.

1 Introduction.

Ces travaux se situent dans le cadre de la théorie descriptive des ensembles. Je renvoie le lecteur
à [Ku] (resp. [Mo]) pour les notions de base de théorie descriptive classique (resp. effective). Rap-
pelons que dans le cas des espaces polonais de dimension 0, la hiérarchie de Baire des boréliens est
construite en alternant les opérations de ŕeunion d́enombrable et de passage au complémentaire, en
partant des ouverts-ferḿes, ce de manière transfinie. On a alors la hiérarchie suivante :

Σ0
1 = ouverts Σ0

2 = Fσ ... Σ0
ω ...

Π0
1 = fermés Π0

2 = Gδ ... Π0
ω ...

On s’int́eresse icìa une híerarchie analoguèa celle de Baire, sauf qu’au lieu de partir des ouverts-
fermés d’un espace polonais de dimension 0, on part des produits de deux boréliens, chacun d’entre
euxétant inclus dans un espace polonais. L’analogie devient plus claire quand on sait qu’étant donńes
un espace polonaisX et un boŕelienA deX, on peut trouver une topologie polonaise plus fine que
la topologie initiale surX (topologie ayant donc les m̂emes boŕeliens), de dimension 0, et qui rende
A ouvert-ferḿe. Pour notre problème, le fait de travailler dans les espaces de dimension 0 n’est donc
pas une restriction réelle. La d́efinition qui suit apparâıt alors naturelle :

Définition. SoientX et Y des espaces polonais, etA un boŕelien deX × Y . Si Γ est une classe
de Baire, on dira queA estpotentiellement dans Γ (ce qu’on noteraA ∈ pot(Γ)) s’il existe des
topologies polonaises de dimension 0,σ (surX) et τ (surY ), plus fines que les topologies initiales,
telles queA, consid́eré comme partie de(X, σ)× (Y, τ), soit dansΓ.

La motivation pour l’́etude de ces classes de Baire potentielles trouve son origine dans l’étude
des relations d’́equivalence boréliennes, et plus préciśement dans l’́etude du pŕe-ordre suivant sur la
collection des relations d’équivalence boréliennes d́efinies sur un espace polonais :

E ≤ F ⇔ ∃ f boŕelienne E = (f × f)−1(F ).

A l’aide de la notion de classe de Baire potentielle, A. Louveau montre dans [Lo3] que la collec-
tion des relations d’équivalenceΣ0

ξ n’est pas co-finale, et il en déduit qu’il n’existe pas de relation
maximum pour≤.
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Pour d́eterminer la complexité exacte d’un borélien, on est amené à montrer qu’il n’est pas d’une
classe de Baire donnée - ce qui est ǵeńeralement beaucoup plus difficile que de montrer qu’il est d’une
autre classe de Baire. Le théor̀eme d’Hurewicz, rappelé ci-dessous, donne une condition nécessaire
et suffisante pour la classe desGδ (cf [SR]).

Théorème.SoientX un espace polonais, etA un boŕelien deX. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) Le boŕelienA n’est pasΠ0
2.

(b) Il existeu : 2ω → X injective continue telle queu−1(A) = {α ∈ 2ω / ∃ n ∀m ≥ n α(m) = 0}.

Ce th́eor̀eme aét́e ǵeńeraliśe aux autres classes de Baire par A. Louveau et J. Saint Raymond (cf
[Lo-SR]). On cherchèa établir des ŕesultats analogues au théor̀eme d’Hurewicz pour les classes de
Baire potentielles. Dans la première partie, nous nous intéresseront̀a la caract́erisation des ensembles
potentiellement ferḿes ; nous d́emontrons le

Théorème.Il existe un boŕelienA1 de2ω×2ω tel que pour tous espaces polonaisX etY , et pour tout
borélienA deX × Y qui est pot(Σ0

3) et pot(Π0
3), on a l’équivalence entre les conditions suivantes :

(a) Le boŕelienA n’est pas pot(Π0
1).

(b) Il existe des fonctions continuesu : 2ω → X etv : 2ω → Y telles queA1 ∩ (u× v)−1(A) = A1.

Rappelons que les boréliensà coupes verticales (ou horizontales) dénombrables sont pot(Σ0
2)

(cf [Lo1]), donc v́erifient l’hypoth̀ese de ce th́eor̀eme. Il est̀a noter qu’on ne peut pas espérer une
réduction sur tout le produit, c’està dire qu’on ne peut pas avoir(u×v)−1(A) = A1 dans la condition
(b) (cf [Le1], Cor. 4.14.(b)). Nous montreronségalement l’impossibilit́e d’avoir l’injectivité des
fonctionsu etv de ŕeduction, ce qui constitue une autre différence avec le th́eor̀eme d’Hurewicz.

Dans la seconde partie, nousétendrons ce th́eor̀emeà d’autres classes, qui s’introduisent na-
turellementà partir du th́eor̀eme d’Hurewicz. En effet, ce théor̀eme montre entre autres l’intér̂et
des ŕeductions par des fonctions continues pour la comparaison de la complexité des boŕeliens. La
définition suivante apparaı̂t alors naturelle :

Définition. Soit Γ une classe de parties d’espaces polonais de dimension 0. On dit queΓ est une
classe de Wadge s’il existe un espace polonaisP0 de dimension 0, et un borélienA0 deP0 tels que
pour tout espace polonaisP de dimension 0 et pour toute partieA deP , A est dansΓ si et seulement
s’il existe une fonction continuef deP dansP0 telle queA = f−1(A0).

On peut d́emontrer que la hiérarchie de Wadge affine celle de Baire. L’utilité de consid́erer les
espaces de dimension 0 apparaı̂t ici : il faut assurer l’existence de suffisamment de fonctions con-
tinues. En effet, les seules fonctions continues deR dans2ω sont les fonctions constantes ! Il y a
eu des travaux, notamment de A. Louveau et J. Saint Raymond (cf [Lo2]), pour décrire la híerarchie
de Wadge en termes d’opérations ensemblistes, comme dans la hiérarchie de Baire. Ceci am̀eneà
consid́erer de nouveaux ensembles.
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Par exemple, siξ est un ordinal d́enombrable et(Aη)η<ξ une suite croissante d’ouverts d’un
espace polonaisX, on note

D((Aη)η<ξ) :=

x ∈ X / ∃ η < ξ x ∈ Aη \ (
⋃
θ<η

Aθ) etη n’a pas la m̂eme parit́e queξ

 .

On noteDξ(Σ0
1) la classe des ensembles de la formeD((Aη)η<ξ). On peut montrer que les seules

classes de Wadge non stables par passage au complémentaire contenues dans∆0
2 = Σ0

2 ∩Π0
2 sont

lesDξ(Σ0
1) et Ďξ(Σ0

1). On obtient alors la hiérarchie suivante :

D0(Σ0
1) = {∅} D1(Σ0

1) = ouverts ... Dω(Σ0
1) ... Σ0

2

Ď0(Σ0
1) Ď1(Σ0

1) = fermés ... Ďω(Σ0
1) ... Π0

2

On peut d́efinir sans probl̀eme les ensembles potentiellementΓ, où Γ est une classe de Wadge, en
utilisant la m̂eme d́efinition que pŕećedemment. Nous démontrons le

Théorème.Soitξ un ordinal d́enombrable.

(1) Si ξ est pair, il existe un boŕelienAξ de2ω × 2ω tel que pour tous espaces polonaisX et Y , et
pour tout boŕelienA deX × Y qui est pot(Σ0

3) et pot(Π0
3), on a l’équivalence entre les conditions

suivantes :

(a) Le boŕelienA n’est pas pot(Dξ(Σ0
1)).

(b) Il existe des fonctions continuesu : 2ω → X etv : 2ω → Y telles queAξ ∩ (u× v)−1(A) = Aξ.

(2) Siξ est impair, il existe un borélienAξ de2ω × 2ω tel que pour tous espaces polonaisX etY , et
pour tout boŕelienA deX × Y qui est pot(Σ0

3) et pot(Π0
3), on a l’équivalence entre les conditions

suivantes :

(a) Le boŕelienA n’est pas pot(Ďξ(Σ0
1)).

(b) Il existe des fonctions continuesu : 2ω → X etv : 2ω → Y telles queAξ ∩ (u× v)−1(A) = Aξ.

Questions.(a) Un premier probl̀eme ouvert est de savoir si on peut supprimer l’hypothèse “A est
pot(Σ0

3) et pot(Π0
3)” dans ce th́eor̀eme.

(b) Un deuxìeme probl̀eme ouvert est le suivant. Comme nous l’avons mentionné avant, les seules
classes de Wadge non stables par passage au complémentaire contenues dans∆0

2 sont lesDξ(Σ0
1) et

Ďξ(Σ0
1). Les boŕeliensà coupes d́enombrableśetant pot(Σ0

2), la caract́erisation de ces boréliens en
termes de “tests̀a la Hurewicz” est donc complète,à l’exception de ceux qui ne sont pas pot(Π0

2). La
question est donc de savoir si la conjecture suivante est vraie :

Conjecture. Il existe un boŕelienB de2ω × 2ω, tel que pour tous espaces polonaisX et Y , et pour
tout boŕelienA deX ×Y à coupes d́enombrables, on a l’équivalence entre les conditions suivantes :

(a) Le boŕelienA n’est pas pot(Π0
2).

(b) Il existe des fonctions continuesu : 2ω → X etv : 2ω → Y telles queB ∩ (u× v)−1(A) = B.
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2 Un test pour les ensembles non potentiellement ferḿes.

(A) La construction de base.

Nous montrons un premier résultat qui n’est pas tout̀a fait la caract́erisation des ensembles
non potentiellement ferḿes annonćee dans l’introduction. Sa démonstration est plus importante que
l’ énonće lui-même, et fournit une construction qui sera affinée plus tard, de 3 manières diff́erentes :

- Pourétablir la caract́erisation des ensembles non potentiellement fermés.

- Pour montrer l’impossibilit́e de l’injectivit́e de la ŕeduction.

- Pourétablir la caract́erisation des ensembles non potentiellement différence transfinie d’ouverts.

Pourénoncer et́etablir ce ŕesultat, il nous faut du vocabulaire :

Définition 2.1 Soient(Gn) une suite de ferḿes etG un ferḿe d’un espace topologiqueX. On dit
que(Gn) converge vers G si G =

⋃
n∈ω Gn \ (

⋃
n∈ω Gn).

L’id ée est la suivante : comment tester si une partieA d’un espace ḿetrique est ferḿee ? Une
réponse est queA n’est pas ferḿe si et seulement s’il existe une suite(xn) d’éléments deA con-
vergeant vers un pointx hors deA. On a alors, avec la définition pŕećedente, que({xn}) converge
vers{x}. On ne peut pas prendre ce test pour caractériser les ensembles non potentiellement fermés,
puisque le singleton{x} peutêtre rendu ouvert-ferḿe. Cependant, on peut remarquer que siX est un
espace polonais etτ une topologie polonaise plus fine surX, il existe unGδ dense deX sur lequel les
deux topologies cöıncident. L’id́ee est donc de remplacer les singletons par des ensembles rencontrant
tout produit de deuxGδ denses. Un exemple de tels ensembles est le graphe d’une fonction continue
et ouverte de domaine et d’image ouverts-fermés non vides. Dans la suite, lesGn etG seront de tels
graphes. Les notations et définitions qui suivent paraı̂ssent alors naturelles, avec le rappel qui suit.

Notation. SoientA, B, Z etT des ensembles,g : A → B une fonction. La notationG(g) désignera
le graphe Gr(g) deg si A × B ⊆ Z × T , et{(z, t) ∈ Z × T / (t, z) ∈ Gr(g)} si A × B ⊆ T × Z.
On a doncG(g) ⊆ Z × T dans les deux cas.

Définition 2.2 On dit que(Z, T, g, (gn)) est unesituation générale si

(a) Z etT sont des espaces polonais parfaits de dimension0.

(b) g etgn sont des fonctions continues et ouvertes de domaine ouvert-fermé non vide deZ et d’image
ouverte-ferḿee deT , ou de domaine ouvert-ferḿe non vide deT et d’image ouverte-ferḿee deZ.

(c) La suite(G(gn)) converge versG(g).

Il est d́emontŕe le th́eor̀eme suivant dans [Le2] (cf théor̀eme 2.3) :

Théorème 2.3SoientX et Y des espaces polonais,A un boŕelien pot(Σ0
3) et pot(Π0

3) deX × Y .
Les conditions suivantes sontéquivalentes :

(a) Le boŕelienA n’est pas pot(Π0
1).

(b) Il existe une situation ǵeńerale(Z, T, g, (gn)) et des injections continuesu : Z → X etv : T → Y
telles que

⋃
n∈ω G(gn) ∩ (u× v)−1(A) =

⋃
n∈ω G(gn).
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Dans ce ŕesultat, la situation ǵeńerale(Z, T, g, (gn)) dépend deA, même si elle est toujours du
même type. Dans le résultat qu’on cherchèa obtenir, annonće dans l’introduction, le borélien A1

est ind́ependant deA. On cherche donc essentiellementà obtenir un th́eor̀eme d’interversion de
quantificateurs, c’est-à-dire une version uniforme du théor̀eme pŕećedent. Apr̀es ce rappel, il nous
faut encore du vocabulaire.

Définition 2.4 On dit que(Z, (gn)) est unebonne situation si

(a) Z est un ferḿe parfait non vide deωω.

(b) gn est un hoḿeomorphisme de domaine et d’image ouverts-fermés deZ. De plus,α <lex gn(α)
si α ∈ Dgn .

(c) La suite(Gr(gn)) converge vers la diagonale∆(Z).

Notations.SoitZ ⊆ ωω. On noteNs l’ouvert-fermé de base deZ assocíe às ∈ ω<ω :

Ns := {α ∈ Z / s ≺ α}.

• Soit (Z, (fn)) une bonne situation,f∅ := IdZ etR la relation surω<ω definie comme suit :

s R t ⇔ |s| = |t| et (Ns ×Nt) ∩

(
Gr(f∅) ∪

⋃
n∈ω

Gr(fn)

)
6= ∅.

• Si s R t, on pose

m(s, t) := min{m ∈ ω / ∃ w ∈ {∅} ∪ ω |w| = m et (Ns ×Nt) ∩Gr(fw) 6= ∅},

n(s, t) := min{n ∈ ω / sdn R tdn et m(s, t) = m(sdn, tdn)}.

• On poses T t ⇔ s R t ou t R s. On dira quec ∈ (ω<ω)<ω \ {∅} est uneT -chaı̂ne si
∀ i < |c| − 1 c(i) T c(i + 1).

• On d́efinit E commeétant la relation d’́equivalence engendrée parR :

s E t ⇔ ∃ c T -châıne c(0) = s et c(|c| − 1) = t.

Définition 2.5 On dit que(Z, (fn)) est unetrès bonne situation si

(a) (Z, (fn)) est une bonne situation.

(b) Sic est uneT -châıne telle que|c| ≥ 3, c(0) = c(|c| − 1), etc(i) 6= c(i + 1) si i < |c| − 1, alors
il existei < |c| − 2 tel quec(i) = c(i + 2).

Théorème 2.6Soient(Z, (gn)) une bonne situation et(ωω, (fn)) une tr̀es bonne situation. On sup-
pose que les classes d’équivalence de la relationE assocíeeà (ωω, (fn)) sont finies. Alors il existe
une fonction continueu : ωω → Z telle que

⋃
n∈ω

Gr(fn) ∩ (u× u)−1

(⋃
n∈ω

Gr(gn)

)
=
⋃
n∈ω

Gr(fn).
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Démonstration.On va construire

- Une suite(Us)s∈ω<ω d’ouverts-ferḿes non vides deZ.

- Une fonctionΦ : {(s, t) ∈ ω<ω × ω<ω / |s| = |t|} → {∅} ∪ ω.

On notera, sis R t, w(s, t) := Φ(sdn(s, t), tdn(s, t)). On demandèa ces objets de vérifier

(i) Us_i ⊆ Us

(ii) δ(Us_i) ≤ 2−|s|−1

(iii) s R t ⇒
{
|w(s, t)| = m(s, t)
Ut = gw(s,t)[Us]

• Admettons ceci ŕealiśe. Soitα dansωω. Comme pourq > 0, δ(Uαdq) < 2−q, (Uαdq)q est une suite
décroissante de ferḿes non vides dont les diamètres tendent vers0. On peut donc d́efinir u : ωω → Z
par la formule{u(α)} =

⋂
q∈ω Uαdq, etu est continue. Montrons que si(α, β) est dans

⋃
n∈ω Gr(fn),

alors(u(α), u(β)) est dans
⋃

n∈ω Gr(gn). Soit doncn entier tel que(α, β) ∈ Gr(fn) ; on peut trouver
un entier naturelm0 tel que(Nαdm0

×Nβdm0
) ∩Gr(f∅) = ∅. Alors sim ≥ m0, on aαdmR βdm et

on a leśegalit́esm(αdm,βdm) = m(αdm0, βdm0) = 1. Posonsn0 := n(αdm0, βdm0). Si p ≥ n0,
on am(αdp, βdp) = m(αdn0, βdn0) et n(αdp, βdp) = n(αdn0, βdn0) = n0. Posonss := αdn0 et
t := βdn0. Par (iii), |Φ(s, t)| = m(s, t) = m(αdm0, βdm0) = 1. On a

gΦ(s,t)(u(α)) ∈ gΦ(s,t)[
⋂

n≥n0

Uαdn] ⊆
⋂

n≥n0

gΦ(s,t)[Uαdn] =
⋂

n≥n0

Uβdn = {u(β)}.

D’où (u(α), u(β)) ∈ Gr(gΦ(s,t)). Si (α, β) ∈
⋃

n∈ω Gr(fn)\(
⋃

n∈ω Gr(fn)), α = β etu(α) = u(β).
Donc(u(α), u(β)) /∈

⋃
n∈ω Gr(gn).

• Montrons donc que la construction est possible. On poseΦ(∅, ∅) := ∅ et U∅ := Z. Admettons
avoir construitUs etΦ(s, t) pour|s|, |t| ≤ p vérifiant (i)-(iii), et soients ∈ ωp et i ∈ ω. Posons

d :
{
E(s_i)× E(s_i)→ ω
(x, y) 7→ min{|c| − 1 / c T -châıne,c(0) = x et c(|c| − 1) = y}

Si k ∈ ω, on poseHk := {z ∈ E(s_i) / d(z, s_i) = k}. Alors Hk et le nombre deHk non vides
sont finis, puisque les classes d’équivalence deE sont suppośees finies. De plus,Hk est non vide si
Hk+1 l’est, donc on peut trouverq tel queH0, ...,Hq soient non vides etHk soit vide sik > q. Posons

Hk := {z(k,1), ..., z(k,pk)}, φ :
{⋃

k≤q{k} × {1, ..., pk} → ω

(k, r) 7→ (Σi<k pi) + r

On a donc Im(φ) = {1, ..., p0, p0 + 1, ..., p0 + p1, ..., p0 + ... + pq−1 + 1, ..., p0 + ... + pq}.

On va construire par récurrence surn ∈ {1, ..., p0 + ... + pq}, et pourk ∈ {1, ..., n}, des ouverts-
fermés non videsUn

zφ−1(k)
deZ. Si zφ−1(k) R zφ−1(l), on notew(k, l) := w(zφ−1(k), zφ−1(l)).
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On demande aux ouverts-fermés de v́erifier

(1) Un
zφ−1(k)

⊆ Uzφ−1(k)dp

(2) δ(Un
zφ−1(k)

) ≤ 2−p−1

(3) Si k, l ∈ {1, ..., n} etzφ−1(k) R zφ−1(l), alors
− |w(k, l)| = m(zφ−1(k), zφ−1(l))
− Un

zφ−1(l)
= gw(k,l)[Un

zφ−1(k)
]

(4) Un+1
zφ−1(k)

⊆ Un
zφ−1(k)

si k ∈ {1, ..., n}

Admettons cette construction effectuée. Il resteràa poser, siz, z′ ∈ E(s_i), Uz := U
p0+...+pq
z , et si

Φ(z, z′) n’est pas encore défini, on poseraΦ(z, z′) := Φ(zdp, z′dp). On a

Uzφ−1(k)
= U

p0+...+pq
zφ−1(k)

⊆ Uzφ−1(k)dp.

La condition (i) est donc réaliśee pour toute suite deE(s_i). La condition (2) entrâınera de m̂eme
que (ii) est ŕealiśee pour toute suite deE(s_i). Pour (iii), il suffit de remarquer que sĩs R t̃, s̃ et t̃
sont dans la m̂emeE-classe, et (3) donne le résultat.

• Montrons donc que cette nouvelle construction est possible. Sin = 1, φ−1(n) vaut (0, 1) et
zφ−1(n) = s_i ; on choisit pourU1

z(0,1)
un ouvert-ferḿe non vide deUs, de diam̀etre au plus2−p−1.

Admettons avoir construit les suites finiesU1
zφ−1(1)

, ...,Un−1
zφ−1(1)

, ...,Un−1
zφ−1(n−1)

, vérifiant (1)-(4),

ce qui est fait pourn = 2. La suitezφ−1(n) est dansH(φ−1(n))0 , donc on peut trouver uneT - châınec
telle quec(0) = s_i, c(|c| − 1) = zφ−1(n) et |c| − 1 = (φ−1(n))0. Commep0 = 1, (φ−1(n))0 ≥ 1,
donc |c| ≥ 2 et c(|c| − 2) ∈ H(φ−1(n))0−1 ; par le choix deφ, on peut trouverm < n tel que
c(|c| − 2) = zφ−1(m). D’où zφ−1(n) T zφ−1(m). Notons

o :=
{

n(zφ−1(n), zφ−1(m)) si zφ−1(n) R zφ−1(m),
n(zφ−1(m), zφ−1(n)) si zφ−1(m) R zφ−1(n).

Cas 1.o < p + 1.

1.1. zφ−1(m) R zφ−1(n).

La suitew(m,n) = Φ(zφ−1(m)do, zφ−1(n)do) a d́ejà ét́e d́efinie et on a

Uzφ−1(n)dp
= gw(m,n)[Uzφ−1(m)dp

].

On choisit, dansgw(m,n)[Un−1
zφ−1(m)

], un ouvert-ferḿe non videUn
zφ−1(n)

de diam̀etre au plus2−p−1.

De sorte que (1), (2), et (3) pourk = l = n sont ŕealiśees.

On d́efinit ensuite lesUn
zφ−1(q)

pour1 ≤ q < n, par ŕecurrence surd(zφ−1(q), zφ−1(n)) : on choisit

uneT -châıne e de longueur minimale telle quee(0) = zφ−1(q) et e(|e| − 1) = zφ−1(n). Comme
|e| ≥ 2, Un

e(1) a ét́e d́efini et il y a 2 cas. Soitr entier compris entre1 et n tel quee(1) = zφ−1(r).
Un tel r existe car la condition (b) de la définition d’une tr̀es bonne situation entraı̂ne l’unicité d’une
T -châıne sans termes consécutifs identiques allant d’une suiteà une autre ; cetteT -châıne est donc
de longueur minimale, et la définition deφ montre l’existence der.
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1.1.1.zφ−1(r) R zφ−1(q).

On pose
Un

zφ−1(q)
:= gw(r,q)[U

n
zφ−1(r)

].

1.1.2.zφ−1(q) R zφ−1(r).

On pose
Un

zφ−1(q)
:= g−1

w(q,r)(U
n
zφ−1(r)

).

Montrons que ces d́efinitions sont licites. On ae(1) = zφ−1(r), où 1 ≤ r ≤ n. Si le casr = n se
produit, commezφ−1(m) etzφ−1(q) sont dansE(s_i), l’unicité de laT -châıne sans termes consécutifs
identiques allant des_i àzφ−1(n) montre queq = m.

On en d́eduit que sir = n, on est dans le cas 1.1.2 puisqu’on ne peut pas avoirzφ−1(q) R e(1)
et e(1) R zφ−1(q), ces deux suiteśetant diff́erentes par minimalité de la longueur dev (si s̃ R t̃, on a
ques̃ ≤lex t̃, par d́efinition d’une tr̀es bonne situation).

Dans le cas 1.1.1, on ar < n et Un−1
zφ−1(q)

= gw(r,q)[Un−1
zφ−1(r)

], doncUn
zφ−1(q)

est un ouvert-ferḿe

non vide deUn−1
zφ−1(q)

, puisqueUn
zφ−1(r)

⊆ Un−1
zφ−1(r)

. De m̂eme,Un
zφ−1(q)

est un ouvert-ferḿe non vide

deUn−1
zφ−1(q)

dans le cas 1.1.2,r < n. Si r = n, q = m et la m̂eme conclusion vaut, par le choix de

Un
zφ−1(n)

. D’où la condition (4). Les conditions (1) et (2) pourk = q en d́ecoulent.

Vérifions (3). Soient donck, l ≤ n tels quezφ−1(k) R zφ−1(l), et c̃ (resp. ẽ) la T -châıne ayant
servi à d́efinir Un

zφ−1(k)
(resp.Un

zφ−1(l)
). On ac̃(|c̃| − 1) = ẽ(|ẽ| − 1) = zφ−1(n). Si |c̃| = |ẽ| = 1,

k = l = n et (3) aét́e vérifié. Plus ǵeńeralement, sik = l, (3) est v́erifié. Si |c̃| = 1 et |ẽ| = 2, la
liaison entrezφ−1(k) et zφ−1(l) a d́ejà ét́e prise en compte, par minimalité des longueurs. De m̂eme
si |c̃| = 2 et |ẽ| = 1. Si |c̃| et |ẽ| sont au moinśegauxà 2, par unicit́e de laT -châıne sans termes
conśecutifs identiques allant d’une suiteà une autre, on a quẽc(1) = ẽ(0) ou c̃(0) = ẽ(1). Là encore,
la liaison aét́e prise en compte. La condition (3) est donc réaliśee.

1.2. zφ−1(n) R zφ−1(m).

Ce cas est analogue au préćedent (on aUzφ−1(m)dp
= gw(n,m)[Uzφ−1(n)dp

], on choisitUn
zφ−1(n)

dans

g−1
w(n,m)(U

n−1
zφ−1(m)

), et seul le cas 1.2.1 est possible sir = n).

Cas 2.o = p + 1.

2.1. zφ−1(m) R zφ−1(n).

Soitw ∈ {∅} ∪ ω tel que(Nzφ−1(m)dp
×Nzφ−1(n)dp

) ∩Gr(fw) 6= ∅. On peut supposer que

|w| = m(zφ−1(m)dp, zφ−1(n)dp) = 0,

etw = ∅, zφ−1(m)dp = zφ−1(n)dp. Comme Gr(g∅) =
⋃

n∈ω Gr(gn) \ (
⋃

n∈ω Gr(gn)), on peut trouver
t ∈ ω minimal tel que(Un−1

zφ−1(m)
× Un−1

zφ−1(m)
) ∩ Gr(gt) 6= ∅, et on a|t| = m(zφ−1(m), zφ−1(n)) = 1.

On pose alorsΦ(zφ−1(m), zφ−1(n)) := t.
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On a alors quegw(m,n)[Un−1
zφ−1(m)

∩g−1
w(m,n)(U

n−1
zφ−1(m)

)] est un ouvert-ferḿe non vide deUzφ−1(n)dp
.

On choisitUn
zφ−1(n)

dans cet ouvert-ferḿe et on raisonne comme en 1.1.

2.2. zφ−1(n) R zφ−1(m).

On raisonne comme en 2.1, en choisissantUn
zφ−1(n)

dansg−1
t (Un−1

zφ−1(m)
) ∩ Un−1

zφ−1(m)
et en posant

φ(zφ−1(n), zφ−1(m)) := t. �

(B) L’existence de tests.

Nous donnons maintenant un exemple explicite, comme annoncé dans l’introduction. Nous com-
menons par un exemple dansωω ×ωω, que nous raffinons ensuite dans un produitZ0×Z0, où Z0 est
plus compliqúe à d́ecrire queωω, mais est hoḿeomorphèa2ω.

Notations.Soit (qn) la suite des nombres premiers :q0 = 2, q1 = 3, q2 = 5, ... On pose

N :



ω<ω → ω

s 7→


q
s(0)+1
0 ...q

s(|s|−1)+1
|s|−1 si s 6= ∅,

0 sinon.

• La fonctionf∅ est l’identit́e. On pose ensuite

fn :



{α ∈ ωω / α(n) = 1} → {α ∈ ωω / α(n) = N(αdn_1)}

α 7→


ω →ω

p 7→


α(p) si p 6=n,

N(αd(n + 1)) sinon.

• On pose ensuite
A0 := {1},

An+1 := {1} ∪ {N(s_1) / s ∈ Πi≤n Ai} (n ∈ ω),

Z0 := Πn∈ω An.

Alors on voit facilement par récurrence queAn est fini et a au moins deux́eléments sin ≥ 1, de
sorte queZ0, muni de la topologie induite par celle deωω, est hoḿeomorphèa 2ω, comme compact
métrisable parfait de dimension 0 non vide. Il est clair que siα ∈ Z0 etα(n) = 1, alorsfn(α) ∈ Z0,
de sorte qu’on peut remplacerωω parZ0 dans la d́efinition defn. On note encorefn cette nouvelle
fonction, le contexte précisant si on travaille dansωω ou dansZ0.

Théorème 2.7 (1) Le couple(ωω, (fn)) une tr̀es bonne situation. De plus, les classes d’équivalence
deE sont finies.

(2) Le couple(Z0, (fn)n>0) une tr̀es bonne situation. De plus, pour tout entierp, Πn<p An est une
classe pourE .
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Démonstration.Les espacesωω etZ0 sont ferḿes parfaits non vides deωω.

• Que ce soit dansωω ouZ0, fn est clairement un hoḿeomorphisme de domaine et d’image ouverts-
fermés, et on aα <lex fn(α) pour toutα deDfn .

• Si α ∈ ωω, la suite de terme ǵeńeral (αdn_1_(α(n + 1), ...), αdn_N(αdn_1)_(α(n + 1), ...))
converge vers(α, α), de sorte que(Gr(fn)) converge vers∆(ωω). De m̂eme siα ∈ Z0.

• Montrons maintenant que pour tout entierp, Πn<p An est une classe pourE . Il suffit de voir que
E(1p) = Πn<p An. La condition est clairement vérifiée pourp = 0 : on aE(∅) = {∅}. Pourp = 1,
on aE(1p) = {1} = A0 car on consid̀ere la suite(fn)n>0, de sorte que la première coordonńee
vaut toujours 1. Soit doncs ∈ E(1p+1). On a bien ŝur s ∈ Πn<p+1 An. Réciproquement, si
s ∈ Πn<p+1 An, sdp ∈ Πn<p An, donc par hypoth̀ese de ŕecurrence, on peut trouver uneT -châıne
v telle quev(0) = 1p etv(|v| − 1) = sdp. On a donc que(v(i)_s(p))i<|v| est uneT -châıne, et donc
ques ∈ E(1p_s(p)). D’où le ŕesultat sis(p) = 1. Sinon, on peut trouvert dansΠn<p An telle que
s(p) = N(t_1). Par hypoth̀ese de ŕecurrence, on peut trouver uneT - châınew telle quew(0) = 1p

et w(|w| − 1) = t. Comme avant,(w(i)_1)i<|w| est uneT -châıne, donct_1 ∈ E(1p+1). Donc
t_N(t_1) ∈ E(1p+1), c’est-̀a-diret_s(p) ∈ E(1p+1). Commet ∈ E(1p), t_s(p) ∈ E(1p_s(p)) et
s ∈ E(1p+1).

• Montrons maintenant les classes d’équivalence deE sont finies. SoitC uneE-classe,t0 ∈ C et
s0 ∈ C lexicographiquement minimale. Une telle suite existe car on définit, siq < |t0|, s0(q) comme
étant min{s(q) / s ∈ C et sdq = s0dq}. On montre par ŕecurrence suri < |s0| que

(i) E(s0d(i + 1)) est finie.
(ii) ∀ s ∈ E(s0d(i + 1)) s(i) ∈ {s0(i)} ∪ {N(u_s0(i)) / u ∈ E(s0di)}.

Si i = 0, E(s0(0)) = {s0(0)} si s0(0) 6= 1, et{s0(0)} ∪ {N(1)} sinon, d’òu le ŕesultat. Admettons
ce ŕesultat pouri < j < |s0|, ce qui est v́erifié pourj = 1. Montrons-le pourj, ce qui prouvera que
C est finie.

Soit t̃ ∈ E(s0d(j + 1)) ; il existe uneT -châıneu telle queu(0) = t̃ etu(|u| − 1) = s0d(j + 1).
Si i < |u| − 1, commeu(i) T u(i + 1), u(i)dj T u(i + 1)dj, doncu(i)dj E u(i + 1)dj et t̃dj E s0dj.

Montrons (ii) ; (i) s’en d́eduira carsdj ∈ E(s0dj) qui est fini par hypoth̀ese de ŕecurrence, et car
s(j) est dans un ensemble fini. On montre que

∀ s, t ∈ E(s0d(j + 1)) t(j) 6= s0(j) ous(j) ∈ {s0(j)} ∪ {N(u_s0(j)) / u ∈ E(s0dj)}.

On proc̀ede par ŕecurrence surd(s, t). C’est clair pourd(s, t) = 0. Soients, t ∈ E(s0d(j + 1)) telles
qued(s, t) = k + 1. Soit e uneT -châıne telle quee(0) = t, e(|e| − 1) = s et |e| = k + 2. Soit
i < |e| maximal tel quee(i)(j) = s0(j). Si i > 0, par hypoth̀ese de ŕecurrence, on a le résultat. On
peut donc supposer que si1 ≤ i < |e|, e(i)(j) 6= s0(j).

Par conśequent,e(1)(j) 6= s0(j) et e(0)(j) = t(j) = s0(j), donc s0(j) a ét́e modifíe en
N(tdj_s0(j)), par minimalit́e des0.
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En effet, on remarque que six R y, alors∀ l ∈ ω \ {0}, x_l R y_l. Commetdj E s0dj,

e(1) = tdj_e(1)(j) E s0dj_e(1)(j)

et si on poses′0 :=< s0(j+1), ..., s0(|s0|−1) >, on ae(1)_s′0 E s0 ete(1)_s′0 E s0dj_e(1)(j)_s′0.
Donce(1)(j) ≥ s0(j) ete(1)(j) > s0(j). Pour transformer̀a nouveaue(1)(j), on ne peut que revenir
à s0(j), ce qui est exclus. Donce(1)(j) reste fixe dans la suite et vauts(j). L’entier s(j) a donc la
forme voulue. D’òu (ii), avect = s0d(j + 1).

• Montrons maintenant que(ωω, (fn)) une tr̀es bonne situation. Nous voulons montrer que sic est
uneT -châıne telle que|c| ≥ 3, c(0) = c(|c| − 1), et c(i) 6= c(i + 1) si i < |c| − 1, alors il existe
i < |c| − 2 tel quec(i) = c(i + 2).

Soit c un contre-exemple de longueur minimale, et tel quel := |c(0)| soit minimale elle aussi.
Alors nécessairement la suite(c(i)(l − 1))i<|c| est non constante, et on trouvei1 minimal tel que
c(i1)(l − 1) 6= c(i1 + 1)(l − 1) ; il y a alors deux cas.

Ou bienc(i1)(l − 1) < c(i1 + 1)(l − 1), auquel cas comme on a leségalit́es

c(i1)(l − 1)=c(0)(l − 1)=c(|c| − 1)(l − 1),

on trouvei2 > i1 + 1 minimal tel que l’on aitc(i1 + 1)(l − 1) 6= c(i2)(l − 1). Comme avant, on
voit que c(i1)(l − 1) = c(i2)(l − 1), et en faitc(i1) = c(i2). Donc i1 = 0 et i2 = |c| − 1, par
minimalité de|c|. Par minimalit́e encore,|c| = 3, ce qui constitue la contradiction cherchée (on a
c(i1 + 1) = c(i2 − 1) car il existe un unique entiern tel quec(i1)_1ω ∈ An, avecn = l − 1 ; par
suite,c(i1 + 1)_1ω = fn(c(i1)_1ω) = fn(c(i2)_1ω) = c(i2 − 1)_1ω).

Ou bienc(i1)(l − 1) > c(i1 + 1)(l − 1), auquel cas on trouvei2 > i1 + 1 minimal tel que
c(i2)(l − 1) = ... = c(|c| − 1)(l − 1). On ac(i1 + 1) = c(i2 − 1), doncc(i1) = c(i2) comme avant.
D’où i1 = 0 et i2 = |c| − 1, par minimalit́e de|c|. Par minimalit́e encore,|c| = 3, ce qui constitue la
contradiction cherch́ee.

• Il resteà voir que(Z0, (fn)n>0) une tr̀es bonne situation pour achever la preuve du théor̀eme. Mais
ceci se voit comme préćedemment. �

Théorème 2.8Soit(Z, T, g∅, (gn)) une situation ǵeńerale. Alors il existeu : ωω → Z etv : ωω → T
continues telles que

⋃
n∈ω

Gr(fn) ∩ (u× v)−1

(⋃
n∈ω

G(gn)

)
=
⋃
n∈ω

Gr(fn).

Démonstration. On utilisera des notations analoguesà celles de la preuve du théor̀eme 2.6, et le
même sch́ema de d́emonstration. Les nuances sont les suivantes.
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• On va noterÃ∅ (resp.B̃∅, Ãn) le domaine deg∅ (resp. l’image deg∅, le domaine degn).

• On va construire

- Une suite(Us)s∈ω<ω d’ouverts non vides deZ, inclus dansÃ∅ ou B̃∅.

- Une suite(Vs)s∈ω<ω d’ouverts non vides deT , inclus dansÃ∅ ou B̃∅.

- Une fonctionΦ : {(s, t) ∈ ω<ω × ω<ω / |s| = |t|} → {∅} ∪ ω.

On demandèa ces objets de vérifier

(i) Us_i × Vs_i ⊆ Us × Vs

(ii) δ(Us_i), δ(Vs_i) ≤ 2−|s|−1

(iii) s R t ⇒


|w(s, t)| = m(s, t)
Vt = gw(s,t)[Us] si Ãw(s,t) ⊆ Z

Us = gw(s,t)[Vt] si Ãw(s,t) ⊆ T

• Admettons ceci ŕealiśe. On d́efinit u : ωω → Z etv : ωω → T par les formules

{u(α)} =
⋂
q∈ω

Uαdq,

{v(α)} =
⋂

q∈ω Vαdq. Montrons que si(α, β) ∈
⋃

n∈ω Gr(fn) (resp. Gr(f∅)), alors(u(α), v(β)) est
dans

⋃
n∈ω G(gn) (resp.G(g∅)). Soit doncw dans{∅} ∪ ω tel que(α, β) ∈ Gr(fw) ; on peut trouver

un entier naturelm0 tel que(Nαdm0
×Nβdm0

) ∩
⋃

s∈{∅}∪ω,|s|<|w| Gr(fs) = ∅. Alors sim ≥ m0, on
aαdm R βdm et on a l’́egalit́em(αdm,βdm) = m(αdm0, βdm0) = |w|. Par (iii), on a

|Φ(s, t)| = m(s, t) = m(αdm0, βdm0) = |w| =
{

0 si β = f∅(α),
1 si ∃ n β = fn(α).

Si ÃΦ(s,t) ⊆ Z, on a

gΦ(s,t)(u(α)) ∈ gΦ(s,t)[
⋂

n≥n0

Uαdn] ⊆
⋂

n≥n0

gΦ(s,t)[Uαdn] =
⋂

n≥n0

Vβdn = {v(β)}.

Si ÃΦ(s,t) ⊆ T , on a

gΦ(s,t)(v(β)) ∈ gΦ(s,t)[
⋂

n≥n0

Vβdn] ⊆
⋂

n≥n0

gΦ(s,t)[Vβdn] =
⋂

n≥n0

Uαdn = {u(α)}.

D’où (u(α), v(β)) ∈ G(gΦ(s,t)).

• Montrons donc que la construction est possible. On pose

Φ(∅, ∅) := ∅ et (U∅, V∅) :=
{

(Ã∅, B̃∅) si Ã∅ ⊆ Z,
(B̃∅, Ã∅) si Ã∅ ⊆ T.
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Par le th́eor̀eme 2.7, les classes d’équivalence deE sont finies. On peut donc définir Hk et φ
comme dans la preuve du théor̀eme 2.6. On va construire par récurrence surn ∈ {1, ..., p0 + ...+pq},
et pourk ∈ {1, ..., n}, des ouverts non videsUn

zφ−1(k)
(resp.V n

zφ−1(k)
) deZ (resp.T ). On demande

aux ouverts de v́erifier

(1) Un
zφ−1(k)

× V n
zφ−1(k)

⊆ Uzφ−1(k)dp × Vzφ−1(k)dp

(2) δ(Un
zφ−1(k)

), δ(V n
zφ−1(k)

) ≤ 2−p−1

(3) Si k, l ∈ {1, ..., n} etzφ−1(k) R zφ−1(l), alors
− |w(k, l)| = m(zφ−1(k), zφ−1(l))
− si Ãw(k,l) ⊆ Z, alorsV n

zφ−1(l)
= gw(k,l)[Un

zφ−1(k)
]

− si Ãw(k,l) ⊆ T , alorsUn
zφ−1(k)

= gw(k,l)[V n
zφ−1(l)

]
(4) Un+1

zφ−1(k)
× V n+1

zφ−1(k)
⊆ Un

zφ−1(k)
× V n

zφ−1(k)
si k ∈ {1, ..., n}

• Montrons donc que cette nouvelle construction est possible. Sin = 1, on choisit pourU1
z(0,1)

un

ouvert non vide dẽA∅, de diam̀etre au plus2−p−1, tel queδ(g∅[U1
z(0,1)

]) ≤ 2−p−1, g∅[U1
z(0,1)

] ⊆ Vs et

U1
z(0,1)

⊆ Us, et on poseV 1
z(0,1)

:= g∅[U1
z(0,1)

]. Ceci siÃ∅ ⊆ Z. Si Ã∅ ⊆ T , on choisit pourV 1
z(0,1)

un

ouvert non vide dẽA∅, de diam̀etre au plus2−p−1, tel queδ(g∅[V 1
z(0,1)

]) ≤ 2−p−1, g∅[V 1
z(0,1)

] ⊆ Us et

V 1
z(0,1)

⊆ Vs, et on poseU1
z(0,1)

:= g∅[V 1
z(0,1)

].

Admettons avoir construit les suites finiesU1
zφ−1(1)

, V 1
zφ−1(1)

, ...,Un−1
zφ−1(1)

, V n−1
zφ−1(1)

, ...,Un−1
zφ−1(n−1)

,

V n−1
zφ−1(n−1)

vérifiant (1)-(4).

Cas 1.o < p + 1.

1.1. zφ−1(m) R zφ−1(n) et Ãw(m,n) ⊆ Z.

La suitew(m,n) = Φ(zφ−1(m)do, zφ−1(n)do) a d́ejà ét́e d́efinie et on a

Vzφ−1(n)dp
= gw(m,n)[Uzφ−1(m)dp

].

1.1.1.Ã∅ ⊆ Z.

On choisit, dansUzφ−1(n)dp
∩ g−1

∅ (gw(m,n)[Un−1
zφ−1(m)

]), un ouvert non videUn
zφ−1(n)

tel que

Un
zφ−1(n)

× g∅[Un
zφ−1(n)

] ⊆ Uzφ−1(n)dp
× Vzφ−1(n)dp

,

δ(Un
zφ−1(n)

) ≤ 2−p−1 et égalementδ(g∅[Un
zφ−1(n)

]) ≤ 2−p−1. On poseV n
zφ−1(n)

:= g∅[Un
zφ−1(n)

], de

sorte que (1), (2), et (3) pourk = l = n sont ŕealiśees.

On d́efinit ensuite lesUn
zφ−1(q)

etV n
zφ−1(q)

pour1 ≤ q < n, par ŕecurrence surd(zφ−1(q), zφ−1(n)).
On choisit uneT -châınee de longueur minimale telle quee(0) = zφ−1(q) et e(|e| − 1) = zφ−1(n).
Comme|e| ≥ 2, Un

e(1) etV n
e(1) ont ét́e d́efinis et il y a 4 cas. Soitr entier compris entre1 etn tel que

e(1) = zφ−1(r).
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1.1.1.1.zφ−1(r) R zφ−1(q) et Ãw(r,q) ⊆ Z.

On pose {
V n

zφ−1(q)
:= gw(r,q)[Un

zφ−1(r)
],

Un
zφ−1(q)

:= Un−1
zφ−1(q)

∩ g−1
∅ (V n

zφ−1(q)
).

1.1.1.2.zφ−1(r) R zφ−1(q) et Ãw(r,q) ⊆ T .

On pose {
V n

zφ−1(q)
:= V n−1

zφ−1(q)
∩ g−1

w(r,q)(U
n
zφ−1(r)

),

Un
zφ−1(q)

:= Un−1
zφ−1(q)

∩ g−1
∅ (V n

zφ−1(q)
).

1.1.1.3.zφ−1(q) R zφ−1(r) et Ãw(q,r) ⊆ Z.

On pose {
Un

zφ−1(q)
:= Un−1

zφ−1(q)
∩ g−1

w(q,r)(V
n
zφ−1(r)

),
V n

zφ−1(q)
:= g∅[Un

zφ−1(q)
].

1.1.1.4.zφ−1(q) R zφ−1(r) et Ãw(q,r) ⊆ T .

On pose {
Un

zφ−1(q)
:= gw(q,r)[V n

zφ−1(r)
],

V n
zφ−1(q)

:= g∅[Un
zφ−1(q)

].

Montrons que ces d́efinitions sont licites. Sir = n, on est dans le cas 1.1.1.3.

Dans le cas 1.1.1.1,Un
e(1) ⊆ Un−1

e(1) etV n−1
zφ−1(q)

= gw(r,q)[U
n−1
e(1) ]. Par suite, la d́efinition deV n

zφ−1(q)

est licite, et c’est un ouvert non vide deV n−1
zφ−1(q)

. On azφ−1(q) R zφ−1(q), n(zφ−1(q), zφ−1(q)) = 0

et Ã∅ ⊆ Z. On en d́eduit queV n−1
zφ−1(q)

= g∅[Un−1
zφ−1(q)

], et queUn
zφ−1(q)

est un ouvert non vide de

Un−1
zφ−1(q)

, bien d́efini.

Dans le cas 1.1.1.2, la définition deV n
zφ−1(q)

est licite, et c’est un ouvert deV n−1
zφ−1(q)

. De m̂eme,

la définition deUn
zφ−1(q)

est licite, et c’est un ouvert deUn−1
zφ−1(q)

. Comme dans le cas préćedent, la

non-vacuit́e deV n
zφ−1(q)

entrâıne celle deUn
zφ−1(q)

. Celle deV n
zφ−1(q)

résulte du fait que

Un−1
zφ−1(r)

= gw(r,q)[V
n−1
zφ−1(q)

]

etUn
zφ−1(r)

⊆ Un−1
zφ−1(r)

.

Dans le cas 1.1.1.3, la définition deUn
zφ−1(q)

est licite, et c’est un ouvert deUn−1
zφ−1(q)

, donc de

Uzφ−1(q)dp et deÃ∅. Par suite, la d́efinition deV n
zφ−1(q)

est licite, et c’est un ouvert deV n−1
zφ−1(q)

. La

non-vacuit́e deUn
zφ−1(q)

entrâıne celle deV n
zφ−1(q)

. Celle deUn
zφ−1(q)

résulte du fait que

V n−1
zφ−1(r)

= gw(q,r)[U
n−1
zφ−1(q)

]

etV n
zφ−1(r)

⊆ V n−1
zφ−1(r)

, si r < n.
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Si r = n, on aUn
zφ−1(r)

⊆ Uzφ−1(r)dp ∩ g−1
∅ (gw(q,r)[Un−1

zφ−1(q)
]), par le choix deUn

zφ−1(n)
, puisque

q = m. D’où V n
zφ−1(r)

⊆ gw(q,r)[Un−1
zφ−1(q)

] etUn
zφ−1(q)

est non vide.

Dans le cas 1.1.1.4, on aV n
e(1) ⊆ V n−1

e(1) et Un−1
zφ−1(q)

= gw(q,r)[V
n−1
e(1) ]. Par suite, la d́efinition de

Un
zφ−1(q)

est licite, et c’est un ouvert non vide deUn−1
zφ−1(q)

. On a comme en 1.1.1.1 que

V n−1
zφ−1(q)

= g∅[U
n−1
zφ−1(q)

],

et queV n
zφ−1(q)

est un ouvert non vide deV n−1
zφ−1(q)

, bien d́efini.

On a donc montŕe que dans les 4 cas,Un
zφ−1(q)

(resp.V n
zφ−1(q)

) est un ouvert non vide deUn−1
zφ−1(q)

(resp. V n−1
zφ−1(q)

), bien d́efini. D’où (4). Vérifions (3) ; sik = l, (3) est v́erifié : c’est clair dans les

cas 1.1.1.3 et 1.1.1.4, et dans les deux autres cas, on a clairementgw(k,k)[Un
zφ−1(k)

] ⊆ V n
zφ−1(k)

; si

y ∈ V n
zφ−1(k)

, y ∈ V n−1
zφ−1(k)

et il existex ∈ Un−1
zφ−1(k)

tel quey = g∅(x). Par suite,x ∈ Un
zφ−1(k)

et

V n
zφ−1(k)

= g∅[Un
zφ−1(k)

] = gw(k,k)[Un
zφ−1(k)

]. La condition (3) est donc réaliśee (c’est clair dans les

cas 1.1.1.1 et 1.1.1.4 ; dans le cas 1.1.1.2, on utilise le fait queUn
zφ−1(r)

est inclus dansUn−1
zφ−1(r)

; dans

le cas 1.1.1.3, on utilise le fait queV n
zφ−1(r)

est inclus dansV n−1
zφ−1(r)

si r < n ; si r = n, on utilise le

fait queV n
zφ−1(r)

est inclus dansgw(q,r)[Un−1
zφ−1(q)

]).

1.1.2.Ã∅ ⊆ T .

On a g∅[gw(m,n)[Un−1
zφ−1(m)

]] ⊆ Uzφ−1(n)dp, donc gw(m,n)[Un−1
zφ−1(m)

] ∩ g−1
∅ (Uzφ−1(n)dp) est non

vide. On choisit, dans cet ouvert non vide, un ouvertV n
zφ−1(n)

non vide tel que l’on ait l’inclusion

g∅[V n
zφ−1(n)

]× V n
zφ−1(n)

⊆ Uzφ−1(n)dp
× Vzφ−1(n)dp

, δ(V n
zφ−1(n)

) ≤ 2−p−1 et

δ(g∅[V
n
zφ−1(n)

]) ≤ 2−p−1.

On poseUn
zφ−1(n)

:= g∅[V n
zφ−1(n)

], de sorte que (1), (2), et (3) pourk = l = n sont ŕealiśees.

On proc̀ede alors de manière analoguèa celle du cas 1.1.1 ; là encore, on trouve 4 cas.

1.1.2.1.zφ−1(r) R zφ−1(q) et Ãw(r,q) ⊆ Z.

On pose {
V n

zφ−1(q)
:= gw(r,q)[Un

zφ−1(r)
],

Un
zφ−1(q)

:= g∅[V n
zφ−1(q)

].

1.1.2.2.zφ−1(r) R zφ−1(q) et Ãw(r,q) ⊆ T .

On pose {
V n

zφ−1(q)
:= V n−1

zφ−1(q)
∩ g−1

w(r,q)(U
n
zφ−1(r)

),
Un

zφ−1(q)
:= g∅[V n

zφ−1(q)
].
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1.1.2.3.zφ−1(q) R zφ−1(r) et Ãw(q,r) ⊆ Z.

On pose {
Un

zφ−1(q)
:= Un−1

zφ−1(q)
∩ g−1

w(q,r)(V
n
zφ−1(r)

),

V n
zφ−1(q)

:= V n−1
zφ−1(q)

∩ g−1
∅ (Un

zφ−1(q)
).

1.1.2.4.zφ−1(q) R zφ−1(r) et Ãw(q,r) ⊆ T .

On pose {
Un

zφ−1(q)
:= gw(q,r)[V n

zφ−1(r)
],

V n
zφ−1(q)

:= V n−1
zφ−1(q)

∩ g−1
∅ (Un

zφ−1(q)
).

La vérification des conditions (1)̀a (4) est alors analoguèa celle du cas 1.1.1 ; pour vérifier (3) dans
le cas 1.1.2.3,r = n, on utilise le fait queV n

zφ−1(r)
⊆ gw(q,r)[Un−1

zφ−1(q)
].

1.2. zφ−1(m) R zφ−1(n) et Ãw(m,n) ⊆ T .

La suitew(m,n) = Φ(zφ−1(m)do, zφ−1(n)do) a d́ejà ét́e d́efinie et on a

Uzφ−1(m)dp
= gw(m,n)[Vzφ−1(n)dp

].

1.2.1.Ã∅ ⊆ Z.

On choisit, dansUzφ−1(n)dp
∩ g−1

∅ (g−1
w(m,n)(U

n−1
zφ−1(m)

)), un ouvert non videUn
zφ−1(n)

tel que

Un
zφ−1(n)

× g∅[Un
zφ−1(n)

] ⊆ Uzφ−1(n)dp
× Vzφ−1(n)dp

,

δ(Un
zφ−1(n)

) ≤ 2−p−1 et égalementδ(g∅[Un
zφ−1(n)

]) ≤ 2−p−1. On poseV n
zφ−1(n)

:= g∅[Un
zφ−1(n)

], de

sorte que (1), (2), et (3) pourk = l = n sont ŕealiśees. On proc̀ede alors de manière analoguèa celle
du cas 1.1.1 ; on trouve les 4 mêmes cas qu’en 1.1.1, et on adopte les mêmes d́efinitions. Cette fois-ci,
la différence est que sir = n, on est dans le cas 1.2.1.4. La vérification des conditions (1)̀a (4) est
alors analoguèa celle du cas 1.1.1 ; pour vérifier queUn

zφ−1(q)
⊆ Un−1

zφ−1(q)
dans le cas 1.2.1.4,r = n,

on utilise le fait quegw(q,r)[g∅[Un
zφ−1(n)

]] ⊆ Un−1
zφ−1(q)

.

1.2.2.Ã∅ ⊆ T .

On a queg−1
w(m,n)(U

n−1
zφ−1(m)

)∩ g−1
∅ (Uzφ−1(n)dp) est non vide. On proc̀ede alors comme dans le cas

1.1.2 ; on a, dans le cas 1.2.2.4,r = n, Un
zφ−1(q)

⊆ Un−1
zφ−1(q)

puisqu’on aV n
zφ−1(n)

⊆ g−1
w(q,r)(U

n−1
zφ−1(q)

).

1.3. zφ−1(n) R zφ−1(m) et Ãw(n,m) ⊆ Z.

La suitew(n, m) = Φ(zφ−1(n)do, zφ−1(m)do) a d́ejà ét́e d́efinie et on a

Vzφ−1(m)dp
= gw(n,m)[Uzφ−1(n)dp

].
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1.3.1.Ã∅ ⊆ Z.

On choisit, dansUzφ−1(n)dp
∩ g−1

w(n,m)(V
n−1
zφ−1(m)

), un ouvert non videUn
zφ−1(n)

comme avant. On

proc̀ede alors de manière analoguèa celle du cas 1.1.1 ; on trouve les 4 mêmes cas qu’en 1.1.1, et
on adopte les m̂emes d́efinitions. Cette fois-ci, la diff́erence est que sir = n, on est dans le cas
1.3.1.1. La v́erification des conditions (1)̀a (4) est alors analoguèa celle du cas 1.1.1 ; pour vérifier
queV n

zφ−1(q)
⊆ V n−1

zφ−1(q)
dans le cas 1.3.1.1,r = n, on utilise le fait queUn

zφ−1(r)
⊆ g−1

w(r,q)(V
n−1
zφ−1(q)

).

1.3.2.Ã∅ ⊆ T .

On a queg−1
∅ (g−1

w(n,m)(V
n−1
zφ−1(m)

))∩ Vzφ−1(n)dp est non vide. On proc̀ede alors comme dans le cas

1.1.2 ; on a, dans le cas 1.3.2.1,r = n, V n
zφ−1(q)

⊆ V n−1
zφ−1(q)

puisqu’on aUn
zφ−1(n)

⊆ g−1
w(r,q)(V

n−1
zφ−1(q)

).

1.4. zφ−1(n) R zφ−1(m) et Ãw(n,m) ⊆ T .

La suitew(n, m) = Φ(zφ−1(n)do, zφ−1(m)do) a d́ejà ét́e d́efinie et on a

Uzφ−1(n)dp
= gw(n,m)[Vzφ−1(m)dp

].

1.4.1.Ã∅ ⊆ Z.

On choisit, dansgw(n,m)[V n−1
zφ−1(m)

], un ouvert non videUn
zφ−1(n)

comme avant. On procède alors

de manìere analoguèa celle du cas 1.1.1 ; on trouve les 4 mêmes cas qu’en 1.1.1, et on adopte les
mêmes d́efinitions. Cette fois-ci, la diff́erence est que sir = n, on est dans le cas 1.4.1.2. La
vérification des conditions (1)̀a (4) est alors analoguèa celle du cas 1.1.1 ; pour vérifier que la
condition (3) est v́erifiée dans le cas 1.4.1.2,r = n, on utilise le fait queUn

zφ−1(r)
⊆ gw(r,q)[V n−1

zφ−1(q)
].

1.4.2.Ã∅ ⊆ T .

On a queg−1
∅ (gw(n,m)[V n−1

zφ−1(m)
]) ∩ Vzφ−1(n)dp est non vide. On proc̀ede alors comme dans le cas

1.1.2 ; on a la condition (3) dans le cas 1.4.2.2,r = n, puisqu’on aUn
zφ−1(n)

⊆ gw(r,q)[V n−1
zφ−1(q)

].

Cas 2.o = p + 1.

2.1. zφ−1(m) R zφ−1(n).

Soitw ∈ {∅} ∪ ω tel que(Nzφ−1(m)dp
×Nzφ−1(n)dp

) ∩Gr(fw) 6= ∅. On peut supposer que

|w| = m(zφ−1(m)dp, zφ−1(n)dp).

Par (iii), |w(zφ−1(m)dp, zφ−1(n)dp)| = |w| = 0 et on azφ−1(m)dp = zφ−1(n)dp. Il y a deux cas.
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2.1.1.Ã∅ ⊆ Z.

Le produitUn−1
zφ−1(m)

× V n−1
zφ−1(m)

rencontreG(g∅), puisqueV n−1
zφ−1(m)

= g∅[Un−1
zφ−1(m)

]. Comme

G(g∅) =
⋃

n∈ω G(gn) \ (
⋃

n∈ω G(gn)), on peut trouvert ∈ ω minimal tel que

(Un−1
zφ−1(m)

× V n−1
zφ−1(m)

) ∩G(gt) 6= ∅,

et aussi on a|t| = m(zφ−1(m), zφ−1(n)) = 1. On pose alorsΦ(zφ−1(m), zφ−1(n)) := t. Il y a 2 cas.

2.1.1.1.Ãw(m,n) ⊆ Z.

On a alorsUzφ−1(n)dp
∩ g−1

∅ (gw(m,n)[Un−1
zφ−1(m)

∩ Ãw(m,n)]) 6= ∅, et on raisonne comme en 1.1.1.

2.1.1.2.Ãw(m,n) ⊆ T .

On a alorsUzφ−1(n)dp
∩ g−1

∅ (g−1
w(m,n)(U

n−1
zφ−1(m)

)) 6= ∅, et on raisonne comme en 1.2.1.

2.1.2.Ã∅ ⊆ T .

On aUn−1
zφ−1(m)

= g∅[V n−1
zφ−1(m)

]. On raisonne alors comme en 2.1.1 (on se réfèreà 1.1.2 et 1.2.2 ;

dans le cas analogueà 1.1.2, on agw(m,n)[Un−1
zφ−1(m)

∩ Ãw(m,n)] ∩ g−1
∅ (Uzφ−1(n)dp) 6= ∅).

2.2. zφ−1(n) R zφ−1(m).

On raisonne comme en 2.1 : il y a deux cas.

2.2.1.Ã∅ ⊆ Z.

2.2.1.1.Ãw(n,m) ⊆ Z.

On a alorsUzφ−1(n)dp
∩ g−1

w(n,m)(V
n−1
zφ−1(m)

) 6= ∅, et on raisonne comme en 1.3.1.

2.2.1.2.Ãw(n,m) ⊆ T .

On a alorsgw(n,m)[V n−1
zφ−1(m)

∩ Ãw(n,m)] 6= ∅, et on raisonne comme en 1.4.1.

2.2.2.Ã∅ ⊆ T .

On raisonne comme en 2.1.2 et 2.2.1 (on se réfèreà 1.3.2 et 1.4.2 ; dans le cas analogueà 1.4.2,
on ag−1

∅ (gw(n,m)[V n−1
zφ−1(m)

∩ Ãw(n,m)]) ∩ Vzφ−1(n)dp 6= ∅). �

Théorème 2.9 Il existe un boŕelien A1 de 2ω × 2ω tel que pour tous espaces polonaisX et Y , et
pour tout boŕelienA deX × Y qui est pot(Σ0

3) et pot(Π0
3), on a l’équivalence entre les conditions

suivantes :

(a) Le boŕelienA n’est pas pot(Π0
1).

(b) Il existe des fonctions continuesu : 2ω → X etv : 2ω → Y telles queA1 ∩ (u× v)−1(A) = A1.
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Démonstration.SoitΦ : 2ω → Z0 un hoḿeomorphisme. On pose

A1 := (Φ× Φ)−1

(⋃
n>0

Gr(fn)

)
.

• Appliquons le th́eor̀eme 2.3à X = Y = 2ω, A = A1, Z = T = Z0, g = IdZ0 , gn = fn+1, et
u = v = Φ−1. Ce th́eor̀eme s’applique car

- A1 a ses coupes dénombrables, donc est pot(Σ0
3) et pot(Π0

3).

- (Z0, (fn)n>0) est une bonne situation (par 2.7), donc une situation géńerale puisque les domaines
desfn sont non vides.

-
⋃

n>0 Gr(fn) = (u× v)−1(A1) = (u× v)−1(A1) ∩
⋃

n>0 Gr(fn).

On a alors queA1 n’est pas potentiellement fermé, ce qui montre que (b) implique (a).

• Réciproquement, siA n’est pas potentiellement fermé, le th́eor̀eme 2.3 nous fournit une situa-
tion géńerale(Z, T, g∅, (gn)) et des injections continues̃u : Z → X et ṽ : T → Y telles que⋃

n∈ω G(gn) ∩ (ũ× ṽ)−1(A) =
⋃

n∈ω G(gn). Le th́eor̀eme 2.8 nous fournit des fonctions continues
u′ : ωω → Z etv′ : ωω → T telles que

⋃
n∈ω

Gr(fn) ∩ (u′ × v′)−1

(⋃
n∈ω

G(gn)

)
=
⋃
n∈ω

Gr(fn).

SoitΨ : Z0 → ωω l’injection canonique. On pose{
u := ũ ◦ u′ ◦ Ψ ◦ Φ,
v := ṽ ◦ v′ ◦ Ψ ◦ Φ.

Alors u etv sont clairement continues, et on a clairementA1 ⊆ (u× v)−1(A). Si (α, β) ∈ A1 \A1,
α = β car(Gr(fn))n>0 converge vers∆(Z0), donc

(u′(Φ(α)), v′(Φ(α))) ∈
⋃
n∈ω

G(gn) \

(⋃
n∈ω

G(gn)

)
⊆ (̌ũ× ṽ)−1(A).

Par conśequent,(u(α), v(β)) /∈ A. �

Remarques.(a) L’énonće de ce th́eor̀eme fournit un exemple de testA1 dans2ω×2ω ; mais la preuve
nous donne aussi un test dansZ0×Z0, et un autre dansωω ×ωω. Nous donnerons une autre variante
de cet exemple, qui se prête plus̀a ǵeńeralisation, dans le paragraphe suivant.

(b) On peut d́eterminer la complexité d’un test comme dans l’énonće 2.9 : A1 est D2(Σ0
1) non

pot(Ď2(Σ0
1)). En effet, avec l’ouvertA = (2ω × 2ω) \ ∆(2ω), qui n’est pas potentiellement fermé

(par la proposition 2.2 de [Le1]), on voit queA1 estD2(Σ0
1). Mais un telA1 n’est pas pot(Ď2(Σ0

1)).
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En effet, avecA = A1, on voit queA1 n’est pas pot(Π0
1). Donc siA1 était pot(Ď2(Σ0

1)), on
pourrait trouver une fonction continueg : 2ω×2ω → 2ω×2ω telle que l’image ŕeciproque parg de tout
ensemble pot(Σ0

1) soit pot(Σ0
1), et telle queg−1(A1) = (2ω × 2ω) \∆(2ω) (cf [Le1], Cor. 4.14.(a)).

On aurait donc, avecl := (u× v)◦ g etA = D0, g−1(A1)∩ l−1(D0) = (2ω×2ω)\∆(2ω) (cf [Le1],
Ex. 3.6). Mais commeg−1(A1) est ferḿe de2ω × 2ω et contient l’ouvert dense(2ω × 2ω) \∆(2ω),
g−1(A1) = 2ω × 2ω et l−1(D0) = (2ω × 2ω) \∆(2ω), ce qui contredit la preuve du théor̀eme 3.7 de
[Le1].

(C) L’impossibilit é de l’injectivit é de la ŕeduction.

Nous montrons maintenant qu’il n’est pas possible d’avoiru etv injectives dans le th́eor̀eme 2.9.
Cependant, il y a un cas où on peut avoir l’injectivit́e de la ŕeduction : quandA =

⋃
n∈ω Gr(gn), où

(Z, (gn)) est une situation correcte (voir la définition ci-apr̀es).

Définitions 2.10 (1) On dit que(Z, (gn)) est unesituation correcte si

(a) Z est un espace polonais parfait de dimension 0 non vide.

(b) gn est un hoḿeomorphisme de domaine et d’image ouverts-fermés deZ.

(c) La suite(Gr(gn)) converge vers la diagonale∆(Z).

(2) On dit que(Z, (gn)) est unesituation très correcte si

(a) (Z, (gn)) est une situation correcte.

(b) Pour toute suite finie d’entiersp0, ..., pn et pour toute suite finieε0, ..., εn d’éléments de{−1, 1},
on a l’implication

∃ U ∈ ∆0
1dZ U 6= ∅ et ∀ z ∈ U gp0

ε0 ...gpn
εn(z) = z ⇒ ∃ i < n pi = pi+1 et εi = −εi+1.

Par exemple, une bonne situation est une situation correcte.

Lemme 2.11 Soit(Z, (gn)) une situation correcte. Alors il existe un ouvert-ferméC ′
n du domaine de

gn tel que sig′n := gndC ′
n, (Z, (g′n)) soit une situation tr̀es correcte.

Démonstration. Soit (Un) une base de la topologie deZ, etVn ⊆ Un un ouvert-ferḿe non vide de
diamètre au plus2−n. On construit par ŕecurrence une suite injective(qk) d’entiers et un ouvert-ferḿe
non videC ′

qk
deCqk

tels que

(1) Gr(g′qk
) ⊆ V 2

k .

(2) Pour toute suite finiep0, ..., pn d’éléments de{q0, ..., qk} et pour toute suite finieε0, ..., εn d’élé-
ments de{−1, 1}, on a l’implication

∃ U ∈ ∆0
1dZ U 6= ∅ et∀ z ∈ U g′p0

ε0 ...g′pn

εn(z) = z ⇒ ∃ i < n pi = pi+1 et εi = −εi+1.

(3) Il n’y a qu’un nombre fini de compositions d’éléments de{g′q0
, ..., g′qk

, g′q0

−1, ..., g′qk

−1} ayant un
domaine de d́efinition non vide.

• Admettons ceci ŕealiśe. Il resteràa poserC ′
m := ∅ si m /∈ {qk / k ∈ ω} pour avoir le lemme.

Supposons donc la construction réaliśee pourl < k.
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Enuḿerons l’ensemble finiC des compositions d’éléments de{g′q0
, ..., g′qk−1

, g′q0

−1, ..., g′qk−1

−1}
de domaine de d́efinition non vide ne v́erifiant pas la conclusion de l’implication de la condition (2) :
C = {f1, ..., fm}. On noteraDfi

le domaine, ńecessairement ouvert-fermé non vide, defi. Posons,
pourI ⊆ m,

OI :=
⋂
i∈I

Dfi+1
∩
⋂

i∈m\I

Ďfi+1
.

Alors (OI)I⊆m est une partition deZ en ouverts-ferḿes, et∃I ⊆ m tel queVk ∩OI 6= ∅. Posons

O′ := {z ∈ Vk ∩OI / ∀ i ∈ I fi+1(z) 6= z}.

Alors O′ est ouvert dense deVk ∩ OI , donc par continuit́e il existe un ouvert-ferḿe non videO′′

de O′ tel que pouri dansI on ait O′′ ∩ fi+1[O′′] = ∅. Choisissonsqk /∈ {q0, ..., qk−1} tel que
Gr(gqk

) ∩ (O′′ × O′′) 6= ∅, puis un ouvert-ferḿe non videC ′
qk

de Cqk
∩ O′′ ∩ g−1

qk
(O′′) tel que

C ′
qk
∩ gqk

[C ′
qk

] = ∅.

• La condition (1) est clairement réaliśee. Soientp0, ..., pn une suite finie d’́eléments de{q0, ..., qk},
ε0, ..., εn une suite finie d’́eléments de{−1, 1}, U un ouvert-ferḿe non vide deZ tel que pourz
dansU on aitg′p0

ε0 ...g′pn

εn(z) = z, avecpi 6= pi+1 ou εi = εi+1 pour touti < n. Alors il existe
i ≤ n tel quepi = qk, par hypoth̀ese de ŕecurrence ; montrons qu’un teli est unique. Si tel n’est
pas le cas, dans la composition apparaı̂t g′qk

εjg′pj+1

εj+1 ...g′ps

εsg′qk

εs+1 , avecpl 6= qk si j < l ≤ s.
On ag′qk

εs+1 ...g′pn

εn(z) ∈ O′′ ⊆ OI . Soit r < m tel quefr+1 = g′pj+1

εj+1 ...g′ps

εs ; alorsr ∈ I car
fr+1(g′qk

εs+1 ...g′pn

εn(z)) est d́efini etg′qk

εs+1 ...g′pn

εn(z) ∈ OI . Doncfr+1(g′qk

εs+1 ...g′pn

εn(z)) /∈ O′′,
ce qui est absurde. D’où l’unicité dei. On en d́eduit l’existence d’un ouvert-ferḿe non vide deZ sur
lequelg′qk

cöıncide avec l’une des fonctionsft ou avec l’identit́e. Mais ceci contredit le choix deC ′
qk

et deO′′. D’où la condition (2).

PosonsH := {g′qk
, g′qk

−1, IdC′
qk

, Idg′qk
[C′

qk
]}. Alors les seules compositions d’éléments deH

ayant un domaine d́efinition non vide sont leśeléments deH. Par suite, les seules compositions
d’éléments de{g′q0

, ..., g′qk
, g′q0

−1, ..., g′qk

−1} ayant un domaine de définition non vide sont de la forme
h, f , hf , fh, oufhg, où f etg sont des compositions d’éléments de

{g′q0
, ..., g′qk−1

, g′q0

−1
, ..., g′qk−1

−1}

de domaine de d́efinition non vide (on raisonne comme préćedemment pour voir qu’il n’y a pas plus
d’un élément deH dans une composition) ; elles sont donc en nombre fini. D’où la condition (3) et
le lemme. �

Théorème 2.12Soit(Z, (gn)) une situation correcte. Alors il existeu : Z0 → Z injective continue
telle que ⋃

n>0

Gr(fn) ∩ (u× u)−1

(⋃
n∈ω

Gr(gn)

)
=
⋃
n>0

Gr(fn).

Démonstration. On utilisera des notations analoguesà celles de la preuve du théor̀eme 2.6, et le
même sch́ema de d́emonstration. Les nuances sont les suivantes. Soit(g′n) fournie par le lemme 2.11.
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• On va construire

- Une suite(Us)s∈
S

p∈ω Πn<p An
d’ouverts-ferḿes non vides deZ.

- Une fonctionΦ :
⋃

p∈ω[(Πn<p An)× (Πn<p An)] → {∅} ∪ ω.

On demandèa ces objets de vérifier

(i) Us_i ⊆ Us

(ii) δ(Us_i) ≤ 2−|s|−1

(iii) s R t ⇒
{
|w(s, t)| = m(s, t)
Ut = g′w(s,t)[Us]

(iv) Us_n ∩ Us_m = ∅ si n 6= m

On peut d́efinir u : Z0 → Z comme dans la preuve du théor̀eme 2.6, etu est injective continue.
Comme Gr(g′n) ⊆ Gr(gn) ⊆ ∆̌(Z), la construction permet d’avoir le théor̀eme.

• Montrons donc que la construction est possible. Admettons avoir construitUs et Φ(s, t) pour |s|,
|t| ≤ p vérifiant (i)-(iv), et soients ∈ Πn<p An et i ∈ Ap. On va construire par récurrence sur
n ∈ {1, ..., p0 + ... + pq}, et pourk ∈ {1, ..., n}, des ouverts-ferḿes non videsUn

zφ−1(k)
deZ. On

demande aux ouverts-fermés de v́erifier

(1) Un
zφ−1(k)

⊆ Uzφ−1(k)dp

(2) δ(Un
zφ−1(k)

) ≤ 2−p−1

(3) Si k, l ∈ {1, ..., n} etzφ−1(k) R zφ−1(l), alors
− |w(k, l)| = m(zφ−1(k), zφ−1(l))
− Un

zφ−1(l)
= g′w(k,l)[U

n
zφ−1(k)

]
(4) Un+1

zφ−1(k)
⊆ Un

zφ−1(k)
si k ∈ {1, ..., n}

(5) Un
zφ−1(k)

∩ Un
zφ−1(l)

= ∅ si k, l ∈ {1, ..., n} etk 6= l

On voit comme dans la preuve du théor̀eme 2.6 que cette construction est suffisante ((iv) résulte du
fait queΠn≤p An est une classe pourE , comme on l’a vu en 2.7).

Pour avoir la condition (5), on utilise le fait, vu en 2.7, que(Z0, (fn)n>0) est une tr̀es bonne
situation. On commence par assurer les conditions (1)-(4) comme dans la preuve du théor̀eme 2.6.
Soient doncs et t dansΠn≤p An, avecs 6= t ; comme ce produit est uneE-classe, il existe une
T -châınec de longueur minimale telle quec(0) = s et c(|c| − 1) = t. Soientn := |c| − 2, pi des
entiers etεi dans{−1, 1} tels que pour toutα dansΠn>p An, fpi

εi(c(n− i)_α) = c(n− i + 1)_α
(ces objets existent par minimalité den). Par minimalit́e den encore, on api 6= pi+1 ou εi = εi+1

pour touti < n. Comme(Z0, (g′n)) est une situation très correcte, on peut trouverx ∈ Us tel que
g′p0

ε0 ...g′pn

εn(x) 6= x ; par suite, il existe un voisinage ouvert-fermé U ′
s de x, inclus dansUs, tel

queg′p0

ε0 ...g′pn

εn [U ′
s] ∩ U ′

s = ∅. on construit alors̀a nouveau des ouverts-fermésU ′
r, pour r dans

Πn≤p An, par ŕecurrence surd(r, s), comme dans la preuve du théor̀eme 2.6. On a alorsU ′
r ⊆ Ur

et l’unicité de laT -châıne allant d’une suitèa l’autre (qui ŕesulte de la condition (b) de la définition
d’une tr̀es bonne situation) montre queU ′

s ∩ U ′
t = ∅. En un nombre fini d’́etapes, on obtient donc la

condition (5) en plus des autres conditions (1)-(4). �
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Lemme 2.13 SoientH, K des boŕeliens deZ0, etB un boŕelien de
⋃

n>0 Gr(fn) inclus dansH×K
et non pot(Π0

1). Alors il existe un boŕelienZ deH ∩K, une topologieτ surZ, et un boŕelienCn de
Dfn ∩ Z tels que

(a) La topologieτ est plus fine que la topologie initiale deZ.

(b) Le graphe de la restriction defn à Cn est inclus dansB.

(c) Le couple((Z, τ), (fndCn)n>0) est une situation correcte.

Démonstration.CommeB ⊆
⋃

n>0 Gr(fn), on peutécrire queB =
⋃

n>0 Gr(fndEn), où En est
boŕelien deZ0. On peut supposer, pour simplifier l’écriture, queZ0 est ŕecursivement pŕesent́e et que
H, K, B, En etfndEn sont∆1

1. On noteraΣ (respectivement∆) la topologie engendrée par lesΣ 1
1

(respectivement∆1
1) deZ0. Posons

Ω := {x ∈ Z0 / ωx
1 = ωCK

1 },
D := {x ∈ Z0 / x /∈ ∆1

1},
Z := {x ∈ H ∩K ∩D ∩ Ω / (x, x) ∈ B

Σ×Σ}.

Alors Ω muni deΣ est polonais, doncΩ est boŕelien deZ0 etZ aussi (puisqueB estΣ 1
1 , une double

application du th́eor̀eme de śeparation nous donne queB
Σ×Σ = B

∆×∆
, et on utilise le fait que∆

soit polonaise pour voir queB
Σ×Σ

est boŕelien). On d́efinit τ commeétant la restriction deΣ à
Z. CommeZ estΣ 1

1 , c’est un ouvert deΩ muni deΣ , donc(Z, τ) est polonais, de dimension0
car traces desΣ 1

1 surΩ sont ouverts-ferḿes deΩ muni deΣ , parfait car inclus dans l’ensemble co-
dénombrableD (je renvoie le lecteur̀a [Lo3] pour les preuves des propriét́es deΩ, ∆ et Σ utilisées
ici et non d́emontŕees).

On va montrer queZ 6= ∅. Le boŕelienB n’est pas pot(Π0
1), doncB ∩ D2 non plus puisqu’un

boŕelien de projection d́enombrable est pot(∆0
1) (cf [Le1], remarque 2.1). Soitα tel queD soit

∆1
1(α). Alors D2 ∩ B̌ ∩B ∩D2

∆(α)×∆(α) 6= ∅, donc contient(x, y). On peut donc trouver(xn, yn)
dans Gr(fpndEpn), où pn ∈ ω, tel que(xn, yn) converge vers(x, y), pour∆(α)×∆(α). Or le graphe
defpdEp est ferḿe dansZ0 muni de∆(α) × ∆(α) ; on peut donc supposer que la suite(pn) crôıt
strictement vers l’infini, car(x, y) /∈ B. Par suitey = x, et commeH et K sont ferḿes pour∆(α),
on ax ∈ H ∩K. On en d́eduit que(H ∩K ∩D)2 ∩ B̌ ∩ B ∩D2

∆×∆ 6= ∅. Mais ceΣ 1
1 non vide,

qui vaut(H ∩K ∩D)2 ∩ B̌ ∩B ∩D2
Σ×Σ

, rencontre{(x′, y′) ∈ Z0×Z0 / ω
(x′,y′)
1 = ωCK

1 } ⊆ Ω2,
en(x′, y′), et en raisonnant comme préćedemment, on voit quex′ = y′ ∈ Z.

Soit (zn) une suite dense de(Z, τ), et Qn un Σ 1
1 non vide contenantzn inclus dans la boule

ouverte de centrezn et de rayon2−n, au sens de(Z, τ). Alors on construit par ŕecurrence une suite
injective d’entiers(qn) telle queQ2

n∩Gr(fqndEqn) 6= ∅. On pose alorsCqn := Eqn ∩Qn∩f−1
qn

(Qn),
et Cm := ∅ si m /∈ {qn / n ∈ ω}. Les ensemblesCn sont ouverts-ferḿes de(Z, τ), donc boŕeliens
deZ0 muni de sa topologie initiale. Les ensemblesfn[Cn] sontΣ 1

1 donc ouverts-ferḿes de(Z, τ).
Les restrictions defn àCn sont clairement des hoḿeomorphismes car tous les objets intervenant sont
Σ 1

1 . Leurs graphes sont dansB carCn ⊆ En. Enfin, la suite(Gr(fndCn))n>0 converge vers∆(Z)
par construction desCn. �
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Lemme 2.14 Soit (hn)n>0 une suite de fonctions continues et ouvertes de domaine et d’image2ω

telle que∆(2ω) ⊆
⋃

n>0 Gr(hn) et hn(α) 6= α pour toutα d’un ouvert dense de2ω. Alors il existe
un ouvert-ferḿeCn de2ω tel que sih′n := hndCn, on ait

(a) (2ω, 2ω, Id2ω , (h′n)n>0) est une situation ǵeńerale (̀a ceci pr̀es que certainsCn peuvent̂etre vides).

(b) Pour toutn > 0, on aCn ∩ h′n[Cn] = ∅.

Démonstration.Soit(αn) une suite dense de2ω. On va construire, en plus desCn, une suite d’entiers
strictement croissante(m(n))n. On choisitx ety dansB(αn, 2−n−1[ tels quey 6= x ety = hm(n)(x),
où m(n) est un entier strictement supérieurà maxp<n m(p). On choisit un voisinage ouvert-fermé
C̃m(n) dex tel que

(C̃m(n) × hm(n)[C̃m(n)]) ∩∆(Z) = ∅,

C̃m(n) ⊆ B(αn, 2−n−1[ ∩ h−1
m(n)(B(αn, 2−n−1[).

On choisit un ouvert-ferḿe non videDm(n) dehm(n)[C̃m(n)], et puis enfin on pose

Cm(n) := C̃m(n) ∩ h−1
m(n)(Dm(n)).

Il resteà poserCm := ∅ si m /∈ {m(n) / n ∈ ω}. �

Notation. On pose, pourn > 0,

hn :


2ω → 2ω

α 7→


ω → 2

k 7→


α(k) si k 6≡ −1 (2n),

α(2n+1q − 2n − 1) si k = 2nq − 1.

Lemme 2.15 Les fonctionshn vérifient les conditions suivantes :

- Ce sont des surjections continues et ouvertes.

- ∆(2ω) ⊆
⋃

n>0 Gr(hn).
- Pour toutn > 0, hn(α) 6= α sur un ouvert dense de2ω.

- 0 < p < n ⇒ ∀α ∈ 2ω hp(hn(α)) = hp(α).

Démonstration.Les deux premìeres conditions sont clairement réaliśees car(hn)n>0 converge uni-
formément vers Id2ω . Si s ∈ ω<ω et n > 0, on peut trouver un entierq tel que2nq − 1 ≥ |s| et
2n+1q − 2n − 1 ≥ |s| ; par conśequent, on trouveα dans2ω tel quehn(s_α) 6= s_α. D’où la
troisième condition. Il restèa voir la quatrìeme :

Cas 1.k 6≡ −1 (2p).

On a alorshp(hn(α))(k) = hn(α)(k) = α(k), car k 6≡ −1 (2n) sinon on trouveq tel que
k = 2nq − 1 = 2p(2n−pq)− 1. Par ailleurs,hp(α)(k) = α(k).

Cas 2.k ≡ −1 (2p).

On a alorshp(hn(α))(k) = hn(α)(2p+1q − 2p − 1) = α(2p+1q − 2p − 1) car on a que
2p+1q − 2p − 1 6≡ −1 (2n) sinon on trouveq′ tel que2p+1q− 2p− 1 = 2nq′− 1, ce qui entrâıne que
2q − 1 = 2n−pq′. Par ailleurs,hp(α)(k) = α(2p+1q − 2p − 1). �

24



Théorème 2.16Il n’est pas possible d’avoiru etv injectives dans le th́eor̀eme 2.9.

Démonstration. Raisonnons par l’absurde : il existe un testB1 avec injectivit́e des fonctions de
réduction. AvecA = (2ω × 2ω) \ ∆(2ω), on voit queB1 estD2(Σ0

1). Avec A = B1, on voit que
B1 /∈ pot(Π0

1). Avec A =
⋃

n>0 Gr(fn), on trouve des injections continuesu et v de2ω dansZ0

telles queB1∩ (u×v)−1(
⋃

n>0 Gr(fn)) = B1. PosonsB := (u×v)[B1], H := u[2ω], K := v[2ω].
Alors B /∈ pot(Π0

1), sinonB1 le serait. Le lemme 2.13 peut donc s’appliquer et nous fournit, avec le
théor̀eme 2.12, une injection continuẽu : Z0 → (Z, τ) telle que⋃

n>0

Gr(fn) ∩ (ũ× ũ)−1

(⋃
n>0

Gr(fndCn)

)
=
⋃
n>0

Gr(fn).

Autrement dit, il existe une injection continueu′ : Z0 → u[2ω] ∩ v[2ω] telle que⋃
n>0

Gr(fn) ∩ (u′ × u′)−1(B) =
⋃
n>0

Gr(fn).

PosonsZ ′ := u′[Z0], puis

U :
{

Z0 → 2ω

z 7→ u−1(u′(z))
, V :

{
Z0 → 2ω

z 7→ v−1(u′(z))
.

Alors U etV sont des injections continues telles que⋃
n>0

Gr(fn) ∩ (U × V)−1(B1) =
⋃
n>0

Gr(fn).

En effet, si(α, β) ∈
⋃

n>0 Gr(fn)∩(U×V)−1(B1)\(
⋃

n>0 Gr(fn)), α = β. On en d́eduit, puisque
(u(U(α)), v(V(α))) /∈

⋃
n>0 Gr(fn), que(U(α),V(β)) /∈ B1, ce qui est absurde.

On en d́eduit que siA est pot(Σ0
3) et pot(Π0

3), mais pas potentiellement fermé deX×Y , on peut
trouver des injections continuesU : Z0 → X etV : Z0 → Y telles que⋃

n>0

Gr(fn) ∩ (U × V )−1(A) =
⋃
n>0

Gr(fn).

Il suffit en effet de composer les injections continues qui seraient fournies par une version injective
du th́eor̀eme 2.9 avecU etV.

Par le lemme 2.15, on peut appliquer le lemme 2.14à Z = 2ω et à (hn)n>0, ce qui fournit une
situation ǵeńerale(2ω, 2ω, Id2ω , (h′n)n>0). On a, par application du théor̀eme 2.3, que

⋃
n>0 Gr(h′n)

n’est pas potentiellement fermé. On peut donc trouver des injections continuesU et V deZ0 dans
2ω telles que

⋃
n>0 Gr(fn) ∩ (U × V )−1(

⋃
n>0 Gr(h′n)) =

⋃
n>0 Gr(fn). Montrons que ceci est

impossible, ce qui constituera la contradiction cherchée.

On raisonne par l’absurde. On commence par remarquer queU = V , puisque siz ∈ Z0, alors
(z, z) ∈

⋃
n>0 Gr(fn) \ (

⋃
n>0 Gr(fn)), donc

(U(z), V (z)) ∈
⋃
n>0

Gr(h′n) \

(⋃
n>0

Gr(h′n)

)
= ∆(2ω).
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Posons, pourn > 0 etm > 0,

An
m := {α ∈ Dfn / U(α) ∈ C ′

m etU(fn(α)) ∈ h′m[C ′
m]}.

Alors Dfn ⊆
⋃

m>0 An
m, donc on peut trouverm tel queA1

m 6= ∅. On a, pourα ∈ A1
m,

(U(α), U(f1(α))) ∈ Gr(h′m),

donch′m(U(α)) = U(f1(α)). Par conśequent, la restriction deh′m àU [A1
m] est injective.

Soitα0 dansA1
m ayant une infinit́e de1 (α0 existe puisqueA1

m est ouvert deZ0). Notons(nk)k∈ω

la suite des entiers tels queα0 ∈ Dfnk
. On peut trouverpk > 0 tel que

U(fnk
(α0)) = h′pnk

(U(α0)).

Alors pourk assez grand, on afnk
(α0) ∈ A1

m. Il existek0 assez grand tel quepnk0
> m, sinon

on trouver ≤ m tel queU(fnk
(α0)) = h′r(U(α0)) pour une infinit́e dek. Comme(fnk

(α0))k∈ω

converge versα0, on a alors queU(α0) = h′r(U(α0)) ∈ Cr ∩ h′r[Cr] = ∅, ce qui est absurde. On a
donch′m(h′pnk0

(U(α0))) = h′m(U(α0)). CommeU(α0) eth′pnk0

(U(α0)) = U(fnk0
(α0)) sont dans

U [A1
m], on a par injectivit́e queU(α0) = h′pnk0

(U(α0)) ∈ Cpnk0
∩ h′pnk0

[Cpnk0
] = ∅, ce qui est

absurde. �

3 Un test pour les ensembles non potentiellement différence transfinie
d’ouverts.

Dans le paragraphe 2, nous avons vu le rôle important joúe par l’arbre{∅}∪ω. Nous ǵeńeralisons
maintenant cette notion d’arbre.

Notations. Dans toute la suite,ξ désignera un ordinal d́enombrable.

• On d́efinit Ψξ : ω<ω → {−1} ∪ (ξ + 1) par ŕecurrence sur|s|, où s ∈ ω<ω : Ψξ(∅)=ξ et

Ψξ(s_n)=


• − 1 si Ψξ(s) ≤ 0,
• θ si Ψξ(s) = θ + 1,
• un ordinal impair deΨξ(s) tel que la suite(Ψξ(s_n))n soit cofinale
dansΨξ(s) et strictement croissante siΨξ(s) est limite non nul.

On d́efinit alors des arbres :Tξ := {s ∈ ω<ω / Ψξ(s) 6= −1} et T ′
ξ :={s ∈ Tξ / Ψξ(s) 6= 0}. Ces

arbres sont bien sûr bien fond́es, et la hauteur deTξ (resp.T ′
ξ) est1 + ξ (resp.ξ).

• Soient(As)s∈Tξ
, (Bs)s∈Tξ

, Z etT des ensembles, avecAs×Bs ⊆ Z×T ouAs ×Bs ⊆ T × Z, et
fs :As→Bs des fonctions. On noteBp :=

⋃
s∈Tξ, |s| paire G(fs) etBi :=

⋃
s∈Tξ, |s| impaire G(fs).
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Définitions 2.17 (1) On dit que(Z, T, (fs)s∈Tξ
) est unesituation générale si

(a) Z etT sont des espaces polonais parfaits de dimension 0.

(b) Lesfs sont des fonctions continues et ouvertes de domaine ouvert-fermé non vide deZ et d’image
ouverte-ferḿee deT , ou de domaine ouvert-ferḿe non vide deT et d’image ouverte-ferḿee deZ.

(c) La suite(G(fs_n))n converge versG(fs) si s ∈ T ′
ξ.

(d) Bp = Bp ∪disj. Bi si ξ est pair, etBi = Bp ∪disj. Bi si ξ est impair.

(2) On dit que(Z, (fs)s∈Tξ
) est unebonne situation si

(a) Z est un ferḿe parfait non vide deωω.

(b) fs est un hoḿeomorphisme de domaine et d’image ouverts-fermés non vides deZ, et les graphes
desfs sont deux̀a deux disjoints. De plus,α ≤lex fs(α) si α ∈ As.

(c) La suite(Gr(fs_n))n converge vers Gr(fs) si s ∈ T ′
ξ, etf∅ = IdZ .

(d) Bp = Bp ∪ Bi si ξ est pair, etBi = Bp ∪ Bi si ξ est impair. De plus,
⋃

s∈Tξ, |s|<m Gr(fs) est
fermé dansZ × Z pour tout entierm.

Il est d́emontŕe le th́eor̀eme suivant dans [Le2] (cf théor̀eme 2.3) :

Théorème 2.18Soitξ un ordinal d́enombrable.

(1) Siξ est pair non nul, soientX etY des espaces polonais, etA un boŕelien pot(Σ0
3) et pot(Π0

3) de
X × Y . Les conditions suivantes sontéquivalentes :

(a) Le boŕelienA n’est pas potentiellementDξ(Σ0
1).

(b) Il existe une situation ǵeńerale (Z, T, (gs)s∈Tξ
) et u : Z → X, v : T → Y injectives continues

telles queBp ∩ (u× v)−1(A) = Bp.

(2) Si ξ est impair, soientX et Y des espaces polonais, etA un boŕelien pot(Σ0
3) et pot(Π0

3) de
X × Y . Les conditions suivantes sontéquivalentes :

(a) Le boŕelienA n’est pas potentiellemenťDξ(Σ0
1).

(b) Il existe une situation ǵeńerale (Z, T, (gs)s∈Tξ
) et u : Z → X, v : T → Y injectives continues

telles queBi ∩ (u× v)−1(A) = Bi.

Notations.Soit (ωω, (fs)s∈Tξ
) une bonne situation. On définit une relationR surω<ω comme en 2 :

s R t ⇔ |s| = |t| et (Ns ×Nt) ∩

 ⋃
w∈Tξ

Gr(fw)

 6= ∅.

• Si s R t, on pose

m(s, t) := min{m ∈ ω / ∃ w ∈ Tξ |w| = m et (Ns ×Nt) ∩Gr(fw) 6= ∅}.
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• On pose ensuite

As :=
{

α ∈ ωω / ∀ i
≤|s|
≥1 α(N(sdi)) = 1

}

Bs :=


α ∈ ωω / ∃ z ∈ ωN(s)+1



∀ i
≤|s|
≥1 z(N(sdi)) = 1 et ∀ p ≤ N(s)

α(p) =

N(zd(p + 1)) si ∃ i
≤|s|
≥1 p = N(sdi),

z(p) sinon.



fs :



As → Bs

α 7→



ω → ω

p 7→

N(αd(p + 1)) si ∃ i
≤|s|
≥1 p = N(sdi),

α(p) sinon.

• Enfin, on pose

An :=
{
{1} si n = 0 ou n /∈ Im(N),
{1} ∪ {N(s_1) / s ∈ Πi<n Ai et∀ 0 < i < |N−1(n)| s(N(N−1(n)di)) = 1} sinon,

Z0 := Πn∈ω An.

Alors on voit facilement par récurrence queAn est fini et a au moins deux́eléments sin∈ Im(N)\{0},
de sorte queZ0, muni de la topologie induite par celle deωω, est hoḿeomorphèa2ω, comme compact
métrisable parfait de dimension 0 non vide. Il est clair que siα ∈ Z0 et α ∈ As, alorsfs(α) ∈ Z0,
de sorte qu’on peut remplacerωω parZ0 dans la d́efinition defs. On note encorefs cette nouvelle
fonction, le contexte précisant si on travaille dansωω ou dansZ0.

Théorème 2.19(1) Le couple(ωω, (fs)s∈Tξ
) est une bonne situation. De plus,

(a) Les classes d’équivalence deE sont finies.

(b) Sic est uneT -châıne telle que|c| ≥ 3, c(0) = c(|c| − 1), etc(i) 6= c(i + 1) si i < |c| − 1, alors
il existei < |c| − 2 tel quec(i) = c(i + 2).

(2) Le couple(Z0, (fs)s∈Tξ
) est une bonne situation.

Démonstration.Les ensemblesAs etBs sont des ouverts-ferḿes deωω, clairement. On a quefs est
définie et bijective, et queBs 6= ∅ si As 6= ∅. MaisAs 6= ∅, clairement. Les propriét́es topologiques
defs sont claires. Sis et t sont deux suites distinctes deω<ω, il y a deux cas. Ou bien par exemples
débutet et Gr(fs)∩Gr(ft) = ∅. Ou bien il existei < min(|s|, |t|) minimal tel ques(i) 6= t(i) ; dans
ce cas,fs(α)(N [sd(i + 1)]) est diff́erent deα(N [sd(i + 1)]) alors queft(α)(N [sd(i + 1)]) estégal
à α(N [sd(i + 1)]), par injectivit́e deN . D’où Gr(fs) ∩ Gr(ft) = ∅ et la condition (b) d’une bonne
situation, puisqu’on a bien sûr α ≤lex fs(α) si α ∈ As. Par ailleurs, la condition (a) d’une bonne
situation est clairement vérifiée. Commefs(α) ∈ Z0 si α ∈ Z0 ∩As, ces conditions (a) et (b) valent
également dans le cas (2).
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• Soit s ∈ T ′
ξ, (α, β) ∈ ωω × ωω tels que∀ n ∈ ω (α, β) /∈ Gr(fs_n), et (α, β) = lim

k→∞
(αk, βk),

où βk = fs_nk
(αk). Alors on peut supposer que la suite d’entiers(nk)k tend vers l’infini, pour

voir que β = fs(α). Commeαk ∈ As, α ∈ As. Soit p ∈ ω ; alors on trouve un rangk(p)
tel que sik ≥ k(p), fs_nk

(αk)(p) = fs(αk)(p). Ce qui montre queβ(p) = fs(α)(p). D’où⋃
n∈ω Gr(fs_n) \ (

⋃
n∈ω Gr(fs_n)) ⊆ Gr(fs).

Réciproquement, siβ = fs(α), ∀ n ∈ ω (α, β) /∈ Gr(fs_n) etα ∈ As. Posons

αn := αdN(s_n)_1ω.

On aαn ∈ As_n, puisque le fait d’̂etre dansAs ne d́epend que desN(s) + 1 premìeres coordonńees
et queN(s) < N(s_n). On a alors, puisqueN(s_n) tend vers l’infini avecn, quefs_n(αn)
tend versβ. En effet, pourn suffisamment grand, on afs_n(αn)(p) = fs(αn)(p) = fs(α)(p). D’où
(α, β) ∈

⋃
n∈ω Gr(fs_n), puisque(αn) tend versα. Ceci montre que la suite(fs)s∈Tξ

vérifie la
condition (c) d’une bonne situation (dans les cas (1) et (2)).

• Montrons que
⋃

s∈Tξ, |s|<m Gr(fs) est ferḿe dansωω × ωω si m est entier. Soit donc(α, β) dans
ωω × ωω tel que(α, β) = lim

k→∞
(αk, βk), où βk = fsk

(αk), avec|sk| < m. Alors on peut supposer

quesk est de la formes_n_
k uk, avec(nk)k strictement croissante vers l’infini. On montre alors

comme pŕećedemment queβ = fs(α). D’où le ŕesultat.

Montrons maintenant que
⋃

s∈Tξ
Gr(fs) est ferḿe dansωω ×ωω. Soit donc(α, β) dansωω ×ωω

tel que(α, β) = lim
k→∞

(αk, βk), où βk = fsk
(αk). Par ce qui pŕec̀ede, on peut supposer que la suite

(|sk|)k crôıt strictement vers l’infini. Alors il existe un entierp tel que{sk(p) / k ∈ ω} soit infini.
En effet, si tel n’́etait pas le cas,{s ∈ Tξ / ∃ k ∈ ω s ≺ sk} serait un sous-arbre infini deTξ, à
branchements finis, donc il aurait une branche infinie par le lemme de König. Mais ceci contredit la
bonne fondation deTξ. On peut donc supposer qu’il existe une suites telle que|s| = p, s ≺ sk et
(sk(p))k tende vers l’infini. On en d́eduit comme avant queβ = fs(α). D’où le ŕesultat. Bien ŝur,
ceci vautégalement dansZ0 × Z0.

• On a doncBp ⊆
⋃

s∈Tξ
Gr(fs) = Bp ∪ Bi. Il resteà voir queBi ⊆ Bp pour avoir (d), dans le cas

où ξ est pair. Soit doncs ∈ Tξ de longueur impaire. Commes ∈ T ′
ξ, on a la conclusion en utilisant

la condition (c). On raisonne de manière analogue siξ est impair. On a donc montré que les couples
nous int́eressant sont des bonnes situations.

Les conditions (a) et (b) de (1) se montrent comme en 2.7,à ceci pr̀es queE(s0(0)) = {s0(0)}
vaut dans tous les cas, et que l’injectivité deN nous fournitc(i1 + 1) = c(i2 − 1). �

Théorème 2.20Soitξ un ordinal d́enombrable pair et(Z, T, (f̃s)s∈Tξ
) une situation ǵeńerale. Alors

il existeu : ωω → Z etv : ωω → T continues telles queBp ∩ (u× v)−1(B̃p) = Bp.
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Démonstration. Elle est calqúee sur celle du th́eor̀eme 2.8. On construit des suites(Us)s∈ω<ω et
(Vs)s∈ω<ω d’ouverts, ainsi queΦ à valeursTξ vérifiant les conditions (i), (ii), et

(iii) s R t ⇒


|w(s, t)| a même parit́e que et vaut au plusm(s, t)
Vt = f̃w(s,t)[Us] si Ãw(s,t) ⊆ Z

Us = f̃w(s,t)[Vt] si Ãw(s,t) ⊆ T

On montre que si(α, β) est dansBp (resp.Bi), alors(u(α), v(β)) est dansB̃p (resp.B̃i). Soit donc
w ∈ Tξ tel que(α, β) ∈ Gr(fw) ; alors|w| est paire (resp. impaire), et on peut trouver un entierm0

tel que l’on ait(Nαdm0
×Nβdm0

) ∩
⋃

s∈Tξ, |s|<|w| Gr(fs) = ∅. Par (iii),

m(s, t) = m(αdm0, βdm0) = |w|

et |Φ(s, t)| ont même parit́e. Comme|w| est paire (resp. impaire),|Φ(s, t)| aussi. On a alors que
(u(α), v(β)) est dansG(f̃Φ(s,t)) ⊆ B̃p (resp.B̃i).

La suite de la preuve est identiqueà celle du th́eor̀eme 2.8, le cas 2 non compris,à ceci pr̀es que
le premier alińea de la condition (3) devient

|w(k, l)| a même parit́e que et vaut au plusm(zφ−1(k), zφ−1(l)).

Cas 2.o = p + 1.

2.1. zφ−1(m) R zφ−1(n).

Soitw ∈ Tξ tel que(Nzφ−1(m)dp
×Nzφ−1(n)dp

) ∩Gr(fw) 6= ∅. On peut supposer que

|w| = m(zφ−1(m)dp, zφ−1(n)dp).

Par (iii), |w(zφ−1(m)dp, zφ−1(n)dp)| et |w| ont même parit́e et|w(zφ−1(m)dp, zφ−1(n)dp)| ≤ |w|. Il y a
deux cas.

2.1.1.Ãw(zφ−1(m)dp,zφ−1(n)dp) ⊆ Z.

Par la condition (3), on a

Vzφ−1(n)dp
= f̃w(zφ−1(m)dp,zφ−1(n)dp)[Uzφ−1(m)dp

].

On en d́eduit que(Un−1
zφ−1(m)

× Vzφ−1(n)dp
) ∩G(f̃w(zφ−1(m)dp,zφ−1(n)dp)) 6= ∅. Comme on a

G(f̃s) =
⋃
n∈ω

G(f̃s_n) \

(⋃
n∈ω

G(f̃s_n)

)
si s ∈ T ′

ξ, on peut trouvert ∈ ω<ω lexicographiquement minimale telle que

(Un−1
zφ−1(m)

× Vzφ−1(n)dp
) ∩G(f̃w(zφ−1(m)dp,zφ−1(n)dp)_t) 6= ∅,

et aussi telle que|w(zφ−1(m)dp, zφ−1(n)dp)_t| soit de m̂eme parit́e que et vaille au plus

m(zφ−1(m), zφ−1(n)).

On pose alorsΦ(zφ−1(m), zφ−1(n)) := w(zφ−1(m)dp, zφ−1(n)dp)_t. Il y a alors 2 cas.
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2.1.1.1.Ãw(m,n) ⊆ Z.

2.1.1.1.1.Ã∅ ⊆ Z.

On a alorsUzφ−1(n)dp
∩ f̃−1

∅ (f̃w(m,n)[Un−1
zφ−1(m)

∩ Ãw(m,n)]) 6= ∅, et on raisonne comme en 1.1.1.

2.1.1.1.2.Ã∅ ⊆ T .

On a alorsf̃w(m,n)[Un−1
zφ−1(m)

∩ Ãw(m,n)] ∩ f̃−1
∅ (Uzφ−1(n)dp) 6= ∅, et on raisonne comme en 1.1.2.

2.1.1.2.Ãw(m,n) ⊆ T .

2.1.1.2.1.Ã∅ ⊆ Z.

On a alorsUzφ−1(n)dp
∩ f̃−1

∅ (f̃−1
w(m,n)(U

n−1
zφ−1(m)

)) 6= ∅, et on raisonne comme en 1.2.1.

2.1.1.2.2.Ã∅ ⊆ T .

On a alorsf̃−1
w(m,n)(U

n−1
zφ−1(m)

) ∩ f̃−1
∅ (Uzφ−1(n)dp) 6= ∅, et on raisonne comme en 1.2.2.

2.1.2.Ãw(zφ−1(m)dp,zφ−1(n)dp) ⊆ T .

Par la condition (3), on aUzφ−1(m)dp
= f̃w(zφ−1(m)dp,zφ−1(n)dp)[Vzφ−1(n)dp

]. On conclut alors
comme en 2.1.1.

2.2. zφ−1(n) R zφ−1(m).

On raisonne comme en 2.1 : il y a deux cas.

2.2.1.Ãw(zφ−1(n)dp,zφ−1(m)dp) ⊆ Z.

Par la condition (3), on aVzφ−1(m)dp
= f̃w(zφ−1(n)dp,zφ−1(m)dp)[Uzφ−1(n)dp

]. On en d́eduit que

(Uzφ−1(n)dp × V n−1
zφ−1(m)

) ∩G(f̃w(zφ−1(n)dp,zφ−1(m)dp)) 6= ∅. Comme

G(f̃s) =
⋃
n∈ω

G(f̃s_n) \

(⋃
n∈ω

G(f̃s_n)

)
si s ∈ T ′

ξ, on peut trouvert′ ∈ ω<ω lexicographiquement minimale telle que

(Uzφ−1(n)dp×V n−1
zφ−1(m)

)∩G(f̃w(zφ−1(n)dp,zφ−1(m)dp)_t′) 6=∅,

et aussi telle que|w(zφ−1(n)dp, zφ−1(m)dp)_t′| soit de m̂eme parit́e que et vaille au plus

m(zφ−1(n), zφ−1(m)).

On pose alorsΦ(zφ−1(n), zφ−1(m)) := w(zφ−1(n)dp, zφ−1(m)dp)_t′. Il y a alors 2 cas.
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2.2.1.1.Ãw(n,m) ⊆ Z.

2.2.1.1.1.Ã∅ ⊆ Z.

On a alorsUzφ−1(n)dp
∩ f̃−1

w(n,m)(V
n−1
zφ−1(m)

) 6= ∅, et on raisonne comme en 1.3.1.

2.2.1.1.2.Ã∅ ⊆ T .

On a alorsf̃−1
∅ (f̃−1

w(n,m)(V
n−1
zφ−1(m)

)) ∩ Vzφ−1(n)dp 6= ∅, et on raisonne comme en 1.3.2.

2.2.1.2.Ãw(n,m) ⊆ T .

2.2.1.2.1.Ã∅ ⊆ Z.

On a alorsf̃w(n,m)[V n−1
zφ−1(m)

∩ Ãw(n,m)] 6= ∅, et on raisonne comme en 1.4.1.

2.2.1.2.2.Ã∅ ⊆ T .

On a alorsf̃−1
∅ (f̃w(n,m)[V n−1

zφ−1(m)
∩ Ãw(n,m)]) ∩ Vzφ−1(n)dp 6= ∅, et on raisonne comme en 1.4.2.

2.2.2.Ãw(zφ−1(n)dp,zφ−1(m)dp) ⊆ T .

Par la condition (3), on aUzφ−1(n)dp
= f̃w(zφ−1(n)dp,zφ−1(m)dp)[Vzφ−1(m)dp

]. On conclut alors
comme en 2.2.1. �

Théorème 2.21Soitξ un ordinal d́enombrable.

(1) Si ξ est pair, il existe un boŕelienAξ de2ω × 2ω tel que pour tous espaces polonaisX et Y , et
pour tout boŕelienA deX × Y qui est pot(Σ0

3) et pot(Π0
3), on a l’équivalence entre les conditions

suivantes :

(a) Le boŕelienA n’est pas pot(Dξ(Σ0
1)).

(b) Il existe des fonctions continuesu : 2ω → X etv : 2ω → Y telles queAξ ∩ (u× v)−1(A) = Aξ.

(2) Siξ est impair, il existe un borélienAξ de2ω × 2ω tel que pour tous espaces polonaisX etY , et
pour tout boŕelienA deX × Y qui est pot(Σ0

3) et pot(Π0
3), on a l’équivalence entre les conditions

suivantes :

(a) Le boŕelienA n’est pas pot(Ďξ(Σ0
1)).

(b) Il existe des fonctions continuesu : 2ω → X etv : 2ω → Y telles queAξ ∩ (u× v)−1(A) = Aξ.
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Démonstration.SoitΦ : 2ω → Z0 un hoḿeomorphisme. On montre le théor̀eme dans le cas où ξ est
pair, l’autre caśetant analogue. On pose

Aξ := (Φ× Φ)−1(Bp).

• Si ξ = 0, Bp = Bp. Si A est non vide, soit(x, y) ∈ A, et u (resp. v) l’application constante
identiqueà x (resp.y). Alors u et v sont continues, etA0 = A0 ⊆ (u × v)−1(A). Réciproquement,
A0 ⊆ (u× v)−1(A), doncA est non vide etA /∈ D0(Σ0

1). Dans la suite, on supposera doncξ 6= 0.

• Appliquons le th́eor̀eme 3.2̀aX = Y = 2ω, A = Aξ, Z = T = Z0, etu = v = Φ−1. Ce th́eor̀eme
s’applique car

- Aξ a ses coupes dénombrables, donc est pot(Σ0
3) et pot(Π0

3).

- (Z0, (fs)s∈Tξ
) est une bonne situation (par 3.3), donc(Z0, Z0, (fs)s∈Tξ

) est une situation ǵeńerale.

- Bp = (u× v)−1(Aξ) = (u× v)−1(Aξ) ∩Bp.

On a alors queAξ n’est pas pot(Dξ(Σ0
1)), ce qui montre que (b) implique (a) (la parité deξ fait

que la classeDξ(Σ0
1) est stable par intersection avec les fermés).

• Réciproquement, siA n’est pas potentiellementDξ(Σ0
1), le th́eor̀eme 3.2 nous fournit une situation

géńerale(Z, T, (f̃s)s∈Tξ
) et des injections continues̃u : Z → X et ṽ : T → Y telles que

B̃p ∩ (ũ× ṽ)−1(A) = B̃p.

Le théor̀eme 3.4 nous fournit des fonctions continuesu′ : ωω → Z etv′ : ωω → T telles que

Bp ∩ (u′ × v′)−1(B̃p) = Bp.

SoitΨ : Z0 → ωω l’injection canonique. On pose

u := ũ ◦ u′ ◦ Ψ ◦ Φ, v := ṽ ◦ v′ ◦ Ψ ◦ Φ.

Alors u etv sont clairement continues, et on a clairementAξ ⊆ (u× v)−1(A). Si (α, β) ∈ Aξ \ Aξ,

(Φ(α),Φ(β)) ∈ Bp \ Bp = Bi, donc(u′ ◦ Ψ ◦ Φ(α), v′ ◦ Ψ ◦ Φ(β)) ∈ B̃i ⊆ B̃p, et (u(α), v(β))
n’est pas dansA. �

Remarques.(a) L’énonće de ce th́eor̀eme fournit un exemple de testAξ dans2ω×2ω ; mais la preuve
nous donne aussi un test dansZ0 × Z0, et un autre dansωω × ωω.

(b) Le th́eor̀eme 3.5 fournit une caractérisation des ensembles non potentiellementDξ(Σ0
1) pour ξ

pair, et non potentiellemenťDξ(Σ0
1) pourξ impair. Mais un simple passage au complémentaire nous

fournit une caract́erisation des ensembles non potentiellementĎξ(Σ0
1) pourξ pair, et non potentielle-

mentDξ(Σ0
1) pourξ impair :
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Théorème 2.22Soitξ un ordinal d́enombrable.

(1) Si ξ est pair, il existe un boŕelienAξ de2ω × 2ω tel que pour tous espaces polonaisX et Y , et
pour tout boŕelienA deX × Y qui est pot(Σ0

3) et pot(Π0
3), on a l’équivalence entre les conditions

suivantes :

(a) Le boŕelienA n’est pas pot(Ďξ(Σ0
1)).

(b) Il existeu : 2ω → X etv : 2ω → Y continues telles queAξ ∩ (u× v)−1(A) = Aξ \Aξ.

(2) Siξ est impair, il existe un borélienAξ de2ω × 2ω tel que pour tous espaces polonaisX etY , et
pour tout boŕelienA deX × Y qui est pot(Σ0

3) et pot(Π0
3), on a l’équivalence entre les conditions

suivantes :

(a) Le boŕelienA n’est pas pot(Dξ(Σ0
1)).

(b) Il existeu : 2ω → X etv : 2ω → Y continues telles queAξ ∩ (u× v)−1(A) = Aξ \Aξ.

En fait, on aAξ \ Aξ = (Φ× Φ)−1(Bi) si ξ est pair ; siξ est impair, on aAξ = (Φ× Φ)−1(Bi)
etAξ \Aξ = (Φ× Φ)−1(Bp).
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