UPMC Master 1 Mathématiques 2011

Corrigé de la Feuille de TD 2 de

Revétements et Groupe Fondamental :
constructions d’espaces topologiques, un peu d’homotopie

Rappels préliminaires sur les homotopies : rappelons que deux applications continues fy, f1 : X — Y
sont homotopes (on notera fo ~ fi) si il existe une application continue H : [0,1] x X — Y telle que
les restrictions H(0,—) = fo et H(1,—) = f1. On rappelle les propriétés suivantes:

i) La relation d’homotopie est une relation d’équivalence; autrement dit f ~ g =g~ f, f ~ f et
f ~get g~ himplique f ~ h.

ii) La relation d’homotopie est compatible avec la composition des fonctions:

Vg:Y - Zeth:T — X, foxfi=gofo~gofi, et fooh~ fioh.

Le point i) signifie en particulier que 1’on peut composer les homotopies: si H est une homotopie entre
fo et fi et G une homotopie entre f1 et f2, on a alors une homotopie G x H : [0,1] x X — Y donnée
par

H(2t,x) sit<1/2

G2t—1,2) sit>1/2.

dont on vérifie sans difficulté la continuité et le fait que G x H(0, —) = fo, G* H(1,—) = f2. De plus,
comme l'intervalle est contractile, une homotopie est “inversible & homotopie pres”. C’est a dire que si
H est une homotopie de fy & fi, alors I'application, notée abusivement H~!: [0,1] x X — Y, définie
par H-Y(t,z) = H(1 —t,z) est une homotopie! de f; & fo et de plus H ! x H (resp. Hx H™!) est
homotope & I'indentité? idys, de fo (resp. idy, ). Concrétement, cela signifie qu'il existe une application
K :]0,1] x [0,1] x X — Y continue telle que K(0,t,7) = H~ 1« H (t,z) et K(1,t,2) = fo(z) (resp.
K(,t,z) = Hx H ' (t,z) et K(1,t,2) = fi(z))3.

Une application continue ¢ : X — Y est une équivalence d’homotopie si il existe une application
continue 1 qui soit “I'inverse de ¢ a homotopie pres”’: c’est a dire que ¢ o : Y — Y est homotope
a l'identité de Y et ¢ o ¢ est homotope & l'identité de X. Quand une telle équivalence existe, on
dit simplement que X et Y sont homotopes (que I'on notera X ~ Y'). Des propriétés ci-dessus des
homotopies, on déduit que la relation d’étre homotope pour des espaces topologiques est une relation
d’équivalence.

G*H(t,x):{

Remarque heuristique : au vu des propriétés “d’inversibilité homotopique” des homotopies ci-dessus,
il est légitime (mais pas forcément nécessaire) de penser & une homotopie H entre deux applications
continues fy, fi comme un opérateur inversible (définies sur les fonctions continues) qui transforme

Joen fi.

Rappels sur les espaces compacts : On dit qu'un espace topologique X est compact si X est séparé et
si on peut extraire de tout recouvrement ouvert de X un sous-recouvrement fini.

Un sous-ensemble compact d’un espace topologique est nécessairement fermé et tout fermé d’un com-
pact est compact. Si X est compact et Y est séparé f : X — Y est une application continue, f(X)
est compact et donc fermé. Par contre, si Y n’est pas séparé, f(X) peut ne pas étre fermé.

Exercice 1. (Topologie quotient et séparation) Soit X un espace topologique et R une relation
d’équivalence sur X. On note p : X — X /R l'application canonique. Pour S C X on appelle saturé
de S le sous-ensemble p~1(p(S)) = {y € X,3xr € X,rRy}. On dira que R est ouverte si le saturé de
tout ouvert est ouvert.

il s’agit simplement de ’homotopie H parcourue dans le sens inverse (par rapport & la variable t)
2@’ou Paffirmation que H ™! est un inverse “homotopique” de H
3bien sur, ’homotopie “supérieure” K est tout aussi “inversible” que H !



1. Montrer qu'’il existe un unique (& homéomorphisme pres) espace topologique X et application
continue 7 : X — X, constante sur chaque classe d’équivalence de R, tels que pour toute
application continue f: X — Y qui est constante sur chaque classe d’équivalence de R, il existe
une unique application continue f : X — Y qui factorise f, c’est  dire telle que f = fom.
Décrire explicitement cette topologie. A quelle condition une application g : X — Z est-elle
continue ? Montrer que si f est ouverte, f est ouverte.

2. Montrer que si X est connexe alors X est connexe. Méme question avec connexe par arcs.

3. Montrer que si le graphe R = {(z,y), 2Ry} C X x X est fermé et p : X — X/R est ouverte,
alors X/R est séparé.

4. Donner un exemple d’espace séparé X et de relation R tels que X/R soit muni de la topologie
grossiere. Donner un exemple d’espace non-séparé tel que X /R soit séparé.

5. On suppose maintenant X compact (en particulier séparé). Montrer que si le graphe de R est
fermé, alors X /R est compact (en particulier séparé).

6. Montrer que le quotient de R? par la relation (z,y) ~ (2z,2y) n’est pas séparé tandis que le
quotient de R? \ {(0,0)} par la méme relation I’est.

Solution 1. 1. On munit, évidemment, X/R de sa topologie quotient (cf le cours de L3) définie
par: U C X/R est ouvert si et seulement si p~!(U) est ouvert. Les propriétés de commutation de
la pré-image avec les unions et intersection assurent que cela définit bien une topologie sur X/R.
Cette topologie rend p continue par définition* et est constante sur chaque classe déquivalence.
Enfin notons que p est surjective.

On montre facilement que muni le couple (X/R,p : X — X/R) vérifie la propriété demandée
pour ()? 7). En effet soit Y est un autre espace topologique, et f : X — Y une application
continue constante sur chaque classe. Une factorisation de f, si elle existe, vérifie nécéssairement
que, pour toute classe [x] € X/R, f([z]) = f(p(z)) = f(x) ce qui assure I'unicité (par surjectivité
dep: X — X/R) de f, mais pas encore son existence. En effet, fdoit étre défini par la formule
ci-dessus, mais il reste a voir que cette formule donne bien une application continue. C’est en
fait tres facile: Si V' C Y est ouvert alors, FY(V) est ouvert dans X/R si et seulement si, par
définition, p~t(f~H(V)) = f~1(V) est ouvert, ce qui est assuré par la continuité de f !

Passons a l'unicité. Soit ()~( ) une autre paire vérifiant les conditions demandées. Comme 7 :
X — X est continue, constante sur chaque classe, il existe une unique application continue

: X/R — X factorisant m: m = = pi o p. De méme, il existe une unique application continue
p: X — X/R factorisant p: p = pom. On en déduit que pom : X/R — X /R est une application
continue (nécessairement unique par hypothese) factorisant idy g, c’est donc I'identité. De méme

7 o p est I'identité de X et done X est homéomorphe a X/R.

Une application g : X — Z est continue si et seulement si g o p est continue par unicité de la
factorisation (et surjectivité de p). De plus si V est un ouvert de X, f(V) = f(p(p~1(V))) =
f(p~1(V)) qui est ouvert si f est ouverte.

2. Comme p (et donc ) est surjective et continue, le résultat est immédiat.

3. Soit [z] # [y]. Alors (z,y) € X? — R qui est ouvert et, il existe deux ouverts U,, V, voisinages
disjoints de x, y inclus dans X2 — R (car la topologie produit est engendrée par les produtis

4¢’est méme la topologie la plus fine vérifiant cette propriété



d’ouverts). On en déduit que p(Uy), p(U,) sont ouverts disjoints et contiennent respectivement
[2] et [y]. °

4. On considére le quotient de R par le sous-groupe Q (c’est a dire 2Ry ssi x —y € Q). Alors
lespace quotient R/Q est un espace (non-dénombrable) muni de la topologie grossiere . En effet,
tout ouvert de R contient un (et en fait une infinité) de points de la forme z + Q par densité de
x + Q dans R, et donc un représentant de chaque classe.

Soit (X;)ier des espaces non-séparés. Alors [[ X; n’est pas séparé, mais le quotient X/R de
X par la relation xRy ssi x,y € X; (pour un certain i) est ’ensemble I muni de la topologie
discrete, donc séparé.

5. On suppose maintenant que X est compact®. L’image par une application continue d’un espace
compact dans un espace séparé est compact, donc il suffit de montrer que XR est séparé pour
conclure.

Comme la relation (ou plus précisément) son graphe R C X2 est fermé (dans X?), la relation
R est fermée, c’est a dire que si F est fermé dans X, son saturé p~!(p(F)) est fermé. En effet,
le saturé de F' est égal a l'image de (F' x X)NR) par la projection de px : F' x X sur X. Or
F x X et R sont fermés dans le compact X x X, donc compact ainsi que leur intersection. De
méme, X compact implique que px(F x X)NR) est compact et donc fermé. On a bien montré
que le saturé de tout fermé est fermé (notons que ceci est équivalent a dire que la projection
p: X — X/R est fermée).

Montrons enfin que X/R est séparé. Soit p(z) = [z] # [y] = p(y) deux points distincts de X/R.
Alors p~1([z]) et p~!([y]) sont les saturés de {z} et {y} et sont donc fermés vu ci-dessus’. Ils
sont de plus disjoints par hypotheése. On va utiliser qu’un espace compact est normal®, c’est &
dire que pour tout fermés disjoints F, Fb, il existe des ouverts disjoints Uy, Us qui contiennent
respectivement Fj et F» (autrement dit, on peut séparer les fermés par des ouverts).

On peut donc trouver des ouverts disjoints Us, U, contenant respectivement p~1([z]) et p~(y).
La seule difficulté maintenant (pour passer au quotient) est que U, et U, ne sont pas nécessairement
des ouverts saturés. Mais X — U, est un fermé disjoint de p~1([z]), c’est donc aussi le cas de son
saturé F, et il suit que X — F, est un ouvert saturé contenant p~'([x]) et inclus dans U,. De
méme, on construit un ouvert saturé X — F, contenant p~!([y]) et inclus dans Uy, en particulier
disjoint de X — Fj. Il suit que p(X — F;) et p(X — F})) sont des ouverts disjoints qui sépare p(z)
et p(y) dans X/R. Il vaut mieux faire des dessins pour comprendre le paragraphe précédent !

6. On quotiente donc R? par le groupe (isomorphe & Z) engendré par I’homothétie de centre 0
et de rapport 2. En particulier, les orbites de tout élément sont contenus dans la demi-droite
vectorielle passant par ce point.

Soit U un voisinage ouvert de la classe [0]; alors p~(U) est un voisinage de 0 et contient donc
une boule ouverte B(0,¢). Mais pour tout z € R% x ~ 2/2" et 2/2" est dans B(0,&) pour n
assez grand. Par conséquent, B(0, ) contient un représentant de chaque classe, donc U = R?/ ~,
et 0 ne peut étre séparé d’aucun point !

Montrons que R? \ {0}/ ~ est séparé. Remarquons que R? \ {0} = S! x R%. Si [2] # [¢/] €
R2?\ {0}/ ~ avec z, 2’ non-colinéaires, on peut trouver deux (demi-)cones ouverts contenant les

5 Attention, le fait que le graphe de R C X? soit fermé ne suffit pas en général pour que le quotient soit séparé (mais
est nécessaire). Par exemple, considérons un espace X séparé mais pas normal. Alors, il existe des fermés A et B qui ne
peuvent étre séparés par aucun ouvert. La relation aRa’ pour tout a;a’ € A, zRx pour tout z € X et bRb pour tout
b,b’ € B est clairement fermée mais le quotient n’est pas séparé. ..

Srappelons que cela veut dire qu'’il vérifie que pour tout recouvrement ouvert on peut extraire un sous-recouvrement
fini et qu’il est séparé, point qu’on oublie trop souvent, mais qu’on peut oublier si on travaille dans des espaces métriques
par exemple

"Rappelons que dans un espace séparé, les points sont fermés

8c’est un bon exercice, cf la partie sur la compacité dans le cours de L3



(demi-)droites vectorielles qui les contiennent et ne se rencontrent pas. Comme des (demi-)cones
sont saturés, leur image par p fournit des ouverts séparant [z] et [2] (faire un dessin).

Supposons z et 2’ alignés. A une rotation pres, on peut les supposer dans R =]0, +-o0o[. Or tout
élément ¢ de RY a un unique représentant dans [1,2[. On peut donc identifier R / ~ au quotient
[1,2]/(1 ~ 2) (le vérifier soigneusement) qui est séparé car homéomorphe & [0,1]/(0 ~ 1) = S*.

Il suit que R? \ {0} est séparé. Au vu des arguments donnés ci-dessus, on a en fait montré que
R2\ {0} est homéomorphe au tore S x S*.

Remarque (Sur la compatibilité du quotient et des produits). Soient X et Y deux espaces topologiques
munis chacun d’une relation d’équivalence R x et Ry. On peut alors définir une relation d’équivalence
Rx X Ry par

(z,9)Rx X Ry (z',v) — rRxz’ et yRyy'.

Les application X — X/Rx et Y/Ry induisent une application continue X x Y — X/Rx x Y/Ry
constante sur les classes d’équivalences de Rx X Ry. On en déduit donc une application continue

qb X X Y/RX X Ry — X/RX X Y/Ry,
qui est bijective, mais n’est en général pas un homéomorphisme.
Proposition 1. Si Y est localement compact, et Ry est 'identité, alors ¢ est un homéomorphisme.

Soit 7" un ouvert de X x Y/Rx x Ry, on veut montrer que ¢(T') est ouvert. Soit (xg,yo) € ¢(T).
Soit z(, € X tel que mx(xf) = zo.
Soit T := W;(le(T), c’est un ouvert satur’e de X x Y contenant (x(),yo). Il existe donc un voisinage
U C X de zj, et un voisinage K C Y de yo tel que U x K C T". De plus comme Y est localement
compact, on peut supposer K compact.
Soit W = {x € X,z x K C T'}. Comme T" est saturé, W est aussi saturé. De plus comme K est
compact, W est ouvert. En effet, si x € W, pour tout y € K il existe des voisianges ouverts Uy de
x dans X et Vi de k tels que Uy x Vi C T’. La famille (Vj)rex est un recouvrement ouvert de K,
donc on peut en extraire un sous-recouvrement fini (Vi)ger. Alors NgerUx C W est un ouvert de X
contenant z, ce qui prouve que W est ouvert. Alors p(W) est ouvert puisque p~!p(W) = W et contient
x. Donc p(W) x K est un voisinage ouvert de (xg,yo) qui est inclu dans ¢(7T'), ce qui prouve que ¢(T")
est ouvert.

Exercice 2. (cones, espaces des chemins, recollements ... ) Soit X un espace topologique et f : X —
Y une application continue.

1. Le cone sur X est I'espace topologique quotient C'(X) := (X x [0,1])/((z,1) ~ (y,1)).

(a) Montrer que X s’identifie? & un sous-espace fermé de C'(X) et qu’il existe une application
naturelle C(f) : C(X) — C(Y) induite par f.

(b) Montrer que C'(X) est contractile.

(c) Montrer que si X est séparé, C'(X) est séparé.

2. Soit X,Y deux espaces topologiques, A une partie non-vide de X et f : A — Y, une application
continue. Le recollement de X sur Y par f est ’espace topologique quotient

XUp Y= (X[[Y)/(z ~ f(z), z € A).

(a) Que peut on dire si il existe deux applications continues g : X — Z, h: Y — Z qui vérifie
g(a) = ho f(a) pour tout a € A 7 Montrer que si Z C X est un sous-espace non-vide de
X, lespace quotient X/Z s’identifie & un recollement.

c’est & dire qu’il existe un homéomorphisme entre X et un sous-espace de C(X).

4



X><{1}CX><[0,1]

cone de X

Cylindre de f

Figure 1: Le cone de X et le cylindrede f:Y — X

(b) Montrer que X Uy Y est connexe (resp. par arcs) si X et Y sont connexes (resp. par arcs).

¢) Montrer que si A est fermé, alors Y s’identifie a un sous-espace de X U Y. Si de plus X, Y
f

sont compacts, montrer que X Uy Y est compact. En particulier si F' est un fermé d'un
compact X, X/F est compact.

3. Le cylindre de f est le recollement Cyl(f) := X x [0,1] Uy, 40y Y olt f x {0} est donné par

fx{0}: X x{0} =X L ¥. Le cone de f est le recollement C(f) := C(X) Uy oy Y. Montrer
que si ¥ : Y — Y’ est une homotopie alors Cyl(f) et C(f) sont respectivement homotopes a

Cyl(y o f) et C(Y o f).

4. Soit x € X un point de X. On note PX = {f : [0,1] — X, f(0) = z} 'espace des chemins
(issus de x) que 'on munit de la topologie suivante: une (pré-)base d’ouvert est formée par les
sous-ensembles W (K, V) = {f € PX, f(K) € V} ou K parcourt les compacts de [0,1] et V les
ouverts de X. Montrer que PX est contractile.

Solution 2. 1. On note 7 : X x [0,1] — C(X) I'application de passage au quotient.

(a)

L’application = — ig(z) = (x,0) € X x [0, 1] est évidemment continue d’ou il suit que la
composée ix : X % X x [0,1] = C(X) est continue. Elle est clairement injective et de plus
son image ix(X) est fermée dans C(X) puisque sa pré-image par 7 est le fermé X x {0}.
Il reste & montrer que ix induit bien un homéomorphisme de X sur [X x {0}] € C(X).
Mais si U est un ouvert de X, U x [0, 1] est un ouvert saturé de X x [0,1] et ix(U) =
ix(X)N7w(U x [0,1]) est ouvert dans ix(X).

L’application composée (z,t) — 7y o (f(z),t) (ot my : Y x [0,1] — C(Y') est la projection
canonique) induit une application continue X x [0,1] — C(Y") qui est constante sur chaque
classe d’équivalence (pour la relation d’équivalence définissant C'(X)). Il suit de la propriété
universelle du quotient qu’elle se factorise en une unique application C(f) : C(X) — C(Y).
Un calcul immédiat (ou l'utilisation de 1'unicité dans la propriété universelle) assure que
C(f o) = C(f) 0 Clg) et Clidx) = ide(x),

Soit H : X x [0,1] x [0,1] — X x [0, 1] Papplication continue qui envoie (z,t,s) sur (z,1 —
(1—1t)(1—s)), et soit H :=nf: X x[0,1] x [0,1]. Soit ~ x = la relatio d’équivalence sur
X x [0,1] x [0,1] engendrée par (z,1,s) ~ x = (2/,1, 5).

Alors H' est constante sur les classes d’équivalences de ~ x =, donc définit une application
continue H : X x [0,1] x [0,1]/(~ x =) — C(X). Or, comme [0, 1] est compact, d’apres la
proposition 1 X x [0,1] x [0,1]/(~ x =) — C(X) x [0, 1] est un homéomorphisme, d’olt une

application continue H' : C(X) x [0,1] — C(X), qui vérifie la propriété voulue.

Soit 7(x,t) # 7(2/,t") deux points différents de C'(X).
Sit,t' # 1, comme X x [0, 1] est séparé, il existe des ouverts U de (z,t) et U’ de (2/,t) dans
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X % [0,1] (ce sont aussi des ouverts de X x [0,1] car X x [0, 1] est lui-méme ouvert) tels
que UNU’" = 0. Or la relation d’équivalence est l'identité sur X x [0,1[ donc U et U’ sont
saturés.

On peut maintenant supposer par symétrie ¢ = 1 (et donc ¢’ # 1). Alors X x [0,1 + ¢/2]
et Xx]1 4+ t/2,1] sont des ouverts saturés d’intersection vide contenant (2/,t') et (z,t)
respectivement

2. Onnote m : X[[Y — X Uy Y = (X[[Y)/(x ~ f(z), z € A) la projection canonique sur le
quotient. On note aussi 7y : X — X Uy Y et 1y : Y — X Uy Y les projections canoniques
induites par la composition de 7 et des inclusions continues X — X [[Y et Y — X]]Y.

(a) Les propriétés universelles de la topologie quotient et de la topologie de I'union disjointe
assure qu’il existe une unique application continue gUys h : X Uy Y — Z telle que g(x) =
gUrhomx et h(y) = g Uy homy. On peut en fait facilement vérifier que X Uy Y est la
solution d’un probleme universel.

Par construction (le vérifier soigneusement cependant), X/Z est le recollement X U, {pt}
ot f:Z — {pt} est I'application constante!?.

(b) par continuité des projections mx et 7y, mx(X) et my(Y’) sont connexes dans X Uy Y, ont
un point commun (c’est 1a que A non-vide sert) et 7x(X) Uny (Y) = X Uy Y. Il suit que
X Uy Y est connexe (resp. connexe par arcs) si X et Y sont connexes (resp. connexes par
arcs).

(c) L’application my : Y — X Uy Y est injective puisque la relation déquivalence n’identifie
pas des points distincts de Y. Par ailleurs, Si A est fermé, 7T_1(7Ty(Y)) = AJJY est
fermé dans X [[Y, donc 7y (V) est fermé dans le recollement X Uy Y. Plus généralement
7 Y ay(F)) = (AN f7YF)) ]I F est fermé si F est fermé, donc 7y est fermée, continue
et injective, c’est donc un homéomorphisme sur son image. On montrerait de méme que
X — A s’identifie & un sous-espace ouvert de X Uy Y.

On suppose maintenant que X, Y sont compacts. A fermé dans X implique donc que A est
compact. Par la question 5) de l'exercice 1, il suffit de vérifier que R € (X [[Y) x (X][Y)
est fermée. Or R est la réunion de A = {(z,2),z € X [[Y} (qui est fermé car X [[Y est
séparé), des ensembles {(a, f(a)), a € A} et {(f(a),a), a € A} (qui sont fermés car image
du compact A par une application continue dans 'espace séparé (X [[Y) x (X[[Y)) et
enfin de 'ensemble {(a,a’) € A x A, f(a) = f(a’)} (qui est fermé car f est continue et
(XTIY) x (X]]Y) est séparé). R est donc bien une réunion finie de fermés !

3. Considérons la composée X x[0,1][[Y Y X [0,1]]TY" — Cyl(¢pf). Elle envoie (z,0) et f(x)
sur le méme point, donc ce factoririse en une application continue ay, : Cyl(f) — Cyl( f). Soit
¢ un inverse de 1) & homotopie pres, on obtient ayony = oy : Cyl(f) — Cyl(¢'y f). 1 suffit
de montrer que si A : Y — Y est homotope a I'identité, o est une équivalence d’homotopie.
Soit A : Y x [0,1] — Y telle que h(—,0) = idy et h(—,1) = A. On définit 5 : Cyl(Af) — Cyl(f)
par :

(x,t) — (z,2t—1) si t>1/2
(x,t) — h(f(z),2t) si t<1/2
Yy =y

On construit une homotopie de idgy, (s vers Sa par :

((z,1),u)

((z,t),u) — h

(Y, u)

10qui de toute facons est la seule possible



De méme, on construit une homotopie de idgy(xy) vers a3 par :

(z, 3=2) si t>wu/2
)(w)ﬂf_;f)) sit<u/2

Remarque : par construction du cylindre de f : X — Y, Y s’identifie canoniquement & un
sous-espace fermé de Cyl(f). De plus la projection X x [0,1] — X x {0} induit une rétraction
r: Cyl(f) — Y (clest a dire que Y — Cyl(f) = Y est Iidentité de Y). De plus I’application
Cyl(f) = Y — Cyl(f) est évidemment homotope & lidentité (car X x {0} est homotope &
X x [0,1]). On a donc montré que Cyl(f) est un rétracte par déformation de Y. De plus on
a une injection continue de ¢ : X = X x {1} — Cyl(f) (dont I'image est fermée) et une
factorisation f = r oi4. Par conséquent, toute application f : X — Y continue peut se factoriser
sous la forme d’une injection fermée et d’une équivalence d’homotopie (qui est méme un rétracte
par déformation).

4. On définit H : [0,1] x PX — PX, pour t € [0,1] et f € PX, par H(t, f)(u) = f(tu). Il est clair
que H (0, f) est le chemin constant u — x et que H(1, f) = f (encore une fois, faire un dessin ne
peut pas nuire). Il reste & voir que H est continue. Une application F' : Z — PX est continue
deés que l'application adjointe F' : Z x [0,1] — X, définie par F(z,u) = F(z)(u), est continue.
En effet, soit z € Z tel que F(z)(K) C U pour un certain ouvert U de X et compact K de I.
Alors, F~Y(U) > {z} x K est un ouvert, donc pour tout k € K, il existe des voisinages Vj, x I}
de (2, k) inclus dans F~(U). On extrait un recouvrement fini I, U---U I}, de K et on a alors
Ny Vi, qui est un ouvert de Z inclus dans F~1 (W (K, U)).

L’application PX x I x I — X, définie par (f,t,u) — f(tu), est continue, car la mutliplication
(t,u) — tu est continue ainsi que l’évaluation PX x I — X. Ce dernier point provient de la
compacité!! de [0, 1]. En effet, soit U un ouvert de X contenant f(t) pour f € PX et t € [0,1].
On doit montrer qu’il existe un compact K C [0, 1], un ouvert V C X (avec f € W(K,V)) et un
voisinage V; C [0,1] de {t} tels que pour tout (g,s) € W(K,V)xV;, on ag(s) € U. Comme f est
continue, f~!(U) est un ouvert qui contient ¢. Il existe donc un voisinage compact!'? C; ¢ f~(U)
de ¢ inclus dans f~1(U). On a alors que W(Cy, U) x Cy est un voisinage ouvert de (f,t) tel que
pour tout (g,s) € W(C,U) x Ct, on ait g(s) € U !

Remarque : si X est métrisable, alors la topologie compacte ouverte correspond a la topologie
de la convergnce uniforme sur tout compact (donc a la topologie de la convergence uniforme sur
PX). 1l est alors bien plus facile de montrer les contunuités requises en appliquant le critere
séquentiel de continuité et 'uniforme continuité de toute fonction continue sur I.

Exercice 3. (Le bonnet d’ane) Soit T un triangle dans R? (avec son interieur) et notons p,q,r ses
sommets. On appelle bonnet d’ane le triangle dont on a identifié les aretes de la fagon suivante: [p, q]
avec [q, 7] et [p, q] avec [p,r]. Montrer que le bonnet d’ane est un espace contractile (en 'identifiant au
cone d’une application du cercle dans lui-méme).

Solution 3. On conseille de faire un dessin pour mieux comprendre ! Le bord 97T du triangle est
homéomorphe & un cercle. De plus le cone C(S') d'un cercle est homéomorphe & un disque (fermé) et
donc & T. On définit une application f : S' = 9T — S qui, envoie chaque segment sur un cercle S*
en suivant les identifications données dans ’énoncé (en particluier les 3 points p, ¢, r sont identifiés).
En termes de formules mathématiques (pour ceux qui ont besoin d’étre rassurés), cela donne: une
application f : 0T — [0,1](0 ~ 1) = S* donnée par

- f(t(g—p) +p) =[t] €[0,1](0 ~ 1) sur le segment [p, g];

1ee ne serait pas forcément vrai si on remplacait [0,1] par n’importe quel espace topologique...

12par voisinage compact de ¢ on entend un compact dont Iintérieur contenant ¢
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p=q=r

Figure 2: Le bonnet d’ane

- f(t(r—p) +p) =[t] € [0,1](0 ~ 1) sur le segment [p,];

- f(tr—q) +q)

On vérifie que cela définit bien une application continue du bord du triangle dans le cercle. Il est
clair, par construction que le bonnet d’ane est bien C'(f). En parcourant le bord du cercle en suivant
d’abord le segment [p,¢|, puis [g,r] puis en revenant & p en suivant le segment [r,q] (attention, on
va dans le sens contraire du segment [p, q]), on obtient facilement que le degré de f est donné par
deg(f) =1+1—1=1. Donc f est homotope a l'identité et, d’apres exercice 2, C(f) est homotope
A C(id) = C(S') = D? qui est contractile !

Remarque : il convient de remarquer que si on avait identifié d’une autre fagon les bords du triangle,
on aurait pu obtenir des espaces non-contractiles (par exemple une sphere en identifiant tout le bord
a un point).

[t] € [0,1](0 ~ 1) sur le segment [q, ].

Exercice 4. (Compactifié d’Alexandroff) Soit X un espace topologique localement compact. On note
X Tespace X auquel on adjoint un point noté oco.

1. Montrer que X possede une unique topologie telle que

e la topologie induite sur X soit la topologie de X

e les voisinages ouverts de oo sont les ensembles de la forme (X \ K) U {oo} pour K C X
compact.

Démontrer que X est compact.
2. Montrer que R est homéomorphe a S™ (Considérer la projection stéréographique).

3. Identifier les espaces C* et M ott M est la bande de Mdbius définie par M = R2 [(z,y) ~

Solution 4. 1. 11 est clair que si une telle topologie existe, elle est unique puisque soit un ouvert
U est inclus dans X (donc donné par un ouvert de X), soit c’est un voisinage de oo'3 et donc
donné par la réunion du complémentaire d’'un compact et du singleton {oo}. Il faut maintenant
montrer que cette topologie existe, c’est a dire que les ouverts spécifiés sont stables par réunion
quelconques, intersections finies et contiennent le vide (qui est un ouvert de X) et X (qui
est le complémentaire du vide). Si les ouverts considérés sont tous dans X, c’est immédiat. Si
U =X - K, (i € I) est une famille de voisinages de oo, alors |JU; = X - (K et (;cp K est
compact comme intersection de compacts. Le raisonnement est le méme pour une intersection
finie d’ouverts de cette forme. Enfin si (U;)ie; est une famille d’ouverts de X et (X — Kj)jes
une famille de voisinages de oo, alors Uje J)? - K; = X - K pour un certain compact K et
(X —K) UUser Ui = (X —K) UUser(UiNK). Or | ;¢ (Us N K) est ouvert dans un compact, c’est
donc le complémentaire d’'un compact K’ et la réunion est donc de la forme X - (KUK'). Un

3hien entendu on considére que 'ensemble vide est compact



raisonement similaire traite le cas des intersections. On a bien prouvé que X admet une unique
topologie vérifiant les conditions données.

Montrons que X est séparé. C’est immédiat entre deux points de X car X est localement
compact. De plus tout point de z est separé de oo puisque tout point admet un voisinage
compact. De plus si (U;);e; est un recouvrement ouvert de X , alors I'un au moins des ouverts
contient 0o et est donc de la forme X — K pour K compact. Les autres ouverts forment un
recouvrement ouvert de K dont on peut extraire un sous-recouvrement fini.

2. Soit S = {(z1,...,2n41) € R" 23+ 422 | = 0}. On note N, le pole nord (0,...,0,1) € S”
et p: 8" — N — R" la projection stéréographique définie comme p(x) est U'intersection de la
demi-droite issue de IV passant par z et de 'hyperplan z,41; = 0. On trouve

(2) = (-— .
plx) = ey

I =2+ I —zpp
qi est clairement continue sur S™ — N. On construit la réciproque de la méme maniere ce qui
donne 2

2y, 29, y|I> =1
hylﬂ"'vyn =\ 0 )
) = (T T P

qui est clairement continue et U'inverse de p (évident géométriquement et & peine plus dur en
faisaint un calcul explicite).

Montrons maintenant que S™ = R". Comme on a un homéomorphisme 5" — N = R", il suffit
de montrer que les voisinages du pole nord s’identifient avec des complémentaires de compact
de h(R™). Mais tout voisinage de N contient U'intersection d’une boule ouverte de centre N et
de la sphere. Le bord de I'intersection de cette boule avec la sphere est un disque qui se projette
sur un disque de rayon R. Il suit que le complémentaire de ce voisinage est un fermé inclus dans
(Pimage par h) du compact B(O, R) C R™ (donc compact).

3. Comme vu ci-dessus, C* est homéomorphe & la sphere S? privée des poles nord N = (0,0,1) et
sud S = (0,0, —1) € R3. Son compactifi¢ d’Alexandroff, est donc la sphere privée des deux poles
a laquelle on rajoute un point O (le point a I'infini) dont les voisinages sont les complémentaires
des compacts. Or un compact de C* est inclus dans une couronne {z € C*¢ < |z| < R} (car
la distance doit atteindre son maximum et minimum sur un compact). Il suit qu'une base de
voisinages de 0 est donnée par le recollement en leur centres de deux disques (de taille distinctes)
dont les bords sont recollés au disque D(0, R) et au disque D(0,¢). Il est facile de voir que cela

identifie C* avec le quotient de la sphere obtenu en identifiant les deux poles N et S.

Par construction du quotient, on a que M est homéomorphe au quotient [0, 1] x R par la relation
(0,y) ~ (1, —y). Un compact dans M est donc inclus dans I'image par le quotient d’une bande
[0,1] x [-R, R]. Or son complémentaire M \ p([0,1] x [-R, R]) (en notant p : [0,1] x R — M
Papplication quotient) est homéomorphe au complémentaire d’un disque euclidien de centre 0 et
de rayon 2 (faire un ”dessin” ). De méme que pour la compactification de R?, la compactification
de M est donc obtenue en recollant un disque & M \ p([0, 1] X [- R, R]) sur son bord. C’est & dire
que M est homéomorphe au quotient de [0, 1] x [—R, R] par la relation d’équivalence engendrée
par (0,y) ~ (1,—y) et (z,R) ~ (2/,—R) pour tout z,a’ € [0,1] (autrement dit on a indetifié
les bords de longueur R du rectangle & un seul et unique point, le point co). On en déduit un
homéomorphisme entre M est le quotient de la sphere de dimension 3 sur laquelle on identifie
les points antipodaux, c’est a dire que M = RP; le plan projectif réel de dimension 2 qui est
également homéomorphe au quotient du disque obtenu en identifiant les points antipodaux de
son bord.

Exercice 5. (boucles, bouquet de cercles ... ) On considére les espaces topologiques quotients A = R /Z
de R par le sous-espace Z et

B = Sl/({l} U {exp(2im/n), n € N*}),
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ainsi que les sous-espaces du plan euclidien R? donné par la réunion R; des cercles de rayon n € N et
tangents en (0,0) & I’axe y = 0, la réunion Ry des cercles de rayon'* 1/n (n € N*) et tangents en (0,0)
a laxe z = 0 et enfin l'espace \/; S donné par le recollement de X = [[, S! sur le point Y = {pt}
par I'unique application f : F' — {pt} ou F est une réunion de points (on choisit exactement un point
par cercle). Dire lesquels parmi ces espaces sont homéomorphes entre eux.

Solution 5. Il faut bien faire attention que l’espace est le quotient de R par le sous-espace Z (et non
pas par la relation d’équivalence donnée par le sous-groupe Z !) On a que A et X sont homéomorphes
entre eux (ils forment ce qu’on on appelle un bouquet dénombrables de cercles) et que B et Ry sont
homéomorphes entre eux (ce sont les “boucles hawalennes”). Enfin R; n’est homéomorphe a aucun
autre espace et de plus les boucles hawaiennes ne sont pas homéomorphes a un bouquet de cercles.
Pour voir cela, commengons par montrer que R; et Rg ne sont pas homéomorphes (c’est assez évident
intuitivement puisque un voisinage de (0,0) dans Ry contient une infinité de cercles alors que ce n’est
pas le cas pour R;). Comme R; est non-borné dans R?, il n’est pas compact et il suffit de montrer
que Ry est compact pour. C’est évident si on a déja montré que Ro est homéomorphe a B puisque
B est le quotient d’'un compact par le fermé {1} U {exp(2im/n), n € N*} qui ets la réunion d’une
suite convergente et de sa limite. Bien-sur on peut aussi facilement vérifier que toute suite (z,) de
Rs (qui est métrisable car inclus dans R?) admet une valeur d’adhérence, car soit une telle suite est
incluse dans un nombre fini de cercles (dont la réunion est un compact de R?, donc admet une valeur
d’adhérence) soit elle admet une sous suite qui converge vers (0, 0).

Montrons que R; n’est pas homéomorphe & A. L’idée est que R; C R?, donc est métrisable. Il
suffit donc de montrer que A ne l’est pas. Rappelons que si un espace est métrisable il vérifie que tout
point admet une base dénombrable de voisinages ouverts'® (par exemple donnée par les boules centrée
en ce point de rayon 1/n). Montrons que la classe du point [0] € A = R/Z n’admet pas de telle base
de voisinage. On note 7 : R — A D'application quotient. Par définition de la topologie quotient, une
base d’ouverts de [0] est donnée par les 7(]],,c;]n — €n,n + €,[) ot les 0 < €, < 1/2 forment une suite
quelconque (en particulier les intervalles |n — €,,n + €,[ sont disjoints). Soit maintenant une famille
dénombrable (V;);cz de voisinages ouverts de [0]. Alors pour tout n € Z, 7~ 1(V,,) est un voisinage
ouvert saturé de R qui contient n, donc, il existe d,, > 0 tel que l'intervalle ouvert I,, =|n — 0y, n + 9y
soit strictement inclus dans (m~(V,,))Nn — 1/2,n + 1/2[. Mais alors Pouvert [], ., I, est un ouvert
saturé de R et donc 7r(]_[neZ I,,) est un ouvert de A qui ne contient aucun V;, par construction (puisque
VoNln — 1/2,n + 1/2[ n’est pas inclus dans I,,). Par conséquent la classe de [0] € A n’admet pas de
base de voisinages dénombrables et donc A n’est pas métrisable.

Il reste & montrer'® les homéomorphismes évoqués ci-dessus. L’homéomorphisme ¢ entre A et
X =1], S découle de 'homéomorphisme entre [0,1]/(0 ~ 1) et S* (donné par I'exponentielle comme
dans l'exercice 4) sur les tores) en envoyant par exemple un élément =z € [n,n + 1] sur I’élément
correspondant & z — n € [0,1] du cercle indicé par n dans X. Pour vérifier que cette application est
bien un homéomorphisme, la seule (toute petite) difficulté réside alors dans les voisinages de la classe
de 0 € X. On vérifie comme ci-dessus qu'une base de tels voisinages est donnée par une réunion
(disjointe) d’arcs de cercles de longueur 6,, quelconques contenant pt (avec exactement un arc pour
chaque cercle). Comme une base de voisinage de [0] dans A est donnée par 7([[|n — 7, n + 7[) (pour
0 < 7, < 1/2) on obtient facilement que 'application ¢ est bien un homéomorphisme.

Enfin pour montrer que Rs et B sont homéomorphes, on procede comme entre A et Ry. Et on
verifie cette fois qu'une base de voisinages de m(1) € B est donnée par I'image d’une famille d’intervalles
contenant tous les points {1/n} dés que n est assez grand et de petits arcs de cercles centrés en les
autres points de la forme 1/n. Similairement une, base de voisinages de (0,0) dans Ry est donnée par
la réunion d’une famille d’arcs de cercles appartenant & un nombre finis de cercles de rayon 1/n et
tous les cercles de rayon 1/n n’appartenant pas a cette famille.

Mon lappelle parfois espace des boucles hawaiennes
15dasn les ouvrages anglophones, un espace vérifiant cette propriété est appelé first countable
1%on se contente de donner une ébauche de preuve et de laisser les détails au lecteur
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Exercice 6. Un collage classique Montrer que S® est obtenue en recollant deux ”tores pleins” D? x S*
au moyen de ’application identique

D? x 81 5 St x 8t Sl gl gt = 81 x D2

Indication: On identifiera S® au sous-ensemble de C? défini par I'équation |21|% + |22|> = 1 et les tores
pleins aux sous-ensembles définis par |z1| < |z2] et |z1] > |22].

Solution 6. On identifie D? avec le disque unité de C et S* avec son bord. Soit T} := {(z1,22) €
S3. tel que |z1| < |z2|}. Alors de I'équation |21]? + |22]2 = 1, on déduit que pour tout (z1,22) € T1,
on a |z1]? < 1/2. De plus, 2o sécrit sous la forme 2o = /1 — ||21]| exp(if) pour un certain complexe de
module 1 exp(if). Soit alors f; : D? x S' — C? 'application définie par

‘ z 2 — |z|?
fi(z,exp(if)) = \ﬁ’ 5

exp(i@)) .

Il est clair que fi est continue et que son image est fi(D? x S') = Ty. On vérifie sans mal que f; est
injectif. Comme D? x S! est compact (et C? séparé), il suit que f; est un homéomorphisme. De méme,
on a un homéomorphisme fo : D? x St — Ty, ott Ty = {(21,22) € S3, tel que |22| < |21|} défini par

2— |z

Fali expi0) = ( ; exp@@,;i) .

Le bord de Ty s’identifie & S! x S* via Papplication (exp(i¢), exp(if)) — (%, %\/(%‘9)) qui est la

restriction de f; au bord de D?x S'. De méme pour le bord de T». On peut donc effectuer le recollement
Ty Uig T de Ty sur Ty par 'application 9T; = St x S1 4, g1 g1 = 0Ty C Ts.

On a déja applications f; : D? x St — S3 et fo : D? x S' — 83 qui sont continues. Mais
les restrictions & S' x S de fi et fy coincident. D’apres I’exercice 2, question 2, on en déduit une
application continue F' du recollement D? x S! Uidgi , o1 D? x St dans S3, qui est surjective, puisque
par définition, tout élément de S® est soit dans Ty, soit dans T» (ou méme les deux). Par compacité
de D? x St Uidgy , g1 D? x S' (ce qui découle encore de I'exercice 2 car S x St est fermé et D? x S1
compact), il suffit maintenant de montrer que F' est injective pour conclure. Mais si F'(u) = F(y) alors
ou bien u,y sont tous deux dans le méme facteur D? x S! et alors F est soit fi, soit fo en tout cas
injectif, ou bien ils sont dans deux facteurs distincts. Auquel cas, ils ne peuvent coincider que si ils
sont dans I'image de S' x S' et Fg1, 41 est encore injectif.

Exercice 7. Configurations de 3 points distincts dans C

1. Montrer que C\ {0, 1} se rétracte par déformation sur l’ensemble X formé de la réunion des
cercles de centre 0 et 1 et de rayon 1/2.

2. Montrer que Cy = {(z1,22) € C2%,21 # 2z} se rétracte par déformation sur S! identifié &
I'ensemble des couples (0,u) pour u € S*.

3. Montrer que C3 = {(z1, 22, z3) € C3,distincts} se rétracte par déformation sur S! x X identifié
a I’ensemble des triplets (0, u, uv) pour u € S' et v € X.

Solution 7. 1. L’ensemble X, réunion des des cercles de centre 0 et 1 et de rayon 1/2 est sou-
vent appelé "figure 8”. La rétraction est décrite sur le dessin ci-contre. Plus précisément, dans
lintérieur de chaque disque épointé, r; est la projection radiale sur le cercle (c’est a dire
r1(z) = z/2|z|] dans le premier disque et r1(z) = (2 — 1)/2|z — 1| + 1 pour le deuxiéme).
Sur le demi plan Re(z) < 0,, on prend encore la projection radiale sur le cercle de cen-
tre 0 (c’est bien compatible avec la régle précédente a l'intérieur du disque !) et de méme
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Figure 3: La rétraction de C\ {0, 1} sur la figure 8.

sur le demi-plan Re(z) > 1 en projetant radialement sur le cercle de centre 1. Sur la partie
B :={z € C,0 < Re(z) <1,|z] > 1/2et |z —1] > 1/2} (c’est a dire sur la partie o on a
pas encore défini la rétraction), on définit 71 comme la projection verticale sur la figure 8, c’est
a dire que 71(z) est envoyé sur le point de X de méme abscisse que z (et dont 'ordonnée a le
méme signe). Comme les projections radiales et verticales sont continues, la seule a montrer est
la continuité de 1 sur les axes Re(z) = 0,1/2. Mais sur ces axes, la projection radiale coincide
avec la projection verticale. Par conséquent, r; : C\ {0,1} — X est bien définie et continue. De
plus rioi=1idoui: X — C\ {0,1} est I'inclusion.

Il reste & montrer que ior est homotope a 'identité. Pour cela on définit H; : [0,1] x C\{0,1} —
C\ {0,1} par la formule Hy(t,2) = tri(z) + (1 — t)z. Il est clair que Hj(t,z) est continue et
a valeur dans C\ {0,1} car pour tout z, le segment [z,71(z)] est inclus dans C\ {0,1} par
construction. Comme H;(0,2) = z et Hi(1,z) = r;(z) on a obtenu I’homotopie souhaitée !

. On identifie encore S avec le sous-espace de C des éléments de norme 1. On définit ry : Cy — S*
par la formule (21, 22) = ‘2:2‘ qui est bien définie puisque 2y # 21 et continue. Soit i : S1 — Cs
I'injection i(u) = (0,u). Alors 1 0 = id et il reste & montrer que i o ra est homotope a l'identité

de Cy. Soit Hs(t, (21,22)) =

1—t+tlzo — 21 ((1 —t)z1,22 — tzl). Il est clair que Hy est bien

définie, continue et & valeur dans Cj si zg # z1. Comme Ha(1,—) =iorg et Hy(0,—) = idc,; on
a montré que S* est un rétracte par déformation de Cs.

. On va combiner les deux constructions précédentes. Si (z1,22,23) € Cs, alors zo — 21 # 0,
z3— 21 #0et z3 — 21/(22 — 21) # 1. On en conclut que

29 — 21 23 — 21 23 — 21
7"3(21,22,23) = ,T1 = T2(21722)7T1
|20 — 21 Z9 —Z1 29 — 21

est dans S' x X et que r3 est continue sur C3. Soit j : ST x X — C5 l'inclusion continue
i(u,v) = (0,u,uv); on vérifie sans peine que j identifie bien S x X & un sous-espace de C3. De
plus 73 0 j est I'identité de S* x X. Il reste & voir que j o 73 est homotope & I'identité. Pour cela
on définit l'application Hs : [0,1] x C3 — C3 par

1
1—t+t’22—21|

Hy(t, (21, 22, 23)) = ((1 — )z, 2 — ta1, (22 — 21) Hy <t, BTE L (1 t)21>> .

22 — 21
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On vérifie que Hs prend ses valeurs dans Cj car, pour tout ¢, Hi(t,—) # 0,1. La conti-
nuité est immédiate (au vu des questions précédetenes). Enfin H3(0, (21, 22,23)) = (21, 22, 23)
et H3(1, —) =Ts3.
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