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Feuille de TD 5 de Revêtements et Groupe Fondamental

Exercice 1 (Comparaison avec la cohomologie de de Rham). Soit U un ouvert de Rn. On note Z1(U)
l’espace vectoriel des fonctions C∞ α : U → Rn telles que ∂αj

∂zi
= ∂αi

∂zj
. On note B1(U) ⊂ Z1(U) le

sous-espace vectoriel {df = ( ∂f
∂zi

)i|f : U → R}. On note H1
dR(U) = Z1(U)/B1(U).

Soit α ∈ Z1(U).
On muni Eα = U × R de la topologie pour laquelle une base d’ouvert est donnée par les graphes des
solutions locales de l’équation Eqα : df = α (c’est-à-dire ∂f

∂zi
= αi). Ainsi, si f : V → R avec V un

ouvert de U est telle que pour tout i, ∂f
∂zi

= αi, alors Γf = {(x, f(x)|x ∈ V } ⊂ Eα est un ouvert de
Eα, et tout ouvert est une union de tels ouverts.

1. Rappeler pourquoi B1(U) ⊂ Z1(U). Pourquoi Eα est-il union d’ouvert de type Γf ?

2. Montrer que la projection p : Eα → U est un revêtement.

3. Soit u ∈ U . Montrer que π1(U, u) agit sur p−1(u) ' R par translation. En déduire un morphisme
de groupe φα : π1(U, u) → R. On note Hom(π1(U),R) le R-espace vectoriel des morphismes
π1(U, u) → R

4. Montrer que Eα → U est un revêtement trivial si et seulement si α ∈ B1(U).

5. Montrer que φλα+να′ = λφα+νφα′ (on s’intéressera à un morphisme de revêtements Eα×UEα′ →
Eλα+να′). En déduire une application linéaire injective H1

dR(U) → Hom(π1(U),R).

Exercice 2. (Extensions HNN et Van Kampen pour intersection à deux composantes connexes)

1. Soient H et G deux groupes et f1, f2 : H → G deux morphismes de groupes.

(a) Montrer qu’il existe un groupe G0, t ∈ G0 et un morphisme φ : G→ G0 tel que
• si h ∈ H, φ(f1(h)) = tφ(f2(h))t−1 ;
• si (G1, t1, φ1), où G1 est un groupe, t1 ∈ G1 et φ1 : G→ G1 est un morphisme vérifiant
φ1(f1(h)) = t1φ1(f2(h))t−1

1 pour tout h ∈ H, alors il existe un unique morphisme
ψ : G0 → G1 tel que ψ(t) = t1 et ψφ = φ1.

Le groupe G0 est noté G∗H .
(b) Montrer que G∗H = G ∗H∗H (H ∗ Z) pour des applications H ∗H → G et H ∗H → H ∗ Z

bien choisies.
(c) Montrer que, si H = G, f1 = idG et f2 est un automorphisme de G, alors G∗H = Go Z où

α : Z → Aut G est donné par α(n) = fn
2 .

2. Soient X un espace topologique connexe par arc, U et V deux ouverts connexes par arcs de X
tels que X = U ∪ V et tels que U ∩ V ait deux composantes connexes par arc A et B. Soient
a ∈ A, b ∈ B, cU un chemin reliant a à b dans U et cV un chemin reliant a à b dans V . Notons
s le lacet s = cUc

−1
V d’origine a.

Notons G = π1(X, a), GU = π1(U, a), GV = π1(V, a), HA = π1(A, a), HB = π1(B, b).

(a) Montrer qu’on a un morphisme naurel f0 : GU ∗HA
GV → G.

(b) On considère les composées fU : HB → π1(U, b)
[cU ]→ π1(U, a) → GU ∗HA

GV et fV : HB →
π1(V, b)

[cV ]→ π1(V, a) → GU ∗HA
GV (où [cU ] envoie un lacet c d’origine b sur le lacet cUcc−1

U ).
Montrer que f0fU (c) = sf0fV (c)s−1. En déduire un morphisme

f : (GU ∗HA
GV )∗HB

→ G
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(c) Montrer que f est un isomorphisme.

3. Soient f0, f1 : Y → X deux applications continues et

S = X × [0, 1]
∐

Y × [0, 1] / ((y, 0) ∼ (f0(y), 0) et (y, 1) ∼ (f1(y), 1)).

Montrer que π1(S) ' π1(X)∗π1(Y ) (on rappelle que si f : X → Y est une application continue,
l’application Y → Cyl(f) est une equivalence d’homotopie).

4. Soit A ∈ GL(2,Z) et soit hA l’automorphisme du tore T induit par A : R2 → R2. Soit

VA = T× [0, 1]/(t, 0) ∼ (hA(t), 1).

Montrer que π1(Vh) = Z2 o Z où α : Z → Aut Z2 = GL(2,Z) est donné par α(n) = An.
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