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Introduzione

L’argomento di questa tesi e lo studio di alcune proprieta delle curve ellittiche,
curve algebriche piane non singolari definite da un polinomio omogeneo di terzo
grado in forma normale di Weierstrass.

Lo studio delle curve ellittiche & interessante sotto molti aspetti: ne presentia-
mo alcuni, focalizzandoci sulle proprieta aritmetiche. Ogni curva ellittica E
ammette una struttura di gruppo abeliano, la cui legge di gruppo & espressa
da funzioni razionali: se E' & una curva ellittica definita su un campo K anche
l'insieme dei suoi punti K-razionali E(K) ¢ un gruppo abeliano, e determinar-
ne la struttura ¢ una questione rilevante e molto studiata in letteratura.

Nel capitolo 1 presentiamo le curve ellittiche come particolari curve algebriche
piane, ed alcuni risultati di geometria algebrica utili nel seguito.

Lo struttura complessa di una curva ellittica su C & studiata in dettaglio nel
capitolo 2: utilizzando la teoria delle funzioni ellittiche e modulari dimostriamo
I’equivalenza di categorie fra curve ellittiche su C con isogenie di curve ellitti-
che e tori complessi con isogenie di tori. Come conseguenza otteniamo che le
isogenie di curve ellittiche sono omomorfismi di gruppi.

11 capitolo successivo & dedicato allo studio della struttura di gruppo di E(Q),
descritta dal famoso Teorema di Mordell-Weil. Nel 1922 Mordell dimostra che,
data una curva ellittica E definita su Q, il gruppo dei punti razionali F(Q) &
finitamente generato, mostrando che il processo di discesa infinita di Fermat
funziona sempre.

“I shall now prove that if any of these equations have an infinite number of
solutions, then the method of infinite descent applies, that is to say, all the
solutions can be expressed rationally in terms of a finite number by means of
the classical method”

L. J. Mordell, On the rational solutions of the indeterminate equations of the third and fourth
degrees.

Il Teorema di Mordell e stato generalizzato nel 1928 da Weil, per ogni varieta
abeliana su un campo di numeri: in particolare per le curve ellittiche vale

Teorema (Teorema di Mordell-Weil). Sia E una curva ellittica definita su
un campo di numeri K. Il gruppo dei punti K-razionali E(K) é finitamente
generato.

Nel capitolo 3 presentiamo una dimostrazione completa di questo teorema per
K = Q. Tramite l'introduzione di una funzione altezza e un argomento di
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discesa infinita, il teorema di Mordell-Weil si riduce a dimostrare che il sotto-
gruppo 2FE(Q) ha indice finito in E(Q). Questo si deduce dalla seguente forma
debole, dimostrata nella sezione 3.4:

Teorema. Sia E una curva ellittica definita su un campo di numeri K, con un

punto P € E(K) di ordine 2. Il sottogruppo 2E(K) ha indice finito in E(K).

La schema della dimostrazione della forma debole del Teorema di Mordell-Weil
segue la linea presentata in [ST15] per curve ellittiche su Q con un punto ra-
zionale di ordine 2. L’idea principale ¢ quella di spezzare la moltiplicazione
per 2 come composto di due isogenie, e dimostrare che queste due isogenie
hanno conucleo finito. Il nostro approccio € pero piu teorico e concettuale:
sfruttiamo la corrispondenza fra curve ellittiche e tori complessi per mostrare
come costruire le isogenie, e utilizziamo la teoria di Kummer per dimostrare
la finitezza dei conuclei. Infine utilizzando alcuni risultati sui campi di numeri
rimuoviamo 'ipotesi che il punto di ordine 2 sia razionale.

Per concludere, nel capitolo 4, mostriamo un’applicazione della teoria delle cur-
ve ellittiche al problema della non esistenza di 4 quadrati consecutivi in una
progressione aritmetica non banale. Questo problema fu proposto da Fermat
nel 1640, e risolto da lui per discesa infinita.

Nella tesi dimostriamo che le soluzioni al problema dei 4 quadrati sono in cor-
rispondenza con i punti razionali di una particolare curva ellittica E. Ripercor-
rendo la dimostrazione del Teorema di Mordell-Weil, troviamo che in questo
caso E(Q) ¢ un gruppo abeliano di rango 0, e quindi i punti razionali della
curva ellittica sono tutti punti di torsione. Il teorema di Nagell-Lutz permette
di determinare i punti di torsione di E, e quindi il gruppo E(Q), e si verifica
che questi punti corrispondono tutti a progressioni aritmetiche di ragione 0.
Infine mostriamo che esistono infiniti campi quadratici in cui il problema dei
quattro quadrati ha soluzioni non banali.



CAPITOLO ].

Preliminari

In questo capitolo diamo la definizione e mostriamo le prime proprieta delle
curve ellittiche, sfruttando alcuni risultati di geometria algebrica. Per ulteriori
approfondimenti si veda [Sil09, Sezioni I, II, III].

Nel seguito indicheremo con K un campo perfetto (ovvero tale che ogni sua
estensione algebrica ¢ separabile) con char(K) > 3 e K una fissata chiusura
algebrica.

1.1 Curve algebriche

Definizione 1.1.1. Dato un campo K, definiamo:
e lo spazio affine n-dimensionale
AM(K)={P = (z1,...,25)|x; € K Vi};
e lo spazio proiettivo n-dimensionale
P™(K) = A"T(K) \ {0}/ ~
dove la relazione di equivalenza ¢ data da

(oy--yxn) ~ (Yo, -+, Yn) < I € K™ tale che x; = \y; Vi.

Si verifica che P*(K) = {[xo,...,z,] € P*(K) : x; € K Vi}.

Per ogni estensione di Galois L/K, consideriamo ’azione del gruppo di Galois
G = Gal(L/K) su A™(L) definita nel modo seguente: per ogni o € G, e per
ogni P € A™(L) poniamo

oP = (o(x1),...,0(xy,)).

E facile osservare che vale A"(K) = {P € A*(L) : 6P = P Yo € G}.
Poiché l'azione di G su A™(L) rispetta la relazione di equivalenza che definisce
P*(L), G agisce in modo analogo su P*(L) e vale

P*(K)={PeP"(L): 0P =P Vo€ G}.

Per ogni i = 0,...,n consideriamo la carta U; = {[xo, ..., x,] € P"(K)|z; # 0}
e le bigezioni

¢ AM(K) — U; (X1, eoyTn) — (@1, Tim1, L2, oo Ty

G U — AM(K)  [o,..., 0] %“M‘T")



Osserviamo che per ogni P € P"(K) esiste i tale che P € Us.

Definizione 1.1.2. Un polinomio f € K[X] = K[Xo, ..., X,] si dice omoge-
neo di grado d se per ogni A € K vale

FOXo, .. AX,) = N (X, ..., X).

Dato un polinomio omogeneo f possiamo deomogenizzarlo rispetto alla varia-
bile X; trovando un polinomio

Di(f)(yh'"ayn) :f(ylv"'7yi—lalayia'~-7yn) EK[ylvu'ayn]'

Analogamente, dato f € Klyi,...,ys] possiamo associargli un polinomio omo-
geneo H;(f) omogeneizzando rispetto ad una variabile X;: detto d = deg(f),

Xo Xic1 Xip1 Xn
XU X, X, X )

Hi(f)(XO,...,Xn):XZ-df<

Indichiamo con K [X] = K [Xj, ..., X,] I'anello dei polinomi in n + 1 variabili
e con K(X) =K (Xo,...,X,) il campo delle funzioni razionali.

Definizione 1.1.3. Dato un ideale primo I = (fo,...,fm) C K[X], dove
fo,- -+, fm sono polinomi omogenei a coefficienti in un campo K, si dice varieta
proiettiva associata ad I il funtore V : {estensioni L/ K} — Set che associa ad
ogni estensione L/K linsieme

V(L) = {PeP"(L)| fi(P) =0 i =0,...,m}
e rispetta le inclusioni.

Poiché f & omogeneo, f(AX) = 0 se e soltanto se f(X) = 0, quindi il luogo di
zeri di polinomi omogenei € ben definito nello spazio proiettivo.

E ovvio dalla definizione che V non dipende dai particolari generatori scelti per
Iideale I.

Osserviamo che possiamo definire una varieta algebrica in maniera piu astratta
con il suo anello delle coordinate omogenee

A:K[Xo,.l..,Xn]

dove I e l'ideale che definisce V.
Poiché I & primo, e quindi radicale, il Nullstellensatz garantisce che su un cam-
po algebricamente chiuso V' e I sono in corrispondenza.

Se f & un polinomio a coefficienti in K, allora f(cP) = o(f(P)) per ogni o €
G = Gal(L/K), quindi se V & definita su K:

V(K)={PeV(L)|oP =P VocG}.

Definizione 1.1.4. Data una varieta V definita su K dall’ideale I, possiamo
definire il campo delle funzioni K (V') come:

X
K(V)= {f((Xi € K(X)|f, g sono polinomi omogenei dello stesso grado, g ¢ I}/ ~
g
dove g ~ }g‘# se fg' —gf' €I



Si pud dimostrare che se i & tale che V(K)NU; # 0, allora I(V);= {D;(f)|f € I'}
¢ un ideale di K[y] = Kly1, - ,yn] € vale

K(V) ~ Quot <I]((‘[5J)]z>

Anche in questo caso, data ¢ € L(V') abbiamo che G = Gal (L/K) agisce su ¢,
agendo sui suoi coefficienti, e si dimostra che K (V) = L(V)%. Indicata 'azione
di o su ¢ con ¢ — o, osserviamo che

op(aP) = o(¢(P)).

Definizione 1.1.5 (Dimensione). Data una varieta V' definita su K la dimen-
sione di V' & il grado di trascendenza di K (V') su K, cioe

dim(V) = trdegzK (V)

Definizione 1.1.6. Sia P € V(K), dove V ¢ una varieta definita dall'ideale
I=(fo, -, fm). Sia 0 < i < n tale che P € VNU;: allora P si dice punto

non singolare di V' se
9D;(f5)
— P
( 0X; Jo<j<m (P)

1<k<n

ha rango n — dim(V'). Altrimenti P si dice punto singolare.

Anche in questo caso si verifica che la definizione di punto singolare non dipende
dai generatori scelti, né dalla scelta di <.

Definizione 1.1.7. Una varieta V si dice non singolare se non ha punti
singolari.

Definizione 1.1.8 (Curva algebrica). Una curva algebrica C' & una varieta
proiettiva di dimensione 1.

In particolare una curva algebrica piana C(K) C P?(K) &
C(F) = {IX,Y, 7] € () | F(X,Y, ) = 0}
dove F € K[X,Y, Z] & un polinomio omogeneo e irriducibile.

Se F & tale che C(K)N{Z # 0} # 0, si puo verificare che
— — (XY
K =K|—=,—= ).
=% (Z5)
1.1.1 Mappe fra curve

Definizione 1.1.9. Siano C; e Cy due curve definite su K, con Cy C P":
¢ : C1 — Cy si dice mappa razionale se ¢ = [¢o, ..., o) €

e ¢, € K(Cy) per ognii=0,...,n;
e per ogni P in cui ¢ & definita ¢(P) = [¢po(P), ..., on(P)] € Cs.
La mappa ¢ si dice regolare in P € C1(K) se esiste g € K (C}) tale che:

e g¢; & definita in P per ogni P;



e esiste 7 tale che g¢;(P) # 0.

In questo caso poniamo ¢(P) = [(géo)(P), ..., (9én)(P)].

Definizione 1.1.10. Date due curve Cy e Cy, un morfismo fra Cy e Cs € una
mappa razionale ¢ : C; — C5 regolare in ogni punto.

Se C; e Cy sono definite su K, ¢ = [¢g,...,dn] : C1 — C3 & un morfismo di
curve ed esiste A € K* tale che A\¢; € K(C}), diciamo che ¢ & definita su K.

In particolare se ¢ : C7 — C5 & un morfismo definito su K, per ogni estensione
L/K, ¢ induce una funzione Cy(L) — Ca(L), che indichiamo sempre con la
stessa lettera.

Ancora una volta, se C7 e Cs sono definite su K, o agisce su ¢ agendo sulle
sue componenti

op = [o¢g,...,00,]
e vale g(¢(P)) = op(c P).
Riportiamo il seguente teorema, la cui dimostrazione si trova in [Har77, 11.6.8].
Teorema 1.1.11. Per ogni morfismo di curve ¢ : C; — Cs, la funzione
¢: C1(K) — Ca(K)
e costante o surgettiva.

Date due curve Cy e Cy definite su K e ¢ : €1 — C3 morfismo non costante
definito su K, questo induce

(b* : K(Cg) —)K(Cl)
fr—1Ffo9

e questa mappa ¢ iniettiva per il teorema precedente.

Riportiamo il seguente risultato, di cui si puo trovare la dimostrazione in
[Har77, 1.6.12].

Teorema 1.1.12. Sia K’ C K(C) un sottocampo di indice finito che contiene
K. FEsiste un’unica curva non singolare C' /K, unica a meno di K-isomorfismi,
e una mappa non costante ¢ : C — C' tale che ¢*(K(C")) = K'.

1.2 Curve ellittiche
Definizione 1.2.1 (Curva ellittica). Una curva ellittica definita su K ¢ una
curva algebrica piana non singolare definita da un polinomio F(X,Y,Z) in
forma normale di Weierstrass, cioe
F(X,Y,2)=Y?Z - X® —aX?Z - bX7* - cZ® € K[X,Y, Z].
Nel seguito indicheremo con
E:Y?*Z=X3—aX?*Z - bXZ*—cZ*

una curva ellittica.



Possiamo deomogenizzare un polinomio in forma di Weierstrass rispetto alla
coordinata Z: detti x = X/Z, y = Y/Z, otteniamo

V=234 azr® +br+c

e poiché I'unico punto sulla retta Z=0¢& O = [0: 1 : 0] (che viene detto punto
all’infinito), troviamo:

BE(K)={(z,y) € K* | y* = 2> + ax® + bz + c} U{O}.

Osserviamo che la condizione di non singolarita equivale a richiedere che per
ogni (z,y) € E(K)
(2y, 32% 4 2az + b) # (0,0),

cioe che il polinomio f(z) = 2 + ax?® + bx + ¢ non abbia radici multiple.

1.2.1 Struttura di gruppo su F(K)

Sia E una curva ellittica, di equazione Y2Z = X3 +aX2ZTbX 72 + cZ3, e sia
inoltre f(z) = z3 + ax? + bz + c.

Ogni retta ¢ C P?(K) interseca la curva ellittica E in 3 punti (non necessaria-

mente distinti). Possiamo definire un’operazione + su E(K ) nel modo seguente.
Per ogni coppia di punti (non necessariamente distinti) P,Q € F(K), sia £ la
retta per P e @ (eventualmente la tangente ad E in P se P = Q) e R la terza
intersezione di £ con E. Sia inoltre ¢ la retta per R e . Definiamo P +

come la terza intersezione di ¢’ con E.

Vediamo in coordinate sul piano affine come si comporta l’operazione + appena
definita: osserviamo che poiché deomogenizziamo rispetto alla variabile Z e
I'unico punto all’infinito ¢ O = [0 : 1 : 0], nel piano affine le rette per O sono
rette parallele all’asse delle y.

Proposizione 1.2.2. Siano P = (z1,11), Q = (72,12) € E(K) \ {O}:
e se Q # (x1,—y1) i punto P+ Q ha coordinate (Z,7) con
F=MN—-a—21—29 §=—-(AF+v)

con

I (@) _
211 P Q

Yi1—Y2 P
)\:{%W2 #Q’ v =1y — Ar



° SeQ:(l‘l,—yl),P—FQ:O.

Dimostrazione. Supponiamo che Q # (x1,—y1): allora la retta per P e Q (o
tangente a E in P se P = @) ha equazione y = Az +v dove v = y; — Az e
A=8=2ge P£Qor=L e P=Q.

xr1—T2
Osserviamo che A ¢ ben definito in entrambi i casi:

- se P#Q e Q # (x1,—y1) sicuramente zy # 1;
- se P=Q ma Q= (z1,y1) # (x1, —y1) sicuramente y; # 0.

Allora detto R = (3, ys) l'ulteriore punto di intersezione di L con E vale:

y=Ar+v
2 =a3+ar?+br+c
224 (a— N2+ (b—22)z+ (c—v?) = (z —21)(x — ) (x —23) =0
Allora: z14+2z9+x3 = A2—a da cui troviamo x3 = N2 —a—21—x2 € Y3 = Ax3+V.
Adesso la retta per R e O ¢ la retta verticale passante per R, quindi l’altro
punto di intersezione fra la retta x = x3 e E & proprio P 4+ Q = (x3, —y3).

Nel caso in cui yo = —y1, laretta £ € y = x1 e interseca E in O: poiché O & un
punto di flesso, & 'unica intersezione fra E e la tangente ad E in O. O

La seguente proposizione mostra come + definisca una struttura di gruppo
abeliano su E(K).

Proposizione 1.2.3. L’operazione + definita sopra soddisfa le sequenti pro-
prieta:

(a) (O ¢ l’elemento neutro) P+ O = P YP € E(K).

(b) (Commutativita) P+ Q = Q + P VP,Q € E(K).

(¢c) (Inverso) Per ogni P esiste —P € E(K) tale che P+ (—P) = O.

(d) (Associativita) Dati P,Q,R € E(K): (P+ Q)+ R=P+ (Q+ R).

Quindi (E(K),+) é un gruppo abeliano. B
Inoltre se E ¢ definita su K, per ogni estensione L/K si ha: E(L) < E(K)

Dimostrazione. Osserviamo per prima cosa che dalla definizione segue che se
£ & una retta che interseca E in P,Q, R (non necessariamente distinti), allora
(P+ Q)+ R = O: infatti per costruzione O, P + @ e R sono allineati.

(a) Osserviamo che nella definizione di + per P e O le rette £ e £’ coincidono,
quindi P+ O = P.

(b) Poiché la definizione di + & simmetrica in P e @, + € commutativo.

(c) Sia —P il terzo punto d’intersezione della retta per P e O con E: allora
O=(P+0)+(-P)=P+(-P)

In particolare dalla Proposizione 1.2.2 si ha che se P = (z,y), allora
—-P= (.’E, _y>
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(d) Se uno dei punti & O allora la tesi segue da (a).
Altrimenti si puo verificare usando la Proposizione 1.2.2 che effettivamen-
te la legge di gruppo e associativa.

Infine sempre dalla Proposizione 1.2.2 vediamo che la funzione che somma due
punti & K(P, Q)-razionale, quindi se P,Q € E(L) anche P+ Q € E(L). O

Diciamo che un punto P € E(K) ha ordine finito se esiste m € Z per cui
mP=P+P+---+P=0.
[ —
m volte

Indichiamo con

E[m|={P € E(K): mP =0}
I'insieme dei punti di ordine che divide m: ¢ facile verificare che E[m] N E(K)

¢ un sottogruppo di F(K).

Un caso interessante sono i punti di ordine 2, che sappiamo caratterizzare com-
pletamente. Dato P = (x,y) € E(K), dalla proposizione 1.2.2 sappiamo che
2P = O se e soltanto se P = (z,0), cio¢ f(x) =0.

Quindi E[2] = {O}U{(,0) : f(«) = 0} e, poiché f & un polinomio di ordine 3
senza radici multiple, E[2] & un gruppo di cardinalitd 4 ed esponente 2, cioe

Z Z

1.2.2 Isogenie di curve ellittiche

Definizione 1.2.4 (Isogenie di curve ellittiche). Siano F; e Fs due curve
ellittiche. Una isogenia fra E; e Fs € un morfismo di curve

¢: By — Ey  tale che ¢(Op,) = Op,

Il Teorema 1.1.11 garantisce che ¢ ¢ costante, e quindi ¢ = O (detta zero-
isogenia), oppure ¢(E1(K)) = E9(K). Ogni isogenia non banale (cio¢ diversa
dalla zero-isogenia) induce

¢* : I?(EQ) — I?(El)
iniettiva.

Nel paragrafo 2.3.1 dimostreremo, usando la teoria complessa, che ogni isoge-
nia di curve ellittiche & anche un omomorfismo di gruppi.

La seguente proposizione, dimostrata in [Sil09, 11.4.10], mette in relazione il
nucleo di un’isogenia non banale ¢ e I'immagine di ¢*.

Proposizione 1.2.5. Sia ¢ : By — FEs una isogenia non costante e conside-

riamo 'omomorfismo ¢ : E1(K) — Ey(K). Valgono le sequenti proprieta:
- kerg & un sottogruppo finito di E1(K);
- K(E1)/¢*(K(E2)) é una estensione di Galois finita con gruppo di Galois
Gal (R (Ev)/6" (R (1)) = {m3IT € kerd},

dove Tr : E1 — F4 ¢ la traslazione per T.
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1.2.3 Discriminante e j-invariante

Sia E una curva ellittica definita su un campo K di equazione affine y? =
23 4+ ax?® + bx + c. A meno del cambio di coordinate (z,y) (2 (m + %) ,8y),
possiamo supporre che I'equazione di E sia del tipo

y? = da® — cow — c3, (1.1)
ed indichiamo con f(z) il polinomio 423 — cox — c3.
Definizione 1.2.6. 1l discriminante della curva ellittica E e

A =16-Ris(f,f).

Si puo verificare che se F ha equazione (1.1), il discriminante ¢ dato da

3 2
A=—16- (4(162) +27(_4€3> )—c§—27c§

Inoltre, per le proprieta del risultante, e facile verificare che E € non singolare
se e solo se A # 0.

Definizione 1.2.7. Data E con equazione (1.1), si dice j-invariante di E la
quantita
c
j = 1728—=.
J A
Nel paragrafo 2.3.1 dimostreremo che due curve ellittiche su C sono isomorfe
se e soltanto se hanno lo stesso j-invariante.

In generale si puod dimostrare (si veda ad esempio [Sil09, II1.1.4]) che questa
proprieta vale in ogni campo algebricamente chiuso.

1.3 Strumenti algebrici

In questa sezione riportiamo alcuni fatti di Teoria di Galois e Teoria dei Numeri
che utilizzeremo nel capitolo 3, e nel seguito supporremo che K sia un campo
di numeri.

Successione di Kummer

Presentiamo dei risultati di coomologia di Galois, che utilizzeremo su una
opportuna successione esatta, alla sezione 3.4.2.

Definizione 1.3.1. Dato un anello commutativo con unita A e un gruppo G,
possiamo definire 1’anello di gruppo

AlG) = {Zaggag EA}
geG
che ¢ un anello con le naturali operazioni di somma e prodotto.

E facile verificare che un gruppo abeliano M con un’azione di un gruppo G &
uno Z[GJ-modulo. In particolare, data una curva ellittica E definita su K, per
ogni estensione di Galois L/K, l'azione di Gal(L/K) definisce su E(L) una
struttura di Z[Gal (L/K)]-modulo.
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Dati due Z[G]-moduli M e N, diciamo che un omomorfismo f : M — N & uno
Z]G]-omomorfismo se

flgm) = gf(m) Vm € M,g € G,

ed indichiamo con Homgg (M, N) I'insieme degli Z[G]-omomorfismi.

Si puo verificare che F = Homyg)(Z,-) ¢ un funtore covariante, ed esatto a
sinistra, dalla categoria degli Z[G]-moduli continui (dove supponiamo che G
agisca banalmente su Z) nella categoria dei gruppi abeliani. Possiamo quindi
considerare il funtore derivato destro associato ed indicare con

H'(G,M) = R'(F(I'))

dove I' ¢ una risoluzione iniettiva di uno Z[G]-modulo M.

Data una successione esatta corta 0 — A -2 B -5 ¢ — 0 di Z]G)-moduli,
per le proprieta dei funtori derivati, otteniamo la successione esatta lunga in
coomologia:

0— H°(G,A) — H°(G,B) — H°(G,C)—~H"(G,A) — ---
Si verifica che
HY(G, M) = Homgy)(Z, M) ~ {m € M|gm =m Vg € G} = M®
quindi otteniamo:

0— A% 5 B¢ - 0% % HY(G, A) - HY(G,B) — - - (1.2)

dove le prime due mappe sono la restrizione delle mappe « e 8 e la mappa di
cobordo 0 : C% — H'(G, A) & definita nel modo seguente: per ogni ¢ € C%,
sia b € B tale che 3(b) = c. Poiché ¢ & G-invariante, per ogni g € G, si ha

B(gb—b) =gc—c=0 = gb—b € ker(f) = Im(a).

Quindi possiamo porre 9(c) := [xp), dove xp(g) = a~(gb — b).
In particolare si puo dimostrare che, se 'azione di G su M ¢ banale, vale
HY(G, M) ~ Homeon (G, M). (1.3)
Consideriamo ora la successione esatta corta in notazione moltiplicativa
1—(-1) — K* SR

Sia G = Gal (I?/K) applicando il funtore Homgyq(Z, -) come in (1.2), otte-
niamo:

15 (—1) — K* 5 K* — Homeon (G, (~1)) — HY(G,E*)

dove abbiamo usato che G agisce banalmente su (—1) e quindi vale 'uguaglian-
za in (1.3).

D’altra parte per il Teorema 90 di Hilbert versione infinita (si veda [NSWO0S,
6.2.1]) si ha che - -
H'(Gal(K/K),K*) =1

quindi, data la descrizione di 9, otteniamo:

13



Proposizione 1.3.2 (Kummer). £ = Homco,(Gal (K /K),Z/2Z) dove
lisomorfismo ¢ dato da

K 9(/a)

K*Qa[a]—>ng»—> NG

E facile verificare che I'inversa dell’isomorfismo di Kummer ¢ la mappa che
manda

Homeont (Gal (K /K) ,Z/2Z) > x > [2]
dove z & tale che K™ = K (,/z).

Anelli degli interi di campi di numeri

Nel caso in cui K & un campo di numeri, per la descrizione del gruppo E(K)
possiamo sfruttare le importanti proprieta del suo anello degli interi

Ok ={a € K | « & intero su Z}.
Chiaramente O & integralmente chiuso.

Proposizione 1.3.3. Per ogni campo di numeri K, Og ¢é un dominio di
Dedekind, cioé un dominio noetheriano, integralmente chiuso e di dimensione
di Krull 1 (ovvero tale che ogni ideale primo non nullo é massimale).

Definizione 1.3.4. Sia R un dominio e sia K il suo campo dei quozienti. Un
R-modulo I C K si dice ideale frazionario se

Jd € R tale che dI C R.
Per un dominio di Dedekind R, possiamo definire
F(R) = {I ideali frazionari di R}.

Chiaramente, se I, J sono ideali frazionari, anche IJ lo e. Per ogni ideale
frazionario I di R, possiamo definire:

I'"'={zcK|xICR}

e si dimostra che I~! & un ideale frazionario di R. Diciamo che I ¢ invertibile
se [I7' = R.

Un risultato importante sui domini di Dedekind e il seguente Teorema di
fattorizzazione unica, [Sam70, 3.4 Teorema 3:

Teorema 1.3.5. Sia R un dominio di Dedekind. Ogni ideale frazionario I #
(0) di R si scrive in modo unico come prodotto di ideali primi, cioé esistono
P; ideali primi e e; € Z tali che

I=pP*---Pr.

¢
In particolare ogni ideale frazionario di Ok é invertibile.

Il teorema di fattorizzazione unica ¢ molto importante perché permette di defi-
nire una nozione di divisibilita fra gli ideali frazionari. Dati due ideali I, J C R,
diciamo che

I'| J seesiste L C R per cui J = IL.
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Si pud dimostrare che I | J se e soltanto se J C I.

Grazie alla nozione di divisibilita introdotta, possiamo quindi definire nel modo
canonico

med(1,J) e mem([J).

Un’altra conseguenza del teorema di fattorizzazione unica e che, per ogni
dominio di Dedekind R, F(R) ¢ un gruppo abeliano generato dagli ideali primi.

Definizione 1.3.6. Dato un campo K definiamo gruppo delle classi di ideali
il quoziente

F(Ok)
P(Ok)

dove P(Ok) ¢ il sottogruppo degli ideali frazionari principali.

ClK) =

Nel caso dei campi di numeri vale il seguente teorema, [Sam70, 4.3 Teorema 2]

Teorema 1.3.7. Dato un campo di numeri K, il gruppo delle classi C1(K) ¢é
finito.

Ci sara utile anche il seguente risultato, che segue dal Teorema delle unita di
Dirichlet, [Sam70, 4.4 Teorema 1].

Teorema 1.3.8. Il gruppo delle unita di O & un gruppo (abeliano) finitamente
generato.
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CAPITOLO 2

Teoria Complessa

In questo capitolo presentiamo la teoria delle funzioni ellittiche e delle funzioni
modulari, che useremo per dimostrare che ogni curva ellittica corrisponde ad
un toro complesso C/A, dove A & un sottogruppo discreto di C di rango 2 su
Z. Questo ci permettera anche di caratterizzare le isogenie di curve ellittiche e
dimostrare che ogni isogenia ¢ un omomorfismo di gruppi.

Lo sviluppo di questa teoria segue I’approccio proposto in [Zan19].

2.1 Funzioni ellittiche

Sia A C C un reticolo, ovvero un sottogruppo discreto di C di rango 2 su
Z. 1 sottogruppi discreti di R™, [Sam70, 4.1 Teorema 1], sono tutti del tipo
Zg1 ® --- @& Zg, con gi,...,g, linearmente indipendenti su R: quindi ogni
reticolo e del tipo A = Zwi & Zwsy, dove wi,ws sono elementi linearmente
indipendenti su R.

Definizione 2.1.1 (Varieta complesse). Uno spazio topologico X & una varietd
complessa di dimensione n se:

e X & connesso e di Hausdorff;

o X =J,Ua con U, aperti, ed esistono omeomorfismi ¢, : Uy — C, detti
carte, tali che Vo, 8 la mappa

Va © gpgl 1 0g(Ua NUg) = ¢a(Us NUg) & olomorta.

Una varieta complessa di dimensione 1 si chiama superficie di Riemann.

Chiaramente C/A con la topologia quoziente indotta da C & una superficie di
Riemann, connessa e compatta, per cui le carte sono date dall’inversa della
restrizione della proiezione C — C/A ad un intorno su cui ¢ iniettiva.

Lo spazio proiettivo P*(C) & una varietd complessa di dimensione n, con le
carte costruite alla Sezione 1.1. Dal teorema della funzione implicita segue che
per ogni curva algebrica piana non singolare C, lo spazio C(C) C P?(C) & una
superficie di Riemann.

In questa sezione caratterizziamo 'insieme delle funzioni meromorfe su C/A, di-
mostrando che ¢ il campo delle funzioni di una certa curva ellittica E: vedremo

inoltre che C/A ~ E(C), sia come superfici di Riemann che come gruppi.
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Definizione 2.1.2 (Funzione ellittica di periodo A). Una funzione ellittica di
periodo A & una funzione meromorfa f : C — C tale che

flz4+w)=f(z) Vwe A,z € C.

Indichiamo con C, linsieme delle funzioni ellittiche di periodo A. E facile
verificare che questo € un campo.

Ogni funzione ellittica f € C, corrisponde per passaggio al quoziente ad una
funzione meromorfa (che indichiamo con la stessa lettera)

f:C/A—C,

dove C/A = C/Zwy & Zwy ~ S* x S, con la struttura naturale di gruppo
quoziente, € un toro complesso. Inoltre f & determinata dalla sua restrizione
al dominio fondamentale:

D = {tw;y + swalt,s € [0,1)}.
Proposizione 2.1.3. Una funzione ellittica senza poli (o zeri) é costante.

Dimostrazione. Supponiamo che f sia una funzione ellittica di reticolo A sen-
za poli, cioe una funzione olomorfa. Indicata con D la chiusura del dominio
fondamentale D, dalla periodicita di f segue che

(%)
sup|f| =sup|f] < M,
C D

dove in (*) usiamo il fatto che f & limitata per compattezza di D.

Questo mostra che f e una funzione olomorfa e limitata su C e per il teorema
di Liouville, [Car95, III.1.1], & costante.

Per il caso in cui f & senza zeri, basta applicare lo stesso argomento a % O

Data una funzione meromorfa f indichiamo con ord, (f) l'ordine di annulla-
mento di f in z e con Res, (f) il residuo di f in z.

Proposizione 2.1.4. Sia f una funzione ellittica non costante di periodo A e
D un suo dominio fondamentale. Valgono le sequenti uguaglianze:

hd ZwED Res,, (f) =0;
b ZwED ord,, (f) =0;
® > cpword, (f) € A

Dimostrazione. Una funzione meromorfa non costante su un compatto ha un
numero finito di zeri e di poli: per periodicita di f, a meno di traslare D,
possiamo supporre che f non abbia zeri né poli su 9D.

w1 + w2

w1
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e Dal teorema dei Residui, [Car95, IT1.5.2], usando che f & periodica rispet-
to a A abbiamo:

271 Res,, = d
wZ;) es. (f) an(z) z

wi +UJ2 w2 0

= OM f(z)dz—i—/w1 f(z)dz—l—/mw2 f(z)dz—i—/w f(z)dz

2
w1

= [ 10 - s+ [ 1) - sz =0

e Sappiamo che la funzione g(z) = J;((ZZ)) ¢ tale che Res, (¢g) = ord, (f).

Inoltre poiché f ¢ ellittica, anche f’, e quindi anche g, sono funzioni
ellittiche, e la tesi segue applicando il punto 1 alla funzione g.

e Consideriamo la funzione h(z) = z’}l((j)): allora Res, (h) = zord, (f): dal

teorema dei residui abbiamo

Zword =5 /BD h(z)dz

weD
- 2;[ Joor [ G [ G [5G0
1 (2 - G &
- [ Z) (Z+w2)];((z))dz+/o (Z+w1)j}((z)) ZJ;((Z))dZ}

1 f'(2) L[ f'(z)
=w <2 / 702 dz> wa <2m' | f(z)dz .
Adesso 5= [ J;((z) ¢ I'indice del cammino ¢ — f(tz): ora per z = w;
f (Z)

. . RS . . w
il cammino ¢ chiuso per la periodicita di f, quindi 5= [ dz e

ﬁ f: 2 );,((ZZ)) dz sono interi.
O

Proposizione 2.1.5. Per ogni reticolo A C C definiamo la funzione di Weier-
strass relativa a A come:

Valgono i sequenti fatti:

e La serie converge assolutamente su C\ A e uniformemente su ogni com-

patto di C\ A;
e pa(2) € una funzione meromorfa su C con poli doppi su A;
e oA (2) ¢ una funzione ellittica pari.

Dimostrazione. Poiché A & un reticolo si puo dimostrare che esiste una costante
¢ = c(A) tale che
#{w € A|N < |w| < N+ 1} <cN.

Nel seguito per semplicita di notazione indichiamo g4 con p.
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e Per ogni R >0,siha A\ {0} =SUS dove S={weA:0#|w| <2R}
¢ un insieme finito perché A & discreto, e S’ il complementare.

Sia z tale che |z| < R: allora p(z) = % +t(2) + /() dove:

(z—w)?
per ogni z € A;
() = Y (ﬁ - %) poiché in &' vale [w/2] > R > |z,
abbiamo la seguente stima:
1 1

(z —w)?

= t(2) = Y es (¥ - é) & una somma finita, quindi ben definita

22w — z)
w?(z —w)?

5/2R|w|  10R
= wPlw/212 Wl

w2

da cui otteniamo

1
z; EE w2 <1ORZ <10RZN3 400,
wes’

wGS’

ovvero la serie converge assolutamente per ogni z € C\ A e uniformemente
sui compatti di C\ A.

e Per il punto precedente, la funzione p ¢ una funzione olomorfa su C \ A
e come funzione C — C ha un polo doppio in ogni w € A.

e Sostituendo w con —w nella serie che definisce g si vede che € una funzione
pari. Per verificare che g ¢ una funzione ellittica (ovvero che ha periodo
A) calcoliamo la sua derivata: per uniforme convergenza della serie che
definisce p si ha:

=2 Z s V2 & A
wEA
Quindi per ogni wy € A vale
’ — _9 - _9 _
¥/(z + wo) Z (z +wo —w)3 Z (z —w)3 #'(2),
weA wGA

dove possiamo riordinare la serie per convergenza assoluta.

Da questo si ottiene che p(z + wp) = @(z) + c(wp) per ogni z ¢ A.
Valutando in z = —wp/2 troviamo
wo

0 (%) =9 (-2) +elwo) 2 efwo) = 0

e questo dimostra la periodicita di gp.

Quanto dimostrato mostra anche che ©'(z) ¢ una funzione ellittica dispari e
come funzione g’ : C/A — C ha un unico polo triplo in 0. Per la Proposizione
2.1.4, ¢’ ha quindi esattamente 3 zeri, ed ¢ facile verificare che questi sono i
punti wy /2, wa/2 e (w1 +ws)/2, ovvero gli unici tre punti di ordine 2 di C/A. O

Gli stessi argomenti della dimostrazione precedente possono essere usati per
dimostrare che le serie di Eisenstein

Gy = Y o (21)

0FAweA

convergono assolutamente per n > 1.
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Proposizione 2.1.6. Cy = C(p(z), ¢'(2)).

Dimostrazione. Abbiamo gia dimostrato che p(z), p'(z) sono funzioni ellittiche
di periodo A quindi C(p(z), p'(2)) C Cx. Vediamo laltro contenimento.

Ogni funzione ellittica € somma di una funzione ellittica pari e una dispari:
infatti se f & una funzione ellittica anche f(—-) € una funzione ellittica, e vale
[+ f(=2) | [(z) = f(=2)

fle) = PR LR

Quindi basta dimostrare f € C(p(z), p'(2)) per ogni funzione ellittica f pari o
dispari.

Sia f : C/A — C una funzione meromorfa pari ed indichiamo con T il toro
complesso C/A: osserviamo che se u € T ¢ tale che w = —u allora ord,, (f) &
pari. Infatti se f & pari, f(2%) ¢ pari e f2*+1) & dispari: quindi

f(2k+1)(u) _ 7f(2k+1)(7u) _ —f(2k+1)(u) — f(2k+1)(u) =0,
cioe ord,, (f) = min{k|f*) (u) # 0} & pari.

Osserviamo che:

1. Ogni f & una funzione meromorfa su un compatto ha un numero finito

di poli: indichiamo con z1, ..., z, i poli di f diversi da 0.
Detto n; = ord,, (f) < 0, poniamo
g:C/A—=C
9(z) = (H(@(Z) - @(zi))"") f(2).
i=1

La funzione p(z) — g(z;) ha come unico polo 0 e come zeri z; e —z;, quindi
g(z) & una funzione ellittica pari, con al pilt un unico polo in 0.

2. Sia f una funzione ellittica pari con al pitt un unico polo in 0: sappiamo
che ordg (f) = —2m. Dimostriamo per induzione su m che f € Clp(z)].

- Se ordg (f) = 0, allora f & una funzione ellittica senza poli, e per la
Proposizione 2.1.3 ¢ costante.

- Sia ordg (f) = —2m: allora in serie di Laurent f(z) = &% + ...,
cioe la funzione

h(z) = f(z) — c(p(z))™ & tale che ordg (h) > —2m.

Per ipotesi induttiva h(z) = A(p(z)) con A(z) € Clz], da cui
otteniamo

f(2) = e(p(2))™ + Alp(2)) € Clp(2)].

Per ogni funzione ellittica pari f, dal punto 1 troviamo un polinomio B € C|[z]
tale che B(p(z))f(z) ha come unico polo 0, e dal punto 2 un polinomio A € C|z]
tale che:

B(p(2)f(z) = Alpl2) = f(z) = m € Clp(2)).

Infine per ogni funzione ellittica dispari f, la funzione f(2)p’(z) ¢ una funzione
ellittica pari, quindi f(z) € C(p(z), '(2)).
O
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Corollario 2.1.7. Per ogni z € C, z &€ A wvale

(¢'(2))* = 4(p(2))° — g200(2) —

dove go = 60G2 e g3 = 140G3, e G, = Gp(A) sono le serie di Eisenstein
associate al reticolo A definite dall’equazione (2.1).
Inoltre il polinomio A(z) = 4x® — gox — g3 non ha radici multiple.

Dimostrazione. Nella dimostrazione del teorema precedente abbiamo visto che
ogni funzione ellittica pari con un unico polo in 0 appartiene a Clp(z)]: in
particolare esiste un polinomio A(z) € C[z] tale che

(¢/(2))" = Alp(2).
Sappiamo che ordg (p') = —3 e ordg (p) = —2: quindi
—6 = ordg (%) = ordo (A(p()) = ~2- degA,

cioeé A & un polinomio di grado 3.
Inoltre il polinomio A(x) non puo avere radici multiple, infatti se esistesse ¢
tale che A(z) = (z — ¢)?(ax + b) allora avremmo

(p/(z))Q = a@(z) +b
p(z) —c
Contiamo i poli: la funzione p(z) — ¢ ha un unico polo doppio in 0, quindi per

, 2
la Proposizione 2.1.4 ha esattamente due zeri, cioe (p?z()i)c) ha almeno 4 poli

contati con molteplicita. D’altra parte ap(z) + b ¢ una funzione con un unico
polo doppio in 0. Questo da 'assurdo.

Vediamo ora la forma del polinomio A(z), e per farlo scriviamo la serie di
Laurent di p(z) in 0. Se |z| < |w]|, allora

1 1 1 1 1 z\"1
(z—w)? w? w? ((i —1)2 > w? n>2n w

da cui otteniamo

JR— 1
A=+ D Y o
n=1

A\{0}

Osserviamo che se n & dispari, poiché A & simmetrico rispetto allo 0, > AV{0} ﬁ =
0. Otteniamo quindi che lo sviluppo di g in serie di Laurent in 0 é:

1 o0
:—2 22n+1

Derivando otteniamo ¢'(2) = =% +> o | 2n(2n+1)G,,z*" "1, e confrontando
i coefficienti delle serie di Laurent per p3, p? e p otteniamo che la relazione
che lega p'? e p &:

0 (2)* = 4p(2)® — 60G2p(2) + 140Gs.

22



Il corollario precedente mostra che il campo delle funzioni ellittiche su un
reticolo A &
CA - C(mv y)a

dove y? = 4a® — gox — g3 dove go e g3 sono determinati dal reticolo A, o
analogamente C, = C(E) per la curva ellittica E di equazione affine 3> =
4x® — gox — g3.

Inoltre ad ogni z € C possiamo associare un punto (p(z), ¢'(2)) € E(C).

Definizione 2.1.8. Date due varieta complesse X e Y e una funzione f : X — Y,
diciamo che f & olomorfa se & olomorfa in carte, cioé se per ogni carta di X
px :U —>C"eognicartadi Y py : V- C™ di Y tali che f(U) C V, la
funzione

@y o fopy':C" — C™ & olomorfa.

Se f ¢ invertibile diciamo che & biolomorfa se & olomorfa con inversa olomorfa.

E facile verificare che in realtd basta che per ogni punto della varieta esista una
coppia di carte per cui f letta in quelle carte & olomorfa.

Nella seguente proposizione mostriamo che C/A ¢ E(C) sono biolomorfe come
superfici di Riemann e isomorfe come gruppi. In particolare questo dimostra
che la struttura di gruppo definita sulla curva ellittica nella sezione 1.2.1 &
isomorfa alla struttura indotta da C/A.

Proposizione 2.1.9 (Curva ellittica associata a un toro complesso). Dato
T = C/A siano go e g3 le costanti associate a T': allora
E:y® =42° — gox — g3
e una curva ellittica su C. Inoltre la mappa
W:T — E(C) c P*C)
' (2), 1 0
L e 9 (2) 1] o] #
[0:1:0] [2]=0

e un isomorfismo di gruppi, ed una mappa biolomorfa fra superfici di Riemann.

Dimostrazione. Dal Corollario 2.1.7 sappiamo che E ¢ una curva ellittica.
Consideriamo allora la mappa W descritta sopra.

- Per ogni punto z # 0, abbiamo p(z),¢'(z) € C, quindi W(z) & ben
definito e dal Corollario 2.1.7 segue che W(z) € E(C).
Consideriamo z = 0, sappiamo che ordg (p(2)/¢'(z)) = 1, quindi in un
intorno di 0 in cui g’ non si annulla

(2.2)

da cui troviamo che anche W(0) =[0:1:0] = O € E(C).
- W & surgettiva. Sia (x,y) € E(C): la funzione p(z) — 2 ha almeno uno
zero z. Allora ¢/(2)? = A(p(2)) = A(x) = y?. Quindi /() = +y e

poiché ¢’ & dispari, uno fra z e —z @ tale che W(z) = [z : y : 1].
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- W & iniettiva. Supponiamo che esistano z; # zo tali che W(z1) = W(z2a).
Se 2z # 0, allora uguagliando g(z1) = p(22) troviamo che la funzione
p(z) — p(z1), che ha solo due zeri, e si annulla in z1,—2; e 2o quindi
necessariamente zo = —z;. D’altra parte

' (21) = ¢/ (22) = 0/ (—21) = —¢(21)
ovvero g’(z1) = 0: sappiamo perd che questo & possibile solo se 2z; = 0.

Se 2z1 = 0, allora p(z) — p(21) ha almeno uno zero doppio in z; e uno
zero in zs, ma quindi troviamo z; = zs.

- W & un omomorfismo di gruppi: si tratta di verificare che
W(z1 + 22) = W(z1) + W(z2)

dove sommiamo i punti di E con la struttura di gruppo data nella sezione
precedente. Supponiamo che z; e zy siano diversi da 0 (il caso in cui
uno dei due ¢ 0 ¢ banale). L’osservazione chiave ¢ che il terzo punto
d’intersezione della retta per W(z1) e W(z2) (o della tangente a E in
W(z1) se i due punti coincidono) con E &, per surgettivita di W, del
tipo W(z3), per un qualche z3 € T. Inoltre osserviamo che se la retta
considerata ha equazione y = ax + b, allora 21, 25 e 23 sono zeri semplici
della funzione ellittica ©'(z) —agp(z) — b: applicando la proposizione 2.1.4
troviamo che i punti z1, 29, z3 rispettano in T’

21t 204+ 23=0 = 23 =—(21 + 22).
Adesso W(z1) + W (z2) ¢ il simmetrico di W (z3) rispetto all’asse delle «,
OvVero

W (z1) + W(z2) = (p(23), = (23)) = (p(=23), ' (—23)) = W (21 + 22)

- W : C/A - E(C) & un biolomorfismo, cio¢ ¢ olomorfa con inversa
olomorfa. Ricordiamo la seguente proposizione:

Proposizione 2.1.10. Sia f : U — V una mappa olomorfa, con U,V
aperti di C. Se f e invertibile, allora é un biolomorfismo.

Abbiamo gia dimostrato che W & bigettiva: per la proposizione prece-
dente basta dimostrare che ¢ olomorfa. Infatti in carte otteniamo una
funzione olomorfa e invertibile fra aperti di C, quindi biolomorfa.

Osserviamo che E(C) & una sottovarieta di P?(C): per verificare che W
¢ olomorfa, basta mostrare che W : C/A — P?(C) lo e.

Per z # 0, W(z) € Uy = {[z : y : 1] C P?(C)}: consideriamo la carta
¢2 : Uy — C tale che ¢o([z : y : 1]) = (z,y). Scelto U(z) C C intorno di
z tale che m : C — C/A ristretta ad U(z) sia iniettiva, ed indicata con i
I’inversa, si ha che

p20W oi:U(z) = C? tale che z — (p(2), 9’ (2))

¢ una mappa olomorfa.
Su un intorno U(0) di 0 la funzione W ha ’espressione calcolata in (2.2):
in questo caso W(z) € Uy = {[z : 1: 2] C P?(C)} e abbiamo:

¢1 0 W oi:U(0) = C? tale che z — (p(2)/¢'(2),1/¢'(2))

che ¢ una funzione olomorfa.
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2.2 Isogenie di tori complessi
Siano Ty = C/A; e To = C/A2 due tori complessi.

Definizione 2.2.1. Si dice isogenia di tori complessi una mappa olomorfa
¢ : Ty — Ty tale che ¢(0) = 0.

Proposizione 2.2.2. Fissati T1 e 15 valgono i sequenti fatti:
(a) Per ogni « tale che aA; C Asg

¢oz Ty — T
[2] =[]

€ una iSogenia.
(b) C’¢ una corrispondenza biunivoca

{a € C:aly C A} — {isogenie ¢ : Th — Ta}
a — ba

Dimostrazione. (a) Sia a: C — C tale che a(z) = az: questa ¢ una mappa olo-
morfa. Inoltre, se Ay C Ao, per ogni z = w (mod A1), a(z —w) € el C As,
cioe az = aw (mod Aj), ovvero ¢, ¢ ben definita e olomorfa.

In particolare vale ¢, ([0]) = [0], cio¢ ¢, € una isogenia.

(b) Sappiamo dal punto (a) che la corrispondenza & ben definita: dobbiamo
verificare che ¢ iniettiva e surgettiva

e Siano a, J tali che ¢, = ¢g, cioé per ogni z € T1, (o — 8)z € Ay. Allora
la mappa C — C definita da z — (o — 8)z € una mappa olomorfa con
immagine nell’insieme discreto Ao, quindi per connessione di C e costan-
te: quindi o — B = 0.

e Sia ¢ : Ty — T, una isogenia di tori: poiché C — C/As & rivestimento

universale, la mappa f : C — C/A; 2 C/As si solleva a una funzione
olomorfa f : C — C tale che f(0) = 0.

c— -

[
C/A; —— C/A,

La mappa f & tale che per ogni w € A e per ogni z € C, f(z+w)—f(z) €
As: sempre poiché A, & discreto, troviamo che f(z+w)— f(z) non dipende
da z. Quindi derivando otteniamo che per ogni z € C e per ogni w € Ay:

Flz+w)=f(2)

ovvero f’ ¢ una funzione ellittica olomorfa su C, e per la Proposizione

2.1.3 & costante. Quindi f(z) = az + b per qualche a, 8 € C, cioe
o([2]) = [z + BI.

Poiché fN (0) = 0, necessariamente 3 = 0, cio¢ ¢([z]) = [az]. In particolare
inoltre f(A1) C Ag cioe a1 C Ay e ¢ = ¢,
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Proposizione 2.2.3. Siano E; e E5 due curve ellittiche associate ai tori Ty
e Ty. Allora Uinclusione naturale

{isogenie ¢ : E1 — Es} —> {isogenie di tori ¢ : Ty — To}

e ben definita ed ¢ una bigezione.
Questa corrispondenza é tale che idg, — idp, e date ¢ : By — Eq e ¢’ : By —
E5 tali che o — ¢ e ' — ¢ allora ¢’ o p — ¢ o ¢.

Dimostrazione. Fissiamo due reticoli Ay, Ay tali che T; = C/A;.

Dalla Proposizione 2.1.9 abbiamo le mappe biolomorfe W; : T; — E;: ogni
isogenia ¢ di curve ellittiche & rappresentata localmente da funzioni razionali
quindi induce W~ ! opoWy : T — T5 olomortfa, che € in particolare un’isogenia
perché W;(0) = O e ¢(0) = O.

E1 i)fag

wl o [w

T —— T

Quindi abbiamo un’inclusione naturale {isogenie ¢ : E; — Fs} nell’insieme
{isogenie di tori ¢ : T} — To}. Vediamo che questa mappa & surgettiva.

Sappiamo che ogni isogenia fra tori & del tipo ¢, per qualche o € C tale che
al; C As: la mappa indotta fra curve ellittiche & quindi del tipo ¢ : E1 — FE»o
tale che

O([p1(2) - 91(2) : 1) = [pa(@2) : ph(az) : 1],

dove p; & la mappa di Weierstrass relativa al reticolo A;.
Osserviamo che, poiché aA; C Asg,

p2(a(z+w)) = p2(az + aw) = p2(az) Yw € Ay
e analogamente ph(a(z +w)) = ph(az).

Quindi ps(az), ph(az) sono funzioni in Cx, = C(p1,©}), e questo garantisce
che ¢ & una mappa razionale.

Chiaramente questa corrispondenza manda idr, in idg,, inoltre il seguente
diagramma ¢ commutativo;

’

ElLEQLEB

SR

T1 T)TQTT:}

quindi ¢’ o p > Wyt og@ 0 poW; = ¢ 0 ¢ O

Inoltre, poiché le mappe ¢, sono chiaramente omomorfismi di tori complessi,
ogni isogenia di curve ellittiche provenienti da tori & un omomorfismo di gruppo.
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Corollario 2.2.4. Siano Eq ed Ey due curve ellittiche associate ai tori Ty ~
C/Ay e Ty ~ C/As: allora Ey ed Ey sono isomorfe se e soltanto se i reticoli
A1 e As sono omotetici, cioé esiste a € C* tale che aA; = As.

Dimostrazione. E, ed E5 sono isomorfe se e soltanto se esistono due isogenie
di curve ellittiche ¢ : By — Es e o~ ! By — FE; tali che idg, = <p_1 ope
idg, = pop L.

Per la corrispondenza della proposizione precedente esistono due mappe ¢ :
Ty — Ty e : Ty — T tali che o ¢ =idr, e potp =idr, e dalla Proposizione
2.2.2 abbiamo ¢ = ¢, e ¥ = ¢,-1. In particolare questo ¢ possibile se e soltanto
se:

ali C As, ailAQ C Ay cioe aA; = As.

2.3 Funzioni modulari

Abbiamo dimostrato nelle sezioni precedenti che ad ogni reticolo A, e quin-
di ad ogni toro complesso T' = C/A, ¢ associata una curva ellittica, e che a
tori omotetici sono associate curve isomorfe. Per far vedere che questa cor-
rispondenza ¢ biunivoca, dimostreremo che ogni curva ellittica di equazione
y? = 42? — cyx — c3 proviene da un toro.

La chiave della dimostrazione & mostrare che I'invariante j definito nella sezio-
ne 1.2.3, visto come funzione che associa ad ogni toro complesso 'invariante j
della curva associata, € una funzione surgettiva: per farlo introdurremo alcuni
risultati della teoria delle funzioni modulari.

Vogliamo studiare lo spazio dei tori complessi modulo isomorfismo, ovvero lo
spazio dei reticoli modulo omotetia.

Sia H = {z + iy € C|y > 0} il semipiano superiore di C: osserviamo che dato
un reticolo A esiste una base del tipo [wy,ws], con 7 = 2L € H, quindi ogni
reticolo € omotetico ad uno del tipo 7Z + Z con 7 € H.

Proposizione 2.3.1. Due reticoli Ay = Z~+7Z e Ao = 19Z+7Z, con 11,79 € H,

b) € SLy(Z) tale che

. . a
sono omotetici se e soltanto se esiste g = d
c

dove SLa(Z) = {A € M(2,Z)|det(A) = 1}.

Dimostrazione. Osserviamo per prima cosa che se 7 € H e g € GLy(Z) allora

)

Tm(gr) = Im (aﬁ + b) _ (ad —be)lm(my)

CT1+d ‘CTl+d|2

quindi g7 € H se e soltanto se g € SLy(Z).

Siano A1 e Ag reticoli omotetici e sia o € C* tale che Ay = aAq: allora

nga(aﬁ—i—b) o O[T1:(A’7'2+B)
1=aler; +d) a=(Cra+ D)
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cona,b,c,de€Ze A, B,C,D € Z. Allora 7o = =2 = 20Fb ¢ yale

el 90 - ()-8

T1\ _ 04_1 A B T2
1) C DJ\1)°
Quindi la matrice

(2 D)

fissa <?) e <T12>, cioe & l'identita. Inoltre la matrice g = (a 2) € GLy(Z)
c

¢ tale che 7 = g7y, dove 71, 72 € H, quindi per losservazione fatta g € SLo(Z).

D’altra parte se 75 = g1 per g = (& 2) € SL(Z), allora
c
(aﬁ + b)
Z+7 = b)Z AL~ ——Z+ 7
Tz + (am +b)Z + (e + d) e+ d) +

O

Abbiamo dimostrato che, detto I' = SLy(Z), lo spazio dei reticoli modulo
omotetia coincide con H /T dove 'azione ¢ data da

b
9:<a b)EF:gz=az+ e H.
c d

cz+d

Osserviamo che in realta tutte le matrici scalari agiscono banalmente su H,
quindi #/T' = H/T’, con IV =T'/{£I}.

Si puod dimostrare, si veda [Lan87, 3§1 Teorema 1], che
un dominio fondamentale per 1’azione di IV su H ¢ dato
da

1 1
D:{zeH—2§R6(2)§2e2|21}. i ™

Inoltre vale
['=(S,T|S*=1,(ST)*=1),

0 -1 1 1
dove S ( 1 0 ) e ( 0 1)
In particolare osserviamo che T ¢ la traslazione di 1.

Definizione 2.3.2. Una funzione f meromorfa su #H si dice debolmente mo-

b) eI vale

dulare di peso 2k, con k € N, se per ogni g = (a d
c

az+b
cz+d

o) = £ () = (e 4 1)

Osserviamo che, poiché Tz = z 4+ 1, necessariamente una funzione debolmente
modulare e periodica di periodo 1.
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Sia D ={z:|z]| <1} e q:H — D* la funzione q(z) = €2™**: poiché f &
periodica di periodo 1, induce una funzione meromorfa f* : D* — C.

TN

|7

D*

Definizione 2.3.3. Una funzione debolmente modulare f si dice modulare se
f* si estende ad una funzione meromorfa in 0 (ed in questo caso si dice che f
& meromorfa all’infinito).

Se f* & olomorfa su tutto D, allora f si dice forma modulare.

Teorema 2.3.4. Sia f una funzione modulare di peso 2k, e per ogni z € ‘H

sia v, (f) = ord, (f): posto p = # vale
k
voolf) + 50F) + uilF) + Y wel) =
Z#p,i
zeD

Dimostrazione. Osserviamo per prima cosa che ogni funzione modulare ha solo
un numero finito di zeri e di poli. Infatti f* : D — C ¢ una funzione meromorfa,
quindi esiste 7 > 0 tale che f* non ha zeri né poliin {0 < |z| < 7}, ovvero f non
ha zeri né poli su {z[Im(z) > 5-1log(1/r)}. Restringendoci al dominio fonda-
mentale D, zeri e poli di f appartengono a D, = D N {z[Im(z) < 5= log(1/r)}
che & un compatto: f ha solo un numero finito di zeri e poli in D,., e quindi in D.

Sia 7(9) il cammino descritto in figura scelto in modo che contenga tutti gli
zeri e i poli di f, dove i punti E e D’ sono il traslato di 1 dei punti A e B
rispettivamente, e gli archi BB/, CC" e DD’ sono archi di circonferenza di
raggio € centrati in p, i, —p? rispettivamente, con eventualmente ulteriori archi
di circonferenza intorno ai possibili poli sul bordo di D.

Per semplicita trattiamo il caso in cui non ci sono poli sul bordo di D.

Per il teorema dei residui: A =
1 df
727.” ()7: Z'Uz(f)
e 2Epi ,
zeD B e o \D
A CCTN,

Analizziamo l'integrale sui vari tratti di 4(¢), che per brevita indichiamo con 5.

* ﬁ — ﬁ , . . . . .
s T o perché f periodica di periodo 1;
* e %: osserviamo che la funzione ¢ manda yg 4 in ' parametrizzazione

in senso orario di una circonferenza centrata nell’origine (che per come
abbiamo scelto v non contiene zeri né poli di f* diversi da 0)

LEA % - A Ci{: = —2TiVoo (f)-

* L’integrale sull’arco di circonferenza intorno a p & fWBB/ d—f: detto m =
v,(f), allora f(z) = (2 — p)™g(z), con g olomorfa e non nulla su un

intorno di p, da cui otteniamo

/ af / dz / dg
—=1m + —.
YBB' f ypc Z TP vee 9
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Ora mandando il raggio della circonferenza a 0, 'integrale di d?g tende a

tende a — 22,
YBC Z2— ﬂ 6

df 27i
— —— ——,(f)-
/‘/BB/ f €0 6 wp( )

Analogamente [ 4 —— 2miy,(f) e N ¥y —Zmiy(f).

Yeer foes0 pp’ [ 0

0 perché g e olomorfa in p, mentre
Quindi

* Infine osserviamo che S manda z .—> —= quindi manda yg/c — Ypc-
Inoltre vale f(Sz) = 22 f(z) quindl (Sz) = 2kdz 4 ‘3{ cioe:

af a _ af af
/‘/B/c f i Yc'p f TYpc’ f(SZ)+/Yc’D f

Ry B AT

Dc’

Unendo i risultati trovati e passando al limite per € — 0 troviamo la tesi. O

2.3.1 La funzione modulare j

Sappiamo che ad ogni reticolo A & associata una curva ellittica E di equazione
E:y® =42’ — gox — g

dove g2 = 60G2(A) e g3 = 140G3(A).
Sia A = 2Z 4+ Z con z € H: per ogni k, possiamo considerare le funzioni

G =G = Y —— _ecC

2
(mmz0) (M)

Chiaramente Gy (z) = Gr(z + 1) e Gp(—1) = 22*Gy(z), quindi G : H —» C &
debolmente meromorfa. Inoltre, poiché abbiamo visto nella sezione 2.1 che la
serie che definisce G, € assolutamente convergente,

lm e =lim N =2 e\ (o)
(m,n)#(0,0) n#£0

quindi G & un forma modulare di peso 2k.

Analogamente possiamo considerare A(z) = g3 — 27¢3: & una forma modulare
di peso 12, e poiché ogni reticolo definisce una curva non singolare, ¢ diversa
da 0 per ogni z € C. Inoltre dal Teorema 2.3.4 troviamo che v (A) = 1.

3
Infine consideriamo la funzione j(z) = 1728%: questa ¢ una funzione modulare
di peso 0 (quoziente di due forme modulari dello stesso peso), olomorfa su H e

Voo (1) = Voo (93) — Voo (A) = 1.

Osserviamo inoltre che, poiché essere modulare di peso 0 equivale ad essere
[-invariante, per ogni ¢ € C, j — ¢ & ancora modulare di peso 0.

Proposizione 2.3.5. j: H/T' — C ¢é una bigezione.
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Dimostrazione. Applicando il Teorema 2.3.4 con 2k = 0 alla funzione modulare
Jj—c

1 1

SUp Uit Y v =1,
dove poiché f e olomorfa su H, gli addendi del termine a sinistra sono tutti

positivi: questo ¢ possibile se e soltanto se esiste un unico z € H/T" tale che
v, > 0. O

Corollario 2.3.6. Due reticoli A1 e Ay sono omotetict se e soltanto se le curve
associate ai due reticoli hanno lo stesso invariante j.

Dimostrazione. Dato un reticolo A possiamo considerare j(A), linvariante j
3
della curva ellittica associata a A: osserviamo che poiché j = 1728(]3_9#(]2 e
9o 9s

gr(al) = a2k g.(A), se Ay = alq, allora j(A1) = j(As).

Viceversa siano 7, 7o € H tali che A; ~ 7;,Z+7Z e supponiamo che i due reticoli
abbiano lo stesso j-invariante: allora j(71) = j(m2) ma j & iniettiva su H/T,
ovvero i due reticoli sono omotetici. O

Corollario 2.3.7. Dati ca,c3 € C tali che ¢3 — 27c¢3 # 0, esiste A tale che
g2(A) = c2, g3(A) = c3.

3
Dimostrazione. Per la proposizione, esiste 7 € H tale che j(7) = 172803_0%:
°2 3
sia A=7Z+Z.
Se ¢a = 0, allora j(7) = 0 e g2(A) = 0: necessariamente c3 # 0, sia allora

w € C* tale che g—; = w%, allora A = wA ¢ tale che

g2(A) = w™ga(A) =0,
93(11) =w %g3(A) = cs.
Altrimenti, co # 0: sia w € C* tale che g—z = w, allora A = wA ¢ tale che

gg(INX) = ¢o. Inoltre, A e A sono reticoli omotetici, quindi vale

s G i(A) = j(A) = Er I
c3—27c3 BEA A cs —27g3
cioe g2 (A) = 3, quindi uno fra A e iA @ il reticolo cercato. O

Abbiamo visto alla sezione 1.2.3 che ogni curva ellittica su C & isomorfa, tramite
un cambio di variabili, ad una curva ellittica di equazione y? = 423 — cyx — c3,
quindi dal corollario precedente abbiamo:

Corollario 2.3.8. Sia E/C una curva ellittica: esiste A C C unico a meno di
omotetia e una mappa biolomorfa, che é anche un omomorfismo di gruppo,

W .:C/A — E(C).
In particolare abbiamo dimostrato che esiste una equivalenza di categorie

Oggetti: Curve ellittiche su C Oggetti: Tori complessi
Mappe: Isogenie di curve ellittiche Mappe: Isogenie di tori complessi

Otteniamo in particolare:

Corollario 2.3.9. Ogni isogenia di curve ellittiche é un omomorfismo di grup-
pi.
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CAPITOLO 3

Curve ellittiche su Q

In questa sezione ci occupiamo di studiare la struttura del gruppo dei punti
razionali di una curva ellittica E : y?> = x + az? 4 bx + ¢ definita su Q.

Il risultato principale ¢ il Teorema di Mordell-Weil su Q, dimostrato nelle
sezioni 3.2, 3.3, e 3.4, che afferma che il gruppo E(Q) & finitamente generato,
ovvero

E(Q) ~Z" x E(Q)tors-

Quindi, per descrivere la struttura del gruppo E(Q), bisogna calcolare il rango
r ed il sottogruppo di torsione (insieme dei punti di ordine finito) E(Q)tors-
Determinare il rango di una curva ellittica ¢ in generale difficile: nella sezione
3.5, ripercorrendo la dimostrazione del Teorema di Mordell-Weil per una curva
ellittica E con un punto di 2-torsione, troviamo un’equazione, (3.10), che lega
il rango r di F(Q) ad altre quantita aritmetiche dipendenti dalla curva. Da
questa equazione si ricava sempre una stima su r, ma trovare r in questo modo
in generale e difficile, perché per calcolare le quantita aritmetiche coinvolte bi-
sogna risolvere delle equazioni diofantee, per il cui studio non esiste un metodo
sistematico.

Il gruppo di torsione ¢ invece determinato completamente dal Teorema di
Nagell-Lutz, presentato nella sezione 3.6: si puo dimostrare che i punti di
ordine finito hanno tutti coordinate intere ed in particolare la coordinata y ha
solo un numero finito di possibilita.

Nel seguito indicheremo con K un campo di numeri e con K una fissata chiusura
algebrica.

3.1 Punti razionali su E(K)

Prima di presentare la dimostrazione del teorema di Mordell-Weil dimostriamo
alcune proprieta dei punti K-razionali di una curva ellittica.

Sia E : y?> = 2% + ax? + bx + ¢ una curva ellittica definita su K: osserviamo
che esiste un cambio di variabili in K tale che la nuova equazione della curva e

y? = f(x) con f(z) € Ok[z] monico.

Infatti, poiché a,b,c € K, esistono a’,V’,c’,d € Ok tali che a = %/, b= %/,
c= % e quindi

) / % ’ ) ;
2 = x3+%12+3x+% — (d®y)? = (d2)P+(d/d)(d®x) 2+ (V' d®) (d2z)+(c'd°)
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e il cambio di variabili cercato & (z,y) — (d?x, d%y).

Proposizione 3.1.1. Sia E una curva ellittica definita su K campo di numeri:
allora per ogni (x,y) € E(K) esistono m,n,e € Ok e C ideale di Ok tali che

m
T=—

5 Y= D dove (m,e*) = C? (n,e®) = C3
e

&3
Inoltre se Ok ¢ un PID, si possono scegliere m,n,e in modo che C' = (1).

Dimostrazione. Per ogni primo P di Ok, sia vp(z) Pesponente di P nella fatto-
rizzazione dell’ideale frazionario (z). Dimostriamo che per ogni (z,y) € E(K)
vale

vp(r) <0 < vp(y) <0 < vp(x) = —2k,vp(y) = —3k

per qualche k£ € N.

In forma normale di Weierstrass E avra equazione y? = 22 + az? + bx + ¢ con
a,b,c € Ok, quindi vp(a),vp(b),vp(c) > 0.

Supponiamo vp(x) = —h con h > 0: vp(az®+bxr+c) > min(—2h+vp(a), —h+
vp(b),vp(c)) > —2h e vp(x3) = —3h < —2h. Quindi: 2vp(y) = vp(y?) =
vp(z3 + ax? + bxr + ¢) = —3h da cui otteniamo che vp(x) = —h = —2k e
vp(y) = —3k per qualche k intero positivo.

D’altra parte se vp(y) < 0, allora 0 > vp(y?) = vp (23 + ax? + bz + ¢): ora se
vp(x) > 0 anche vp (23 + az? + bx + ¢) > 0, che ¢ assurdo.

Da questo segue che
(z) = P PrQy™ Q7 e
() =Ry BeQy ™ Q%

con aj, ki, ¢; > 0, ovvero (z) = I,,/J? e (y) = I,/J3 con I, 1I,,J ideali di Ok
tali che (I, J) = (I, J) = (1).

Se Ok ¢ un PID, I, = (m), I, = (n),J = (e), quindi a meno di moltiplicare
m ed n per una unita di O otteniamo z = %5 ey = % con (m,e) = (n,e) = 1.

In generale sia e € J: allora J | (e), cioe esiste un ideale intero C' tale che
(e) = JC. Quindi

(z) = I,C?/J*C* = I,C?/(e?),
da cui ricaviamo che I,C? & un ideale intero principale, e quindi esiste m € O
tale che I,C? = (m).
Ne segue che (z) = (%) e, a meno di moltiplicare m per un’unita di O, vale
x = 7. In questo caso (m,e?) = (I,C?,JC?) = (I,,J])C? = C.

Analogamente troviamo che y = % con (n) = I,C®. O

3.2 1l teorema di Mordell-Weil
Nelle prossime sezioni dimostriamo il teorema di Mordell-Weil per K = Q.

Teorema 3.2.1 (Mordell-Weil). Sia E una curva ellittica definita su K. I
gruppo E(K) é un gruppo abeliano finitamente generato.
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Un passo fondamentale per la dimostrazione di questo teorema ¢ la forma
debole del teorema di Mordell-Weil che dimostreremo nel paragrafo 3.4:

Teorema 3.2.2 (Mordell-Weil debole). Sia E una curva ellittica definita su
K. Lndice [E(K) : 2E(K)] ¢ finito.

E chiaro che la forma debole del Teorema di Mordell-Weil non implica quella
forte, perché anche gruppi non finitamente generati possono ammettere sotto-
gruppi di indice finito (ad esempio R/2R = 0 ma R non ¢ finitamente gene-
rato). Strumento fondamentale per arrivare alla dimostrazione del teorema di
Mordell-WEeil ¢ la teoria delle altezze, che svilupperemo solo nel caso K = Q.
Vedremo che moltiplicare per 2 un punto di F(Q) ne aumenta l’altezza: tramite
una procedura di discesa, ¢ possibile a stimare ogni punto di E(Q) con rap-
presentanti di E(Q)/2E(Q) pitt un punto di altezza “piccola”’. La conclusione
segue dal fatto che esiste solo un numero finito di punti di altezza fissata.

Definizione 3.2.3 (Altezza). Dato z € Q, sia x = “* una scrittura di z ridotta
al minimi termini. Definiamo 1’altezza di  come

m
H(x) = H (2) = max{|ml,|n]}.
La funzione definita e interessante perché soddisfa la seguente proprieta di
finitezza:

Proposizione 3.2.4 (Proprieta di finitezza dell’altezza). L’insieme dei punti
x € Q di altezza minore di una costante fissata é finito.

Dimostrazione. Sia M € N: allora H(z) = max{|m|, |n|} < M se e soltanto
se |m|,|n| < M. Quindi esistono solo finite possibilitd per m e n e quindi per
x. 0

Data una curva ellittica F definita su Q possiamo definire ’altezza dei punti
di E(Q) nel modo seguente:

Definizione 3.2.5. Per ogni P € E(Q), altezza di P &
H(P)=H(x)se P=(z,y) e HO) = 1.

E facile osservare che H : E(Q) — N rispetta la proprieta di finitezza, ovvero
per ogni M € N:
{P € O|H(P) < M} ¢ finito.

Infatti esiste solo un numero finito di = € Q tali che H(z) < N ed esistono al
pit due punti (z,y) € Q con la stessa x.

In alcuni contesti si utilizza come altezza ’altezza logaritmica, cioe:
h: E(Q) — [0,4+00) definita da h(P) = log(H (P))

Mostreremo che ’altezza h ha un buon comportamento rispetto alla legge di
gruppo. Il seguente teorema ci permettera quindi di dimostrare che la forma
debole del teorema di Mordell-Weil implica quella forte.

Teorema 3.2.6. Sia A un gruppo abeliano e supponiamo esista una funzione
h:A—[0,+00) tale che

(a) Per ogni reale M, linsieme {P € A|h(P) < M} ¢é finito.
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(b) Per ogni P € A esiste una costante k(P) tale che

hQ + P) < 2h(Q) + k(P) ¥Q € A.

(c) Esiste una costante c tale che

h(2P) > 4h(P) — ¢ YP € A.

Supponiamo inoltre che valga anche:
(d) Il sottogruppo 2A ha indice finito in A.
Allora A ¢ finitamente generato.

Dimostrazione. Indichiamo con Q1,...,Q, dei rappresentanti delle classi la-
terali di 24 in A. Vogliamo dimostrare che per ogni punto P € A la dif-
ferenza fra P e una combinazione lineari dei ); & multiplo di un punto di
altezza minore di una costante M che non dipende da P: in questo modo
{Q1,...,Qn} U{R|h(R) < M} & un insieme finito di generatori per A.

Sia P € A e sia i; tale che P — @Q;, € 2A: ovvero

P — Q,;, = 2P, per qualche P, € A
Possiamo allora fare lo stesso ragionamento su Pj, e continuare in questo modo:

PlfQiQZZPQ
Py, —Qi, = 2P

Pm—lfQim:2Pm

Quindi per ogni m possiamo scrivere
P=Qi +2Qi, +2°Qiy + - +2"7'Q;, + 2" Py,

per certi indici 4; e un qualche punto P, € A.

Dimostriamo che esiste una costante M tale che per ogni P € A esiste m per
cui h(P,) < M. Studiamo come varia 1'altezza di P, rispetto a quella di P.

Sappiamo che 2P, = P,,,_1 — Q;,, quindi, per la proprieta (b), abbiamo che
h(2Ppn) < 2h(Pp-1) + k(=Qi,,) < 2h(Pp-1) + k,
dove k = maxi<;<, k(—Q;). Inoltre dalla proprieta (c) abbiamo che
h(2P,,) > 4h(Pp,) — ¢

e quindi otteniamo:

h(Pm) < 7 (M(2Pn) + ¢)

=]

IN

1 @1(Pry) + 4 0)

h(Pm_l) k—FC
2 + 4 -

IN
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Iterando questa disuguaglianza otteniamo

h(Pp) < ——+(5+-+ -+ + : (3.1)

MP) (1 1 1\ k+e _W(P)  k+te
m 2 1 gm ) T2 = Tgm 2

Quindi esiste m per cui h(P,,) < 1+ k"z*'c = M, dove la costante M non dipende
da P. O

Grazie al teorema precedente, per dimostrare il teorema di Mordell-Weil su Q
ci basta dimostrare che laltezza verifica le proprieta (a), (b) e (¢) — vedremo
queste dimostrazioni nel paragrafo seguente — e la forma debole del teorema di
Mordell-Weil (condizione (d) del teorema) — che dimostreremo, per ogni campo
di numeri K, nel paragrafo 3.4.

Una volta nota la forma debole del Teorema di Mordell-Weil su K ¢ possi-
bile dimostrare che F(K) ¢ finitamente generato seguendo lo schema che qui
applichiamo per K = Q: possiamo costruire anche su E(K) una funzione al-
tezza, e dimostrare che anche questa soddisfa le ipotesi del teorema 3.2.6. Una
costruzione pud essere trovata in [Sil09, VIIL.6)].

3.3 Proprieta dell’altezza

In questa sezione verifichiamo che la funzione altezza

h:E(Q) — [0,400) data da h(P) = log(H(P)) = {IOg(l) :()) P=0

log(H(z)) P = (z,9)
verifica le proprieta:

(a) Per ogni reale M, I'insieme {P € E(Q)|h(P) < M} é finito.

(b) Per ogni P € E(Q) esiste una costante k = k(P) tale che

hMQ+ P) <2h(Q) + k VQ € E(Q).

(c) Esiste una costante c tale che

h(2P) > 4h(P) — ¢ VP € E(Q).

Nel paragrafo precedente abbiamo gia visto che la funzione H ha la proprieta
di finitezza, e quindi, poiché log & una funzione crescente e illimitata, anche
h = log oH rispetta la proprieta di finitezza. Verifichiamo le altre due proprieta.

Per quanto dimostrato nella Sezione 3.1, poiché E ¢ una curva ellittica definita
su Q possiamo supporre che abbia equazione

E:y? =234 az® + bz +ccon a,b,c € Z.
Inoltre se P = (z,y) € E(Q) esistono m,n, e € Z tali che (m,e) = (n,e) =1e
m n
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Allora |m| < max{|m|,|e|?’} = H(P) e |e|> < H(P): vediamo che esiste
una costante [, che dipende dalla curva ellittica E, tale che |n| < EH(P)%.
Dall’equazione di E otteniamo

In|* = |m3 + ae®*m? + bem + ce®|

< [ml + lallef*|m|* + [blle[*|m]| + |elle®] < H(P)? - (1 + |a| +[b] + |c])

ciog, per £ = /1 + a| + [b] + |c], vale |n| < (H(P)?.

Verifichiamo la proprieta (b).

Lemma 3.3.1. Sia P un punto di E(Q). Esiste una costante k = k(E, P) tale
che

hMQ+ P) <2h(Q) +k VQ € E(Q).

Dimostrazione. Osserviamo che la tesi & banale per P = O: supponiamo allora
che P = (p,q) € E(Q). Vogliamo dimostrare che esiste una costante k, che
dipende da P, tale che k > h(Q + P) — 2h(Q): notiamo che basta dimostrare
che k funziona per tutti i punti tranne un numero finito, e poi scegliere come
costante il massimo fra k e le differenze h(Q + P) — 2h(Q) per quei finiti punti
Q@ che non soddisfano.

Dimostriamo quindi la tesi per tuttii @ # {P, —P, O}: in questo caso sappiamo
dalla Proposizone 1.2.2 che, se Q = (z,y), allora P + Q = (£, 1), dove

_(y—gq 2_@_ o W-a?—(@—pPlatpta)
5_(x—p) P (x —p)?

Usando y? = 23 + az? + bz + ¢, troviamo

57Ay+Bx2+Cx+D
 Ex?+Fz+G

dove A,B,C,D,E, F,G € Z e dipendono solo dall’equazione della curva e dalle
coordinate (p,q) di P. Adesso, sostituendo x = m/e?, y = n/e® troviamo

- Ane + Bm? + Cme? + De*
o Em? + Fme? + Ge4

Sapendo che |n| < (H(Q)2, |e| < H(Q)2 e |m| < H(Q), otteniamo:
H(&) < max{(|A|¢ +|B| +|C| + [D]), (|1 B| + [F| + |G} H(Q)*
e passando ai logaritmi otteniamo
P+ Q) <2h(Q) +k

dove k = log(max{(|A|¢ + |B| + |C| + |D|), (|E| + |F| + |G|)}) dipende solo
dall’equazione della curva e dalle coordinate di P. O

Per verificare anche la proprieta (c), dimostriamo prima la seguente proposi-
zione:

Proposizione 3.3.2. Siano ¢,v € Z[zx] due polinomi senza radici in comune
e sia d = max{deg(v),deg(¢)}.
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e Esiste R = R(¢,v) > 1 tale che per ogni ™ € Q,
d, (M d, (M o
gcd(n ¢(n) N w(n)) divide R.
e FEsiste una costante k = k(¢,1)), tale che per ogni 7t € Q che non ¢é una
radice di 1, vale
p(m/n) m
N ) > 2 -k
(S 2 ()

Dimostrazione. (a) Osserviamo che, poiché ¢ e 1) hanno grado minore o ugua-
le a d, i numeri n%p (%) ,n%Y (%) sono entrambi interi. Possiamo inoltre
supporre che ¢ abbia grado d:

m _
nd¢ (*) = aomd + almd In + -4+ adnd
n

Indichiamo con ¢1(m,n) = n¢ (%), V1 (m,n) = nhy (%) e sia

~v = ged(¢1(m,n), 11 (m,n))

Poiché ¢ e ¢ non hanno radici in comune, sono relativamente primi in Q[z],
quindi esistono due polinomi f,g € Q[z] tali che f¢p + gy = 1. Sia A € Z
un intero tale che Af, Ag € Zlx], allora, detto D = max{deg(f),deg(g)},
otteniamo 'uguaglianza in Z

nPAf (%) $1(m,n) +nP Ag (%) Y1 (m,n) = AnPT, (3.2)
quindi v = ged (¢ (m,n),¥1(m,n)) divide AnP+d,

Osserviamo che inoltre v divide

AnP+i=14 (m,n) = Aagm*nPr1 4+ Aaym@~1nPHe 4. 4 AggnPF24L

e tutti i termini del membro a destra tranne il primo sono divisibili per AnP+4

(e quindi per 7). Da questo otteniamo:

v | AagmInPT4=1 — ~ divide (AagmnP+a=1 AnP+d) | AnP+d-1q,,

Tterando questo ragionamento, troviamo che 7 | Aag) +td_ R,

(b) Come nel lemma precedente, basta trovare una costante k che soddisfi la
tesi per tutti i numeri di Q tranne al pitt un numero finito, quindi possiamo
supporre che ™ non sia una radice di ¢. Osserviamo ancora che h(r) = h(1/r),
quindi a meno di scambiare ¢ e 1, possiamo supporre che ¢ abbia grado d.
Sempre con le notazioni del punto (a), vogliamo stimare Paltezza di

¢ Gm/n) _ n'o(m/n) _ 6y(m.m)
G(m/n) ~ ndg(m/n) ~ Gi(m.n)

e detto v = (¢1(m,n),1p1(m, n)) sappiamo che v | R e

H(&) = max{|¢1(m, n)|/7, |1 (m,n)|/7} = %max{lfbl(m, n)l, i1 (m, n)|}

1

> o max{ |6 (m, ) [ m, )]} > o (o m, )] + s (m, ).
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Allora

HE) 1 (In%e(m/n)|+nm/n)l) _ 1 (j¢(m/n)] + [¢(m/n))
H(m/n)* — 2R max{|m|?, |n|d} 2R max{|m/n|?, 1}

e la tesi equivale a dimostrare che il membro a destra e limitato dal basso al
variare di m,n € Z.

Consideriamo allora la funzione p(t) = % poiché ¢ ha grado d e ¢ ha
grado minore o uguale a d, lim;_, o p(t) € Z\{0}. Allora: fuori da un compatto
p(t) > € > 0, e dentro il compatto p ha un minimo strettamente maggiore di 0,
perché ¢ e ¢ non hanno radici in comune. Quindi esiste C' > 0 per cui p(t) > 0.
Allora otteniamo

H(E) > o Hm/ny' = () > dn (™) &

dove k = log(2R/C). O
Per concludere dimostriamo la proprieta (c).

Lemma 3.3.3. FEsiste una costante k, che dipende solo dalla curva ellittica E,
tale che
h(2P) > 4h(P) — k VP € E(Q).

Dimostrazione. Anche in questo caso basta dimostrare che esiste una costante
k che verifica la tesi per tutti i punti tranne un numero finito, quindi possiamo
supporre che 2P # O. Dette P = (z,y) le coordinate del punto P, sappiamo
che il punto 2P ha coordinate (£,7) con

(f'(x))? (f'())? — 4f(z)(22 — a)
4y? 4f(z)

dove abbiamo usato che y?> = f(z). Adesso f’(z) ha grado 2 e f(x) ha grado 3,

quindi £ = i((g dove ¢(x) = (f'(x))?—4f(x)(2x—a) ha grado 4 e Y (z) = 4f(x)

ha grado 3.

&=

—a—2r = {=

Sappiamo inoltre che, poiché f & non singolare i) e ¢ non hanno radici in
comune, e x € Q, quindi dalla proposizione precedente otteniamo che esiste
una costante k = k(v, ¢) = k(E) tale che

h(2P) = h(¢) > 4h(z) — k = h(P) — k.

3.4 Mordell-Weil forma debole

Per completare la dimostrazione del teorema di Mordell-Weil resta da dimostra-
re che [E(Q) : 2E(Q)] & finito. Come anticipato, dimostreremo piu in generale
che per ogni curva ellittica F definita su un campo di numeri K, il gruppo
2E(K) ha indice finito in F(K).

Nel seguito indicheremo con F una curva ellittica definita su K: possiamo
supporre che abbia equazione del tipo

E :y? = f(z) con f polinomio monico in O |z].

Vale la seguente proposizione:
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Proposizione 3.4.1. Sia L un’estensione finita di K: se [E(L) : 2E(L)] ¢é
finito, allora anche [E(K) : 2E(K)] ¢ finito.

Dimostrazione. Consideriamo la mappa E(K)/2E(K) — E(L)/2E(L): questa
ha kernel I = (E(K)N2E(L))/2E(K). Per il primo teorema di omomorfismo,
poiché [E(L) : 2E(L)] ¢ finito, E(K)/2FE(K) ¢ finito se e soltanto se I ¢ finito.
Sia L la chiusura normale di L/K (sappiamo che L/K ¢ di Galois finita) e sia
G il suo gruppo di Galois. Per ogni [P] € [ fissiamo un elemento Qp € E(L)
tale che P = 2Qp.

Osserviamo che per ogni o € G vale

2](c(Qp) — Qp) =0([2]Q) — [2]Q = c(P) — P =0

quindi possiamo associare ad ogni [P] € I la mappa Ajp) : G — E[2] definita
da )\[p](a) = O'(Qp) - Qp.

Questo definisce una mappa I — Mappe(G, E[2]): vediamo che ¢ iniettiva.
Siano [P],[P'] € I tali che A\jp) = Ajp}, allora 0(Qp) — Qp = 0(Qp/) — Qp
per ogni o € G, ma quindi @p — Qp- & fissato da G ovvero appartiene a E(K).
Da questo segue che P — P’ € 2E(K), cio¢ [P] = [P'].

Infine, poiché G e E[2] sono insiemi finiti, anche I & finito. O

Grazie alla proposizione precedente, a meno di sostituire K con una sua esten-
sione che contiene una radice di f(z), basta dimostrare che [E(K) : 2E(K)]
finito nel caso in cui F(K) contenga un punto di ordine 2. La forma debole del
Teorema di Mordell-Weil segue quindi dal seguente teorema.

Teorema 3.4.2. Sia FE una curva ellittica non singolare definita su K campo di
numeri e supponiamo che esista T € E(K) di ordine 2, allora [E(K) : 2E(K)]
e finito.

Nei prossimi paragrafi introduciamo gli strumenti per la dimostrazione di que-
sto teorema.

3.4.1 2-isogenie

Vogliamo studiare il cokernel dell’isogenia [2] : E(K) — E(K): il primo passo
¢ mostrare che nel caso in cui la curva E(K) ¢ definita su K ed ha un punto
K-razionale di ordine 2, & possibile trovare un’altra curva ellittica E e due
mappe ¢ : E(K) = E(K) e ¢ : E(K) — E(K) tali che p o1 = [2]

Sia y? = f(z) l'equazione della curva ellittica E: poiché esiste un punto ra-
zionale di ordine 2, ovvero il polinomio f(z) ha una radice in K, a meno di
comporre con una traslazione possiamo supporre che il punto di ordine 2 sia
T = (0,0), ovvero che la curva abbia equazione del tipo

y* = x(2* + ax +b) con a,b € O

dove la condizione di non singolaritd garantisce a? — 4b # 0, e b # 0.

Dal Corollario 2.3.8 sappiamo che esistono un reticolo A e una mappa W tali che
E~C/AeW :C/A> E. Osserviamo che possiamo sempre trovare {wy,ws}
base di A tale che T' = W (lwl): infatti scelta una qualsiasi base {z1, 22},

2

poiché T' & un punto di ordine 2, T' € {W (%), W(%), W (££22)} e quindi una

fra {z1,22}, {22,21} e {21 + 22, 22} avra la proprieta richiesta.
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Costruiamo una isogenia di E di grado 2: detto A = %W1Z+WQZ, consideriamo
la mappa ¢ : C/A — C/A tale che [z]a — [#]3.

E facile verificare che ker(¢) = {0, 1w}, ed in effetti deg(¢) = 2.

Possiamo costruire allora una mappa ¢ : C/A — C/ A dove questa volta
A= 1w Z + JwsZ = LA: allora ker(¢) = {O, Lws}. Abbiamo ottenuto:

¢
A

RE
=

c -
s, Lo LB

=1
/o

Osserviamo inoltre che [2] o ¢ o ¢(2) = [22]5 Vz € C/A, quindi

=l e
@

2]ogop=1[2]:

Per la Proposizione 2.2.3 sappiamo che ¢ corrisponde a ¢ : E' — E omomorfi-
smo, e in modo analogo [2] o ¢ corrisponde a ¢ : E — E.

Vogliamo trovare una forma esplicita per E e per ¢ e mostrare che tutto &
definito su K.

Proposizione 3.4.3. Detta 7 la traslazione rispetto al punto T e H = (1)
vale: K(E) =K(z,9) conz=z+a+2eg=y(1—25).

Dimostrazione. Dalla Proposizione 1.2.2 sappiamo che per ogni punto P = (z, )
P #T,il punto P+ T ha coordinate (Z, ) date da:

(Z,9) = (N —a—z,-AF —v)

dove A = £ v = 0, quindi:

x?

2
i=XN-a-z=%-a-z=z+a+2-a-2z=2"
j=-(i+v)=-%

Quindi 7(x,y) = (%,fi—g). A questo punto & facile verificare che T e ¥

appartengono a K (E)f | infatti:

-A=2 e K(E)et(\) = (—by—ﬁ) = A2 quindi \? € K(E)?: ed in
Jr

c L,



Quindi K (z,7) € K(E)” C K(E): vediamo che in realtad K (z,7) = K (E)"
mostrando che [K(E) : K(Z,9)] = 2 = [K(E) : K(E)"], dove I'ultima ugua-
glianza segue dalla teoria di Galois, poiché H < Aut(K(E)) e |H| = 2.

Osserviamo infatti che z ¢ K (Z,%), perché 7*(x) # x, e si puo verificare che
soddisfa la seguente relazione

1 52
mZ—x(:?:—a)—i—Z <(x—a)2—i_c> =
Inoltre poiché y = g/ (1— %), y € K(z,9,2), cioe K(z,7,2) = K(z,y).
Quindi effettivamente [K (F) : K (z,79)] = [K(Z,9,7) : K(Z,9)] = 2. O
Dalla Proposizione 1.2.5 abbiamo quindi che ¢*(K (E)) ~ K (z, ).

Una relazione di dipendenza fra T e § & data da:

P =y*1-b/2>)? =(x+a+ b/x)(xz — b/x)2
= z((x 4+ b/x)* — 4b) = z((Z — a)® — 4b) = T(Z* — 24 + a® — 4b).

che € una cubica in forma di Weierstrass definita su K, ed in particolare & non
singolare: infatti dalla non singolarita di E si ha che

a? —4b #0 e (—2a)* — 4(a® — 4b) = 16b # 0.

Quindi dal teorema 1.1.12 segue che, a meno di isomorfismo, E ha equazione
y? = z(2? + azx +b) dove a = —2a e b = a® — 4b.

Possiamo quindi considerare la mappa 1 : E — E data da ¢(z,y) = (Z,9):
questa in forma proiettiva ¢ data dalla mappa razionale

Y(X:Y: Z])=[Y?Z:Y(X?-bZ?): X?7]

e si pud verificare che in effetti ¢ regolare anche in O e T', e ¥(O) = (T) = O:
quindi ¢ & una isogenia di curve ellittiche con ker(y) = {O,T}.

Osserviamo inoltre che T = (0,0) € E(K) e vale:

Y(z,y) = (w+a+z,y<1—;>> =(0,0) < 2> +ax+b=0

quindi (0,0) ¢ immagine di uno degli altri due punti di ordine 2 di E, e in
effetti di entrambi. Detto i : C/A = E, allora

(0,0) € {i(d(w1/2)), i(p(w2/2)),i(¢((w1 + w2)/2))} = {O,i(w2/2)},
cioe (0,0) = i(w2/2).

Quindi con lo stesso ragionamento troviamo una isogenia v E — E della
stessa forma di 1 e tale che kery) = {O, T}, dove E ~ (C/%A.

In effetti la curva E ha equazione

- 2 2
y? = x(x? —2ax +a* —4b) = x(x? +4ax +16b) (%) = z ((Z) +a§ +b>

e quindi, a meno del cambio di coordinate (z,y) — (2/4,y/8), coincide con E.
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In particolare abbiamo costruito

<

Y

]
2

E E E

|

Proposizione 3.4.4. Siano E ¢ E le curve ellittiche su K definite rispettiva-
mente dalle equazioni:

=zx(z® +ar+0b) e y® =ax(2®+ax+b)

dove a,b € Ok ea = —2a, b= 4a® — 4b.

Consideriamo le mappe 1 : E — E e ¢ = E — E definite da:

opy— | (B 250) P = (@) £ 0.0)

o P € {(0,0),0}

p(P) = (%’y(zij)) P = (z,y) #(0,0)

4] P €{(0,0),0}
Allora ¢ e ¢ sono omomorfismi,
kert) = {O,T = (0,0)}, kerp = {O,T = (0,0)}
e vale g o p = [2].

Dimostrazione. Dalla Proposizione 2.3.9 sappiamo che le isogenie sono omo-
morfismi di curve ellittiche, e abbiamo gia calcolato i nuclei delle mappe ¥ e
. Dobbiamo solo controllare che ¢ o1 = [2]. Questo & chiaramente vero per
O e per i punti di ordine 2, verifichiamolo per P = (z,y) con y # 0. In questo
caso, dalla Proposizione 1.2.2 sappiamo che il punto 2P ha coordinate (Z, )

date da )
’ 2_7)2
i=(52) —a-20= )
.2 2 ’ 2
§ = Av—y— AF = I )b

Calcolando ¢ o ¢ (z,y) troviamo

2(,.2 2 4 2 4 1ol
y*(2® —b)° 2t y(z*—b)y' —bz
potp(z,y) =¢ ( PR L S
BN GO S Gt
- QD 4y2 9 8y3

e si verifica che y4;§w4 = (22 + ax +b)? — (a® — 4b)2? = 4xy® — f'(x)(2? - b).
Quindi vale p o ¥(z,y) = (Z,7).

O
Osserviamo che poiché le mappe 9 e ¢ sono K-razionali inducono

Yv:E(K)— E(K)eyp:E(K)— E(K).

Abbiamo quindi effettivamente decomposto la mappa [2] : E(K) — E(K) co-
me [2] = p o).

Ricordiamo il seguente fatto:
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Proposizione 3.4.5. Siano A, B due gruppi abelianiy : A — B,p: B — A
due omomorfismi. Se [A: p(B)] e [B : ¥(A)] sono finiti anche [A : ¢ o (A)]
e finito.

Dimostrazione. Siano {ai,...,an,} e {b1,...,bn} due insiemi di rappresentanti
rispettivamente per le classi laterali di ¢(B) in A e ¥(A) in B. Allora I'insieme
{a; + ¢(b;)|1 <i<n,1 <j < m} contiene un insieme di rappresentanti delle
classi laterali di ¢ o 1)(A) in A.

Infatti dato a € A esiste i tale che a — a; = ¢(b) con b € B, ed esiste j tale che
b—b; =¢(a’) con a’ € A: quindi

a=a;+@(b) = a;+ @b + (') = a; + @(bj) + po(a’)
O

Grazie alla proposizione precedente, per dimostrare che coker([2]) & finito, basta
dimostrare che cokery e cokery sono finiti.

Inoltre poiché, a meno di un isomorfismo, le mappe ¥ e ¢ sono costruite nello
stesso modo, basta dimostrare che cokeryy = E(K)/¢(E(K)) ¢ finito.

3.4.2 Finitezza del cokernel di ¢

La mappa 1) costruita ¢ K-razionale, quindi ¢(F(K)) C E(K). Verifichiamo
allora che la seguente successione ¢ esatta:

0 —(T) — E(K) 5 EE) — 0

La seguente proposizione caratterizza la preimmagini degli elementi dei punti
di F tramite la mappa .

Proposizione 3.4.6. Per ogni P € E(K) vale:
e P =0 alloray=1(0)={0,T};
o P =T, dette a1, le radici di x> + ax +b, v~ (T) = {(a1,0), (az,0)};

e altrimenti, R = (z,%) con T # 0, e sia w € K tale che T = w?: allora

detti B
1/ g

n=g(r-at)

1/ y

=g (7-a- )

vale Y~ (P) = {(z1,wz1), (22, wz2)}.

Dimostrazione. Abbiamo gia visto la tesi per O e T'. Vediamo il caso P = (z,y)
con # = w? # 0. Un punto (x,y) € E(K) tale che v (z,y) = (Z,9) deve
soddisfare:

T=w z(ﬂ)z—wy = (wz)

y(z®—b)
ZQ

y
v =23 +ar? +br — z(2* +(a—wHz+b) =0

Osserviamo che 72 + (a — w?)z + b ha discriminante

_ 212 _ a4 2 2 ONEAS
A=(a—w?)—4b=w" —2aw*+a° —4b = (=
w
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(dove in (%) usiamo che (w?,§) € E(K)): quindi il polinomio ha come radici
r1,m2 = 1 (w?—a+L). Osserviamo che vale 2172 = b e w(zy — z2) = ¥.

Allora per costruzione (z;,wz;) € E(K) e si verifica che

blarwr) = (w2, 09 _ )

L4

Sappiamo inoltre che |[kery)| = 2, quindi tutte le fibre hanno cardinalita 2, cioe

wil(i’ag) = {(xlvwxl)} O

In particolare per ogni P € E(K), 0 # ¢~ 1(P) C E(K), cio¢ ¢ & surgettiva.

Detto G = Gal (K /K), osserviamo che (T), E(K) e E(K) sono Z[G]-moduli:
come nell’equazione (1.2) otteniamo una successione esatta

0 — (1)¢ — E(R)® % E(K)Y % HY(G,(T)) (3.3)

0 — (T) — E(K) 5 E(K) -2 HY(G,(T)) (3.4)

E
dove (T) = (T) perché T € E(K), e E(K)¢ = E(K), E(K)® = E(K) perché
K¢ = K. Inoltre poiché I'azione di G su (T') & banale, vale:

H'(G,(T)) = Homeon (Gal (K /K) , (T)).

La mappa O & costruita cosi: per ogni Q € E(K) sia P € E(K) tale che
Y(P) = Q, allora
O(P)=xp:G— (T) dove xp(c) =oP — P.
Osserviamo che (o0 P) = 0¢(P) = 0Q = Q: quindi P € ¢~1(Q), allora:
e Q =0, abbiamo P =0, e xo(o) = O Vo € G;
e Q =T, abbiamo P = (a1,0), allora ker(xp) = {0 € Glo(a1) = a1} =
Gal (K, K(a1)). Inoltre K(a;) = K(vVa? — 4b) = K(Vb).
Quindi ker(yp) = Gal (T( /K (\/Z))

e Q=(z,9)con #0,siaw = /Z: allora P = (v1,wz1) conzy = 3(z —a+ L),
quindi vale:

L ]
oP = (o(x1),0(x1w)) = (0(3:1) =3 (a: —a+ a(w)> ,U(ml)a(w)>
quindi 0P = P <= o(w) = w, ovvero ker(xp) = Gal (K /K (w)).

Inoltre poiché (T'y ~ Z /27, dalla Proposizione 1.3.2 vale:
— — i K*
Homont (Gal (K/K) ,T) ~ Hom ot (Gal (K/K) ,2)27) ~ ok
dove I’isomorfismo in i ¢ dato da i(f) = [2] tale che K (y/2z) = K*r(f),
Quindi la successione (3.4) diventa:
K*
K*Z

0 — (T) — E(K) -5 BE(K) - (3.5)

dove o« = 706 & definita da
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1 (mod K*2) Q=0
a(@Q)=<b (mod K*2) Q=T
z (mod K*2) Q=(2,9),z#0

Allora vale: cokery) = E(K)/Im(¢)) = E(K)/ker(§) ~ Im(c): per mostrare che
cokery ¢ finito, ci basta allora dimostrare che Im(«) & finita.

Proposizione 3.4.7. Valgono i sequenti fatti:

(a) Esiste un insieme finito ¥ C K*/K*? tale che ¥(z,%) € E(K), & = uy
(mod K*?) conu € O} ey € X.

(b) Im(a) ¢ finita.

Dimostrazione. (a) Dalla Proposizione 3.1.1, sappiamo che esistono m,n,e € Ok
e C ideale di O tali che * = %5,y = & e (m,e?) = C?% (n,e3) = C3.
Sostituendo nell’equazione della curva e moltiplicando per €% troviamo:

n? = m(m? + ame? + bet). (3.6)
Poiché z = 23 = m (mod K*?), possiamo limitarci a studiare m modulo K*2.
Dall’equazione (3.6) sappiamo che (n)? = (m)(m? + ame? + be): quindi ogni
primo che divide (m) ma non (m?2 +ame? +be*), necessariamente ha esponente
pari nella fattorizzazione di (m).

Sia (m) = C2M, (e) = CJ, sappiamo che (J, M) = (1): allora

(m, m?+ame?+be*) = (m, be*) = (C*M,bC*J*) = C*(M,bC?J*) = C*(M,bC?)
e quindi, detto I = (M,bC?), vale (m) = ID?.
Dimostriamo che per ogni primo P che divide I: vp(I) & pari oppure P | (b).

Sia P | I tale che P { (b): allora P | (M,C?) e, dette u = vp(M) > 0 e
v =vp(C) >0, vp(I) = min{u, 2v}. Passiamo alle valutazioni P-adiche
nell’equazione (3.6): vp((m)) = vp(C?*M) =2y +p e vp(e) = vp(CJ) =
7, infatti (M, J) =1e P | M quindi P { J, quindi abbiamo

op((n)2) = vp(m)(m® + ame? + bet))
= 2y + p + min{4y + 21,4y + p + vp(a),vp(b) + 4y}
Pi(b
) 9 + 4+ min{dy + 2u, 4y + p+ vp(@), 47} = 67+ 1.

Quindi g = 2vp((n)) — 6y = 0 (mod 2), ovvero vp(l) = min{y,2v} &
pari.

Allora, detta (b) = Pyt --- P;** la fattorizzazione di (b), vale

I=JDjconJeZ={P* - Pfle;=0,1}.

Abbiamo che (m) = ID? = JD"? con D' = DD; e J € Z: osserviamo che Z &
un insieme finito che dipende solo da b.

Inoltre poiché K & un campo di numeri, il gruppo delle classi di ideali di K,
Cl(K), & finito: indichiamo con Mj, ..., M, un insieme di rappresentanti delle
classi di ideali. Allora esiste ¢ per cui D' = (d)M; per qualche d € K*, da cui:
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m

(m) = JD = ()2IMF — JME = (53) € P(K).

Per ogni J € T e per ogni M; tali che JM? & principale, fissiamo un elemento
77 tale che JM? = (v;,): linsieme ¥ = {v,;,},; ¢ finito. Allora

(m) = (dQ)JMi = (dQ'YJ’i), cioe mOg = dQP)/]’Z'OK.

e quindi esiste u € O} tale che m = uy,y;d*> = uyy,; (mod K*?). Allora per
ogni (7,7) € E(K) vale Z =m = uy (mod K*?) con u € O, v € .

(b) Dal punto (a) sappiamo che Z = w7y (mod K*?) con u unitd e v in un
insieme finito. Poiché K & un campo di numeri Oj ¢ finitamente generato e
quindi O3 /O32 & un gruppo finito, ed in particolare u assume solo un numero
finito di valori modulo K*2. Otteniamo che [Z] ha solo un numero finito di
possibilita.

Quindi Im(a) = {1, [b]} U {[7]|(z, ) € E(K)} & finita. O

3.5 Rango di E(Q)

Dal teorema di Mordell-Weil e dal teorema di struttura dei gruppi abeliani
finitamente generati sappiamo che E(Q) & un prodotto di un sottogruppo libero
di rango r ed una parte di torsione 7. In questa sezione siamo interessati a
capire come determinare il rango di I' = E(Q).

Lemma 3.5.1. Sia A un gruppo abeliano finitamente generato: allora
A
=242

2] =214

dove r é il rango di A e A[2] sottogruppo di 2-torsione di A.

Dimostrazione. Poiché A & un gruppo abeliano finitamente generato si ha A ~
7" x T. Allora:

A (Z " o T

24 \2Z 2T

Osserviamo che la mappa f : T — 2T data da f(x) = 22 & un omomorfismo di
gruppi surgettivo e tale che kerf = {x € T|22z = 0} = A[2], e dal teorema di
omomorfismo otteniamo 27" ~ T'/A[2]. Poiché A ¢ finitamente generato, T ¢ un

gruppo finito, quindi passando alle cardinalita troviamo che % =]A4[2]]. O

In particolare quindi il rango r di I' soddisfa ’equazione
[[:2T] =2"-|T[2]| (3.7)

Dall’equazione di E(Q) sappiamo determinare |I'[2]|, che & uguale al numero
di zeri di f(x) su Q: dobbiamo quindi determinare I'indice di 2T" in T.

Per il calcolo di [I" : 2] ci limitiamo al caso in cui E(Q) ha un punto di ordine
2, ovvero ha equazione del tipo

v =x(z® +ax+b) a,b€Z,b#0,a> —4b#0

In questo caso dalla dimostrazione della forma debole del teorema di Mordell-
Weil abbiamo due mappe

p:T'—=Tep:T —T taliche poy = [2]
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dove abbiamo indicato I' = E(Q).
Sappiamo che T'[2] C ¢(I') C T, quindi usando i teoremi di omomorfismo
troviamo:

r r/2r N r/2r
p(T)  @@)/20  (T)/e(T))’
e passando alle cardinalita otteniamo

220 = [[: o(D)]p(T) : o((I)))]- (3-8)

Inoltre per ogni omomorfismo di gruppi ¢ : A —+ A’ dato B < A, vale:

e A AB A/B
p(B)  (B+ker(p))  (B+ker(p))/B  ker(p)/ker(p) N B’

quindi per A =T e B = (T"), usando anche (3.8), troviamo:

[C: @) - [Tz ()]

0= 2] = o) « ker(@) Mo (0]

Dall’equazione (3.7) otteniamo:

o7 _ [Tz (D) - [T: p(I)]
[ker(¢) : ker(p) Ny ()] - [T[2]|

Osserviamo che [ker(¢) : ker(y) N(T)] - [T[2]| = 4: infatti

e dalla Proposizione 3.4.6 sappiamo che T' € Im(¢) se e soltanto se la curva
ha 3 punti di ordine 2 definiti su Q, ovvero ha A = a? —4b € Q*2: quindi

2 a2 —4b¢g Q2

[ker(¢) : ker(p) N(T)] = {1 a2 — 4b € Q™2

e {O,T} CT'[2] quindi:

2 a®—4b ¢ Q*?
|r[21|={ ¢ e
4 a*—4beQ

Inoltre sempre nella dimostrazione del teorema di Mordell-Weil abbiamo co-
struito una mappa « : I’ — & tale che ¥(I") = ker(a), ed in modo analogo si

puo costruire @ : I' — & tale che ¢(T") = ker(@). Quindi vale:

[ ()] = [T : ker(e)] = [a(T)] e [[': p(I)] = |a(T)].

Ricaviamo una formula per il rango di una curva ellittica con un punto di
ordine due:

2772 = |o(T)] - |&(T)| (3.10)

Per definizione di « inoltre o(T') = {z (mod Q*?)|(z,y) € E(Q)} U {[1],[b]} e
analogamente &(T) = {z (mod Q*2)|(z,y) € B(Q)} U {[1], b))

Ricordiamo che per la Proposizione 3.1.1 nel caso K = Q, i punti (z,y) € E(Q)
sono del tipo

m

(z,y) = (e—z, e%) con (m,e) =1, (n,e) =1
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quindi, come nella dimostrazione della forma debole del Teorema di Mordell-
Weil, per determinare @(I') dobbiamo trovare m (mod Q*?) al variare delle
coppie (m,n) € Z? che soddisfano

n? = m(m? + ame® + bet).

Osserviamo che in questo caso necessariamente m = dm? con d = (m,m? +
ame? + be*) = (m,b) | b, quindi:
a(l) C {1, [b]} U{[£d] : | b};

e d divisore di b appartiene a () se e soltanto se esistono (my,n;) € Z? che
soddisfano:

b
n? =m? (dm‘lL +amie? + de4> (3.11)

Ed in modo analogo si puo caratterizzare a(T).

In generale il calcolo del rango di E(Q) ¢ un problema difficile, perché non
esistono metodi generali per decidere se un’equazione come (3.11) ha soluzione.
In alcuni casi piu semplici, ad esempio quello che mostreremo nella sezione
successiva, questo metodo funziona e si riesce a determinare il rango della
curva ellittica.

3.6 Il teorema di Nagell-Lutz

In questa sezione riportiamo il teorema di Nagell-Lutz, che caratterizza il sot-
togruppo di torsione di E(Q) per curve ellittiche definite su Q.

Il punto chiave della dimostrazione del teorema di Nagell-Lutz e il seguente
teorema, di cui si pud trovare la dimostrazione in [ST15, I1.4].

Teorema 3.6.1. Per ogni primo p, l’insieme
E,={(z,y) € E(Q) : ord,(x) <0}
non contiene punti di torsione.

Osserviamo che questo teorema, insieme alla Proposizione 3.1.1, garantisce che
i punti di ordine finito hanno tutte le coordinate in Z.

Infatti sia P € F(Q) un punto di torsione diverso da O: sappiamo che esistono
m,n,e € Z con (m,e) = (n,e) =1 tali che

m n
P=(za)
e per ogni primo p, P ¢ E, per il teorema precedente, cio¢ pte. Quindi e =1
e P=(m,n).
Teorema 3.6.2. Sia E una curva ellittica definita su Q di equazione

y?=a34+az® +br+c cona,bcel

e sia P € E(Q) di ordine finito, P # O: allora P = (x,y) con z,y € Z e vale
uno dei sequenti fatti:
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e y=0 (e quindi P ¢é un punto di ordine 2);

e y | Ris(f, f'), dove Ris(f, f') = —4a®c + a®b? + 18abc — 4b> — 27¢2 ¢ il
discriminante del polinomio x> + ax? + bx + c.

Dimostrazione. Abbiamo gia visto che P = (x,y) ha coordinate intere. Consi-
deriamo adesso il punto 2P:

e 2P = O se e soltanto se y = 0;

e se y # 0, 2P & ancora un punto di ordine finito diverso da O, quindi ha
coordinate intere. Sia 2P = (X,Y): dalle formule in 1.2.2 abbiamo

, 2
<J02(;)> = +X+acZ = y| f(2)

inoltre chiaramente y | f(z) = y*.
Dalle proprieta del risultante sappiamo che Ris(f, f’): per le proprieta
del risultante esistono quindi due polinomi r(z), s(z) tali che r(x) f(z) +

s(z)f'(z) = Ris(f, f'), quindi

y | r(@)f(@)+ s(x)f'(z) = Ris(f, f)
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CAPITOLO 4

Quattro quadrati in progressione
aritmetica

In questa sezione vogliamo dimostrare che non esistono 4 quadrati successivi in
una progressione aritmetica non banale, ovvero che non esistono x,¥y,z,w € Z
tali che

w?—22 =22y =y? -2 =d#£0.

Questo ¢ uno dei problemi di Fermat, di cui esiste anche una dimostrazione
elementare per discesa infinita [Dic66, Capitolo XIV, p.440].

In questa sezione dimostreremo questo risultato come applicazione della teoria
sulle curve ellittiche. Infatti mostriamo che le soluzioni al problema di Fermat
sono in corrispondenza con i punti razionali di una particolare curva ellittica:
i teoremi di Mordell-Weil e di Nagell-Lutz ci permetteranno di dimostrare che
i punti razionali di questa curva ellittica corrispondono alle sole progressioni
aritmetiche di ragione 0, e quindi sono soluzioni banali.

Osserviamo per prima cosa che possiamo riscrivere il problema dei quattro
quadrati in questa forma:

2 2

x*+d=

) Y 2 4+ w? = y? + 22
d= 2>

y # w? + 42 = 222

22 +d=w?

dove possiamo equivalentemente supporre che z, y, z, w,d € Q (detto D tale che
Dz, Dy, Dz, Dw € Z, allora (Dz)?,(Dy)?, (Dz)?, (Dw)? sono 4 quadrati con-
secutivi di una progressione aritmetica di ragione D?d = (Dy)? — (Dx)? € Z).
Inoltre osserviamo che se (x : y : w : z) & una soluzione al problema dei quattro
quadrati, anche (Az : Ay : Az : Aw) lo &, quindi possiamo cercare soluzioni in

P3(Q).
Consideriamo allora

(4.1)

3(@)—{[1::1/:2:10}61193(@); 2+ w? =y?+ 22 }

w? 4 y? = 252
e dimostriamo che S ¢ una curva. Per dimostrarlo dobbiamo verificare che

1= (2% —y? +w? — 22 y? +w? — 223) ¢ un ideale primo di Q[z,y, z, w] e che
Q(S) ha grado di trascendenza 1 su Q.
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Lemma. I = (2% —y?+w?—22,9y%+w?—222) ¢ un ideale primo di Q[z, y, z, w]

Dimostrazione. Sia R = Q[y, z,w], e chiamiamo p; = z? — y? + w? — 2% e
pa = y? +w? — 222, allora (p2) C I = (p1,p2) C R[x].

Gli ideali primi di R[z] che contengono (pz) sono in bigezione con gli ideali
Rlz] R

primi di 5 ~ 5[a]: per verificare che I ¢ un ideale primo di Rl[z], basta
verificare che I = (p(lp%f) = (p1(z)) ¢ un ideale primo di (p—lz)[x}.

Identifichiamo p; (z) con la sua classe py(z) € %[x].

Osserviamo che ps € R ¢ primo, perché R ¢ UFD e psy ¢ irriducibile, quindi

D= % =Q[+/222 — y?][y, 2] & un dominio.

Indichiamo con F = Q(y,2)(1/222 — y2) il suo campo delle frazioni: si pud
verificare che, poiché p; & un polinomio monico in z a coefficienti in D, se (p;)
¢ un primo di F[z], allora (p1) & primo in D[z].

Poiché F' & un campo, e quindi F[z] ¢ UFD, ci basta dimostrare che p; & irridu-
cibile in F[z]. Osserviamo che pi(z) = 22 — y2 — w2 + 22, quindi @ irriducibile
se e soltanto se a = y2 — w2 + 22 = 2y? — 22 non ¢ un quadrato in F.

Ora F & una estensione quadratica di K = Q(y, z) e chiaramente a non & un
quadrato in K: allora oo € F*? se e soltanto se

K(Va) =F = K(v/22* —y?)

cioe se e soltanto se - (222 — y?) & un quadrato in K. Ma & facile verificare
che

a(22°—y) = (202 —2°)(22°—y?) = (\/ﬁy - 2) (\/iy + Z) (\@z — y) (\/52 - y)
non & un quadrato in K, quindi I & un ideale primo di Dl[x]. O
Lemma. Q(S) ha grado di trascendenza 1.

Dimostrazione. B facile osservare che
_ — /oy z
Q(S) = Q <7a 0 7) )
w w w

infatti >, £, = sono tre funzioni razionali omogenee di Q(S) distinte e ogni

funzione razionale omogenea si puo scrivere come funzione razionale di 7, % =.
. Yo o 7 )y _ . .
Osserviamo che Z ¢ trascendente su Q (perché I NQ[y, w] = {0}, quindi y e w

non soddisfano nessuna relazione a coefficienti in Q), e

N2 1 1 2 2 2 2
(Z) =3+3(0) ¢ G) =) +(E) -
w 2 2 \w w w w
quindi trdegg (Q(S)) = trdegg (Q(y/w)) = 1. O
Ci siamo quindi ridotti a studiare 'insieme dei punti razionali della curva S.
Osserviamo che S(Q) contiene almeno 8 punti {[1 : £1 : +1 : £1]}, che cor-
rispondono alle progressioni aritmetiche di ragione 0. Quello che vogliamo

dimostrare ¢ che S(Q) ha cardinalita esattamente 8, ovvero che il problema dei
quattro quadrati non ha soluzioni non banali.
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Consideriamo il punto Py =[1:1:1:1] € §(Q): possiamo proiettare la curva
S su P? dal punto P,.

TP, S — P?

[z:y:z:w]r—w:y—w:z—w|

Osserviamo che questa mappa in effetti ¢ definita anche in Py. Infatti vale:

r—wr+w 22+w?-2w? >+ 22— 202 22 — w? z—wz+w

w w w w w w w

e allo stesso modo

y—wy+w_y2+w2—2w2 2z2—2w2_22—wz+w
w wo w? w? w w

Quindi abbiamo

(Po)

T-w o y—w z—w} (P) = {3z—wz+w .2z—wz+w Zz—w
w w w

w or+w ~ w y+w w
_ {SZ—HU :2z+w
r+w Yy+w

:1](]30)[3:2:1]

Inoltre se [X : Y : Z] = wp,(Q) per un punto Q = [z : y : z : w] # P allora
dall’equazione (4.1) otteniamo

(X +w)? +w? =Y +w)?+ (Z + 2)? . X2 Y272 =2w(Y +Z - X)
w? + (Y +w)? =2(Z + w)? Y2 -222 =2w(2Z-Y)

e moltiplicando la prima equazione per 27 — Y e la seconda per Y + 7 — X
otteniamo:

(X2-Y?-2%02Z2-Y)=(Y?-22>)(Y + Z - X)

C: X222 -Y)+X(Y?-2Z°)+3ZY(Z-Y) =0 (4.2)

dove si verifica che C & una curva algebrica piana. Inoltre anche il punto
[3:2:1] €C, cioé abbiamo un morfismo 7p, : S — C.

Si verifica inoltre che
oY +7-X=0<+= [X:Y:Z]e{3:2:1],[1:0:1],[1:1:0]}
27 -Y=0<«< [X:Y:Z]e{[3:2:1],[1:0:0]}

quindi per ogni [X : Y : Z] € C(Q) \ {[3:2: 1]} & ben definita la funzione

Y2272
w(X:Y:Z):{Q(QZ_Y) 22 -Y #0

X2_y2_p2
YL Y4+Z-X#0

e le due definizioni coincidono su {2Z —Y # 0} N{Y + Z — X # 0} perché
[X:Y:Z]eC(Q).

Quindi la mappa mp, : S(Q) — C(Q) & surgettiva: dato @ € C(Q) se @ = [3:
2: 1] = wp,(Fy), altrimenti

Q=mp [X +w(Q):Y +w(@Q): Z+w(@): w(@)
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ed il punto [X +w(Q) : Y +w(Q) : Z+w(Q) : w(Q)] appartiene a S(Q) perché
i passaggi usati per trovare ’equazione di C sono tutti invertibili, e la funzione
w € razionale.

Inoltre ¢ facile verificare che la mappa mp, € iniettiva, quindi 7p, € un isomor-
fismo di curve che induce una funzione bigettiva

7y : S(@) = C(Q).

Osserviamo che la curva C ha un flesso nel punto @ = [0 : 1 : 1]: infatti la
tangente in @ ¢ la retta di equazione X + 3Y — 3Z = 0, e dall’equazione (4.2)
sostituendo 3Z = X + 3Y e moltiplicando per 9 otteniamo:

3X%(2X +3Y) — X(2X2 +12XY +9Y?) +3X (XY +3Y?) =0 = 4X* =0

quindi 'unica intersezione di 3Z = X 4 3Y con C & proprio il punto Q.
Consideriamo il cambio di coordinate (ben definito per ogni [X : Y : Z]):

[U:V:T=¢(X:Y:Z])=[X:Y:X+3Y —-3Z7]

questo manda il punto @ + [0: 1: 0] e laretta {X +3Y —3Z =0} — {T' = 0}.
Inoltre ¢ & invertibile con inversa = '([U : V : T]) = [U : V : &ZL 4+ V).
Riordinando i termini, possiamo scrivere ’equazione di C come

Z2(3Y —2X) + Z(2X? —3Y?) + XY? - X?Y = 0.

Moltiplicando I'equazione per 9 e scrivendo 1’equazione di C nelle nuove coor-
dinate U, V, T I’equazione diventa

(U+3V —T)*(3V —2U) + 3(U 4+ 3V — T)(2U? — 3V?) + 9UV? — 9U?V =0
(U +3V —T)(4U? = 3UV +2UT — 3VT) + 9UV? — 9U?V =0
T?(3V —2U) — T(2U* + 9V? — 6UV) + 4U> = 0
T(9V? = 3V(T + 2U)) = 4U? — 2U°T — 2UT>.

In particolare 'ultima equazione puo essere riscritta come:

T+2U0

16T (SV - )2 =64U° —2-16UT — 8 - AUT? + AT® — 4 - AUT? + 16U>T
= (4U)% — (4U)°T — 4 - (4U)T? + 4T
quindi I'ulteriore cambio di coordinate
[U:V:T]|—[4U : 12V =2T —4U : T| = [X : Y : Z],
porta la curva C nella curva E definita da
E:Y?Z =X X?Z - 4XZ*+ 427"

Inoltre osserviamo che anche quest’ultimo cambio di coordinate ¢ ben defi-
nito per ogni [U : V : T] e invertibile, infatti 'inverso di [X : YV : Z] &

[% : % : Z]: la mappa che manda C — E & un morfismo di curve su Q
invertibile.

Infine osserviamo che il polinomio z° — 2% — 4z +4 = (z — 2)(z +2)(x — 1) non
ha radici multiple, quindi la curva F € non singolare: poiché e definita da un
polinomio in forma normale di Weierstrass, ¢ una curva ellittica.
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Abbiamo costruito un morfismo di curve fra & — E che induce una funzione
bigettiva

S(Q = E(@.
Per dimostrare che la curva S non ha punti razionali oltre a quelli banali che

abbiamo trovato ci basta dimostrare che la curva ellittica E ha esattamente 8
punti razionali.

4.1 FE(Q) ha rango 0

La curva ellittica E da studiare ¢ data dalla chiusura proiettiva della curva
affine:
y? = (z —2)(z +2)(x — 1).

Osserviamo che tutti i punti di 2-torsione di E sono razionali, quindi a meno
di comporre con la traslazione (z,y) — (z — 1,y), possiamo equivalentemente
indicare con E la curva di equazione affine

y? =x(x+3)(z — 1).

Dal Teorema di Mordell-Weil sappiamo che I' = E(Q) & finitamente generato:
per quanto illustrato nella sezione 3.5, il rango r di E(Q) rispetta ’equazione

2772 = |o(T)] - ()|

dove I' = E(Q), E, a e & sono stati costruiti nella dimostrazione del teorema
di Mordell-Weil.

Nota l'equazione di E : y?> = z(2% + ax + b) sappiamo che E ha equazione
x(x? 4+ ax +b) con @ = —2a e b = b?> — 4a, quindi le due curve da considerare
sono

E:y =x(®+2cx-3) e E:y*>=ux(2?—4x+16)

o Consideriamo la curva E: sicuramente &(O) = [1], &(T) = [-3] € Im(a).
Dobbiamo capire per quali m (mod Q*?) I'equazione

n? = m(m + 3e%)(m — e?)

ha soluzioni con n,e,m € Q e (m,e) = 1.
In questo caso (m, (m — e2)(m + 3e?)) = (m,3e?) = (m, 3) € {£1,+3}:
ed osserviamo che in effetti i punti (3,6) e (—1,2) appartengono a E(Q),
quindi Im(&) = {[£1], [£3]}.

e Consideriamo la curva E: sicuramente o(O) = [1] = [16] = o(T) €
Im(@). Dobbiamo capire per quali m (mod Q*?) I'equazione

n? = m(m? — 4me? + 16e*)
ha soluzioni con n,e,m € Q e (m,e) = 1.
In questo caso (m, (m? — 4me? + 16e*)) = (m, 16e) = (m, 16) = z | 16:

in particolare z pud assumere i valori +1, +2 modulo Q*2. Vediamo che
non possono esistere soluzioni se z = ¢y con y € {—1,+2}.

Supponiamo m = yg?m; con (mq,16) = 1: necessariamente allora m; €
Q*? e m = yM?. L’equazione allora diventa

16
n? = yM? <y2M44M262y+y64) = y|n = n=yN.
Y
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N? = M? <yM4 —4M?e% + 16€4> .
Y
Quindi necessariamente yM* — 4M?2e? + %64 € Q*2. Allora

— Sey < 0: yM* — 4M?e? + 117664 =1 ((—y)M4 +4M?Ze? + %64)
che ¢ sempre negativo, quindi non puo essere un quadrato.

— Se y = 2: supponiamo che 2M*—4M?e2+-8e* = 2(M*—2M?e2+4e)
sia un quadrato e guardiamo la valutazione 2-adica: necessariamente
2 | (M* —2M?e? 4 4e*), cioe vo(M) > 1, e quindi poiché (m,e) = 1,
va(e) =0
Vo (2(M* — 2M?e? 4 4e?)) = 1 + vo(M* — 2M?e? 4 4e?)

=1+ min{4dva (M), 1+ 2v5(M), 2} = 3.
Ma quindi 2(M* — 2M?e? + 4e*) non puo essere un quadrato.
Abbiamo trovato che Im(a) = {[1]}.

Quindi la formula del rango diventa:
22 =4.1 = r=0.

In particolare abbiamo dimostrato che F(Q) & un gruppo finito.

4.2 FE(Q) ha cardinalita 8

In questa sezione vogliamo calcolare |E(Q)| = |E(Q)tors|- Possiamo allora
determinare i punti di ordine finito di F usando il teorema di Nagell-Lutz
3.6.2: se P = (z,y) € E(Q) allora z,y € Z e:

e y = 0: allora z ¢ una radice del polinomio z(z + 3)(z — 1). I punti di
questo tipo (che sono esattamente i punti di ordine 2) sono (0,0), (1,0)
e (—3,0);

o y #0: allora y | A, dove A ¢ il discriminante di z(x + 3)(z — 1): poiché
conosciamo le radici di questo polinomio, A =32-1-(3 —1)2 = 36.
Per ogni d | 36, allora (x,+d) € E(Q) se e soltanto se il polinomio
23 + 20% — 3z — d? ha radici intere.

Si puo verificare che questo succede solo per |d| € {2,6}: otteniamo altri
4 punti in E(Q), (—1,£2), (3, £6).

[\]
T
|
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Quindi
EQ) = E(Q)tors = {0,(0,0),(1,0),(—3,0),(—1,%2),(3,+6)}
poiché Z/27 x Z/2Z ~ E[2] C E(Q), vale
E(Q) ~ Z/AZ x Z/2Z

ed in particolare ha cardinalita 8.

Poiché I'insieme dei punti razionali di E & in bigezione con §(Q), abbiamo di-
mostrato che la curva S ha solo 8 punti razionali, ovvero gli 8 punti che abbiamo
individuato a mano e che corrispondono alle soluzioni banali del problema dei
4 quadrati in progressione aritmetica.

Non esistono quindi 4 quadrati consecutivi in una progressione aritmetica non
banale.

4.3 Problema dei quattro quadrati su Q(y/m)

E facile osservare che invece esistono campi di numeri, ed in particolare esten-
sioni quadratiche di QQ, in cui il problema dei quattro quadrati ha effettivamente
soluzione.
Ad esempio i numeri

1,25,49,73

sono 4 quadrati in una progressione aritmetica di ragione 24 su Q(+/73).
In particolare usando la mappa & — E costruita si puo dimostrare che esistono

infiniti campi quadratici in cui il problema dei 4 quadrati ha soluzione. Infatti
per ogni K abbiamo costruito una corrispondenza

{ soluzioni in P*(K) al problema dei 4 quadrati } — E(K)

e questa corrispondenza ¢ tale che { soluzioni banali } ++ E(Q): quindi ad ogni
punto (z,y) € E(K) \ E(Q) corrisponde una soluzione non banale.
Osserviamo inoltre che i punti di (x,y) € E(Q) sono tutti tali che |z| < 3.

Costruiamo per induzione una famiglia infinita di estensioni quadratiche di Q
in cui il problema dei quattro quadrati ha soluzione.

e Sia x; =4 e w; = z1(ry + 3)(z; — 1): sicuramente w; & Q*2. Allora
K; = Q(y/w1) & un’estensione quadraticadi Q e (x1, /w1) € E(K)\FE(Q).

e Supponiamo di aver costruito

Kl = Q(\/L‘-Tl)v 7Kn = Q(\/‘*Tn)

estensioni quadratiche distinte di Q in cui il problema dei quattro quadra-
ti ha soluzione. Dimostriamo che troviamo un’altra estensione quadratica
in cui esiste una soluzione. Sia p > 3 un primo che non divide nessun wj,
e poniamo x,4+1 = p + 1: allora

W1 =P+ Dp+4)p = vp(w—n+1)=1.

Il campo K,11 = Q(,/wnt1) & un’estensione quadratica di Q in cui
ho una soluzione non banale, ed ¢ distinta da quelle gia trovate perché
Vp(Wnt1wj) =1 Vj #n+ 1, quindi wy4iw; & Q*2.
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In effetti in K; = Q(+/21) esistono infinite soluzioni distinte al problema dei
quattro quadrati. Infatti il punto @ = (4,2v/21) non puo essere un punto di
torsione: per una generalizzazione del Teorema di Nagell-Lutz, [Sil09, Teorema
VIIL.7.1], i punti di E(K) di ordine finito hanno tutti coordinate intere, mentre
2@ ha coordinata z uguale a 361/336.

Quindi @ ha ordine infinito e di conseguenza S(K7) ha infiniti punti: poiché
la funzione da & nell’insieme delle progressioni aritmetiche di 4 quadrati non
consecutivi (a meno di proporzionalita) ¢ al massimo 8 a 1, in K; esistono
infinite progressioni aritmetiche a due a due non proporzionali con 4 quattro
quadrati consecutivi.
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