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L Metodi per il calcolo degli autovalori

Quoziente di Rayleigh-Ritz

Quozienti di Rayleigh

Definizione
Sia A una matrice reale simmetrica di taglia n: la funzione
xtAx

rtx

p:R*"\ {0} > R tcp(z) =

¢ detta quoziente di Rayleigh

| punti stazionari del quoziente di Rayleigh sono gli autovettori, e quindi,
se ordiniamo gli autovalori in modo che Ay > Ay > --- > A, vale che:

max p(z) = Ar e gl;gp(x) =n



L Metodi per il calcolo degli autovalori

Quoziente di Rayleigh-Ritz

Courant-Fisher

Teorema (Courant-Fisher)

Data A matrice simmetrica reale di taglia n con autovalori
AL > A > > Ay, vale

t
. ' Ax
min max = An—k+1, Vk
UCR"? zeU ztx
dim(U)=k

Il
—

t
. Tt Az
max min —— = A, Vk=1,...,n
ucr?  zeU x'x
dim(U)=k




L Metodi per il calcolo degli autovalori

Quoziente di Rayleigh-Ritz

| valori di Ritz

Definizione (Valori di Ritz)

Data A matrice di taglia n e K sottospazio di R™, chiamiamo valori di
Ritz di A relativi al sottospazio K gli autovalori della matrice A
proiettata su .

In particolare se {v1,...,vr} € una base ortonormale di K, detta
V = [v1,...,v] € R"*F i valori valori di Ritz di A relativi al sottospazio
K sono gli autovalori della matrice B = V*AV



L Metodi per il calcolo degli autovalori

Quoziente di Rayleigh-Ritz

| valori di Ritz

Definizione (Valori di Ritz)

Data A matrice di taglia n e K sottospazio di R™, chiamiamo valori di
Ritz di A relativi al sottospazio K gli autovalori della matrice A
proiettata su .

In particolare se {v1,...,vr} € una base ortonormale di K, detta
V = [v1,...,v] € R"*F i valori valori di Ritz di A relativi al sottospazio
K sono gli autovalori della matrice B = V*AV

Quindi valori di Ritz di A relativi al sottospazio K sono i punti critici di

‘B VAV
pB(x) = i - % = pp(x) = Aot - * . al variare di = € R¥, owvero
ztx zte
tA
pa(z) = Y . y7 al variarediy =Vz € £

Yy



L Metodi per il calcolo degli autovalori

Quoziente di Rayleigh-Ritz

Convergenza verso gli autovalori estremali

Consideriamo V m V,,, = [v1,...,vm,] con {v,..., v} base ortonormale
di KC,,,.

Siano ora (GZ(m), sl(-m)) le autocoppie della matrice B,, = V,* AV,, (in
questo caso ugm) = Vmsgm) si dicono vettori di Ritz di A su K), ordinati

in modo che

gim) _ pA(ugm)) > o> = pA(uﬁ,T)), vale:

¢
= > Apa1o e A\, <0 =mi y
yekm yty — nmm e m gglrcl yty

e Ggm) SONO unha successione crescente, 9,(,17") sono una decrescente.



icizerh e il el dedh e s

Il metodo di Davidson

Il metodo di Davidson

Il metodo di Davidson & un metodo iterativo per il calcolo di alcuni
autovalori estremali di una matrice simmetrica che sfrutta i risultati citati
sui valori di Ritz.



L Metodi per il calcolo degli autovalori

Il metodo di Davidson

Il metodo di Davidson

Il metodo di Davidson & un metodo iterativo per il calcolo di alcuni
autovalori estremali di una matrice simmetrica che sfrutta i risultati citati
sui valori di Ritz.

Supponiamo di voler cercare gli autovalori di una matrice A e di
conoscere (0, u) coppia di Ritz (approssimazione dell’autocoppia (A, v),
con )\ autovalore di modulo massimo) di A relativa ad sottopazio

K CR"™.

Vogliamo cercare t tale che

Alut+t)=Au+t) = (A- M)t =—(A - A)u



L Metodi per il calcolo degli autovalori

Il metodo di Davidson

Il metodo di Davidson

Il metodo di Davidson & un metodo iterativo per il calcolo di alcuni
autovalori estremali di una matrice simmetrica che sfrutta i risultati citati
sui valori di Ritz.

Supponiamo di voler cercare gli autovalori di una matrice A e di
conoscere (0, u) coppia di Ritz (approssimazione dell’autocoppia (A, v),
con )\ autovalore di modulo massimo) di A relativa ad sottopazio

K CR"™.

Vogliamo cercare t tale che
Alu+t)=Au+t)=(A—- At =—-(A—-A)u

Davidson propone di risolvere: (D4 — 0I)t = —r con r = (A — 01 )u.



L Metodi per il calcolo degli autovalori

Il metodo di Davidson

Il metodo di Davidson

Imporre (u + t) autovettore relativo a A\ autovalore di modulo massimo
equivale a imporre p(u + t) = max.crn p(c).
' Az

Sviluppando p(z) = £ con Taylor al secondo ordine troviamo

p(u+1t) =~ p(u) +t'Vp(u) + %ttH(u)t

esiar = (A—p(u)l)u, allora



L Metodi per il calcolo degli autovalori

Il metodo di Davidson

Il metodo di Davidson

Imporre (u + t) autovettore relativo a A\ autovalore di modulo massimo
equivale a imporre p(u + t) = max.crn p(c).

. t . .
Sviluppando p(z) = zzf}f con Taylor al secondo ordine troviamo

p(u+1t) =~ p(u) +t'Vp(u) + %ttH(u)t

esiar = (A—p(u)l)u, allora

2r 2 ;T + Uiy
Vol = His() = o (o () -2
Se t = tie;, t'Vp(u) = Zit;, 2t H(u)t = - (a;; — plu) — 4%5%) 12, e
troviamo
i apsp‘;'lox -1
li = — —  ti=—(aiy —pu)”




L Metodi per il calcolo degli autovalori

Il metodo di Davidson

Algoritmo

di Davidson

(i) Scegli un vettore iniziale v

(ii) Calcola vy = T Vo = [vo]; H = [v§Avo];
u = vg,0 = vjAvg, r = Au — Ou
(iii) fori=1,...

(iv) end

Trovat = (Ds —60I)"'r

Ortogonalizza t rispetto a Vi, ed espandi Vi, a V41 con questo
nuovo vettore

Calcola V¥ 1 (Avgy1) per aggiornare I'ultima riga e I'ultima
colonna di H

Calcola la pit grande autocoppia (6, s) di H

Calcola il vettore di Ritz u = Vi s e il resto r = Au — Ou

Test di convergenza



!I metodi di Jacobi

Metodo delle Rotazioni di Jacobi

Scopo: ridurre la quantita off (4) = />, a3; di una matrice

simmetrica A tramite trasformazioni unitarie Q*AQ
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I metodi di Jacobi

Metodo delle Rotazioni di Jacobi

Scopo: ridurre la quantita off (4) = />, a3; di una matrice

simmetrica A tramite trasformazioni unitarie Q*AQ

Osserviamo che scelti p # ¢ esistono sempre ¢, s tali che

¢ —s| |app apql | c s| _|bp O
s ¢ | |apq agq||—s ¢ |0 by



L Metodi per il calcolo degli autovalori

I metodi di Jacobi

Metodo delle Rotazioni di Jacobi
Scopo: ridurre la quantita off (4) = />, a3; di una matrice
simmetrica A tramite trasformazioni unitarie Q*AQ

Osserviamo che scelti p # ¢ esistono sempre ¢, s tali che
¢ —s| |app apql | c s| _|bp O
s ¢ | |apq agq||—s ¢ |0 by

= scelta J = J,, 4(c, s) otteniamo

2

—-n

off(J*AJ)? = off (A)? — 2a,,4 <2 off(J* AJ)? < <1 =

n2

) off (A)?

(1) se ap,q > a;,;Vi # j.



!I metodi di Jacobi

JOCC

Supponiamo che A sia fortemente dominante diagonale con
a=ay > aq; Vi

— (a, e1) approssimazione dell’autocoppia piu grande di A.
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I metodi di Jacobi

JOCC

Supponiamo che A sia fortemente dominante diagonale con
a=ay > aq; Vi

— (a, e1) approssimazione dell’autocoppia piu grande di A.
Idea: cercare la correzione t = ( 0 =z ) dell’autovettore in ef, in modo

chee; +t=(1 =z )!sia autovalore della matrice A e risolvere il
problema degli autovalori come un sistema lineare.



L Metodi per il calcolo degli autovalori

I metodi di Jacobi

JOCC

Supponiamo che A sia fortemente dominante diagonale con
a=ay > aq; Vi

— (a, e1) approssimazione dell’autocoppia piu grande di A.

Idea: cercare la correzione t = ( 0 =z ) dell’autovettore in ef, in modo
chee; +t=(1 =z )!sia autovalore della matrice A e risolvere il
problema degli autovalori come un sistema lineare.

bt : .
, vogliamo risolvere:

Al 4l

Posto A = [a
c



!I metodi di Jacobi

JOCC - Risoluzione del sistema

bt : .
, vogliamo risolvere:

A 4l

Posto A = [a
c



!I metodi di Jacobi

JOCC - Risoluzione del sistema

bt : .
, vogliamo risolvere:

A 4l

Ciog il sistema che vogliamo risolvere é:

{/\:a+sz {)\:a+sz

Posto A = [a
c

c+Fz= Xz (F=M)z=—c



L Metodi per il calcolo degli autovalori

I metodi di Jacobi

JOCC - Risoluzione del sistema

bt : .
, vogliamo risolvere:

A 4l

Cioé il sistema che vogliamo risolvere é:

A=a+blz A=a+blz
c+Fz= Xz (F=M)z=—c

Posto A = [a
c

Che puo essere risolto iterativamente una volta riscritto come

0, = a—i—szk
(DF — 9k1)2k+1 = (DF — F)Zk —C



!I metodi di Jacobi

Metodo di Davidson: un JOCC accelerato

Supponiamo di essere a k-esimo passo del metodo di Davidson e di
JOCC, Up = ( 1 Zk )t, e 9k3

B Cfa—0 b 1] [ a—0+0bz
Tk—(A—gkI)uk—|: c F—QI] [zk}_[c—i—(F—@I)zk]



L Metodi per il calcolo degli autovalori

I metodi di Jacobi

Metodo di Davidson: un JOCC accelerato

Supponiamo di essere a k-esimo passo del metodo di Davidson e di
JOCC, U = ( 1 Zk )t, e 9k3

B Cfa—0 b 1] [ a—0+0bz
Tk(AekI)Uk|: c F—QI] [ZJ[C+(F—91)zk]

Con il metodo di Davidson calcoliamo ¢, da:

-0 0 t
Da—6D)t, = | - _
(Da )tk [ 0 Dp-— 91} ij] T}, OVvero

(DF—QI)yk = —(F—@I)zk—c <~ (_DF—(QI)(yk'FZk) = (DF—F)Zk—C



Outline

Il nuovo metodo Jacobi-Davidson
m Presentazione del metodo
m L'algoritmo
m Risoluzione dell’equazione di Jacobi-Davidson



1l nuove metodo Jacobi-Davidson

Presentazione del metodo

Il metodo iterativo

A € C™*™: supponiamo di conoscere V,,, base ortogonale di un
sottospazio K., e (6, u) coppia di Ritz di A relativa a K. In particolare:

0=u"Au

Idea: trovare la correzione v per cui v + v & autovettore di A in ut.



L1l nuovo metodo Jacobi-Davidson

Presentazione del metodo

Il metodo iterativo

A € C™*™: supponiamo di conoscere V,,, base ortogonale di un
sottospazio K., e (6, u) coppia di Ritz di A relativa a K. In particolare:
0 =u"Au

Idea: trovare la correzione v per cui u + v & autovettore di A in ut

Indichiamo con B = (I — uu*)A(I — uu™) la proiezione della matrice A
su ut: vale

A =B+ Auu* +uu* A — Quu®
Il problema da risolvere é:
Alu+v)=Au+v) conv Lu
(A—=X)v=—(A—X)uconv Lu (3)



!Presentazione del metodo

L'equazione di Jacobi-Davidson

Osserviamo che da A = B 4+ Auu* + uu*A — Quu™ ricaviamo
Av = Bv + Auu*v + uu* Av — Quu*v = Bv + u*Avu perv L u

Poniamor = Au—0u: r L u



L1l nuovo metodo Jacobi-Davidson

Presentazione del metodo

L'equazione di Jacobi-Davidson

Osserviamo che da A = B 4+ Auu* + uu*A — Quu™ ricaviamo
Av = Bv + Auu*v + uu* Av — Quu*v = Bv + u*Avu perv L u

Poniamor = Au—0u: r L u

Sostituendo nell’equazione 3
(A=X)v=—(A—-AN)u <= (B=MN)v=—r+(A—0—u*Av)u
pervlu=A—0—u"Av=0= (B—A)v=—r



L1l nuovo metodo Jacobi-Davidson

Presentazione del metodo

L'equazione di Jacobi-Davidson

Osserviamo che da A = B + Auu* + uu*A — Quu* ricaviamo
Av = Bv + Auu*v + uu* Av — Quu*v = Bv + u*Avu perv L u

Poniamor = Au—0u: r L u

Sostituendo nell'equazione 3
(A=X)v=—(A-XN)u < (B=XN)v=—-r+(A—60—u"Av)u
pervlu=A—0—u"Av=0= (B—A)v=—r
Questo porta all'equazione di Jacobi-Davidson
(B—0I)t=—r cont L u o equiv.

(I —uu)(A—0) (I —uu*)t=—rcont Lu (4)



!L

'algoritmo

(i) Scegli un vettore iniziale v



! L’algoritmo

(i) Scegli un vettore iniziale v Ad ogni passo:

(i) Inizializza vy, V, H e trova la prima - V & una base ortonormale
coppia (¢, u) del sottospazio K
considerato
- H=V*AV ¢ la
proiezione della matrice A
su .

Inizializza:

= v Avg.
La prima coppia di Ritz &
(v Avg, vg).



! L’algoritmo

(i) Scegli un vettore iniziale v

(i) Inizializza vg, V, H e trova la prima
coppia (6, u)
(iii) fori=1,...

(iv) end



! L’algoritmo

(i) Scegli un vettore iniziale v Vedremo piii avanti tecniche
(i) Inizializza vy, V', H e trova la prima risolutive di questa equazione:
coppia (0, u) - Risoluzione esatta
(iii) fori=1,... - Risoluzione approssimata
e Risolvi I'equazione con GMRES
(I —uwu”)(A=0I) (I —uu*)t = —r - Risoluzione approssimata
contLu. risolvendo in maniera

esatta I'equazione
precondizionata

(iv) end



!L

'algoritmo

(i) Scegli un vettore iniziale v
(i) Inizializza vg, V, H e trova la prima
coppia (6, u)
(i) fori=1,...
e Risolvi I'equazione
(I—uwu*)(A=0I)(I —uu*)t = —r
cont L u.
e Espandi la base V/

(iv) end

Ortogonalizza t rispetto a V'
ottenendo un nuovo vettore

Vk+1-

Lo spazio /C esteso con vj41
ha come base ortonormale
V= [V, 'Uk+]_].



! L’algoritmo

(i) Scegli un vettore iniziale v
(i) Inizializza vg, V, H e trova la prima
coppia (6, u)
(i) fori=1,...
e Risolvi I'equazione
(I—uwu*)(A=0I)(I —uu*)t = —r
cont L u.
e Espandi la base V
e Aggiorna H

(iv) end

Ad ogni passo vogliamo

H = V*AV: basta aggiornare
I'ultima riga e |'ultima colonna
di H con

V*Avk;Jrl



!L

'algoritmo

(i) Scegli un vettore iniziale v Calcola I'autocoppia relativa
(i) Inizializza vy, V', H e trova la prima all'autovalore massimo (0, s)
coppia (6, u) di H=V*AV.
(iii) fori=1,... La coppia di Ritz di A relativa
e Risolvi I'equazione Ak e
(I—uwu*)(A=0I)(I —uu*)t = —r 0,Vs)
cont L u.
e Espandi la base V
e Aggiorna H
e Calcola I'autocoppia di Ritz
(0,u) di A

(iv) end



! L’algoritmo

(i) Scegli un vettore iniziale v

(i) Inizializza vg, V, H e trova la prima
coppia (6, u)
(i) fori=1,...

e Risolvi I'equazione
(I—uwu*)(A=0I)(I —uu*)t = —r
cont L u.

Espandi la base V
Aggiorna H

Calcola I'autocoppia di Ritz
(0,u) di A

[I7|] = ||Au — Qul|: Test di
convergenza

(iv) end



Risoluzi dell’ 5 di Jacobi-David

Risoluzione esatta

Vogliamo risolvere
(I—uwu)(A—00)({I —uu*)t=—-rcont Lu

Osserviamo che (I —uu*)t =t = (A — 0I)t + eu = —r, dove € & tale
chet L u.



Risoluzi dell’ 5 di Jacobi-David

Risoluzione esatta

Vogliamo risolvere
(I—uwu)(A—00)({I —uu*)t=—-rcont Lu

Osserviamo che (I —uu*)t =t = (A — 0I)t + eu = —r, dove € & tale
chet L u.

Quindi equivale a risolvere il sistema

EamliN



L1l nuovo metodo Jacobi-Davidson

Risoluzi dell’ 5 di Jacobi-David

Risoluzione dell'equazione esatta con precondizionatore

In certi casi (per 6 = \) la matrice precedente € molto mal condizionata:
quindi data M ~ (A — 61) invertibile, possiamo risolvere

(I —wu M —uu)t=—r=t=eM ‘u—M"'r

dove
wM~1r
€= ———
w* M1y

& il fattore di correzione.



L1l nuovo metodo Jacobi-Davidson

Risoluzi dell’ 5 di Jacobi-David

Risoluzione dell'equazione esatta con precondizionatore

In certi casi (per 6 = \) la matrice precedente € molto mal condizionata:
quindi data M ~ (A — 61) invertibile, possiamo risolvere

(I —wu M —uu)t=—r=t=eM ‘u—M"'r
dove
w*M~r

€= ————
w* M1y

& il fattore di correzione.

Ad esempio, per matrici FDD useremo M = D4 — 61.



Risoluzi dell’ 5 di Jacobi-David

Risoluzione approssimata dell’'equazione

Risoluzione dell'equazione [(I — uux)(A — 0I)(I — uu*)|t = —r con
il GMRES



L1l nuovo metodo Jacobi-Davidson

Risoluzione dell'equazione di Jacobi-Davidson

Risoluzione approssimata dell’'equazione

Risoluzione dell'equazione [(I — uux)(A — 0I)(I — uu*)|t = —r con
il GMRES

Sappiamo che le soluzioni apparterranno al sottospazio
Km(C,r) ={r,Cr,...,C™ 1r}. Osserviamo che r | u e
supponendo u*C*~1r =0
uw*CFr = u* (I — uu*)(A — 0I)(I — uu*)C* 1y
= u* (I —uu*)(A —0I)C* 1
= u* (I —uu*)ACH 1y = u* AC* 1y —u*AC*1r =0

quindi w*C*r = 0 Vk per induzione.
Ma allora s € K,,,(C,7) = {r,Cr,...,C™ 1} Cut.



Outline

Convergenza



Alcuni risultati

Se I'equazione é risolta in maniera esatta: convergenza quadratica
(cubica nel caso Hermitiano)



Alcuni risultati
Se I'equazione é risolta in maniera esatta: convergenza quadratica
(cubica nel caso Hermitiano)

Se I'equazione é risolta in maniera approssimata: convergenza veloce
€ mantenuta



Alcuni risultati
Se I'equazione é risolta in maniera esatta: convergenza quadratica
(cubica nel caso Hermitiano)

Se I'equazione é risolta in maniera approssimata: convergenza veloce
€ mantenuta

[ SN -

—Bact
o GMRES

4

1

)2 4 6 5 10 12 11 16 18 20 22 20 2 25 30 32 31 36 3 10



Il caso di una matrice FDD

A=Da+ E con ||E||lec < ||Dallco € a1,1 elemento diagonale di
modulo massimo. Allora: uy = e; + f,
(r)1 = (Au—0u)1 = (a1,1 — O)(1 + (f)1) + (Bur)
(r)i = (@i — 0)(f)i + (Bug)i



Il caso di una matrice FDD

A=Da+ E con ||E||lec < ||Dallco € a1,1 elemento diagonale di
modulo massimo. Allora: u; =e; + f,
(r)1 = (Au—0u)1 = (a1,1 — O)(1 + (f)1) + (Bur)
(r)i = (@i — 0)(f)i + (Bug)i
Quindi
tp = (Da—00)7Yr =(e1 + f)+ (Da — 0I)" Y (Euy)
tip=¢e(Da—0I)"tu— (D4 — 0I)~'r dove

*(Da—60I)~1r
Da— 01l < || PA=OD" Tl gy
s =0 ula < || EEA—ZEST | 1104 = 00|
u Dy—00)"1r
< || H ||( A ) HH(DA_HI)—luH

™ lul[ [[Da = 01) = ull
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