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Exerciceþþ 1þþ.þþ Exemplesþ d’ensemblesþ analytiques.þ
Montrerþ queþ lesþ ensemblesþ suivantsþ sontþ analytiquesþ (onþ rappelleraþ leþ borélienþ standardþ dontþ ceþ
sontþ desþ sous-ensembles).þ

—þþ L’ensembleþ desþ suitesþ deþ réelsþ quiþ admettentþ uneþ sous-suiteþ convergente.þ
—þþ L’ensembleþ desþ fermésþ deþ [0, 1] quiþ contiennentþ unþ irrationnel.þ
—þþ L’ensembleþ desþ fonctionsþ continuesþ surþ [0, 1] dérivablesþ quelqueþ part,þ c’est-à-direþ desþ fonc-

tionsþ f tellesþ qu’ilþ existeþ x0 ∈]0, 1[ avecþ f dérivableþ enþ x0.þ

Exerciceþþ 2þþ.þþ Théorèmeþ duþ grapheþ borélien.þ
Soientþ X etþ Y deuxþ boréliensþ standards,þ etþ soitþ f : X → Y .þ Montrerþ queþ lesþ assertionsþ suivantesþ
sontþ équivalentesþ :þ

(i)þ l’applicationþ f estþ borélienne ;þ

(ii)þ leþ grapheþ deþ f estþ borélien.þ

Enþ déduireþ uneþ autreþ preuveþ duþ faitþ queþ siþ τ etþ τ ′ sontþ deuxþ topologiesþ polonaisesþ surþ unþ ensembleþ
X tellesþ queþ τ ⊆ τ ′ alorsþ τ etþ τ ′ ontþ lesþ mêmesþ tribusþ deþ boréliens.þ Montrerþ enfinþ queþ (i)þ etþ (ii)þ
sontþ égalementþ équivalentesþ àþ

(iii)þ leþ grapheþ deþ f estþ analytique.þ

Exerciceþþ 3þþ.þþ Unþ ensembleþ Π0
3-complet.þ

Montrerþ queþ touteþ suiteþ d’entiersþ (un)n∈N estþ déterminéeþ parþ laþ suiteþ d’ensemblesþ (Ak)k∈N définieþ
parþ

Ak = {n ∈ N : un 6 k}.

Onþ rappelleþ queþ l’ensembleþ desþ suitesþ deþ sous-ensemblesþ finisþ deþ N estþ Π3
0-completþ dansþ (2N)N.þ

Montrerþ queþ l’ensembleþ desþ suitesþ croissantesþ deþ sous-ensemblesþ finisþ deþ N dontþ laþ réunionþ estþ
égaleþ àþ N estþ égalementþ Π0

3-complet.þ
Enþ utilisantþ lesþ constructionsþ précédentes,þ montrerþ queþ l’ensembleþ desþ suitesþ d’entiersþ quiþ tendentþ
versþ +∞ estþ Π0

3-complet.þ
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