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Exerciceþþ 1þþ.þþ Lesþ ensemblesþ analytiquesþ satisfontþ l’hypothèseþ duþ continu.þ
Soitþ X,Y deuxþ espacesþ polonaisþ etþ f : X → Y continue.þ Onþ vaþ montrerþ queþ siþ f(X) n’estþ pasþ
dénombrableþ alorsþ ilþ contientþ uneþ copieþ homéomorpheþ deþ l’espaceþ deþ Cantor.þ Supposonsþ doncþ
f(X) nonþ dénombrable.þ

1.þ Soitþ U :=
⋃
{V ouvertþ deþ X : f(V ) dénombrableþ}.þ Montrerþ queþ f(U) estþ dénombrable.þ

Enþ déduireþ queþ l’onþ peutþ seþ ramenerþ auþ casþ oùþ pourþ toutþ W ouvertþ deþ X,þ f(W ) n’estþ pasþ
dénombrable.þ

2.þ Enþ utilisantþ unþ schémaþ deþ Cantor,þ montrerþ qu’ilþ existeþ uneþ copieþ K deþ l’espaceþ deþ Cantorþ
dansþ X telleþ queþ f�K soitþ injective.þ

3.þ Conclureþ queþ toutþ sous-ensembleþ analytiqueþ deþ toutþ espaceþ polonaisþ satisfaitþ l’hypothèseþ
duþ continu.þ

Exerciceþþ 2þþ.þþ Ensembleþ desþ bonsþ ordresþ surþ N.þ
Onþ rappelleþ qu’unþ ordreþ surþ N estþ bonþ siþ toutþ sous-ensembleþ nonþ videþ deþ N admetþ unþ minimum.þ
Celaþ revientþ àþ direþ qu’onþ aþ unþ ordreþ totalþ bienþ fondé.þ

1.þ Montrerþ queþ l’ensembleþ desþ ordresþ surþ N estþ unþ ferméþ duþ compactþ métrisableþ 2N×N.þ

2.þ Montrerþ queþ l’ensembleþ WO (well-order)þ desþ bonsþ ordresþ surþ N estþ coanalytique.þ

3.þ Étantþ donnéþ unþ arbreþ T surþ N,þ onþ définitþ l’ordreþ deþ Kleene-Brouwerþ surþ l’arbreþ T par :þ
pourþ s, t ∈ T ,þ onþ poseþ s <KB t siþ s estþ unþ descendantþ deþ t (ceþ queþ l’onþ aþ notéþ s ) t ouþ
s ≺ t dansþ leþ cours)þ ouþ siþ si < ti oùþ i estþ leþ premierþ entierþ telþ queþ si 6= ti (onþ aþ doncþ
essentiellementþ l’ordreþ lexicographiqueþ avecþ parþ exempleþ 000 <KB 01,þ saufþ queþ 01 estþ plusþ
petitþ queþ 0 !).þ Montrerþ queþ T estþ bienþ fondéþ siþ etþ seulementþ siþ (T,<KB) estþ bienþ ordonnée.þ

4.þ Enþ déduireþ queþ l’ensembleþ WO estþ Π1
1-complet.þ

Exerciceþþ 3þþ.þþ Théorèmeþ deþ Kunen-Martin.þ
Étantþ donnéeþ uneþ relationþ bienþ fondéeþ ≺ surþ unþ ensembleþ nonþ videþ X,þ onþ définitþ unþ rangþ associéþ
surþ X parþ induction :þ leþ rangþ deþ x ∈ X estþ

ρ≺(x) := sup
y≺x

(ρ≺(y) + 1).

Leþ rangþ deþ ≺ estþ alorsþ définiþ parþ ρ(≺) := supx∈X(ρ≺(x) + 1).þ Onþ seþ proposeþ deþ montrerþ leþ
théorèmeþ deþ Kunen-Martin :þ siþ X estþ unþ borélienþ standard,þ touteþ relationþ bienþ fondéeþ ≺ quiþ estþ
analytiqueþ (commeþ sousþ ensembleþ deþ X ×X)þ vérifieþ ρ(≺) < ω1.þ

1.þ Onþ aþ vuþ enþ coursþ queþ siþ S etþ T sontþ desþ arbresþ surþ N alorsþ ρ(S) 6 ρ(T ) ssiþ ilþ existeþ
f : S → T strictementþ croissante.þ Généraliserþ ceþ résultatþ àþ desþ arbresþ surþ unþ ensembleþ
quelconque.þ Quelleþ formeþ d’axiomeþ duþ choixþ avez-vousþ utilisée ?þ

2.þ Soitþ ≺ uneþ relationþ bienþ fondéeþ surþ unþ ensembleþ X,þ onþ définitþ unþ arbreþ T≺ surþ X dontþ lesþ
sommetsþ sontþ lesþ (x0, ..., xn) avecþ xi+1 ≺ xi pourþ i = 0, ..., n−1.þ Montrerþ queþ ρ(≺) = ρ(T≺).þ

3.þ Montrerþ leþ théorèmeþ deþ Kunen-Martin.þ
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