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TD3þ -þ Hiérarchieþ borélienne,þ ensemblesþ analytiquesþ

Exerciceþþ 1þþ.þþ Paramétragesþ X-universels.þ
Soitþ X unþ espaceþ polonaisþ nonþ dénombrable,þ montrerþ qu’ilþ existeþ unþ X-paramétrageþ universelþ
deþ Σ0

ξ(X).þ

Exerciceþþ 2þþ.þþ Nonþ trivialitéþ deþ laþ hiérarchieþ auxþ ordinauxþ limites.þ
Soitþ X unþ espaceþ polonaisþ nonþ dénombrableþ etþ ξ < ω1 unþ ordinalþ limite.þ Montrerþ queþ⋃

η<ξ

Σ0
η(X) ( Σ0

ξ(X).

Exerciceþþ 3þþ.þþ Calculsþ deþ complexitéþ 1þ

1.þ Montrerþ queþ l’ensembleþ desþ suitesþ (xn) ∈ NN tellesþ queþ limn→+∞ xn = +∞ estþ unþ Π0
3(NN).þ

2.þ Unþ sous-ensembleþ A deþ N estþ ditþ deþ densitéþ nulleþ siþ

lim
n→+∞

|A ∩ {0, ..., n− 1}|
n

= 0.

Montrerþ queþ l’ensembleþ desþ sous-ensemblesþ deþ N deþ densitéþ nulleþ estþ unþ Π0
3(2

N).þ

Exerciceþþ 4þþ.þþ Stabilitéþ desþ ensemblesþ analytiques.þ
Montrerþ lesþ propriétésþ suivantesþ deþ stabilitéþ desþ ensemblesþ analytiquesþ (l’ordreþ donnéþ permetþ deþ
neþ pasþ boucler !)þ

—þþ imageþ directeþ borélienneþ (siþ A ∈ Σ1
1(X) etþ f : X → Y estþ borélienneþ alorsþ f(A) ∈ Σ1

1(Y )),þ
—þþ intersectionþ dénombrableþ (siþ pourþ toutþ n ∈ N,þ An ∈ Σ1

1(X) alorsþ
⋂

n∈NAn ∈ Σ1
1(X)),þ

—þþ réunionþ dénombrableþ (siþ pourþ toutþ n ∈ N,þ An ∈ Σ1
1(X) alorsþ

⋃
n∈NAn ∈ Σ1

1(X))þ etþ
—þþ préimageþ borélienneþ (siþ B ∈ Σ1

1(Y ) etþ f : X → Y estþ borélienneþ alorsþ f−1(B) ∈ Σ1
1(X)).þ

Montrerþ qu’uneþ seuleþ deþ cesþ quatresþ propriétésþ n’estþ pasþ vraieþ desþ ensemblesþ coanalytiquesþ (onþ
donneraþ unþ contre-exempleþ etþ montreraþ queþ lesþ troisþ autresþ sontþ vraies).þ

Exerciceþþ 5þþ.þþ Exemplesþ d’ensemblesþ analytiques.þ
Montrerþ queþ lesþ ensemblesþ suivantsþ sontþ analytiquesþ (onþ rappelleraþ leþ borélienþ standardþ dontþ ceþ
sontþ desþ sous-ensembles).þ

—þþ L’ensembleþ desþ suitesþ deþ réelsþ quiþ admettentþ uneþ sous-suiteþ convergente.þ
—þþ L’ensembleþ desþ compactsþ deþ [0, 1] quiþ contiennentþ unþ irrationnel.þ
—þþ L’ensembleþ desþ fonctionsþ continuesþ surþ [0, 1] dérivablesþ quelqueþ part,þ c’est-à-direþ desþ f

tellesþ qu’ilþ existeþ x0 ∈]0, 1[ avecþ f dérivableþ enþ x0.þ

Exerciceþþ 6þþ.þþ Retourþ surþ lesþ boréliens.þ
Soitþ X unþ espaceþ polonais.þ Montrerþ qu’ilþ n’yþ aþ pasþ deþ X-paramétrageþ universelþ deþ ∆1

1(X).þ
Pouvez-vousþ généraliserþ ceþ résultatþ àþ d’autresþ classesþ Γ ?þ

Exerciceþþ 7þþ.þþ Ensembleþ desþ bonsþ ordresþ surþ N.þ
Onþ rappelleþ qu’unþ ordreþ surþ N estþ bonþ siþ toutþ sous-ensembleþ nonþ videþ deþ N admetþ unþ minimum.þ
Celaþ revientþ àþ direþ qu’onþ aþ unþ ordreþ totalþ bienþ fondé.þ

1.þ Montrerþ queþ l’ensembleþ desþ ordresþ surþ N estþ unþ ferméþ duþ compactþ métrisableþ 2N×N.þ

2.þ Montrerþ queþ l’ensembleþ WO (well-order)þ desþ bonsþ ordresþ surþ N estþ coanalytique.þ

1þ.þ Pourþ beaucoupþ plusþ d’exemples,þ cf.þ [þKec95þ,þ chap.þ 23].þ
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3.þ Étantþ donnéþ unþ arbreþ T surþ N,þ onþ définitþ l’ordreþ deþ Kleene-Brouwerþ surþ l’arbreþ T par :þ
pourþ s, t ∈ T ,þ onþ poseþ s <KB t siþ s estþ unþ descendantþ deþ t (ceþ queþ l’onþ aþ notéþ s ) t ouþ
s ≺ t dansþ leþ cours)þ ouþ siþ si < ti oùþ i estþ leþ premierþ entierþ telþ queþ si 6= ti (onþ aþ doncþ
essentiellementþ l’ordreþ lexicographiqueþ avecþ parþ exempleþ 000 <KB 01,þ saufþ queþ 01 estþ plusþ
petitþ queþ 0 !).þ Montrerþ queþ T estþ bienþ fondéþ siþ etþ seulementþ siþ (T,<KB) estþ bienþ ordonnée.þ

4.þ Enþ déduireþ queþ l’ensembleþ WO estþ Π1
1-complet.þ

Exerciceþþ 8þþ.þþ Théorèmeþ deþ Kunen-Martin.þ
Étantþ donnéeþ uneþ relationþ bienþ fondéeþ ≺ surþ unþ ensembleþ nonþ videþ X,þ onþ définitþ unþ rangþ associéþ
surþ X parþ induction :þ leþ rangþ deþ x ∈ X estþ

ρ≺(x) = sup
y≺x

(ρ≺(y) + 1).

Leþ rangþ deþ ≺ estþ alorsþ définiþ parþ ρ(≺) := supx∈X(ρ≺(x) + 1).þ Onþ seþ proposeþ deþ montrerþ leþ
théorèmeþ deþ Kunen-Martin :þ siþ X estþ unþ borélienþ standard,þ touteþ relationþ bienþ fondéeþ ≺ quiþ estþ
analytiqueþ (commeþ sousþ ensembleþ deþ X ×X)þ vérifieþ ρ(≺) < ω1.þ

1.þ Onþ aþ vuþ enþ coursþ queþ siþ S etþ T sontþ desþ arbresþ surþ N alorsþ ρ(S) 6 ρ(T ) ssiþ ilþ existeþ
f : S → T strictementþ croissante.þ Généraliserþ ceþ résultatþ àþ desþ arbresþ surþ unþ ensembleþ
quelconque.þ Quelleþ formeþ d’axiomeþ duþ choixþ avez-vousþ utilisée ?þ

2.þ Soitþ ≺ uneþ relationþ bienþ fondéeþ surþ unþ ensembleþ X,þ onþ définitþ unþ arbreþ T≺ surþ X dontþ lesþ
sommetsþ sontþ lesþ (x0, ..., xn) avecþ xi+1 ≺ xi pourþ i = 0, ..., n−1.þ Montrerþ queþ ρ(≺) = ρ(T≺).þ

3.þ Montrerþ leþ théorèmeþ deþ Kunen-Martin.þ

4.þ Enþ déduireþ queþ siþ X estþ unþ borélienþ standard,þ unþ bonþ ordreþ surþ X neþ peutþ êtreþ analytiqueþ
commeþ sous-ensembleþ deþ X2 (onþ verraþ queþ siþ X estþ polonais,þ unþ telþ bonþ ordreþ neþ peutþ enþ
faitþ êtreþ Baireþ mesurable,þ doncþ neþ peutþ êtreþ niþ analytiqueþ niþ coanalytique).þ

Exerciceþþ 9þþ.þþ Fonctionsþ continuesþ tendantþ versþ zéroþ pointþ parþ point.þ
Onþ considèreþ l’ensembleþ CP desþ suitesþ deþ fonctionsþ continuesþ (fn) ∈ (C([0, 1]))N tellesþ queþ
fn(x) → 0 pourþ toutþ x ∈ [0, 1].þ Montrerþ queþ CP estþ coanalytiqueþ complet.þ
Onþ pourraþ construireþ uneþ suiteþ d’intervallesþ fermésþ (Is), (Js)s∈N<N décroissantsþ avecþ pourþ chaqueþ
s ∈ N<N,þ Js ⊆ Is,þ Isn ⊆ Js pourþ toutþ n ∈ N,þ Isn disjointþ deþ Ism pourþ toutþ m 6= n,þ etþ enfinþ Is deþ
longueurþ auþ plusþ 2−|s|.þ Onþ pourraþ deþ plusþ utiliserþ pourþ chaqueþ s ∈ N<N uneþ fonctionþ continueþ
0 6 fs 6 1 égaleþ àþ 1 surþ Js etþ 0 enþ dehorsþ deþ Is.þ
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