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1 Introduction

Nous allons présenter la preuve du théorème suivant, dû à David Kerr et Hanfeng Li dans [6].

Théorème 1. Soit T P AutpX,µq et U P AutpY, νq deux transformations apériodiques et ergodiques. Si elles sont
orbitalement équivalentes et que parmi les deux cocycles associés à l’équivalence orbitale, cT : X ÞÑ Z est Shannon,
alors hpT q ď hpUq.

Les espaces de probabilité pX,µq et pY, νq sont toujours supposés standards. Les deux auteurs donnent en fait
un énoncé plus général qui est le suivant.

Théorème 2. Soit G et H deux groupes infinis, finiment engendrés. On suppose que G est virtuellement cyclique,
H est virtuellement abélien et que G

α
ñ pX,µq et H

β
ñ pY, νq sont deux actions p.m.p. libres et orbitalement

équivalentes et que parmi les deux cocycles associés à l’équivalence orbitale, κG : G ˆ X Ñ H est Shannon. Alors
hpαq ď hpβq.

On dit qu’un groupe vérifie virtuellement une propriété si cette propriété est vérifiée par un sous-groupe d’indice
fini (par exemple : virtuellement cyclique, virtuellement abélien).

De cette énoncé asymétrique par rapport aux cocycles, on en déduit une version symétrique : si on suppose de
plus que H est aussi virtuellement cyclique et que l’autre cocycle κH : H ˆ Y Ñ G est Shannon (dans ce cas on
parle d’équivalence orbitale de Shannon), alors hpαq “ hpβq. Kerr et Li en déduisent un résultat plus général,
s’appuyant sur leurs travaux dans [5] :
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Théorème 3. Soit G et H deux groupes infinis, finiment engendrés et virtuellement abéliens. Si G
α
ñ pX,µq et

H
β

ñ pY, νq sont deux actions p.m.p. et libres, Shannon orbitalement équivalentes, alors elles ont même entropie :
hpαq “ hpβq.

Nous nous restreignons au cas plus simple d’actions du groupe Z (c’est-à-dire G “ H “ Z). Par conséquent, nous
parlerons de transformations p.m.p. T : X Ñ X et U : Y Ñ Y au lieu d’actions de groupes p.m.p., de transformations
apériodiques au lieu d’actions libres. Avec cette simplification de l’énoncé, les preuves dans [6] sont raccourcies, nous
expliquerons en note de bas de page les étapes supplémentaires que nécessite le cas général dans les preuves. Nous
ne pourrons cependant pas nous passer de certains résultats généraux sur les groupes moyennables, notamment
pour les calculs d’entropie, ce que nous expliquerons dans la partie 2.4.

Les preuves proposées dans [6] nécessitent l’ergodicité des deux actions mais un argument de Kerr et Li (utilisant
le théorème de décomposition ergodique et la formule intégrale de l’entropie par rapport à cette décomposition, voir
[1], [2]) permet de généraliser le résultat obtenu aux actions non nécessairement ergodiques. Ici, nous supposerons
de toute façon l’ergodicité dès qu’on en a besoin et nous garderons en tête que le résultat reste vrai sans ergodicité.

2 Prérequis : définitions, notations, résultats importants

2.1 Equivalence orbitale
Définition 1. Deux transformations apériodiques T P AutpX,µq et U P AutpY, νq sont dites orbitalement équi-
valentes s’il existe des parties X0 de X et Y0 de Y de mesure pleine, respectivement T - et U -invariante, et φ
un isomorphisme mesuré de X0 vers Y0 tels que T et φ´1Uφ ont les mêmes orbites sur X0. φ est appelée une
équivalence orbitale entre T et U .

Dans ce cas, on peut définir presque partout et de manière unique (par apériodicité) des fonctions cT : X ÞÑ Z
et cU : Y ÞÑ Z par :

Tx “ φ´1U cT pxqφpxq et Uy “ φT cU pyqφ´1pyq,

cT et cU sont appelés les cocycles associés à cette équivalence orbitale. Plus généralement, on définira presque partout
des fonctions κT : Z ˆ X ÞÑ Z et κU : Z ˆ Y ÞÑ Z par :

Tnx “ φ´1UκT pn,xqφpxq et Uny “ φTκU pn,xqφ´1pyq,

qu’on appellera également des cocycles. A noter que κT p1, xq “ cT pxq et κU p1, xq “ cU pxq. 1

Dans la suite, nous supposerons sans perte de généralité que pX,µq “ pY, νq et que l’identité sur X est une
équivalence orbitale.

Propriété 1. Par exemple pour κT , on a l’identité de cocycle :

@m,n P Z, κT pm ` n, xq “ κT pm,xq ` κT pn, Tmxq, 2

de laquelle on en déduit :

@j, n P Z, κT pjn, xq “ κT pj, xq ` κT pj, T jxq ` . . . ` κT pj, T jpn´2qxq ` κT pj, T jpn´1qxq. (1)

Par exemple, avec j “ 1, on obtient :

κT pn, xq “ cT pxq ` cT pTxq ` . . . ` cT pTn´2xq ` cT pTn´1xq.

1. Ici on profite du fait que Z est engendré par un élement. Dans le cas général de groupes agissant sur X, non nécessairement
cycliques, on ne peut pas définir des fonctions analogues cG et cH , on ne dispose que des cocycles κG : G ˆ X Ñ H et κH : H ˆ Y Ñ G
définis par gx “ φ´1p κGpg, xqφpxq q et hy “ φp κHph, yqφ´1pyq q.

2. Dans le cas général, κGpg1g2, xq “ κGpg1, g2xqκGpg2, xq.
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2.2 Quelques notations sur les partitions

Etant donnée une partition P de X, une transformation T P AutpX,µq et F une partie finie de Z, PF désigne
la partition jointe

Ž

mPF T´mpPq. Dans le cas particulier F “ J0, n ´ 1K, on notera Pn. Mêmes notations pour un
recouvrement ouvert fini U d’un espace topologique.

On définit souvent une partition P à partir d’une observable, c’est-à-dire une certaine application mesurable
f : X ÞÑ I surjective avec I dénombrable discret (très souvent I Ă Z), en posant P :“ pf´1pnqqnPI . Chaque pièce
est entièrement caractérisée par les valeurs prises par l’observable dessus. Les partitions qu’on définit de cette
manière codent une certaine information qui peut devenir de plus en plus compliquée à visualiser au fur et à mesure
des différentes opérations sur celles-ci (par exemple lorsqu’on joint de telles partitions). Il nous faut une notation
donnant un moyen plus visuel de comprendre l’information codée.

Une partition P définit elle-même une observable P : x P X ÞÑ Ppxq P P où Ppxq est la pièce qui contient x. On
utilisera donc le point de vue plus pratique consistant à confondre observable f et partition P associée. On écrira
par abus P “ f , on se permettra de noter Hpfq au lieu de HpPq, qui vaut donc

ř

nPI ´µpf´1pnqq logµpf´1pnqq,
"P P f" signifiera "P P P", etc.

On vérifie les propriétés suivantes vis-à-vis des opérations sur les partitions :
— Si f et g sont des observables de P et Q respectivement, alors pf, gq est une observable de P _Q, qu’on pourra

également noter f _ g par abus ;
— f ˝ Tm est une observable de T´mpPq. Ainsi PF est d’observable pf ˝ TmqmPF ;
— Si C est une partie mesurable de X, alors f|C : C Ñ fpCq est une observable de la partition PC :“ tP X C |

P P P, P X C “ Hu de C.
Avec ces exemples, on constate l’importance de la notation pour ne pas perdre de vue l’information qui est codée
par une partition, par exemple pour la partition jointe PF “ pf ˝ TmqmPF : on identifie chaque pièce de ce qu’on
observe de chaque f ˝ Tm, m P F . Un autre intérêt est de lever l’ambiguité de la notation PF lorsqu’on dispose de
deux transformations bimesurables T et U : est-ce

Ž

mPF T´mpPq ou
Ž

mPF U´mpPq ? On pourra noter à la place
pP ˝ TmqmPF ou pP ˝ UmqmPF , ce sera utile dans la preuve du lemme 1.

Le cardinal |f | d’une observable sera définie comme le cardinal de son image, ce qui correspond au cardinal de
la partition associée par surjectivité.

Pour finir, on suppose connues les propriétés de l’entropie d’une partition (monotonie par rapport à la relation
de finesse, sous-additivité pour des partitions jointes, majoration par le logarithme du cardinal de la partition, etc).
Etant donné que µ sera très souvent la mesure de probabilité considérée, on notera H au lieu de Hµ, h au lieu de
hµ.

2.3 Partitions associées aux cocycles, équivalence orbitale de Shannon

Définition 2. Les cocycles κT et κU fournissent des partitions QT
n “ tXT

n,m | m P Zu et QU
n “ tXU

n,m | m P Zu de
X avec XT

n,m “ tx P X | κT pn, xq “ mu et XU
n,m “ tx P X | κU pn, xq “ mu. Par définition, on a QT

n “ κT pn, ¨q et
QU

n “ κU pn, ¨q.

Propriété 2. En utilisant (1) dans le cas j “ 1, on constate que la partition pQT
1 qn “

`

cT ˝ T i
˘

0ďiďn´1
raffine

QT
n´1. Ainsi les QT

n sont toutes d’entropie finie si et seulement si QT
1 est d’entropie finie. 3

Définition 3. On dit que cT est Shannon si HpcT q “ HpQT
1 q est finie. D’après la propriété précédente, c’est

équivalent à demander que pour tout n, l’entropie HpκT pn, ¨qq “ HpQT
n q soit finie. 4

On dit de deux transformations orbitalement équivalentes qu’elles sont Shannon orbitalement équivalentes si les
deux cocycles associés sont Shannon. 5

3. Ceci est dû au fait que Z est engendré par 1. Dans le cas général de groupes agissant sur X, pour que toutes les partitions soient
d’entropie finie, il suffit que ce soit le cas pour les partitions associées à des éléments d’une partie génératrice du groupe.

4. Dans le cas général de groupes agissant sur X, on dira que le cocycle κG : G ˆ X Ñ H est Shannon si toutes les partitions sont
d’entropie finie, ou au moins celles associées à des éléments d’un sous-ensemble générateur.

5. Comme annoncé dans l’introduction, on ne s’intéressera qu’au cas où l’un des deux cocycles est Shannon.
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2.4 Suites de Følner, entropie mesurée et entropie topologique de transformations,
théorème ergodique

On suppose connues :
1. l’entropie (mesurée) d’une transformation T d’un espace mesuré pX,µq par rapport à une partition P :

hpT,Pq :“ limnÑ`8
1
nHpPnq ;

2. l’entropie topologique de T d’un espace topologique pX,Oq par rapport à un recouvrement ouvert finie U :
htoppT,Uq :“ limnÑ`8

1
n logNpUnq où N compte le cardinal minimal d’un sous-recouvrement ;

3. l’entropie de T : hpT q :“ supP hpT,Pq ;
4. l’entropie topologique de T : htoppT q :“ supU htoppT,Uq ;
5. les théorèmes suivants : les deux dernières bornes supérieures sont atteintes respectivement pour une partition

P génératrice (théorème de Kolmogorov-Sinaï) et pour un recouvrement ouvert fini U générateur ;
6. le principe variationnel : htoppT q “ supµ hpT q où la borne supérieure porte sur toutes les mesures de probabilité

sur X préservées par T .
On a cependant besoin de quelques outils supplémentaires pour manipuler ces quantités, qui proviennent d’un

cadre plus général : l’entropie (mesuré ou topologique) d’une action d’un groupe moyennable. On va se servir du fait
que Z est un groupe infini dénombrable qui est de plus moyennable (i.e. admettant une suite de Følner, cf définition
4) pour obtenir d’autres moyens de calculer les entropies. Les suites de Følner permettent de généraliser le rôle de
J0, nK. Ces résultats sont vrais en remplaçant Z par un groupe moyennable quelconque, on peut les retrouver dans
[7].

Définition 4. On dit qu’une suite pFnqnPN de parties finies de Z est de Følner si pour tout k P Z,

1

|Fn|
|pk ` Fnq∆Fn| ÝÑ

nÑ`8
0.

Etant donnés F et K des parties finies de Z et δ ą 0, on dit que F est pK, δq-invariante si

|tm P F | K ` m Ă F u| ě p1 ´ δq|F |.

Exemple 1. pJ0, nKqnPN et pJ´n, nKqnPN sont de Følner dans Z.

Proposition 1. ‚ Soit pFnqnPN une suite de parties finies de Z. Il y a équivalence entre :
i) pFnqnPN est une suite de Følner ;
ii) pour toute partie finie K de Z et pour tout δ ą 0, il existe N P N tel que Fn est pK, δq-invariante pour

tout n ě N .

iiq est équivalent au même énoncé mais en se restreignant aux parties finies K incluses dans une partie gé-
nératrice du groupe. Pour Z, le problème se réduit à K “ t1u.

‚ Soit f : Pf pZq Ñ R et L P R. Il y a équivalence entre :
i) Pour toute suite de Følner pFnqnPN, fpFnq ÝÑ

nÑ`8
L ;

ii) pour tout ε ą 0, il existe une partie finie K de Z et δ ą 0 tels que |fpF q ´ L| ď ε pour toute partie finie
F qui est pK, δq-invariante.

Dans ce cas, on dit que fpF q converge vers L lorsque F devient de plus en plus invariante, noté fpF q
inv

ÝÑ
FÑ`8

L

ou L “
inv
limFÑ`8fpF q.

De même, on peut se restreindre aux K inclus dans une partie finie génératrice du groupe, ce qui rend les
choses beaucoup plus simples pour Z car K est fixé, égal à t1u, et il n’y a plus qu’à prouver l’existence d’un δ.
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La proposition précédente met en évidence un nouveau mode de convergence dont les suites de Følner incarnent
une caractérisation séquentielle. D’après le théorème qui suit, c’est en fait ce mode de convergence qui a lieu pour
définir l’entropie d’une transformation par rapport à une partition ou un recouvrement, on généralise donc les
énoncés prérequis au debut de cette sous-partie.

Théorème 4. ‚ 1
|F |

HpPF q
inv

ÝÑ
FÑ`8

hpT,Pq.

De plus, hpT,Pq “ infFPPf pZq
1

|F |
HpPF q “ infnPN

1
|Fn|

HpPFnq pour toute suite pFnq de Følner.

‚ 1
|F |

logNpUF q
inv

ÝÑ
FÑ`8

htoppT,Uq.

Les suites de Følner jouent ici le même rôle que pJ0, nKqnPN, ce phénomène ne s’arrête pas aux calculs d’entropie
car il a également lieu dans le théorème ergodique de von Neumann.

Théorème 5 (Théorème ergodique de von Neumann, cas ergodique). Soit T P AutpX,µq ergodique. Pour tout
f P L2pµq, pour toute suite de Følner pFnq,

´

1
|Fn|

ř

iPFn
f ˝ T i

¯

ně1
tend vers

ş

X
fdµ dans L2pµq.

On peut également se demander si le théorème ergodique ponctuel de Birkhoff s’énonce avec des suites de Følner.
Ceci est vrai avec une hypothèse supplémentaire sur la suite (voir [7]).

2.5 Partitions U-uniformes
On a besoin en quelque sorte de faire un lien entre l’entropie mesurée d’une transformation et l’entropie topo-

logique d’un certain facteur. En effet, dans la preuve du lemme 1 énoncé dans la suite, on devra faire apparaître
l’entropie de U dans un majorant de l’entropie de T . Or une entropie d’une partition peut se majorer par le loga-
rithme de son cardinal, une quantité qui ressemble un peu à la définition de l’entropie topologique. La notion de
partition U -uniforme va beaucoup nous aider (voir [2], [3], [4], [8], [9]).

Etant donnée U P AutpX,µq et une partition P, on définit l’application de codage qP : x P X ÞÑ pPpU ixqqiPZ P

PZ, ainsi que EP le support de νP :“ pqPq˚µ ( " PZ désigne le produit cartésien, aucun rapport avec les partitions
jointes). EP est fermé et invariant par le décalage DP : PZ Ñ PZ. pDP , EP , νPq est un facteur de pU,X, µq via
l’application équivariante qP , et donc hµpUq ě hνP pDPq.

Si U est ergodique, on dit qu’une partition finie P est U -uniforme si la convergence dans le théorème ergodique
ponctuel appliqué à chaque indicatrice des pièces de P est uniforme sur une partie de X de mesure pleine. C’est
équivalent au fait que le système pDP , EPq est uniquement ergodique. Ainsi dans le cas d’une partition finie P qui
est U -uniforme, on a hνP pDPq “ htoppDPq d’après le principe variationnel. Or dans PZ, la partition donnée par
les cylindres est un recouvrement ouvert fini qui est topologiquement générateur donc 1

|F |
log |

`

P ˝ U i
˘

iPF
|

inv
ÝÑ

FÑ`8

htoppDPq ( " on n’écrira pas PF , on n’utilisera cette notation seulement pour l’action de T ).

Au total, on obtient que pour une partition finie P qui est U -uniforme,
inv
limFÑ`8

1
|F |

log |
`

P ˝ U i
˘

iPF
| existe

et est plus petite que hµpUq.

Autre propriétés importantes qui nous seront utiles :

Les partitions finies U -uniformes sont denses dans l’ensemble des partitions finies muni de la distance de
Rokhlin pP,Qq ÞÑ HµpP | Qq ` HµpQ | Pq. L’application P ÞÑ HµpT,Pq étant continue sur l’ensemble des
partitions finies muni de cette distance, on peut donc se restreindre aux partitions finies U -uniformes.

Enfin, si P est une partition U -uniforme et R une partie finie de Z, alors PR (partition jointe pour l’action
de T ) est U -uniforme.
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3 Démonstration du théorème 1

On définit
h̃pκT q :“ inf

kPN˚

1

k
HpQT

k q 6

Le but est de démontrer les lemmes suivants. On en déduira le théorème 1.

Lemme 1. Soient T,U P AutpX,µq deux transformations apériodiques et ergodiques. On suppose qu’elles ont les
mêmes orbites et que cT est Shannon. Alors hpT q ď h̃pκT q ` hpUq.

Lemme 2. Soient T,U P AutpX,µq deux transformations apériodiques et ergodiques. On suppose qu’elles ont les
mêmes orbites et que cT est Shannon. Alors h̃pκT q “ 0.

3.1 Un lemme intermédiaire
Le lemme suivant permet de démontrer le lemme 1.

Lemme 3. Soient T,U P AutpX,µq deux transformations apériodiques et ergodiques. On suppose qu’elles ont les
mêmes orbites. Soit pFnqnPN une suite de Følner de Z et δ ą 0. Alors pour n assez grand, on dispose d’un ensemble
mesurable Xn de X tel que :

1. µpXnq ě 1 ´ δ ;
2. @x P Xn, κT pFn, xq est pt1u, δq-invariante.

On se servira de ce lemme pour approcher
inv
limFÑ8

1
|F |

log |PF |. Nous donnons deux preuves de ce lemme, la
première est une adaptation de la preuve de [6] dans le cas du groupe Z, la seconde est une autre approche qui
utilise l’ergodicité de T pour appliquer le théorème ergodique de von Neumann.

Preuve du lemme 3, adaptée de celle dans [6]. ‚ Par apériodicité, on obtient l’injectivité de i ÞÑ κT pi, xq et des
propriétés comme "TAx Ă TBx ðñ A Ă B" par exemple (idem pour U). On obtient alors :

|tj P κT pFn, xq | 1 ` j P κT pFn, xqu| “ |ti P Fn | 1 ` κT pi, xq P κT pFn, xqu|

“ |ti P Fn | U1`κT pi,xq P UκT pFn,xqu|

“ |ti P Fn | UT ix P TFnxu|

“ |ti P Fn | T cU pT ixq`ix P TFnxu|

“ |ti P Fn | cU pT ixq ` i P Fnu|

On veut que |ti P Fn | cU pT ixq ` i P Fnu| soit plus grand que p1 ´ δq|Fn|. Après avoir remarqué que
|Fn| “ |κpFn, xq|, on obtiendra ainsi que κT pFn, xq est pt1u, δq-invariante et il faudra aussi montrer que c’est
vrai pour x appartenant à une partie de mesure au moins 1 ´ δ.

‚ Soit V un sous-ensemble de X, union fini d’éléments de la partition de cU . Si T ix P V pour tout i P Fn, alors on
a le résultat voulu. En effet, cU pV q est fini et pFnq est de Følner donc pFnq est pcU pV q, δq-invariante pour n assez
grand. Cependant, il n’y a aucune raison pour que tous les T ix soit dans V , notons F 1

npxq “ ti P Fn | T ix P V u

(en prenant V de plus en plus grand, FnzF 1
npxq mesurera l’erreur qui est faite en approximant X par V ). Alors

|ti P Fn | cU pT ixq ` i Ă Fnu| ě |ti P F 1
npxq | cU pV q ` i Ă Fnu|

ě |ti P Fn | cU pV q ` i Ă Fnu| ´ |FnzF 1
npxq|.

cU pV q est fini donc Fn est pcU pV q, δ{2q-invariante pour n assez grand, ce qui donne au total :

|tj P κT pFn, xq | 1 ` j P κT pFn, xqu| ě p1 ´
δ

2
q|Fn| ´ |FnzF 1

npxq|.

6. Dans [6], on définit cette quantité dans le cas général d’un groupe G virtuellement cyclique. Il s’agit de infg
1

|G:xgy|
HpQG

g q où la
borne inférieure porte sur l’ensemble des g P G qui engendrent un sous-groupe distingué et d’indice fini de G. Pour de tels éléments g,
on montre que cela vaut aussi infkPN˚

1
|G:xgky|

HpQG
gk

q.
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‚ Il reste à choisir V de sorte que Xn :“ tx P X | |FnzF 1
npxq| ď pδ{2q|Fn|u soit de mesure plus grande que 1´ δ.

Notons fnpxq :“ |FnzF 1
npxq|{|Fnpxq| “ p1{|Fn|q

ř

iPFn
1T´ipXzV qpxq. Alors

µpXnq “ µpfn ď δ{2q ě 1 ´

ş

X
fn

δ{2
“ 1 ´

µpXzV q

δ{2
,

la dernière égalité venant du théorème de Fubini-Tonelli et du fait que T est préserve µ. Prenons donc V assez
grand de sorte que µpV q ě 1 ´ δ2{2, ce qui est possible car la partition de cU est dénombrable. Avec un tel
V , on obtient µpXnq ě 1 ´ δ, ce qui conclut la preuve.

Preuve revisitée du lemme 3. 7

La preuve commence de la même manière que la précédente, on constate que :

|tj P κT pFn, xq | 1 ` j R κT pFn, xqu| “ |ti P Fn | cU pT ixq ` i R Fnu|.

Si K est une partie finie de Z, alors pour n assez grand, Fn est pK, δ{2q invariante, ce qui signifie que Gn :“
ti P Fn | K ` i Ă Fnu est de cardinal ě p1 ´ δ{2q|Fn| et vérifie K ` Gn Ă Fn. Ainsi si cU pT ixq ` i n’est pas dans
Fn alors que i est dans Gn, c’est que cU pT ixq n’est pas dans K. En comptant également les autres i (ceux dans
FnzGn), on obtient :

|ti P Fn | cU pT ixq ` i R Fnu| ď |ti P Gn | cU pT ixq R Ku| ` |FnzGn|

ď |ti P Fn | cU pT ixq R Ku| `
δ

2
|Fn|

“

˜

ÿ

iPFn

1AK
pT ixq

¸

`
δ

2
|Fn|

avec AK “ ty P X | cU pyq R Ku. Par le théorème ergodique de von Neumann et l’inégalité de Bienaymé-
Tchebychev, Xn :“ tx P X | 1

|Fn|

ř

iPFn
1Ak

pT ixq ď µpAkq ` δ{4u est de mesure ě 1´ δ pour n assez grand. Il suffit
d’imposer que K soit assez grand de sorte que µpAKq ď δ{4 et on obtient que pour n assez grand, pour tout x dans
Xn (qui est de mesure ě 1 ´ δ), on a

ř

iPFn
1AK

pT ixq ď pδ{2q|Fn|, donc au total,

|tj P κT pFn, xq | 1 ` j R κT pFn, xqu| ď δ|Fn|.

La preuve est finie une fois qu’on a remarqué l’égalité |Fn| “ |κT pFn, xq|.

C’est seulement dans la preuve du lemme 3 qu’on utilise le cocycle cU , c’est-à-dire le fait que les U -orbites sont
incluses dans les T -orbites (à conjugaison près).

Question 1. Si on ne sait rien de l’inclusion des U -orbites dans les T -orbites, que peut-on dire ?

Par exemple, si T vaut Uk, pour k ě 2 et pour U d’entropie non nulle, on a hpT q “ khpUq donc hpT q ą hpUq.
Cette inégalité a-t-elle toujours lieu lorsque le cocycle cU n’existe pas ?

3.2 Preuve des lemmes 1 et 2

Preuve du lemme 1. " Dans toute cette preuve, si P est une partition et F une partie finie de Z, alors PF concer-
nera l’action de T et pas celle de U : PF “

Ž

mPF T´mpPq. Lorsqu’on fera référence à l’action de U , on utilisera la
notation avec une observable : pP ˝ UmqmPF .

Soit k, n P N˚, In “ t0, k, 2k, . . . , pn ´ 1qku, R “ J0, 1, . . . , k ´ 1K et Fn “ R ` In “ J0, nk ´ 1K 8. pFnq est une
suite de Følner. Considérons une partition finie P de X.

7. En première lecture, on peut considérer cette preuve "revisitée" dans le cas particulier où Fn est de la forme J0, nK (suffisant pour
le lemme 1 car on le démontre avec la suite de Følner Fn “ J0, nk ´ 1K). On prend K “ J´k, kK avec k assez grand, et Gn “ Jk, n ´ kK
pour n assez grand devant k. Si i est dans Jk, n´ kK et cU pT ixq ` i n’est pas dans J0, nK, alors cU pT ixq n’est pas dans J´k, kK. Le terme
d’erreur |FnzGn| vaut 2k qui est négligeable devant n.

8. Dans [6], on considère Fn “ RIn où In “ te, g, . . . , gn´1u avec g P G engendrant un sous-groupe distingué et d’indice fini, et R
un système de représentant des classes modulo xgy (cf note 6 de bas de page sur la définition de h̃pκGq pour un groupe G virtuellement
cyclique).
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On veut faire apparaître U dans un majorant de hpT,Pq. Pour cela, on va passer de l’action de T à l’action de
U en utilisant la relation T l¨ “ UκT pl,¨q¨ et on va utiliser une partition telle que les exposants κT pl, ¨q, pour certains
l, soient constants sur chacune de ses pièces. Ainsi, conditionnellement à cette partition, on est en quelque sorte
ramené au cas où T est une puissance de U . Cette partition est pQT

k qIn , d’observable s’exprimant en fonction de
κT pk, ¨q.

hpT,Pq “ inf
mPN

HpPFmq

|Fm|
ď

HpPFnq

|Fn|
ď

HpPFn | pQT
k qInq

|Fn|
`

HppQT
k qInq

|Fn|
.

‚
HppQT

k qInq

|Fn|
ď

|In|HpQT
k q

|Fn|
“

HpQT
k q

k
.

‚ Pour HpPFn | pQT
k qInq, on va utiliser la notation avec les observables (cf sous-partie 2.2) pour plus de visibilité

sur l’information contenue. On a PFn “ PR`In “ pPRqIn “
`

PR ˝ T jk
˘

0ďjďn´1
donc

HpPFn | pQT
k qInq “

ÿ

CPpQT
k qIn

µpCqHµC

`

pPFnqC
˘

“
ÿ

CPpQT
k qIn

µpCqHµC

´

`

PR ˝ T jk
|C

˘

0ďjďn´1

¯

Fixons C P pQT
k qIn . QT

k “ κT pk, ¨q donc pQT
k qIn “

`

κT pk, T ik¨q
˘

0ďiďn´1
donc pour tout 0 ď i ď n ´ 1,

κT pk, T ik¨q est constant sur C. En utilisant(1) avec n “ k, on obtient que κT pjk, ¨q est constant sur C pour
tout 0 ď j ď n´ 1 et donc que T jk

|C “ UκT pjk,xCq
|C quelque soit xC dans C, fixons un tel xC . Au total, cela

donne
`

PR ˝ T jk
|C

˘

0ďjďn´1
“

´

PR ˝ UκT pjk,xCq
|C

¯

0ďjďn´1
“

`

PR ˝ Um
|C

˘

mPκT pIn,xCq

donc

HµC

´

`

PR ˝ T jk
|C

˘

0ďjďn´1

¯

“ HµC

´

`

PR ˝ Um
|C

˘

mPκT pIn,xCq

¯

ď log
ˇ

ˇ

ˇ

`

PR ˝ Um
˘

mPκT pIn,xCq

ˇ

ˇ

ˇ
.

In est inclus dans Fn donc

log
ˇ

ˇ

ˇ

`

PR ˝ Um
˘

mPκT pIn,xCq

ˇ

ˇ

ˇ
ď log

ˇ

ˇ

ˇ

`

PR ˝ Um
˘

mPκT pFn,xCq

ˇ

ˇ

ˇ
.

Au total,

HpPFn | pQT
k qInq

|Fn|
ď

ÿ

CPpQT
k qIn

µpCq
log

ˇ

ˇ

ˇ

`

PR ˝ Um
˘

mPκT pFn,xCq

ˇ

ˇ

ˇ

|Fn|
“

ÿ

CPpQT
k qIn

µpCq
log

ˇ

ˇ

ˇ

`

PR ˝ Um
˘

mPκT pFn,xCq

ˇ

ˇ

ˇ

|κT pFn, xCq|
.

Maintenant, supposons en plus que P est U -uniforme. Alors PR est également U -uniforme. D’après la sous-

partie 2.5,
inv
limFÑ8

1
|F |

log
ˇ

ˇ

`

PR ˝ Um
˘

mPF

ˇ

ˇ existe et est plus petite que hpUq. Soit ε ą 0. On dispose de δ ą 0

tel que 1
|F |

log
ˇ

ˇ

`

PR ˝ Um
˘

mPF

ˇ

ˇ ď hpUq ` ε pour tout F qui est pt1u, δq-invariante. La pt1u, δ1q-invariance
implique la pt1u, δq-invariance dès que δ1 ă δ donc on peut supposer δ ď ε sans perte de généralité.
D’après le lemme 3, pour n assez grand, on dispose de Xn Ă X de mesure au moins 1´ δ et tel que pour tout
x P Xn, κT pFn, xq est pt1u, δq-invariante 9.
Séparons les C qui s’intersectent avec Xn des autres. Soit Cn “ tC P pQT

k qIn | C XXn “ Hu. Alors µp
Ť

Cnq ě

µpXnq ě 1 ´ δ ě 1 ´ ε.
Pour les C R Cn :

ÿ

CPpQT
k qIn zCn

µpCq

log
ˇ

ˇ

ˇ

`

PR ˝ Um
˘

mPκT pFn,xCq

ˇ

ˇ

ˇ

|κT pFn, xCq|
ď

ÿ

CPpQT
k qIn zCn

µpCq
|κT pFn, xCq| log |PR|

|κT pFn, xCq|
ď ε log |PR|.

Pour les C P Cn :

9. La preuve "revisitée" du lemme 3 suffit ici puisqu’on y démontre l’énoncé pour la suite de Følner J0, nK dont pFnq est une sous-suite.
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On avait fixé xC dans C, on va de plus imposer que xC soit dans C X Xn, de sorte que pour n assez grand,
les κT pFn, xCq soient tous pt1u, δq-invariantes, ce qui donne :

ÿ

CPCn

µpCq

log
ˇ

ˇ

ˇ

`

PR ˝ Um
˘

mPκT pFn,xCq

ˇ

ˇ

ˇ

|κT pFn, xCq|
ď

ÿ

CPCn

µpCqphpUq ` εq ď hpUq ` ε.

Au total, hpT,Pq ď ε log |PR| ` hpUq ` ε ` 1
kHpQT

k q. En faisant tendre ε vers 0 et en prenant la borne inférieure
sur k P N˚, cela donne hpT,Pq ď hpUq ` h̃pκT q. D’après la sous-partie 2.5, on a l’égalité hpT q “ supP hµpT,Pq où
la borne supérieure ne porte que sur les partitions finies P qui sont U -uniformes. D’où le résultat.

Preuve du lemme 2. Soit k P N˚. On veut un contrôle de HpQT
k q où QT

k admet pour observable κT pk, ¨q. Intuitive-
ment, HpQT

k q mesure l’incertitude de la valeur de κT pk, xq pour x inconnu dans X. Or κT pk, xq “ cT pxq ` cT pTxq `

. . . ` cT pT k´1xq donc l’incertitude de la valeur de κT pk, xq dépend de l’incertitude de la valeur de chaque cT pT ixq.
La stratégie est d’utiliser la bonne partition Pk pour que la majoration HpQT

k q ď HpQT
k | Pkq ` HpPkq ne soit

pas trop grossière, au sens où la quantité HpPkq{k ne soit pas trop grande et que sachant Pk, on puisse lever un
peu d’incertitude sur les cT pT ixq pour que HpQT

k | Pkq{k soit également petit. Nous allons trouver une telle parti-
tion conditionnellement à laquelle on sait que les cT pT ixq prennent un nombre fini de valeurs et on s’autorisera à
fixer la valeur de certains cT pT ixq mais à titre exceptionnel pour que l’entropie de la partition ne soit pas trop grande.

Pour r ą 0, considérons l’observable fr :“ cT1cT RJ´r,rK. Ou bien elle donne la valeur exacte de cT pxq si cT pxq

est hors de J´r, rK, ou bien elle informe que cT pxq est dans J´r, rK sans donner la valeur exacte. La partition Pk

que nous cherchons est celle associée à l’observable
`

fr ˝ T i
˘

0ďiďk´1
. Pour tout 0 ď i ď k ´ 1, ou bien elle donne

la valeur exacte de cT pT ixq si cT pT ixq est hors de J´r, rK, ou bien elle informe que cT pT ixq est dans J´r, rK sans
donner la valeur exacte.

Soit ε ą 0. D’une part, pour r assez grand, on a Hpfrq ď ε. Ainsi

H
´

`

fr ˝ T i
˘

0ďiďk´1

¯

ď kH pfrq ď εk.

D’autre part, pour D P
`

fr ˝ T i
˘

0ďiďk´1
, HµD

`

pQT
k qD

˘

ď log
ˇ

ˇpQT
k qD

ˇ

ˇ “ log
ˇ

ˇκT pk, ¨q|D

ˇ

ˇ. Par définition de
`

fr ˝ T i
˘

0ďiďk´1
, les cT ˝ T i

|D prennent une seule valeur ou sont dans J´r, rK. Donc κT pk, ¨q|D prend au plus
p2r ` 1qk valeurs 10. Ainsi HµD

`

pQT
k qD

˘

ď log pp2r ` 1qkq. Pour k assez grand, on a log pp2r ` 1qkq ď εk donc

H
´

QT
k |

`

fr ˝ T i
˘

0ďiďk´1

¯

“
ÿ

DPpfr˝T iq0ďiďk´1

µpDqHµD

`

pQT
k qD

˘

ď kε.

Au total, on a H
`

QT
k

˘

ď H
´

QT
k |

`

fr ˝ T i
˘

0ďiďk´1

¯

` H
´

`

fr ˝ T i
˘

0ďiďk´1

¯

ď 2εk.
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