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INTRODUCTION

Sortr C une courbe plane projective de degré d ayant r composantes irréductibles. On
s’intéresse au groupe fondamental du complémentaire de C dans P2. 1 est facile 4 calculer
quand il est abélien, ce qui est le cas pour les courbes nodales d’aprés Zariski, Fulton et
Deligne. L’exemple classique, dii & Zariski, des sextiques ayant six points cuspidaux montre
qu’'en général ce groupe fondamental n’est pas déterminé par le degré de C et ses singularités
locales mais peut dépendre de la position des singularités: si les six points cuspidaux sont sur
une conique le groupe fondamental est égal au produit libre Z/2 * Z,/3, sinon il est abélien.

Au complémentaire de C et d’une droite générale est associé naturellement un revéte-
ment cyclique infini. On appelle polyndme d’Alexander de C le polynéme d’Alexander A de
ce revétement cyclique. En général on ne sait pas calculer le groupe fondamental G, aussi
est-il intéressant de connaitre A qui le détermine partiellement; dans 'exemple de Zariski
Acest égal a > —t + 1 si les six points cuspidaux sont sur une conique et est égal a 1 sinon.

Dans cet article nous donnons une formule pour A.: si « est un nombre rationnel,
—1 < a < 0, on considére le faisceau o/, sur P? constitué des fonctions holomorphes dont
I'exposant de Hodge est strictement plus grand que a. Notre résultat principal est le suivant.

THEOREME. On a

Act)=(— 17" [T (A.))e
xeAc
ot A est Tensemble des rationnels a appartenant a ]1—1, O[ tels que da est entier et «
appartient au spectre d’au moins une singularité locale, A, est le polynéme

(t — exp(2mix))(t — exp(—2mia)) et I, = dim H'(P?, o/ (d(x + 1) — 3)).

Ce résultat nous a été inspiré par la lecture d’un article de Libgober [7] ou est énoncé un
résultat similaire (avec une formulation différente et des hypothéses plus restrictives sur la
courbe et ses singularités).

Pour démontrer ce résultat nous utilisons I'interprétation due a Randell de A- comme le
polyndéme caractéristique de la monodromie agissant sur le premier groupe de cohomologie
de la fibre de Milnor du cdne affine sur C. Dans l'article [2] Esnault a étudié en détail la
structure de Hodge de cette fibre de Milnor en fonction de certains faisceaux associés au
revétement cyclique de degré d de P? ramifié le long de C. Un des principaux ingrédients de
notre preuve consiste a utiliser des théorémes d’annulation pour comparer ces faisceaux aux
faisceaux o/,.
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164 F. Loeser et M. Vaquié

Pour conclure, rappelons que I'utilisation du polyndme d’Alexander et de la théorie de

yuc i

Hodge de revétements cycliques dans I'étude du groupe fondamental du complémentaire
des courbes planes remonte déja aux travaux de Zariski [15, 16].

Notations. Dans tout le texte on considére une courbe plane projective C de degré d,
réduite et ayant r composantes irréductibles. La courbe C est définie par une équation
homogéne f(x, y, z) = 0. On lui associe le cdne X, de C? défini par f(x, y, z) = 0 et de fibre de
Milnor V définie par f(x, y, z) = 1.

Si x est un nombre réel on note [x] la partie entiére de x.

§I. LE POLYNOME D’ALEXANDER

Tt Qnit (G = n, (Y1 groune fandamental A’un C W camnleva fini cAannavae Y
Lk, LJ\IA\. N " \l J IU él\l v AVVEINAAARLMIWIALIVAL U WL N7 Vvlllylvl\\l LI WULLMVAW £ .

A tout morphisme surjectif ¢: G — Z est associé un revétement cyclique infini X ode X
muni d’une action de Z. Le groupe de cohomologie H‘(X'q,, Q) est donc muni d’une
structure naturelle de Q[t, ¢t '] module.

Le sous module de torsion du Q[t, ¢ ~!] module H*(X 0> Q) est de la forme

k
l__[1 QL ¢t 711/A1)Q[L, 7]
ou A;(t) est un polynéme unitaire non nul.

Définition 1.1. Le polynéme d’Alexander associé a (G, ¢) est

k
Beo)= [1A0) 6]

1.2. Soit L une droite de P? transverse 4 C, c’est a dire qui rencontre C en d points

distincts.
On considére ouvert X = P2\(C u L) de P? et le morphisme ¢ de G = =,(X) dans Z

égala 6<iou
G=m(X)>H,(X)=Z 52

i est le morphisme de Hurewicz et § le morphisme défini par

Sy x) =Y x5

Définition 1.2. Le polyndme d’Alexander de la courbe projective plane réduite C est
Ac(t) = Ag,o(1).

1.3. Nous utiliserons le résultat suivant.

ProrosiTioN 1.3. (Randell). Le polynéme d’Alexander A. est egal au polynéme ca-

racteristique de la monodromie agissant sur H*(V, Q).

Esquissons la démonstration donnée par Randell [10] de ce résultat.
Tout d’abord on remarque que le polyndme caractéristique de la monodromie agissant
sur H'(V, Q) est égal (d’aprés [9] p. 94) 4 Ag,,, OU

Go = 7t1(55\55 N Xo)
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et

0o: Go— H,(S\S " Xy) = Z" 5 Z

§3 désignant la sphére de centre I'origine et de rayon I'unité dans C3.
Pour conclure il reste & montrer que (G, ¢) et (G,, ¢,) sont isomorphes. Pour cela on
considére le diagramme obtenu en restreignant la fibration de Hopf 4 S5\ S%n X,:

1>, (SY) = n,(S5\S*n X) =, (PP\C) > 1

et on utilise la présentation explicite de =, (P2\(C u L)) en fonction de celle de =, (P3\C)
pour L transverse.

Remarques. (1) 1l est facile de voir que la définition de A est indépendante de L, pourvu
que L soit transverse a C. C’est également une conséquence de la Proposition 1.3.
(2) Dans le cas oi X = P?\(Cu L) avec L transverse 4 C, H(X,, Q) est un Q[t,27 ']

module de torsion d’aprés la Proposition 1.3.

(3) Si n,(P2\C) est abélien alors Ac(t) = (¢ — 1)~

(4) On peut aussi démontrer la Proposition 1.3 en utilisant les théorémes de Zariski du
type Lefschetz [4].

§IL. REVETEMENTS CYCLIQUES

IL.1. Pour calculer le polyndme caractéristique de la monodromie sur H'(¥V, Q) nous
allons utiliser un revétement cyclique de P2 ramifié le long de C et considérer en particulier

la situation suivante, introduite par Esnault [2].
Nous considérons le diagramme commutatif

SULS LOLSINCIVLS 16 QIGpiQiiinl WUnLInNLIa s

Z =12
hl K
Y- X

ol g
Y - P?

ol o ¥ — P2 est une résolution plongée des singularités de la courbe C dans P?; §: X — P?
est le revétement cyclique de P? ramifié le long de C défini par

_ da-1
X= SP¢CP2< ® @PZ(—P)),
p=0
la structure de Op:-algébre de

d-1
@ Op:(—p)

p=0

étant donnée par

Op(—d) 5 Op;

Y est la normalisée du produit fibré ¥ x X;
PZ
h: Z — Y est une résolution des singularités de Y telle que I'image inverse de C par hog
est un diviseur a croisements normaux A.
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Soit D le diviseur a croisements normaux ¢~ }{C);

D

S
Y mE;+C
i

ot C est la normalisée de C et

.
]
-

tr

]
(-

3!

le diviseur exceptionnel.
Nous posons & = ¢*(Cp:(1)) €t pour tout p=0, 1, ..., d — 1 nous définissons le
faisceau inversible #? sur Y par

eaesmae(-5 [7)

i=1
ProposiTioN 2.1, ([2] Lemmes 1 et 2, p. 479).

d-1
(i) Y= Spec,< ® z’(m-1>

p=0
(i) La surface Y n’a que des singularités rationnelles.

Le groupe Aut,(¥) = Z/dZ agit sur le faisceau 9.0 #; et un générateur du groupe, fixé
dans toute la suite de I'article, définit un endomorphisme semi-simple de ce faisceau. [l existe
alors une racine primitive d-iéme de I'unité w telie que le faisceau £~ soit égal au
sous-espace propre de g,0y associ¢ a la valeur propre w?, pour tout p.

L’image inverse du complémentaire U de C dans P2 par le morphisme g est un ouvert ¥V’
de X et h induit un isomorphisme de Z\ A sur V. Par définition ¥ est égal &

{(x’ Y Z)Ecs/f(x’ Vs Z) = 1}’

c'est a dire s’identifie a la fibre de Milnor de X,.

Remarque 2.2. L’action du générateur du groupe Autp:(X) = Aut,(Y) sur I'ouvert
V = §~Y(U)est égale 4 I'action d’un représentant de la monodromie sur la fibre de Milnor.
En effet I'application
(x, y, 2)r>(wx, wy, wz)
induit ces deux actions.

11.2. Le morphisme ¢ induit un isomorphisme de Y\ D sur U et la restrictionde u = g h
a Z\ A est un revétement cyclique non ramifi¢ de Y\D.

Si nous notons Qi (log D) et Q,(logA) les faisceaux des i formes différentielles respec-
tivement sur Y et sur Z a poles logarithmiques le long de D et de A, nous avons les relations
suivantes pour tout i > 0.

ProrposiTion 2.3. ([2] Corollaire 4, p. 481).

(i) u*(Qy(log D)) = Q3(logA)

(i) u,(Q%(logA)) =~ Qi(logD)® u,l,

(iil) Ru,(Q(logA)) = 0 pour g > 0.

Le groupe Z/dZ agit aussi sur le faisceau u, (Q%(log A)) et comme u, C, est isomorphe a
d-1

g lr= @ L7,

p=0
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le sous-espace propre associé a la valeur propre w?” est isomorphe a
Qi(logD)® L1,

Grace a la théorie de Hodge mixte pour une variété réguliére [1] on peut calculer les
groupes de cohomologie H*(V, C) de la fagon suivante:

HYV,C)= @ HYZ Q;(log)).

i+q=k

Le générateur du groupe Aut,(Y) induit un endomorphisme e de I'espace H!(¥, C) et nous
déduisons de ce qui précéde le résultat suivant.

ProrosITION 2.4. Le polyndme caracteristique de lendomorphisme e de H'(V, C) est
egal a

d—1
AR)=T] (¢t — 0®)
p=0

avec h, = dimH(Y, Qy(log D) ® £LP~1) + dimH'(Y, £~ 1).

Démonstration. Les valeurs propres de e sont des racines d-iémes de l'unité et par
construction le sous-espace propre de H!(V, C) associé a la valeur propre w” est

HO(Y, Q(logD)® £V 1) @ H'(Y, 271,

§lIL. EXPOSANTS

I11.1. Nous rappelons ici certains résultats de Varchenko [12, 13].

Soit f: (C**?, 0) = (C, 0) un germe de fonction analytique a singularité isolée, de nombre
de Milnor u.

Si w est un germe de n + 1 forme holomorphe a I'origine, on définit le nombre rationnel
a (w) comme le plus petit exposant de ¢t apparaissant dans le développement asymptotique
en zéro d’intégrales du type {,,, w/df avec y(t) un germe de section horizontale multiforme
du fibré de Milnor de I'homologie de dimension n.

Ces exposants a.(w) sont liés a la filtration de Hodge dont Varchenko munit la
cohomologie de la fibre de Milnor de la fagon suivante. Soit H le n-iéme groupe de
cohomologie a coefficients complexes de la fibre de Milnor, et H = @ H la décomposition
de H en sous-espaces propres généralisés pour I'action de la monodromie. Le spectre Sp(f)
de fest la famille de 1 nombres rationnels définie ainsi: le nombre rationnel a appartient &
Sp(f) avec la multiplicité k si

n—p—1l<ax<n—p, explina) =4, dimF’H,/FP*'H, =k, 0<p<n,

F’ étant la filtration de Hodge sur H, [13].

D’aprés [13] on a en particulier que I’ensemble des rationnels a,(w) négatifs ou nuls
coincide avec I'ensemble des €léments de Sp(f) négatifs ou nuls.

Soit m: X = (C"*!, 0) une modification telle que =~ '(f~!(0)) soit un diviseur a
croisements normaux; on écrit

n  (fTHO) = Z’ij,-

avec E; irréductible.

ToP 29:2-0



168 F. Loeser et M. Vaquié

Pour un germe w de n + 1 forme holomorphe on note v;(w) la valuation de n*(w) le long
de E; et

L+ o)
m; ’

J

B (w) = inf(

jelJ

On a le résultat suivant:

THEOREME 3.1. ([13] Theorem 4.2, p. 491). Soit w un germe de n + 1 forme holomorphe.
Les inégalités o (w) < 0 et B(w) < 0 sont équivalentes, et si elles sont vérifiées alors on a
Pégalité:

2,(@) = (o).

Definition. Si ¢ est un germe de fonction analytique a I'origine et w, un germe de n + 1
forme holomorphe qui ne s’annule pas a I'origine on pose

Ap(p) = a,(pwo) et p(p) = inf(A,(o), 0).

Remarques. (1) D’aprés le Théoréme 3.1 u,(¢) ne dépend pas du choix de w,.
(2) Comme p (¢ + ') = inf(u,(9), u (), lensemble o, des germes ¢ vérifiant p, () > «
est un idéal pour a < 0.

II1.2. Nous allons maintenant expliquer le lien entre les nombres () et les “exposants
de quasi-adjonction” introduits par Libgober. Ceci permettra d'établir que la formule
donnée par Libgober dans ([7] Theorem 5.1) est une conséquence du Théoréme 4.1.

DErINTION-PROPOSITION 3.2 [7]. Soit f: (C**?, 0) = (C, 0) un germe de fonction analyti-
que a singularité isolée. Pour tout entier p > 2 on note

[ (C*2,0)-(C, 0)
le germe défini par
foZos 215 - s Zawy) =fl2o, . - .5 2,) — 204y
Soit @ un germe de fonction analytique a Porigine dans C*!.

On note Y (¢, p) le plus petit entier k tel que le germe zX, ¢ (2o, - . ., z,) appartienne &
lidéal d’adjonction de f,. Il existe un nombre rationnel x (@) tel que, pout tout p = 2, y(¢, p)

soit égal a [k(e@)p].

ProposiTION 3.3. Pour tout germe de fonction analytique ¢ on a légalité

us(o) = —x(o).

Démonstration. On va utiliser la description suivante de I'idéal d’adjonction d’un germe
de fonction a singularité isolée. Soit g un germe de fonction a singularité isolée a I'origine,
(d’aprés [8], Théoréme 2.1, p. 87; [11]) 'idéal d’adjonction de g, noté ¥, est exactement
constitué des germes de fonction y tels que 4,(y) est strictement positif.

On a donc

V(o, p) = inf{keN/i, (z%.,0) > 0}.
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Comme f, est du “type Thom-Sébastiani” on a (d’apres [13], Lemma 7.1, p. 499):

hp(zhe10) = Ap(@) + A(25) + 1

k+1
= ylo) +——

d’ou

!p((P’ P) = SUP(O, [_'{f((/’)p])a

ce qui donne le résultat.

§IV. LE THEOREME

IV.1. Si (C, x) est un germe de courbe plane défini par la fonction holomorphe g:
(C? 0)—(C, 0) nous notons B, et uc , les invariants B, et u, définis au paragraphe
HI (indépendants de I'équation g).

Remarquons, d’aprés le Théoréme 3.1, que pour tout ze]—1, Of les inégalités
Be.(pwo) > a et pc (@) > a sont équivalentes.

Pour tout o appartenant 4 Qn]—1, O[ on considére le sous-faisceau =/, de Cp:
constitué des fonctions ¢ vérifiant u. (9) > « en tout point singulier x de la courbe C. Les
faisceaux .=¢, ne dépendent que des singularités de la courbe et de leur position dans le plan.

THEOREME 4.1. Soit C une courbe plane projective reduite de degré d ayant r composantes
irreductibles. Le polynéme d’ Alexander de C est égal d

Acy=@—-1""]] Az

aeAc

ot A est lensemble des rationnels x appartenant au spectre d'une singularite de C, vérifiant
—1 < a <0 et tels que da soit entier,

A, = (t — exp(2ria))(t — exp(—2mizx))
I, =dimH'(P?, o (d(a + 1) — 3)).

Remarques 4.2. (1) Nous retrouvons ainsi le théoréme de Libgober ([7] Theorem 5.1)
mais dans un cadre plus général car nous ne faisons aucune hypothése sur les singularités de
la courbe C et nous ne supposons pas qu’elle est irréductible. Nous faisons ainsi apparaitre
la valeur propre 1 avec la multiplicite r — 1.

(2) Kohno a donné dans [5] une formule de nature différente pour le polynéme
d’Alexander d’une courbe plane irréductible.

Démonstration du théoréme. Nous montrons d’abord que les seules racines du polynéme
d’Alexander A sont les nombres exp(2nia) aveca = 5 —1,p=0,1,...,d— 1, et quelles

ont la multiplicité voulue.
D’aprés la Proposition 1.3 et la Remarque 2.2 c’est une conséquence du résultat suivant.
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(4.3) La dimension h, du sous-espace propre de H'!(V, C) associ¢ a la valeur propre w”
de 'endomorphisme e est égale a

h,=dimH'(P?, o (p—3)) + dimH'(P?, & _{_(d—p —3))
p
avec a=2—1, pour p=1,...,d-1,
ho=r—1, pour p=0.

Nous montrons ensuite que les seuls nombres a = S -1, p=1...,d-1, qui

apparaissent vraiment sont des exposants appartenant au spectre d'une singularité de C.
Plus précisément nous avons:

44 Sia= S — 1 n’appartient a aucun des spectres des singularités de la courbe alors

Hl(Pza M:(p - 3)) = 0.

1V.2. Pour montrer (4.3) nous relions les faisceaux o/, aux faisceaux £ associés au
revétement cyclique de Y, puis nous calculons les dimensions h, des sous-espaces propres a
partir de la construction du paragraphe II.

ProrosiTioN 4.5. Pourp=1,...,d—leta = S — 1 nous avons:
dim H'(P?, of ,(p — 3)) = dimH' (Y, P~ 1).

PROPOSITION 4.6. La dimension h,, du sous-espace propre de H'(V, C) associé d la valeur
propre w* de Pendomorphisme e est égale a:

h,=dimH (Y, 2P~ Y) + dimH'(Y, 4~P"1)
pour p=1,...,d—-1,
h():r—l pour p=0.

Démonstration de la Proposition 4.5. Nous remarquons d’abord que par dualité de Serre
les espaces vectoriels H!(Y, P~ ') et H!(Y, £ ® wy) ont méme dimension. Il suffit
donc de montrer que les espaces H!(P?, o,(p — 3)) et H'(Y, £® ® wy) sont isomorphes.

Nous commengons par une étude locale au voisinage d’un point singulier de la courbe
C.

Soit (C, x) = (X, x) un germe de courbe plane ayant une singularité isolée en x et soit

r
¢: Y — X une résolution plongée de la singularité. Le diviseur exceptionnel E = Y E;est
=1

un diviseur d croisements normaux et on note v; la valuation discréte définie par le diviseur
E;. Nous avons alors

M-

o™ (x) = _

m;E;

1

avec m; = v;(g) ou g est un élément de Oy, , définissant C.
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Le diviseur canonique Ky sur Y associé au faisceau dualisant wy = Q} est a support
exceptionnel:

avec k; = v;(w,) ol W, est un générateur du faisceau dualisant sur X.

Pour tout diviseur & support exceptionnel D = ) g;E;, a ;€ Z, le faisceau o, (Oy(—D))
ji=1
est égal au sous-faisceau de 0y formé des fonctions ¢ vérifiant v;(¢) > a;. Remarquons que
si a; < 0 alors la condition v;(p) 2 a; est toujours vérifiée pour ¢ dans Oy.
Soitae Q n]—1, O[ et ¢ un germe de fonction holomorphe sur X au voisinage du point

singulier x, alors I'inégalité u. (@) > a est équivalente aux inégalités
Vi=1,...,r vi{@)=[(a+ )m;] -k,

Ainsi localement au voisinage d’'un point singulier x de C nous avons I'isomorphisme

Ay = (@l l0) > o} = n(%( _il (k; — [ + 1)m,])£,.))

ot E, u... UE, est le diviseur exceptionnel au-dessus de x.
Cet isomorphisme se globalise et nous trouvons I'isomorphisme de faisceaux sur P2

A= 0}(07< .Zl kj— [+ l)mj])Ej>>
i=
ou E, u...UE, est le diviseur exceptionnel de ¢: Y — P2

Sia= 5 —lavecl <p<d-—1,le faisccau £ ® wy est isomorphe a

0’*(@};2(17)) ® (Dy( - .21 [(a -+ l)mJ]E,) ® O’*(wpl) ® 0}'( .Zx kjEj)

d’ou lisomorphisme
Ao p—3) 20, (LP R wy)

La proposition est alors une conséquence du résultat suivant.

LEMME 4.7. R0 (P ®wy)=0pourp=1,...,d—1er q>0.

C’est un cas particulier des théorémes d’annulation de Viehweg ([14] Proposition 2.3).

Démonstration de la Proposition 4.6. Considérons la suite exacte de faisceaux sur Z
0-Q; - Qi(logA)—> 05 »0

ou A — A est la normalisée du diviseur A.
Nous en déduisons I'inclusion

H(Z, Q}) =« H°(Z, Q;(log b))

et si nous notons H%(Z, Q}),,. et H%(Z, QL(log A)),,» les sous-espaces propres respectifs pour
la valeur propre @” de I'endomorphisme défini par le générateur de Auty(Y) nous avons les
inclusions

H®(Z, Q3)ur = H°(Z, Q3(10g A))r = HO(Y, Qj(log D) @ LV 71).
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Comme Z est une variété projective réguliére nous avons une structure de Hodge pure sur
H(Z, C), en particulier nous avons H%(Z, Q}) = H'(Z, ¢;) oi désigne la conjugaison
complexe.

Si nous regardons la décomposition en sous-espaces propres nous avons:

HYZ, Q))r = HZ, O7)pa-» = H'(Y, 247971,
Nous en déduisons les inégalités
dimHl(y, _g(d—p)—l) < dimHO(Y, Q}(logD)@ _g’(m—l)

pour p=0,1,...,d— 1, ou nous notons ¥ = £ = @,.
La proposition est alors une conséquence de la Proposition 2.4 et du résultat suivant.

LemME 4.8. (i) dimH (Y, £94~P~1) = dim H(Y, Q(logD) ® £L®~ YYpourp = 1,. . .,
d—1.
(i) dimH (Y, Cy) =0 et dimH(Y, Qi(log D)) =r — 1.

Démonstration du Lemme 4.8. (i) C’est une conséquence des inégalités précédentes et de
I'égalité

d-1 d—1
Y dimHNY, £P )= ¥ dimH°(Y, Q}(log D)@ £¥?)
p=1 p=1

([2], Lemme 7, p. 485).
(i) Comme Y est birationnellement équivalent a P2, H!(Y, Oy) est nul. Légalité
dim H°(Y, Qj(log D)) = r — 1 est démontrée dans [2]: démonstration du Théoréme 6, p. 483.

IV.3. Pour démontrer (4.4) nous allons utiliser une idée de Esnault et Viehweg ([3]
Remark 1, p. 171).

Soita=§——1avecp=1,...,d—1.

Si a n’est pas un exposant, pour toute fonction ¢ et pour tout point singulier x de C nous
avons yc (@) # a. Par conséquent pour 4 > 0 suffisamment petit les faisceaux <7, et o/, _;
sont égaux.

Nous choisissons un tel 4 et nous définissons le faisceau

gl(ﬂ) = g@ﬂ ® 07( Bl Z [21—17 - ;'mj:| EJ>
i=1
D’aprés la démonstration de la Proposition 4.5 nous avons

A yoi(p = 3) = 0, (L7 ® wy).

Remarquons que si 4 est choisi suffisamment petit alors pour toutj = 1,. .., s nous avons

m;p . m;p
I:—j— - /.mj] + [— j-:l = —1

Le faisceau £'P ® £ “~P est donc égal au faisceau

7o g (0,,(21 (1- mj)Ej>,
=
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c’est 4 dire est isomorphe a 0y(D,.4) ol
Dred = C~ + Z Ej'
=1

Le groupe H1(Y, £"® ® wy), égal d’aprés ce qui précéde a
H\(Y, 2“7 P71 ® Qj(log D)),

est un facteur direct de H3(U, C) (d’aprés I1.2). Mais comme U est un ouvert affine de
dimension 2 le groupe H*(U, C) est nul.
De la suite spectrale de Leray nous déduisons une injection

HY(P%, o,(p—3)~H'(P% 0, (£ PQ@wy)— H(Y, P ® wy),
d’ou
H!P? o, (p—3)=0.
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