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Une estimation asymptotique
du nombre de solutions approchées
d’une équation p-adique

F. Loeser

Centre de Mathématiques, Ecole Polytechnique, Unité Associée au CNRS N° 169,
F-91128 Palaiseau Cedex, France

§ 1. Introduction

Soient p un nombre premier, Q, le corps des nombres p-adiques, K une
extension finie de @, d’anneau des entiers R, P I'idéal maximal de R et g
=card (R/P).

Etant donné un polynéme feR[X, ..., X,] tel que f(0)=0, on donne une
estimation asymptotique du nombre de solutions de I’équation f=0 dans
I'anneau R/P'R:

N,;=Card {x mod P//xe R" et f(x)=0 mod P’}

en fonction d’invariants géométriques calculables a partir de I'’équation f dans
le cas ou f n’a qu'une singularité algébriquement isolée et non rationnelle a
origine. On montre en particulier en 2.7 la majoration suivante: si f est a
singularité isolée et non rationnelle en zéro,

n-1 1
lim sup (Ni)l/ié ("—.:;o f;A{i?'_(f_)})
ou les 0(f) sont des invariants polaires de B.Teissier (en particulier |
+ 0" 1(f) est la multiplicité de f en zéro).

Pour obtenir une minoration de limsup(N)"" en fonction d’invariants
géométriques, il est clair qu’il faut faire des hypothéses sur l'extension K.
Quand celle-ci est «bonne» nous donnons une minoration de lim sup (N))'’ en
fonction d’invariants polaires et également en fonction du polyédre de Newton.

Nour montrons également dans la troisieme partie que si f a une singula-
rité isolée en zéro, si f =0 posséde un point lisse K-rationnel dans R" et si sur
toute extension finie de K la contribution de la partie lisse de f=0 a N; est
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prépondérante, la singularité de f en zéro est nécessairement une singularité
rationnelle (au sens des singularités).

Pour finir, signalons que les méthodes que nous employons sont transcen-
dantes et utilisent la théorie de Hodge.

N.B. Nous avons essayé d’éviter toute possibilité de confusion entre les deux
notions bien distinctes suivantes: celle, ggéométrique, de singularité rationnelle, et
celle, arithmétique, de point K-rationnel sur un corps K.

§ 2. Enoncé des estimations et démonstrations

Avec les notations précédentes, on pose |dx| la mesure de Haar sur K"
normalisée de facon a ce que la mesure de R” soit 1. On rappelle que pour
aecK, |a|=q "

Dans [1.1], J.I. Igusa a démontré la rationalité de la série de Poincaré:

P(T)= 3. Na~"TY
en introduisant l'intégrale: -
ZK(s)=Rj |f(x)Ifldx|] pour Res>0
et en démontrant:
Théoréme 2.1 [1.1]. Z(s) se prolonge en une fonction méromorphe sur C qui est

s

une fonction rationnelle de q~°.
Le lien entre Z(s) et P(T) est fourni par le lemme suivant:
Lemme 2.2 [1.3]. Z (s)=P(q°)—q*(P(q~ ") —1).
Ce lemme se démontre en écrivant

0

R*=f=10)0 J (f THPIYNSTHPEY)

k=0
et en remarquant que la mesure de f ~!(P) est N;,q~ ™.

Définition 2.3. On note —p(K,f) la partie réelle du pole de Zy(s) le plus
proche de l'origine.

Corollaire 2.4. On a lim sup (N) < g A& 1),

Dans le cas ou f=0 définit une courbe possédant pour unique singularité
une singularité isolée en zéro formellement irréductible sur une cloture

. L1
algébrique de K, J.I. Igusa a montré dans [1.2] que B(K,f)=;n—+B—, m étant la
1
multiplicité de f =0 en zéro et % le premier exposant de Puiseux.

Nous nous proposons de donner des inégalités pour S(K,f) qui
généralisent ce résultat. Les invariants qui vont généraliser les exposants de
Puiseux seront les invariants polaires de B.Teissier dont on va rappeler la
définition dans le cas particulier qui nous intéresse.
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Soit feR[X,, ..., X,] un polynéme tel que f(0)=0. On suppose que f n’a
que des singularités algébriquement isolées. Quitte a effectuer une homothétie,
on peut faire de plus I’hypothése suivante:

(*) Pour toute extension finie de K, f n’a pas d’autre singularité que l'origine
dans la boule fermée de rayon 1.

Soit K une cloture algébrique de K, U un voisinage de {0} dans K" sur lequel
f ma pas d’autre point singulier que {0}, et H un hyperplan de K" passant
par lorigine. On note Iy I'ensemble des points p de U\ {0} tels que I'hyperplan
tangent en p a I’hypersurface de niveau de f passant par p (définie par f(x)
—f(p)=0) soit paralléle & H. On note I, 'adhérence de I{ dans U pour la
topologie de Zariski.

D’aprés [T] il existe un ouvert de Zariski dense W de IP"~! tel que si
HeW:

e le nombre [/ de composantes irréductibles formelles en zéro de I} est

indépendant de H;
1

e sion note I;= | I, la décomposition en composantes irréductibles formel-
q=1
les en zéro, m, la multiplicit¢ en zéro de I, et e,+m, la multiplicité
d’intersection de I, avec (f =0) en zéro, I'ensemble des couples (e,, m,) est
indépendant de H e W. De plus les e, sont positifs ou nuls.

Définition 2.5. On pose 0°(f)=sup (:Tq)’ °(f)=inf (e—"> Soit H' un plan de
m
q

codimension i<n—2 passant par l'origine, et f|H' la restriction de f a H'
Draprés [T], t°(f|H') et 0°(f|H) sont constants sur on ouvert de Zariski W'
non vide de la grassmannienne. On peut donc poser t'(f)=1°(f|H') et 0'(f)
=0°(f|H') pour H'e W', On pose

"1 (f)=7""'(f)=mult, (f =0)—1.

Rappelons la définition d’une singularité rationnelle:

Soit V une variété algébrique normale de Cohen-Macaulay définie sur un
corps algébriquement clos de caractéristique nulle, V2>V une résolution des
singularités ayant un diviseur a croisements normaux comme lieu exceptionnel.
On dit que V n’a que des singularités rationnelles si , wy=w),.

Si V est définie sur un corps K de caractéristique nulle, on dit que V n’a
que des singularités rationnelles si pour une (et donc toute) cloture algébrique
K de K la variété V obtenue par extension des scalaires n’a que des
singularités rationnelles.

Pour x un réel, on note [x] la partie entiére de x et {x} = —[ —x].

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer notre résultat:

Théoréme 2.6. Si feR[x,, ..., x,] vérifie f(0)=0 et (x) et si la singularité de f
en zéro n’est pas rationnelle, alors
1

n—1
D2 3 ey
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Corollaire 2.7. Sous les hypothéses précédentes on a la majoration:

(=% )
limsup (N)i<q" S 140U

Démonstration du théoréme. D’aprés le théoréme d’Hironaka sur la résolution
des singularités [H] il existe un schéma X lisse irréductible et de type fini sur
K[X,,..., X,] et un morphisme propre:

n: X->SpecK[X,, ..., X,]

qui induit un isomorphisme entre X\n~!(Singf) et SpecK[X,,...,X,]
\Sing f (Sing f étant le lieu singulier de f ~*(0)) et tel que =~ '(f ~*(0)) est un
diviseur a croisements normaux. Un tel couple (X,n) sera appelé une
résolution des singularités de (K", f).

Soit K une cloture  algébrique de K, X=XxgK et
#: X>SpecK[X,, ..., X,] le morphisme induit par 'extension des scalaires.

On dit que (K, f) est bon s’il existe une résolution des singularités de (K", f)
telle que toutes les composantes irréductibles de 7~ !(f ~*(0)) soient définies
sur K.

On a le lemme évident suivant:

Lemme 2.8. o Il existe une extension finie K' de K telle que (K', f) soit bon.
e Si (K',f) est bon, alors (K", f) est bon pour toute extension finie K" de K'.

Soit m: X »SpecK[X,, ..., X,] une résolution des singularités de (K", f),
X (K) la variété analytique des points K-rationnels de X.

7 induit un morphisme n(K): X (K)—K" et n(K)~*(f ~1(0)) est un diviseur
a croisements normaux dans X(K). On note E la transformée stricte du
diviseur f ~'(0), D,, 1<i<k, les composantes irréductibles du diviseur excep-
tionnel, et N; la multiplicité de D; dans n(K)~'(f~'(0)). Soient (x,,...,x,) les
coordonnées sur K" on note v;—1 la multiplicit¢ de la forme différentielle
n(K)*(dx,; A ... Adx,) au point générique de D,.

Dans [I.1] Igusa a montré:

Théoréme 2.9. Lensemble des parties réelles des poles de Zg(s) est contenu dans

{—Ivv—"i}lggku{—l}.

En fait la méthode d’Igusa donne un résultat plus précis pour le pdle le
plus proche de l'origine:

Définition 2.10. On pose a(K, f)= sup {—%}
1gigk ;

Proposition 2.11 ([1.2], p. 367). Si a(K,f)=—1, ou si (K, f)<1,0on a —a(K,f)

=B(K,f).

Corollaire 2.12. Si a(K, f)= —1, il ne dépend pas de la résolution. On a donc si

a(K,f)= —1, a(K, f)Sa(L,f) pour toute extension finie L de K, et a(K,f)
=a(K, ) si (K,f) est bonne.
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Lemme 2.13. Soit ¢ un isomorphisme K-> C, le transformé par o de f:
feClX,....X,] est a singularité isolée en zéro, et on a a(K,f)=a(C,°f), 1'(f)
=7 (%), 0°(f)=0"C’f ).

Démonstration. Evident.

Soit g: (C",0)—(C,0) une fonction analytique a singularité isolée a l'origine
de nombre de Milnor u. Soit 0<np<e<l. On note X = g“‘(D)r\B X(t)
=Xng (1), avec D, le disque de centre zéro et de rayon n, B, la boule de
centre zéro et de rayon . Sur Dy=D,\{0}, H"~ HX (1), C) est la fibre d’un
systeme local H sur D;‘,‘ et on note H=F(U, n* H) pour 7: U—»D:,l= le revétement
universel de D¥. H est muni d’une filtration de Hodge F" ([St.1]) et le spectre
de g, Sp(g) est le u-uple non ordonné de nombres rationnels défini ainsi: la
fréquence de a dans Sp(g) est égale a la dimension du sous-espace propre
généralisé associé a l'action de la monodromie sur FP/FP*! avec la valeur
propre exp(—2ina) et p=[n—a—1].

On pose a(g)=1+infSp(g).
On a le résultat suivant di a Varchenko:

Théoréme 2.14. Si a(C,g)= —1 ou si o(g) <1,

o(g)=—a(C,g).

Ce théoréme est une conséquence du théoreme 4.2 de [V.2] et du fait que la
filtration F de [V.2] coincide avec celle de [St.1] sur les gradués par le poids
de la monodromie ([V.3]).

On a aussi le résultat suivant dd a M. Saito:

Théoréme 2.15 [S]. g a une singularité rationnelle a lorigine si et seulement si
ag(g)>1.

On va maintenant déduire le théoréme 2.6 du résultat suivant dont on
rappelle la démonstration.

Théoréme 2.16 [L.1]. Si g: (C",0)—(C,0) est a singularité isolée, on a:
n—1

- 1
; 1+{9‘< FEOE= L T

Démonstration du théoréme 2.16. Soient (z,,...,z,) les coordonnées locales sur
C" en zéro.

Lemme 2.17. Si z, =0 est un hyperplan général et a<1°(g), la déformation ¢,
=g(Az,,24,...,2,)+ 25! est a u constant pour |A| 1.
09,

Démonstration. u(¢,) est la multiplicit¢ d’intersection de I _, avec P
1
1

0,

+(a+1)z§=0. Si z; =0 est général et I, _,= I est
q=1
admet la paramétrisation

. 0

autrement dit avec /16 &

Zy

la décomposition en composantes irréductibles, I
suivante:
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z; =ty
zi=ty +o(tyr) avec k,,2m; pour i=2,

et de plus, sur I on a:

0
S8 _Ktato(t) avec K40,
dz,
s . 0, , .
La multiplicit¢ d’intersection de I avec =0 est donc constante égale a
am,, ce qui prouve le lemme. “1

Lemme 2.18. Si z, =0 est un hyperplan général et a=0°(g) alors la famille s,
=g+ Az%% " est a u constant pour |A|<1.

Démonstration. Analogue a celle du lemme précédent.

Supposons a <1°(g). D’aprés le théoréme de semi-continuité de Steenbrink
[St2] on a a(y,)=0(Y,)=0(g). Comme ¢, est & pu constant, on a a(¢,)=0(p,)
d’aprés Varchenko [V.4]. On a donc o(g)<0(g(0,z,,...,2,)+2*1). D’aprés la
formule de «Thom-Sebastiani» pour ¢ ([V.2]) on a a(g|21=0+z‘j“)=a(g|zl=o)
+a(z4th).

. 1
Mais o(z{*')=——:, d’ou
a+1

1
a(g)=0(gl.,—0)+

1+ [%]
n—1
On obtient linégalit¢t o(g)< ), ——-—= par récurrence et [Iinégalité
n—1 1 .'go 1+[T (g)]
—————=0(g) de mani¢re analogue en utilisant le lemme 2.18 a la place
& T+ o) = ¢

du lemme 2.17.

Démonstration du théoréme 2.6. Si f n’est pas rationnelle, on a o(°f)<1 d’apres
215, et donc a(K,f)=—o0(’f) daprées 213 et 2.14, donc

_ n—1 1 _

—o(K,f)= ———— Si B(K,f)=1, 26 est clair car 1> —a(K,f). Si
E=ZO 1+{0'()} B

B(K,f)<1, on a B(K,f)=—a(K,f)= —a(K,f) daprés 2.11 et 2.12, ce qui

achéve la démonstration.

§ 3. Autres estimations et remarques

3.1. Pour obtenir le théoréme2.6 on n’a utilis¢ que la minoration du

théoréme 2.16. En utilisant de maniére analogue la majoration on obtient le
résultat suivant:

Proposition 3.1.1. Si feR[X,..., X,] vérifie f(0)=0 et (x), si la singularité de f
en zéro nest pas rationnelle et si (K,f) est bon:

PEDZ 2
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On peut obtenir une majoration trés souvent meilleure comme suit: si g:
(C",0)—(C,0) est une fonction analytique a singularité isolée non dégénérée
pour son polyédre de Newton et ™' <1, on a ¢=t"" ou (t,...,t) est le point
d’intersection de la diagonale avec la frontiére du polyédre de Newton ([V.1]).
Par semi-continuité de ¢ ([St.2]) on en déduit que sans hypothése de non
dégénérence on a a(g)<t~' dés que t~! <1, d’ou le résultat suivant:

Proposition 3.1.2. Si feR[X,,..., X,] vérifie f(0)=0 et (x), si la singularité de f
en zéro n'est pas rationnelle et si (K,f) est bon:

PK.f)st™!

ou (t,...,t) est le point dintersection de la diagonale avec le bord du polyédre de
Newton.

Remarque 3.1.3. Ce résultat semble étre en général meilleur que celui de la
proposition 3.1.1, en particulier pour les courbes réductibles non dégénérées
pour leur polygone de Newton.

Remarque 3.1.4. J. Denef a montré dans [D] que si feR[X,,...,X,] est non
dégénérée sur K pour son polyédre de Newton, on a B(K,f)=t""' dés que
<L

3.2. Pour f quelconque dans R[X,,...,X,] avec f(0)=0, on a toujours
1 S o
B(K,f)=— avec m la multiplicité de f en zéro comme on le voit aisément en

m

utilisant le théoréme de préparation de Weierstrass. Le théoréme 2.6 améliore
nettement cette estimation.

3.3. Dés que f=0 a un point rationnel lisse dans R" on a N2 Kq'"~ " avec
K>0 par un calcul direct ¢lémentaire. Dans ce cas si a(K,f)<—1 on a
N~Kqg'"=1 avec K>0. En fait si une estimation de ce type, ou la contribu-
tion de la partie lisse est prépondérante, a lieu sur toutes les extensions finies
de K, f a nécessairement une singularité rationnelle en zéro:

Théoréme 3.3.1. Si feR[X,,...,X,] vérifie f(0)=0 et (x), et posséde un point K-
rationnel lisse dans R", les deux conditions suivantes sont équivalentes:

a) pour toute extension finie K' de K, —1 est un péle simple de Z.(s) et est
le péle de Z.(s) le plus proche de l'origine.

b) la singularité de [ en zéro est rationnelle.

Démonstration. b=>a: si la singularit¢ de f en zéro est rationnelle, on a
nécessairement «(K’,f)< —1 pour toute extension finie K' de K et toute
résolution des singularités d’aprés 2.13, 2.14 et 2.15. Par calcul direct sur une
résolution on voit que f(K’,f)= —1 et que c’est un podle simple de Z,.(s): en
effet quitte a éclater davantage, on peut toujours supposer que les composantes
irréductibles de la transformée stricte ne s’intersectent pas.

a=-b: au vu de ce qui précede, le seul point non trivial a vérifier est que si
(K,f) est bon et a(K,f)=—1, —1 est pole d’ordre au moins deux de Zy(s).
D’aprés 2.13, 2.14 et le théoréme 1.1 de [L.2] on a que —1 est pdle d’ordre au
moins deux de [|7 |**dzdz.

X
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Soit (Z, ) une résolution des singularités de (X,?f). On peut supposer,
quitte a éclater, que les composantes irréductibles de la transformée stricte ne se
rencontrent pas. On a alors nécessairement [I'une des deux possibilités
suivantes:

e ou deux composantes irréductibles distinctes D; et D; du diviseur exception-

.. Vi v
nel s’intersectent et ~=N= 1.

i J
e ou une composante irréductible D; du diviseur exceptionnel vérifiant N‘=l
i
rencontre la transformée stricte du diviseur °f =1 (0).
Dans ce cas, on a le résultat analogue pour une résolution (Y, ) de (K", f), car
(K.,f) est bon, et par un calcul direct sur celle-ci on obtient que —1 est un pdle
d’ordre au moins deux de Z(s).
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