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Résumé. — La transformation de Mellin des faisceaux pervers £-adiques sur
un tore associe a un faisceau pervers un module cohérent sur le schéma des
caractéres f-adiques du tore. On étudie dans ce mémoire les aspects arith-
métiques de cette transformation de Mellin, tels que l'action semi-linéaire du
groupe de Galois sur le transformé de Mellin. On exprime en particulier cer-
tains déterminants associés & des faisceaux pervers en fonction de faisceaux
pervers hypergéométriques.

Abstract.— The Mellin transformation of ¢-adic perverse sheaves on a torus
associates a coherent module on the scheme of ¢-adic characters of the torus to
a perverse sheaf. In this memoir, we study the arithmetical aspects of the Mellin
transformation, such as the semi-linear Galois action on the Mellin transform.
In particular, we express several determinants associated to perverse sheaves
in terms of hypergeometric perverse sheaves.
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INTRODUCTION

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0 et soit T un
k-tore (i.e. un k-schéma en groupes isomorphe &

Speck[zi, - ,zn,zy L0 2, )

Dans le travail [G-L], effectué en collaboration avec O. Gabber, on a étudié
la catégorie des faisceaux pervers f-adiques (pour ¢ différent de p) sur T en
utilisant les foncteurs de transformation de Mellin. Ces foncteurs, notés M,
et M), associent & un faisceau pervers sur T, ou plus généralement & un objet
de D%(T,Qy), un objet de D%, (C(T)), la catégorie dérivée des complexes de
Oc(r)-modules & cohomologie bornée et cohérente sur le Q-schéma C(T) des
caracteres f-adiques. L’ensemble des points fermés de C(T') s’identifie au groupe
des caracteres £-adiques continus du groupe fondamental modéré du tore T,
et, pour A un objet de D%(T,Qy) et x un point fermé de C(T), la restric-
tion de M, (A) (resp. Mi(A)) & x s’identifie canoniquement & RT(T, A ® Ly)
(resp. RI'¢(T, A ® Ly)). De plus M, (A) est isomorphe & un O¢(r)-module si
et seulement si A est pervers.

Un des résultats principaux de [G-L] est la détermination de l’ensemble
H;n(T') des faisceaux pervers irréductibles sur T de caractéristique d’Euler-
Poincaré égale & un 1. On peut munir naturellement Hin(7') d’une structure
de groupe provenant du produit de convolution. On a un isomorphisme de
groupes abéliens Hipy(T) ~ T(k) x Z(XC(Gmi)Q0) | en notant S l'ensem-
ble des sous-tores de dimension 1 de 7. En fait, on a introduit dans [G-L]
une catégorie Perviy (T, Q) obtenue en localisant la catégorie abélienne des
faisceaux pervers f-adiques sur T par rapport & la sous-catégorie pleine des
objets de caractéristique d’Euler-Poincaré nulle. On a démontré dans [G-Lj
que Pervin (T, Qg) est munie d’un produit de convolution *iy; et que, avec ce



8 INTRODUCTION

produit, elle est munie d’une structure naturelle de Qg-catégorie tannakienne.
On a donc en particulier un foncteur déterminant dans cette catégorie que ’on
note detin; et que 'on peut voir comme étant & valeur dans Hin(7"). D’autre
part, & tout faisceau pervers A sur T on peut associer des faisceaux pervers
hypergéométriques Hi(A) et Hin(A) qui ne dépendent que de la monodromie
modérée de A & l’infini. Un des résultats principaux du présent travail, le
théoreme 3.6.1, est que les classes de detjnA et de Hini(A) sont égales dans
H;n(T'), & convolution par un faisceau ponctuel pres, sous ’hypothese que A
provient par changement de base d’un objet défini sur un schéma de type fini
sur Fp. De plus si A vérifie une condition de modération & I'infini 'ambiguité
provenant du faisceau ponctuel peut étre levée. Pour démontrer ce résultat,
on se ramene au cas oll k est la cloture algébrique d’un corps fini kg et on
A provient par changement de base d’un faisceau pervers Ay défini sur un
ko-tore déployé Ty. Dans ce cas les transformés de Mellin M, (A) et Mi(A)
sont munis d’une action semi-linéaire donnée par la transformation de Frobe-
nius géométrique. Plus généralement, on a des foncteurs de transformation
de Mellin M, et YM; qui associent & un objet de D%(Tp, Q) un objet de
Db, (C(T)) muni d’un isomorphisme ¢-semi-linéaire, avec ¢ 'automorphisme
de C(T) induit par la transformation de Frobenius géométrique. On a donc
ainsi associé aux objets discrets que sont les objets de D%(Tp, Q) des objets
continus munis d’isomorphismes @-semi-linéaires, i.e. des sortes de « cristaux
f-adiques ». Contrairement aux foncteurs M, et M\, qui sont loin d’étre fideéles,
les foncteurs YM, et M, sont injectifs sur les groupes de Grothendieck (propo-
sition 4.2.1). On déduit le théoreme 3.6.1 des théoremes 4.5.1 et 4.5.3, ol est
effectué le calcul du déterminant de YM;(Ay), pour Ay dans D2(Ty, Qy), en
fonction du transformé de Mellin Y M, d’un représentant sur 7y du faisceau
pervers hypergéométrique Hi(Ag ® k). Pour démontrer les théoremes 4.5.1 et
4.5.3 nous utilisons de fagon essentielle la détermination des faisceaux pervers
irréductibles sur T' de caractéristique d’Euler-Poincaré égale a un 1 effectuée
en |G-L]. Ce résultat permet de se ramener au cas d’un tore de dimension 1,
olt 'on utilise alors la formule du produit de Laumon pour le déterminant de
la cohomologie [La2|. Nous utilisons également le fait que, par le « principe de
Hartogs », il suffit de connaitre det ®M;(Ap) en dehors d’un fermé partout de
codimension au moins 2 dans C(T).

De facon plus générale, si kg est un corps de cloture algébrique k, si Ty est
un ko-tore déployé, et si Ap est un objet de Dg(To, Qy), le groupe de Galois G
de kg agit (semi-linéairement) sur M, (Ay ® k) et sur M(Ap ® k). On définit
ainsi des foncteurs M, et “M, qu’il nous ensemble intéressant d’étudier. Par
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exemple, pour Ty = Spec kg [t1, t2,t1_1,t2_1] et Ag = Rj.(Q[2](1)), avec j : U —
Ty l'inclusion de I'ouvert complémentaire du fermé ¢; 4+ ¢ = 1, on retrouve
un module introduit par Thara dans [I1|. Plus précisément la restriction de
Mi(Ao ® k) muni de 'action de G & la composante connexe de l'unité C(T'), ~
Spec Qp ® Zy[[m1(T)¢]] est isomorphe au module d’Thara apres extension des
scalaires de Zg[[m1(T)¢]] & Qe ® Zg[[m1(T)¢]] (théoreme 6.5.2). Ce module est
de rang 1 et admet une base canonique dans laquelle ’action de G est donnée
par des séries dont les coefficients sont reliés & 'action de G sur les £-unités
circulaires ([I1],[A],[Co2],[I-K-Y],[I3]). Dans le cas général, pour Ay un faisceau
pervers f-adique sur Ty, si on prend des sections m; du module M, (Ao ®k) qui
induisent une base au point générique de C(T")¢, 'action d’un élément o de G
sur les m; sera donnée par une matrice ®, dont les coefficients appartiennent
au corps des fractions de Qp ® Zy[[71(T)¢]]. On peut faire essentiellement de
méme sur les autres composantes de C(T'). On obtient ainsi des matrices qui
fournissent une description semi-linéaire de ’action du groupe de Galois sur les
faisceaux pervers sur un tore et qui sont une généralisation des séries d’Thara.
Il est possible d’étendre les théoremes 4.5.1 et 4.5.3 & ce cadre : le calcul du
déterminant de “M,(Ag) pour Ay dans D%(Ty, Q) est effectué en 6.4 pour ko
de caractéristique > 0 et en 7.2 pour kg de caractéristique 0.

D’une certaine fagon on peut voir la catégorie des O¢(r)-modules cohérents
munis d’un isomorphisme @-semi-linéaire (resp. d’une action semi-linéaire de
(), dont une définition précise est donnée en 4.1 (resp. 6.1), comme étant un
analogue arithmétique de la catégorie des modules holonomes aux différences
(cf. [L-S1], [S]). Par analogie avec le résultat principal de [S| on peut conjecturer
que, pour k un corps algébriquement clos et 7" un k-tore, pour tout faisceau
pervers f-adique A sur T, il existe un fermé Z de C(T'), réunion finie de cotores
algébriques translatés (cf. 2.1) de codimension 1, tel que la restriction de M, A
4 C(T) — Z soit (isomorphe &) un module libre. Dans la situation précédente,
cela entrainerait l'existence de sections m; telles que les matrices @, aient leur
poles situés sur Z.

Passons en revue le contenu de cet article. Apres deux premieres sections de
caractere préliminaire, nous énongons dans la section 3 les résultats concernant
le calcul de det;y en caractéristique > 0. La section 4 est consacrée au cas des
corps finis et aux foncteurs YM, et YM,. Dans la section 5 on démontre les
principaux résultats énoncés dans les sections précédentes. La section 6 est
consacrée & ’action du groupe de Galois sur les transformés de Mellin. On y
effectue le calcul du déterminant de M, et on y fait lien avec le module d’Thara.
Dans la section 7 on donne 'analogue des principaux résultats précédents en
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caractéristique 0. En particulier on associe & un faisceau pervers A sur T des
faisceaux pervers hypergéométriques H{(A) et H; ,(A). Dans ce cas le calcul
de detin; a déja été effectué au langage pres dans le travail [L-S1] dans le
cadre de la théorie des D-modules. Nous en donnons en 7.3 une traduction
dans le formalisme du présent article. Enfin dans I’appendice A on démontre
un résultat qui n’est pas utilisé dans le reste de 'article. Ce résultat affirme
essentiellement que les couples (L, ®) avec L un O¢(ry-module localement libres
de rang 1 et ® un isomorphisme @-semi-linéaire sont déterminés par les valeurs
propres de ®¢ en x pour e parcourant les entiers et x parcourant 1’ensemble
des points fermés de C(T') fixés par €. Dans le cas non ramifié une forme
essentiellement équivalente de ce résultat est due & Coleman (|Col|, [A]). Enfin
I'appendice B est consacré & la démonstration d’un lemme sur le comportement
des constantes locales par torsion par un caractere multiplicatif.

Cet article est une suite de [G-L]. Il n’aurait donc pas vu le jour sans ce précédent travail
effectué en collaboration avec O. Gabber. Je tiens également a remercier O. Gabber pour les
discussions que nous avons pu avoir concernant certains points de ce travail, en particulier
pour son aide dans la démonstration du théoréme A.1.
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CHAPITRE 1

NOTATIONS ET CONVENTIONS

1.1. Soit k£ un corps algébriquement clos et soit ky un sous-corps de k dont k
est la cloture algébrique. On note p 'exposant caractéristique de k. Cet entier
est égal a la caractéristique de k si celle ci est non nulle, et & 1 sinon. Soit £
un nombre premier distinct de p et soit Qg une cloture algébrique de Q. On
pose Z(1)(k) := lim  pn(k) et on pose Zy(1)(k) := lim pugn (k).

(p,N)=1 n

1.2. Soit T un k-tore. On note X,(7T') le groupe abélien libre de rang n,
X*(T) = Homk—gr(Gm,kaT)a X*(T) = X*(T) Xz Z(l)(k) et X*Z(T) =
X.(T) ©z Zo(1) (k).

On a des isomorphismes canoniques X, (G ) =~ Z, Xi(Gp) = Z(1)(k)
et X.o(Grn ) = Zg(1) (k).

On note 71(T) le groupe fondamental de T pointé en 1, w1 (T)* le groupe
fondamental modéré, c’est a dire le quotient de 71 (T") par sa partie sauvage, et
71(T)¢ le quotient pro-¢ maximal de 71 (T)!. Par la théorie de Kummer X, (T
s’identifie canoniquement & 1 (T)! et X,o(T) & m1(T),.

1.3. Si X est un schéma séparé et de type fini sur schéma régulier S de
dimension 0 ou 1, on note D%(X,Qy) la catégorie dérivée des complexes de
Qq-faisceaux & cohomologie bornée constructible sur X et Perv(X, Q) la caté-
gorie abélienne des faisceaux pervers ¢-adiques sur X. Quand S est le spectre
d’un corps fini ou d’un corps algébriquement clos ces catégories sont définies
dans [B-B-D], le cas général résultant du formalisme de [E].

Si Xy est un kg-schéma séparé et de type fini, on pose X := Xy ® k. On
note ® : D8(Xy, Q) — D’(X, Q) le foncteur d’image inverse, D%(Xy, Q)7
I'image essentielle de ® et Perv(Xy, Q)¢ I'image essentielle de la restriction de
® & Perv(Xy, Qq). La catégorie Perv(Xy, Q)9 est une sous-catégorie abélienne
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de Perv(X, Q). Si Ag est un objet de D?(Xp, Q) on note A ou Ay ® k I'objet
correspondant de D?(Xy, Q). Pour tout point fermé A de X on mnote dn
I'image directe par l'inclusion de A dans X du faisceau Qg sur A. Si T" est un
k-tore et si x est un caractere x : 7 (T)" — QJ, on note Ly le faisceau de
Kummer correspondant. C’est un Qy-faisceau lisse de rang 1 sur 7.

1.4. Soit Ty un kg-tore. On note 7 : Ty X Ty — Tp la loi de groupe, et si
Ag et By sont des objets de D%(Tp, Qg), on pose Ag *1 By := Rm(Ag X By) et
A() *y B() = Rﬂ'*(A() X B())

1.5. Si R est un anneau commutatif topologique linéairement topologisé et
G un groupe abélien profini, on note R[[G]] = lim R/I[G/U], la limite étant
prise sur les idéaux ouverts I de R et les sous-groupes ouverts U de G.

(B)

1.6. Si A et B sont deux ensembles, on note A/ I'’ensemble des applications

de B dans A & support fini.

1.7. Si & est un schéma localement noethérien régulier de dimension finie, on

note Dgoh(X ) la sous-catégorie triangulée de la catégorie dérivée de la catégorie

des Oy-modules formée des complexes & cohomologie bornée et cohérente (i.e.
de type fini). Pour tout objet K de D°  (X), on pose DK := RHom(K,Oy).

coh
Avec ces conventions on a des isomorphismes de foncteurs D o D ~ Id.
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CHAPITRE 2

RAPPELS ET COMPLEMENTS

Dans cette section k est un corps algébriquement clos et 7" un k-tore. Dans
[G-L] on fait ’hypothese que k est de caractéristique strictement positive, mais
les 7 premieres sections de [G-L| restent valides telles quelles en général.

2.1. Le schéma C(T) et la transformation de Mellin

On renvoie & [G-L] 3.2 et 3.3 pour les définitions et les démonstrations.

On a défini dans [G-L] 3.2 un Qg-schéma C(T) dont l'ensemble des points
fermés s'identifie canoniquement au groupe des caracteres continus 71 (7)% —
Q/ (et & I'ensemble des Qg-points de C(T)). On note C(T); la composante
connexe de C(T') contenant l'identité. On a par définition

C(T) = Spec Qp ® Ze[[m1(T){])-

D’apres [G-L] 3.2.2, C(T')¢ est un schéma noethérien régulier. Les composantes
connexes de C(T') sont toutes isomorphes comme schémas a C(T'),.

Sim:T — T est un morphisme de tores, on note 7V : C(T") = C(T) le
morphisme qu’on en déduit par fonctorialité. Si n est surjectif de noyau un
tore, on dit que 7 : T'— T’ est un quotient de 7. Un cotore algébrique de C(T)
est un sous-schéma de la forme 7V (C(T")) avec w : T — T’ un quotient de 7.
Un sous-schéma de la forme x - Z avec x un point fermé de C(T') et Z un cotore
algébrique de C(T') est appelé cotore algébrique translaté (cf. [G-L| 3.2).

On a défini dans [G-L] 3.3 des foncteurs de « transformation de Mellin »

D(c)(Ta QZ) — Dgoh(C(T))



14 CHAPITRE 2. RAPPELS ET COMPLEMENTS

Pour A un objet de D%(T,Qy) et x un point fermé de C(T) on a, en notant
iy : {x} = C(T) l'inclusion, des isomorphismes canoniques (|G-L]| 3.3.2)

LitM,(A) ~ RI(T, A® L)

et

Lii My(A) = RT.(T, A ® Ly).
La transformation de Mellin M, est un foncteur t-exact ([G-L] 3.4.1), la caté-
gorie DY(T, Q) étant munie de la t-structure de la perversité moitié et la
catégorie D%, (C(T)) étant munie de la t-structure usuelle. De méme le fonc-

teur M, est un foncteur t-exact si on munit la catégorie Db, (C(T)) de la
t-structure duale.

2.2. Les entiers ng

Soit S un sous-tore de dimension 1 de T et soit T'/S le tore quotient. On
note ig l'inclusion S — T et p : T — T/S le morphisme quotient. Soit S
une compactification propre et lisse de S. (On a § ~ P,lC mais on ne choisit
pas un tel isomorphisme pour Iinstant.) On écrit S —S = {a,b}. On note
T la compactification partielle associée 2 S : on a une projection p : T —
T/S prolongeant p, et T — T est la somme disjointe de deux diviseurs lisses
isomorphes & T/S notés a et b, correspondant respectivement & a et 2 b. On
note j: T — T et i:T —T — T les morphismes d’inclusion.

Soit A un objet de Perv(T, Q). Dans [G-L] 7.3 on a associé & A les com-
plexes de O¢(1)-modules & cohomologie bornée cohérente

AMg4(A) := RI'(Z,i"Rj.(A® L))

pour £ = a, b, le terme de droite étant défini dans loc.cit. D’aprées la proposition
7.3.3 de [G-L| 'objet AMg -(A) est isomorphe & un module placé en degré zéro
et il existe un ensemble fini K de points fermés de C(S) tel que le support de
AMg 4 (A) soit contenu dans la réunion des ig_l(x), avec x dans K. De plus,
d’apres la proposition 7.3.4 de [G-L|, la longueur de AMg ;(A) est la méme au
point générique de toutes les composantes connexes de %71(){). On note cet
entier ng s\ (A); Pensemble des triplets (S, z,x) tels que ng 4, (A) n’est pas
nul est fini.

L’entier ng g (A) admet également la description suivante en terme de
cycles proches ([G-L] 7.3). On choisit un isomorphisme de tores T~ T/S x S,
et donc un isomorphisme T =~ T/S x S, et on note les projections pi et po.
Pour z dans {a,b}, on peut identifier Z & T'/S. Soit 1, un point générique du
localisé strict de S en x. On choisit une cloture séparable k(7;) de k(1) et
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un isomorphisme de foncteurs fibres V3, ~ Vi sur la catégorie des revétements
étales modérés de S. On note Ry}, (A[—1]) le complexe des cycles proches
modérés de A[—1] en 7, relativement & py. On note Ripy*8 (A[—1]) le méme
objet avec 'action opposée de Gal (7 | 7z). C’est un faisceau pervers (cf. [Il]
corollaire 4.5), et on peut 'identifier & un faisceau pervers sur £ ~ 7'/S muni
d’une action continue de m(S)? par le choix précédent de l'isomorphisme de
foncteurs fibres. Pour tout point fermé y de C(S), on note Ryyh, (A[—1])X le
composant y-isotypique de qu% o (A[—1]), c’est & dire le plus grand sous-objet
de R@bﬁ,f b (A[—1]) sur lequel action d’'un générateur topologique 7 de my (S, 1)

est de la forme x(y) + N,, avec N,, nilpotent. On a 1’égalité
ns,ex(4) = x(Z, Ry, (A[-1])%).
2.3. Rappels sur la catégorie Pervyy (T, Q)

Rappelons la définition de la catégorie Perviy (T, Q) définie dans [G-L]| 3.7.
On note S(T, Q) la sous-catégorie de la catégorie abélienne Perv(T, Q;) formée
des faisceaux pervers sur T de caractéristique d’Euler-Poincaré nulle. Si A est
un objet de Perv(T, Qy), on note A; le plus grand sous-objet de A appartenant
a S(T,Qy) et A! le plus petit sous-objet B de A tel que A/B appartienne
4 S(T,Qy) (ceci a un sens car la classe des sous-objets de A appartenant
a S(T,Qy) est stable par sous-objets et somme). On note Perviy (T, Q) la
sous-catégorie de Perv(T, Q) dont les objets sont les faisceaux pervers A tels
que A; = 0 et A = A. Cette catégorie est munie d'une structure de catégorie
abélienne (cf. [G-L] 3.7.2).

On a un foncteur exact et commutant & la dualité,

int : Perv(7T, Q) — Pervin(T, Qp)
qui & un objet A de Perv(T, Q) associe
Aing = AT /(A" N Ay) ~ (A" + Ap) /A
On a de plus un produit de convolution
*int : Pervint (T, Qg) X Pervin (T, Q) — Pervin (T, Qo)

qui est un bifoncteur biexact commutatif et associatif commutant & la dualité.
Si A et B sont des objets de Perviy (T, Q¢), on a des isomorphismes canoniques

(2.3.1) A iy B ~ (PHY(A %, B))ins =~ (PH®(A %, B))ins-

D’aprés [G-L] Théoreme 3.7.5, la catégorie Pervin (T, Q) munie du produit
*int peut étre munie d’une structure de catégorie tannakienne.
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16 CHAPITRE 2. RAPPELS ET COMPLEMENTS

2.4. Les foncteurs det;,;, det; et det,

Soit A un objet de Perviy (T, Q). On note r = x(T, A) la caractéristique
d’Euler-Poincaré de A. Soit A*int" le produit A #jng- - - *int A (7 fois). De 'action
du groupe symétrique S, sur 77, on déduit une action de S, sur A*=" On a
ainsi un morphisme d’antisymétrisation

a: A*intr )A*intr

donné par

a= Y (-1,
0ESy
en notant o* I'automorphisme de A*int" agsocié & o.
On définit le faisceau pervers detin;(A) comme le faisceau pervers image
Im a. Il est clair que c’est un objet de Perviy (T, Qg). C’est aussi le déterminant
de A dans la catégorie tannakienne (Pervin (T, Qy), *int)-

En général, pour A un objet de Perv(T, Qy), on peut également définir des
faisceaux pervers deti(A) et det,(A). Sir = x(T, A), on définit detyA comme
I'image du morphisme de faisceaux pervers

PHOq . PHOAMY  PHO A%,
en notant
a: A" — AFT
le morphisme d’antisymétrisation. On définit de méme det,(A) en remplagant

! par . Dans toutes ces définitions, on convient qu’un produit de convolution
indexé par l'ensemble vide est égal a dy13.

PROPOSITION 2.4.1. — Soit A un objet de Perv(T, Q).

(1) On a un isomorphisme canonique
D det, A ~ det; D A.
(2) On a des isomorphismes canoniques
deting(Aint) = (deti(A))int = (deti(A))int-

(3) Soit U un ouvert de C(T) sur lequel M, A est isomorphe & un module
localement libre. On a un isomorphisme canonique

M*(det*A)w ~ det M*A‘U

On a également I’énoncé analogue pour M et det,.

(4) Les faisceaur pervers dety(A), det,(A), et detini(Aint) sont de caractéris-
tigue d’Euler-Poincaré égale a 1.
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Démonstration. — L’énoncé (1) est conséquence de la dualité et (2) est
conséquence directe des définitions, de 2.3.1 et de 'exactitude du foncteur int.
Démontrons (3) pour M, A, I’énoncé pour MA étant dual. Comme M, (A*")
est isomorphe & un module localement libre sur U (d’apres [G-L] 3.3.1 (f)), on
a des isomorphismes canoniques

M(A) = M (A7) gy = ML (PHO(A™T)) 1y

par t-exactitude de M, (|G-L] 3.4.1). Par ces isomorphismes det M, Ay, qui
est canoniquement isomorphe & l'image du morphisme d’antisymétrisation

Mo — M),

correspond a l'image de M, (PH’a) ;. Par t-exactitude de M, celle-ci est canon-
iquement isomorphe & M, (det.A)y. Le fait que les faisceaux pervers det;(A)
et det,(A) soient de caractéristique d’Euler-Poincaré égale & 1 est conséquence
de (3) et de |G-L] 3.4.3, et on en déduit ’énoncé pour detint (Aing) par (2). O

2.5. Objets ¥-modérés a Pinfini

Soit A un faisceau pervers sur Gy, x. On dit que A est modéré a l'infini si
ses modules de cycles proches en 0 et co sont modérés. Plus généralement si A
est un objet de D(Gy,x, Qr) on dit que A est modéré a linfini si ses objets
de cohomologie pervers le sont.

Fixons un isomorphisme 1 : T = (G )" = Speck[t,t; 1, -+ ,tn, ;] et
notons 7; : T'— Gy, i la projection sur le i-eme facteur. Si A est un objet de
D%(T,Qy), on dit que A est 1-modéré a infini, si pour tout i et pour tout
point fermé x de C(T'), Rmy(A ® L) est modéré a l'infini. Il est clair que si
T = Gy, et 1 est Iidentité, A est modéré a l'infini si et seulement si A est
1-modéré a linfini.

2.6. Valeurs critiques

Dans toute la suite de ce numéro on fixe un isomorphisme ¢ : T =~
(G )" = Specklty, i1+ o, t5 1]

Pour tout objet K de DIC’(Gm,k, Q¢), pour tout point fermé z de Gy, x, on
note az(K) lentier chute totale du rang de K en z (cf. [La2] 2.2). Si K est un
Q-faisceau, on a

az(K) :=r(K) — ry(K) + s5(K)
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18 CHAPITRE 2. RAPPELS ET COMPLEMENTS

en notant r(K) le rang générique de K, r,(K) le rang en = et s;(K) le con-
ducteur de Swan en x. En général a,(K) est défini par additivité & partir de
ce cas. Comme l'entier a,(K) est nul pour presque tout z, on peut poser

AMK) = H 70K,
2€EG, (k)
Soit m; : T — Gy 1 la projection sur le i-eme facteur. Pour tout objet A de
D%(T, Qy), on pose \i(A) = A(Rmy(A)) pour i € {1,--- ,n}. On note A(A) le
point fermé de T' de composantes \;(A).

PROPOSITION 2.6.1.— (1) Pour tout triangle A — B — C dans la caté-
gorie DY(T,Qq) on a A\(B) = A(A) - \(C).
(2) Pour tout faisceau pervers A sur T vérifiant x(T,A) =0 on a A(A) = 1.
(3) Pour tout faisceau pervers A sur T on a A(A) = A(Aint)-

(4) Soit A un objet de DY(T, Qy) qui est 1-modéré a linfini. Pour tout point
fermé a de T on a

AOpay #1 A) = A(Bay e 4) = XA A(4).
Si A est de plus pervers, on a également

A((S{a} *int Aint) = aX(T’A) . )\(A)

Démonstration. — L’énoncé (1) est clair par additivité de a,. Démontrons
(2) par récurrence sur n. Pour n = 0, I’énoncé est clair. D’apres (1) on peut
supposer en général que A est simple. Pour n = 1, d’aprés la formule de
Grothendieck-Ogg-Shafarevich, A est alors de la forme A = £, [—1] (c’est aussi
le cas n = 1 du Théoreme 5.1.2 de [G-L]), ce qui donne 1’énoncé. Pour n > 2,
on note 7; le tore de dimension n — 1,
T; := Spec k[tj,tj_l]j¢i

et p; : T — T; la projection canonique. Si A n’est pas de la forme p} A'[1] avec
A’ pervers sur T;, alors d’apres [B-B-D| p. 111, l'objet de cohomologie pervers
PH'RpyiA est nul et donc RpjA est pervers, car Rp; est de t-amplitude [0, 1].
Par hypothese de récurrence on a alors A\j(A) = 1 pour j # i. Si A est de
la forme p}A'[1] avec A’ pervers sur T;, on a RpyA ~ A" @ A'[-1], d’ou l'on
tire également A\;j(A) = 1 pour j # 4. L’énoncé (3) est conséquence de (1)
et (2). La premiere partie de (4) est une conséquence directe de la formule

de Grothendieck-Ogg-Shafarevich, et la seconde partie s’en déduit au vu de
(3). O
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CHAPITRE 3

FAISCEAUX PERVERS HYPERGEOMETRIQUES
ET CALCUL DE deti,

Dans cette section k est un corps algébriquement clos de caractéristique
p>0et T est un k-tore.

3.1. Faisceaux pervers hypergéométriques

On fixe un caractere additif non trivial ¢ : F, — Q. On note Ly le
Q-faisceau d’Artin-Schreier sur A}C associé a 1. On note

j : Gk = Spec k[z,z7'] — A}, = Spec k|[z]

I'inclusion et inv ’automorphisme z +— z~! de Gk

Pour tout point fermé x de C(Gy, ) on pose
H(y;x) = Lx © (57 Ly[1]).

C’est un faisceau pervers sur Gy, .

Avec ces notations on peut énoncer de la fagon suivante la formule de
Davenport-Hasse.

PROPOSITION 3.1.1.— Etant donné un entier strictement positif N, on note
7 Gy — Gp g le morphisme x — N et N' le facteur premier a p de N. Le
faisceauw pervers Rm(H (1 ;x)) est isomorphe ‘S{N'N’} sy (k0 H (5 X")) pour
X' parcourant Uensemble des N' points fermés de C(Gyy, i) vérifiant X'V = x.

Démonstration. — Quand N est premier & p cet énoncé est démontré dans
[K] 8.9.1. 11 suffit de traiter le cas ol N = p. Dans ce cas il existe un unique
point fermé x' de C(Gy, ) tel que xP = x. On a alors 7L,/ ~ L, et on se
rameéne par la formule de projection au cas ot x = 1, qui est clair. [
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Etant donnés un entier positif m, un point fermé A de T, des points fermés
Xi de C(Gp,x) et des morphismes de tores m; : Gy, = T, pour 1 < ¢ < m, on
pose

Hyp(, A, (xi)s () = dpny %1 Ry (H (5 x1)) *1 - %10 Rt (H (05 Xm ),

Hyp(*, A, (xi), (i) :== Ofay *x R (H (15 X1)) %5 v+ + %u Rna (H (%5 Xm)
et

Hyp(inta Aa (Xi)a (ﬂ-z)) = 5{)\} *int Rﬂl*(H(¢ ; Xl)) *int * * * *int R'/Tm* (H(w ; X’m))

D’apres [G-L] 8.1.3, ce sont des faisceaux pervers sur 7. Remarquons que, si
n’est pas constant, le morphisme canonique RmH (¢ ;x) — Rm.H (1) ; x) est un
isomorphisme et que, compte tenu de la formule de Davenport-Hasse, on peut
supposer que les m; non constants sont des immersions. D’autre part, d’apres
[G-L] 8.1.4, si les m; ne sont pas constants, Hyp(int, A, (x;), (7;)) est 'image du
faisceau pervers Hyp(!, A\, (x;), (7;)) par le morphisme canonique

Hyp(!, A, (xi)s (m3)) — Hyp(*, A, (Xa), (7))

Pour ? =!, ¥, int on note Hyp»(T) la sous-catégorie de Perv(T, Q,) formée
des objets de la forme Hyp(?, A, (xs), (m;)). Si ko est un sous-corps de k et Tj
est un ko-tore déployé, on note Hyp2(7p)? la sous-catégorie de Perv(Tp, Q)9
formée des objets isomorphes a des objets de Hyp?(Tp ® k).

Remarquons que Hyp-(7') ne dépend pas du choix de 9 et que les faisceaux
ponctuels d;yy appartiennent & Hyp:(T') (cf. [G-L] 8.1). Si A est un objet de
Hypi(T') (resp. Hyp«(T)), le transformé de Mellin M;(A) (resp. M, (A)) est
un module localement libre de rang 1 (|G-L| Proposition 8.1.3).

3.2. Le groupe Hin(7T)

Soit Hjng(T') ensemble des classes d’isomorphisme d’objets de Hypin (7).
D’apres [G-L] 8.1.6, Hip(7') muni du produit induit par *ip; est un groupe
abélien. De plus l'inverse de la classe de H (1) ; x) dans Hint (G ) est la classe
du faisceau pervers d;_1} *ing inv*(H (3 ; x~1)). Ceci résulte de I'isomorphisme
Rj.(Q1]) >~ H (1 ;1) % inv*H (1) ; 1), avec j linclusion Gy, ) — {—1} = G
([K] 8.4.8).

Soit S I’'ensemble des sous-tores de dimension 1 de 7. Pour S € S on note
ig : 8§ — T l'inclusion. Pour tout S € S on se donne un isomorphisme de tores
©ps - Gm,k - S.

Soit Hint (T') le groupe abélien

Hint(T) = T(k) X Z(ch(Gm,k)(QZ)).
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On définit alors un morphisme de groupes abéliens
D : Hint (T) — Hint(T)

en associant & (\,n), pour A dans T'(k) et n une fonction SxC(Gy x)(Qr) — Z
& support fini, la classe de 4y} *int (*ints,y (R(is 0 ps)1 H (¢ ; x))™8X) (on note
multiplicativement le produit *;j,; et on convient qu’un produit de convolution
indexé par I’ensemble vide est égal & dyy3). D’apres [G-L| Théoreme 8.6.1, le
morphisme ® : Hin (1) — Hint(T) est un isomorphisme de groupes abéliens.

3.3. Le monoide H/(T)

On note Hy(T") le monoide abélien dont les objets sont les classes d'iso-
morphisme d’objets de Hypi(T'), le produit étant induit par *;. Pour tout S
dans S, on se donne une compactification lisse S de S. On note S I’ensemble
des couples (S,z) avec S dans S et « dans S — S. Pour (S, z) dans S on note
s, 'unique morphisme de tores g4 : Gy p — S dont le prolongement aux
compactifications envoie 0 sur zx.

Soit H(T') le monoide

H(T) := T (k) x NE*C(Gmi)(Qr)),

On note (ds,4,y) la base canonique du monoide N(SXC(Grm,1)(Qe)
On définit alors un morphisme de monoides
(O Hg(T) — Hg(T)
caractérisé par
Q(A, 1) =
et
®(1,0s,3,x) = R(is 0 sz H(Y ;).

A tout morphisme de tores m : T — T, on associe un morphisme de
monoides m : Hi(T) — Hi(T') de la fagon suivante. Soit S un sous-tore de
dimension 1 de T tel que 7 : S — S’ := 7(S) soit une isogénie. A z €
S — S on associe le point correspondant z’ de S’ — S’. On note N(S) le degré
du morphisme S — S’ et N'(S) sa partie premiere & p. On définit m de
facon unique en demandant que sa restriction & T'(k) x 1 soit donnée par
m:T(k) x1—T'(k) x 1 et qu'il envoie (1,dg,4,y) sur

(i 0 s, ) (N (V) ST Ggrar)

X’N(S):X

sim:S — S :=m(S) est une isogénie et sur (1,1) sinon.
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D’apres la formule de Davenport-Hasse le diagramme

H(T) —— Hy(T)

ﬂ,l lm,

H(T') —2— H,(T")
est commutatif.

On définit une action du groupe C(T)(Qq) sur 8§ X C(Gm ) (Qe) de la fagon
suivante : si (S, z),y) appartient & S x C(Gy, 1) (Qy), on a des morphismes de
tores

Gup 235 —T

d’oti l'on tire un morphisme C(T)(Q¢) = C(Gm,k)(Qe), ce qui permet de faire
agir C(T)(Qg) par translation sur y. On en dedu1t une action de C(T)(Qg) sur
N(5%C(Gm i)(Qr) en faisant agir comme ci dessus & la source et trivialement au
but, et une action sur H(7) en imposant & I’action d’étre triviale sur le facteur
T(k). Il est clair que, pour tout point fermé y de C(T') et pour tout élément h
de H:(T), on a (avec une notation légerement abusive), ®(x - h) = ®(h) ® L,
(cf. [G-L] 2.6).

LEMME 3.3.1.— Soient hy et hy des éléments de H.(T). Si pour tout isomor-
phisme de tores T ~ T' x T" avec dAimT" = 1, pour tout point fermé x de
C(T"), les ob]ets 7"(7"V(x) - h1) et ©"(7"V(x) - h2) de Hi(T") sont égauz (on
note w' et ' les projections), alors hy et hy sont égaut.

Démonstration. — Par la proposition 3.3.4, les éléments h; et hy ont les
mémes projections sur N(S¥C(Gmx)(Qe) On voit alors directement qu'ils ont
les mémes projections sur T'(k). O

THEOREME 3.3.2. — Le morphisme ® : Hy(T) — H\(T) est un isomorphisme
de monoides abéliens.

Démonstration. — La surjectivité de & étant claire, démontrons ’injecti-
vité. Quand T est de dimension 1, c’est une conséquence de [K] 8.4.2, 8.4.7
et 8.5.3.1. On en déduit le résultat dans le cas général grace au lemme 3.3.1.
En effet si ®(h1) = ®(hg), pour tout isomorphisme de tores T' ~ T’ x T"
avec dim7"” = 1, pour tout point fermé x de C(T), on a Ra"\(®(h1) @ L) ~
Rr"\(®(h2) ® Ly). On en tire que, pour tout point fermé x de C(T”), les objets
O (n"y(n"V(x) - h1)) et ®(x"(x'V(x) - ho)) sont égaux. On peut alors conclure
en utilisant le résultat en dimension 1 et le lemme 3.3.1. O
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Fixons un isomorphisme 1 : T = (G )" = Speck[t1, 1], ,tn, 1, '] et
notons m; : T — Gy, la projection sur le i-eme facteur. On note H!(T):’p
I’ensemble des objets de Hy(T') correspondants & des faisceaux pervers ¢-mo-
dérés a l'infini.

On définit un sous-monoide 'H!(T)I’/) de H(T) de la fagon suivante. Si T’
est de dimension 1, on écrit T — T = {x,y}, et on définit H,(T)! comme le
sous-monoide de H,(7T) constitué des (A, n) vérifiant

D n(T,z,x) =Y n(T,y,X)-
X X
On dira qu’un élément h de H(T') appartient & Hg(T)f/) si, pour tout ¢, m;th est
dans Hi(Gx)t. Remarquons que si mjh appartient & Hi(Gyy,x) alors, pour
tout point fermé x de C(T), my(x - h) appartient & Hi(Gpx)*-

PROPOSITION 3.3.3.— La restriction de ® a /H!(T);"/} induit un isomorphisme
de monoides 'H!(T)f/} o~ H!(T)f/}.

Démonstration. — Quand T est de dimension 1, c’est une conséquence de
[K] 8.4.2 et 8.4.7. Le cas général s’en déduit directement d’apres les définitions
et la remarque précédente. [J

On note Gi(T)* le groupe Gy(T)! := Z(5¥C(Gm)(Qe),

Pour tout morphisme de tores # : T — T’, le morphisme m : H(T) —
H,(T") induit un morphisme de groupes m : Gi(T)! — Gi(T')! par passage au
quotient et au groupe associé. De méme, de I’action du groupe C(T)(Qg) sur
H,(T) on déduit une action de C(T)(Qg) sur Gi(T)'.

PROPOSITION 3.3.4.— Soient hy et hy des éléments de Gi(T)*. Soit (S;)icr
une famille finie de sous-tores de dimension 1 de T.

On suppose que, pour tout isomorphisme de tores T ~T' x T", avec T" de
dimension 1, tel que les projections S; — T" soient des morphismes finis pour
tout i € I, il existe un ensemble partout dense U de points fermés de C(T") tel
que, pour tout point fermé x de U, les objets w"y(7'V (x) - h1) et ©"y(7"V(x) - h2)
de G(T")! soient égauz (on note ' et "' les projections). Alors hy et hy sont
égauz.

Démonstration. — C’est une conséquence de la proposition plus générale
suivante. [

Soit N un entier > 1. Pour tout k-tore T on note Cn(7') la réunion des
composantes connexes de C(T) contenant un caractére d’ordre fini e < N.
Un point fermé x de C(T) appartient a Cy(T) si et seulement si il existe un
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entier e < N tel que x° appartienne & C(T),. Le schéma C(T') est égal & la limite
inductive filtrante des Cy(T") et chaque Cy(T") a un nombre fini de composantes
connexes (cf. [G-L] 3.2).

On note Gi(T) % le groupe Gi(T)}, = Z(5%Cxn(Gmt)(Q0) | Par restriction on
a une surjection canonique G\(T)! — Gi(T)}-

PROPOSITION 3.3.5.— Soient hy et hy des éléments de G\(T)'. Soit (S;)icr
une famille finie de sous-tores de dimension 1 de T.

On suppose que, pour tout isomorphisme de tores T ~T' x T", avec T" de
dimension 1, tel que les projections S; — T" soient des morphismes finis pour
tout © € 1, et pour tout entier N > 1, il existe un ensemble partout dense Un
de points fermés de C(T') tel que, pour tout point fermé x de Uy, les images
des objets w"\(7'V(x) - h1) et 7"\(7'V(X) - ha) dans Gi(T")} soient égales (on
note w' et ' les projections). Alors hy et hy sont égaus.

Démonstration. — On peut supposer que he = 1. Considérons ’ensemble
fini 7' (h1) des cotores algébriques translatés de la forme (¢g 5 0ig)V ' (y) pour
((S,x),y) décrivant le support de h;. Supposons que le support de h; ne soit pas
vide. Dans ce cas T (hy) = {71, -, Tm} avec m > 1. Fixons un isomorphisme
T ~T' x T" avec T" de dimension 1 vérifiant ’hypothese de la proposition
et tel que de plus les projections S — T" soient des morphismes finis pour
S appartenant & 'image de la projection du support de hy dans §. On note
7' et 7 les projections et i’ et 3" les immersions canoniques. Dans ce cas les
morphismes 7’ ‘\9— : Ti — C(T") sont finis et surjectifs sur les points fermés, et
il existe alors un ouvert partout dense U de C(T") tel que, pour tout point
fermé y dans U, les intersections i’V ~!(x) N 7; soient des ensembles finis non
vides et disjoints. Soit y un point fermé dans U. La décomposition en produit
T ~T' x T" permet d’identifier i’V ~1(x) & C(T") et les points des i’V 1 (x)NT;
correspondent alors exactement aux éléments de T (7"i(7"V(x) - h1)). On peut
choisir N assez grand pour que, modulo cette identification, les intersections
i"V=1(x)NT; soient toutes contenues dans Cx (T"), pour tout x dans UNC(T"),.
Pour tout point fermé y de UNC(T"), 'image de 7"y(7'V (x) - h1) dans Gi(T")}
est alors non triviale. Par conséquent, si Uy était un ensemble dense comme
dans ’énoncé de la proposition, l'intersection de U N C(T"); et de Uy serait
vide, ce qui est absurde. [J

PROPOSITION 3.3.6. — Soient A et B deuz objets de Hyp,(T'). On suppose
que A et B ont des semi-simplifiés isomorphes. Alors A et B sont isomorphes.
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Démonstration. — Lorsque T est de dimension 1 c’est une conséquence de
[K] 8.4.10 (valide aussi pour (n,m) = (0,0)) et 8.5.3.1. En général soit T ~
T' x T" un isomorphisme de tores avec T de dimension 1. Soient 7" et 7"
les projections. Pour tout faisceau pervers C sur T, il existe, d’apres [G-L]
2.3.2 et 2.4, un ensemble partout dense U(C) de points fermés de C(T") tel
que pour tout x dans U(C), 'objet Rx'(C @ 7'*L,) soit pervers. Soient A;
(resp. B;) les composants simples de A (resp. B). Il existe donc un ensemble
partout dense U de points fermés de C(T") tel que pour tout x dans U, les
Rn'(A; @7"™*Ly) et les Rm}'(B; @ '*L,,) soient respectivement des composants
(non nécessairement simples) de Rm(A® n"*L,) et de R (B ® n"*L,). Pour
un tel x les faisceaux pervers Rm (A ® n"*L,) et Rn{'(B ® n'*L,) ont des
semi-simplifiés isomorphes. Ils sont donc isomorphes et on en tire par 3.3.2
et 3.3.4 que A et B sont isomorphes a convolution par un faisceau dyyy pres.
En reprenant 'argument précédent on obtient que pour tout isomorphisme
T~T xT"onan"(A)=1et donc que A=1. O

3.4. Faisceaux hypergéométriques associés a un faisceau pervers

Soit S un sous-tore de dimension 1 de T. On reprend les notations de 2.2.
On s’est donné une immersion j : Gy, — A,lc. Pour z dans S — S on note
s,z 'unique isomorphisme de tores sz : Gp — S dont le prolongement
aux compactifiés envoie 0 sur .

Soit A un objet de Perv(T, Q). On associe & A 'objet suivant de Hypy(T) :
H\(A) == *!((RiS!(RWS,m!(H(lﬂ ;1) ® ﬁx—l))"s’m”‘m)),

le produit étant pris sur tous les S, x et x. On note multiplicativement le
produit # sur Hypy(T') et on convient qu’un produit de convolution indexé par
I'ensemble vide est égal & d;13. On définit de méme, en remplagant ! par ,
H,(A) dans Hyp.(T).

De facon similaire, on pose
Hint(A4) 1= i ((Ris (R ot (H(51)) @ Ly1))"s=x ),

le produit étant pris sur tous les .S, x et x, en notant multiplicativement le
produit xiny sur Hypint(T'), ce qui est justifié par [G-L] 8.1.4. On a Hiny(A) ~
(Hi(A))int- D’apres [G-L] 8.1.4, Hjy(A) est un objet de Hypini(T'), et, si A est
un objet de Hyping(T'), il existe A dans T'(k) tel que A = 05} *int Hing(A).
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PrOPOSITION 3.4.1.— (1) Si0 - A — B — C — 0 est une suite eracte
dans Perv (T, Qq), on a des isomorphismes

HI(B) =~ HI(A) X HI(C)

et
Hint (B) = Hint (A) *int Hint(c)-

(2) SoitT ~T'xT" un isomorphisme de tores avec T" de dimension 1, soit
X un point fermé de C(T") et soit A" un objet de Perv (T', Q). Notons
7' et " (resp. i' et i") les projections (resp. immersions) canoniques et
fizons un isomorphisme T" ~ G, .. Si A =~ 7"* A'@n"*(Ly[1]), on a, en
notant r la caractéristique d’Euler-Poincaré de A', des isomorphismes

Hy(A) == Rif! ((H (13 %) = inv* H (13 )™ )
et
Hint(A) = Riy ((HW’ 3 X) *int inv* H (1) ; xil))*i"t’").

(3) Pour tout objet A de Perv (T, Qy), il existe un point fermé X de T tel que
les faisceaux pervers Hini(A) et OgA} *int Hin(Aint) soient isomorphes.

(4) Pour tout objet A de Perv (T, Qy), pour tout point fermé x de C(T) on
a des isomorphismes canoniques H\(A® L) ~ H(A) ® L, et Hipi(A®
Ly) = Hint(A) ® Ly.

Démonstration. — L’énoncé (1) est une conséquence directe de la descrip-
tion de ngg4, en terme de cycles proches rappelée en 2.2 et de I'exactitude
du foncteur cycles proches pour les faisceaux pervers. Pour (2), il suffit de dé-
montrer le premier isomorphisme. Par translation il suffit de vérifier que si A
est de la forme 7'*(A’[1]) avec A’ pervers sur T" alors Hj(A) est isomorphe 2
(Ri!!(H(v;1) % inv*H (¢ ;1)))*, avec r = x(T", A"). D’apres [G-L] 3.3.1 (d),
le cone du morphisme canonique M (A) — M, (A) a un support contenu dans
7'VC(T"). Ceci entraine, d’apres [G-L| 7.3.5, que les nggy(A) sont nuls pour
S # T". On constate directement que les ngw 4, (A) sont nuls pour x # 1 et
sont égaux a r pour x = 1. Démontrons (3). D’apres (1), il suffit de démontrer
que le faisceau pervers Hiyt(A) est & support ponctuel pour A simple vérifiant
x(T,A) = 0. Dans ce cas, d’apres [G-L] 5.1.1, il existe un isomorphisme de
tores T ~ T'" x T" avec T" de dimension 1, un point fermé y de C(T") et un
objet A’ de Perv (T, Qy), tels que 'on ait un isomorphisme

A~ 7A@ 7" (L, [1]),
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et on déduit 1’énoncé de (2) car H(2);x) *int inv*H (1 ; x ') est ponctuel (cf.
3.2). Quant a1’énoncé (4), il se déduit directement de I'isomorphisme canonique
(rappelé en [G-L] 2.6) (B+ C)® Ly ~ (B® Ly) % (C® L,) pour B et C dans

Soit T un tore de dimension n sur k. On dit qu’'une propriété est vérifiée
pour w-presque tout point fermé x de C(T') : pour n = 0 si elle est vérifiée, pour
n = 1 si elle est vérifiée pour y appartenant au complémentaire d’une partie
dénombrable de points fermés de C(T"), pour n > 2 si pour tout isomorphisme
de tores T ~ T' x T" avec T" de dimension 1 pour w-presque tout point fermé
X" de C(T") la propriété est vérifiée par (x',x”) pour w-presque tout point
fermé x' de C(T', Qy).

Soit A un objet de Perv(T, Q). On note S(A) I’ensemble des sous-tores S
de dimension 1 de T tels que ng4(A) ne soit pas identiquement nul.

PROPOSITION 3.4.2.— Soit T un k-tore et soit A un objet de Perv(T, Q).
On considére un isomorphisme de tores T ~T' x T" avec T" de dimension 1.
On note ' et " les projections.
(1) Pour w-presque tout point fermé xo de C(T"), Uobjet Rrl!(A ® 7'*Ly,)
est un faisceau pervers, et il existe un point fermé X de T" tel que l’on
ait un isomorphisme

H,(Rm,(A® 7" Ly,)) = o) *+ R (H (A@ 77 Ly,))-

(2) Pour w-presque tout point fermé xo de C(T"), Uobjet Rmi'(A @ 7'*Ly,)
est un faisceau pervers, et il existe un point fermé X de T" tel que l'on
ait un isomorphisme

Hy(Rr{ (A @ 7" Ly,)) = 60y 0 Rl (Hi(A @ 7" Ly,)).

Démomnstration. — L’énoncé (1) est la proposition 8.4.1 de [G-L|, & ceci
pres que dans loc.cit. on suppose que, pour tout S dans S(A), I'intersection
SNker " est finie. Cette condition est en fait superflue. En effet la proposition
8.4.1 de [G-L] est obtenue comme conséquence directe de la proposition 7.5.1
de [G-L], et bien que figurant dans son énoncé la condition n’est pas utilisée
de fagon essentielle dans sa démonstration. La preuve de 1’énoncé (2) est toute
pareille (on pourrait aussi le déduire de (1) par dualité). O

Remarque. — En fait pour la suite de larticle (excepté le cas n > 1 de 3.5.3,
mais voir la remarque qui suit 3.5.3) on peut n’utiliser la proposition 3.4.2 (et
la variante 3.4.3) que dans le cas oll, pour tout S dans S(A), l'intersection
S Nker " est finie.
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On aura besoin en fait de la variante suivante de I’énoncé (2) de la propo-
sition précédente. On définit le quantificateur « est vérifié pour presque tout
point fermé x de C(T') » de fagon similaire & « est vérifié pour w-presque tout
point fermé y de C(T) » en remplagant « dénombrable » par « fini ». (Remar-
que : cette terminologie ne coincide pas exactement avec celle employée dans
[G-L].) Pour tout entier N > 1 on pose

H\(T) N := T (k) x N(SXCn (Grm 1 )(Q0))

et H(T)ny = ®(H:\(T)n). On notera my la projection canonique H\(T) —
H(T)y-

PROPOSITION 3.4.3. — Soit T un k-tore et soit A un objet de Perv(T, Q).
On considére un isomorphisme de tores T ~ T' x T" avec T" de dimension
1. On note ©' et ©" les projections. Soit N un entier > 1. Pour presque tout
point fermé xo de C(T"), lobjet R (A ® ©'*Ly,) est un faisceau pervers, et
il existe un point fermé X de T" tel que les images par wn des classes de
H\(Rm{'(A®Ly,)) et de by Ry (H\(AR7'* Ly,)) soient égales dans Hy(T") y.

Démonstration. — La présence du quantificateur « pour w-presque tout po-
int fermé x de C(T') » dans les énoncés (1) et (2) de la proposition précédente
tient au lemme 5.2.5 de [G-L|. L’apparition du dénombrable dans ce lemme est
due au fait que C(7') a une infinité dénombrable de composantes connexes (si
T est de dimension au moins 1). Comme par contre Cy(7") a un nombre fini
de composantes connexes, on a la variante suivante du lemme 5.2.5 de [G-L]
(avec la méme démonstration), qui permet de reprendre la démonstration de
[G-L] 8.4.1 (ou plutot de I’énoncé dual) sans changement. [

LEMME 3.4.4. — Soit T un tore de dimension n sur k et soit N un entier
> 1. Soit Z un sous-schéma fermé de Cn(T), partout de dimension < d < n.
Soit i : T" — T linclusion d’un sous-tore de dimension r. Alors, pour presque
tout x dans C(T",Qy), Uintersection iV ~1(x) N Z est partout de dimension
<d-r. O

3.5. Normalisation
On fixe un isomorphisme
YT = (Gpp)" Speck[tl,tfl, ooty t ).
Pour tout objet A de Hyp»(T'), avec ? =l, %, int, on pose

A= 6{)\(A)—1} *? A.
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C’est un objet de Hyp-(T') et d’apres 2.6.1 (4), on a A(A) = 1 si A est ¢)-modéré
a l'infini. Si A est obtenu par changement de base & partir de Ag défini sur un
sous-corps kg de k, il en de méme pour A et on note Ay l'objet correspondant
défini sur ky. La proposition suivante, qui ne sera pas utilisée dans la suite de
ce travail, donne une formule pour A quand A est 1-modéré a l'infini.

PROPOSITION 3.5.1. — Soit A un objet yp-modéré a Uinfini de Hyp»(T), avec
? =l %, int, de la forme

A=Rrpn(H®p;x1)) *7 -+ %2 Rt (H (45 Xm)),

avec mj : G — T des morphismes de tores non constants. Notons n;; la

partie premiére & p du résidu en zéro de w*%i. La i-éme composante, pour
nij

7t
1 <4 <n, du point \(A) est égale a Uentier [[; < jcpmm; ;-

Démonstration. — L’énoncé pour int est conséquence de celui pour ! d’apres
la proposition 2.6.1. Pour ! et *, en utilisant la formule de Davenport-Hasse,
on se ramene au cas n = 1 qui est une conséquence de [K| 8.4.2 et 8.4.10. O

PROPOSITION 3.5.2. — Soit A un objet de Perv(T, Q).
(1) O a A(Hi(A)) = A(Hine(A)).
(2) On a Hiy(A) ~ (Hi(A))in-
(3) Si H\A est 1p-modéré a Vinfini on a AN(Hy(A)) = M(Hin(A4)) = 1.

Démonstration. — (1) est conséquence de 2.6.1 (3), (2) est conséquence de
(1) car Hing(A) = Ogr(Hin(4))-1} *int Hing(A), et (3) est conséquence de (2) et
de 2.6.1 (4). O

PROPOSITION 3.5.3. — Si A est un objet de Perv(T, Qy), 1-modéré a 'infini,
alors le faisceau pervers Hi(A) est y-modéré a Uinfini.

Démonstration. — Pour n = 1 1'énoncé est clair, d’aprés la proposition
3.3.3, car on vérifie directement que ® 1 (H(A)) est dans H,(T)!. En général,
soit m; : T — Gy la projection sur le i-eme facteur. D’apres 3.4.2 (2), il
existe un point fermé y de C(T) tel que Rmy(A ® L) soit pervers et tel que
Rmj(Hi(A ® Ly)) soit isomorphe & Hi(Rmy(A ® L)) & convolution par un
faisceau ponctuel d;y; pres. On en tire que Rmy(Hi(A ® L)) est modéré a
l'infini. Comme Hi(A ® Ly) ~ H\(A) ® L, d’apres 3.4.1 (4), on déduit de la
proposition 3.3.3 et de la remarque qui la préceéde que Rm;(H (A)) est modéré
a infini.
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Remarque. — Quand A est justiciable de 4.5.2 ou de 6.4.4, il n’est pas néces-
saire d’invoquer 3.4.2 (2) dans la preuve.

3.6. Calcul de dety;

On note Perviy (T, Q) le quotient du semi-groupe ([Perviy (T, Qe)], *int)
des classes d’équivalence d’objets de Pervin (T, Q) par le sous(-semi)-groupe
des classes d’équivalence des dyy}, A décrivant I’ensemble des points fermés de
T.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal de la
section, qui sera démontré dans la section 5.

THEOREME 3.6.1. — Soit A un objet de Perviy (T, Qq). On suppose qu’il exis-
te un schéma S, intégre et de type fini sur ¥y, de corps des fonctions kg C k
et de dimension r, un S-tore déployé Ts tel que T ~ Ts ® k, et un objet Ag
de Perv(Ts, Qy) tel que A provienne de Ag[—r] par changement de base de
Ts a T. Les classes des faisceaux pervers deting(A) et Hing(A) dans le quotient
Pervint (T, Qq) sont égales. Soit 1 un isomorphisme T ~ (G, )™ Si A est
P-modéré o Uinfini, alors les faisceauz pervers deting(A) et 5{)\(A)} *int ﬁint(A)
sont isomorphes.

Remarque. — Quand x(7,A) = 1, I"énoncé du théoreme est valide sans
I’hypothése que A provienne par changement de base d’un faisceau pervers
défini sur Ts avec S de type fini sur F), : en effet, on a alors A ~ detint(A) et
d’apres [G-L] Théoreme 8.5.1, il existe un point fermé A de T tel que

A =~ 603y #int Hing(A).

Si A est y-modéré a Dinfini, Hin(A) est aussi ¥-modéré a l'infini d’apres la
relation précédente, et d’apres 2.6.1 (4) on a nécessairement A = A\(A).

3.7. Hiny(To)? et Hy(Tp)?

Soit kg un sous-corps de k dont k est la cloture algébrique et soit Ty un
ko-tore déployé. On pose G := Gal (k| ko).

On note Hipn(Tp)9 (resp. Hy(Tp)?) le sous-groupe (resp. sous-monoide) de
Hint (T) (resp. Hy(T)) formé des classes d’équivalence d’objets de Hypin(70)?
(resp. Hypi(Tp)?). On a une action naturelle de G sur C(Gy x)(Qe) (cf. 6.1),
et donc également sur Z(SXC(Gmi)(Qr)) ot N(SXC(Gm,1)(Qe)),

On déduit de 3.2.1 et 3.3.2 I’énoncé suivant.
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PROPOSITION 3.7.1.— Les isomorphismes ® de 3.2 et 3.3 induisent respec-
tivement un isomorphisme de groupes

Hin (Tp)? ~ T (ko) x (Z(SXC(Gm,k)(Ql)))G

et un isomorphisme de monoides

H,(Tp)? ~ T(ko) x (N(ch(Gm,k)(Qz)))G_
Démonstration. — Les isomorphismes ® de 3.2 et 3.3 étant G-équivariants,
leurs inverses induisent des morphismes injectifs

Hin (To)? — T'(ko) X (Z(ch(Gm,k)(Ql)))G
et ] )
H\(Tp)? — T(ko) x (NEXC(Gm1)(Q))E,
La surjectivité du deuxieéme morphisme résulte de 3.7.2 (1). On a un diagramme

commutatif

H\(T) —2 Hyp (T)

o | =

Hg(T) L} Hint (T) ,

le premier morphisme horizontal étant induit par le foncteur int et le mor-
phisme A étant 'unique morphisme faisant commuter le diagramme. Remar-
quons que par [G-L] 8.1.4 (ii) et 3.7.2 (2), le foncteur int induit un morphisme
int : Hi(Tp)¢Y — Hint(Z0)?. On a donc un diagramme commutatif

H,(Tp)¢ ot » Hin (7)Y

| | |

T(ko) x (NEXCC ) QG 2y (k) x (ZE*C(Cm i) Q)G

en notant A le morphisme induit par A\. Ce morphisme étant surjectif, ainsi
que le premier morphisme vertical, on en déduit la surjectivité du deuxiéme
morphisme vertical. U

LEMME 3.7.2. — Soient H;, pour 1 < i < N, des sous-groupes d’indice fini
de G. On note k; le corps fizé par H;. Soit B; un objet de D2(Ty ® ki, Qq)9
pour 1 << N.

(1) Les objets Ay := *10cc/n;

1<i<N

(?B;) et Ay := *yo0ca/n; (°B;) appartiennent
1<i<N
DY(Ty, Qu)9. Ici °B; désigne le transformé de B; par o (cf. 6.1.1).
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(2) Si Ay et A, sont des faisceauz pervers, le noyau et le conoyau du mor-
phisme canonique o : Ay — A, appartiennent a Perv(Ty, Qp)9. De plus
la suite exacte de faisceaur pervers 0 — Kera — Ay — Ima — 0
provient par changement de base d’une suite exacte de faisceauz pervers

sur Ty.

Démonstration. — Soit T} le ko-tore déduit de Ty ® k; par restriction des
scalaires de k; & kg. Soit B; dans D2(Ty ® k;, Q) d’image B;. 11 lui est associé
un objet B! de D2(T!, Q). Si on note N; le morphisme norme 7! — Ty, on a un
isomorphisme (*11<;<« yRNyB;) ® k =~ Ay (resp. (*x1<i<NRNuBj) ® k ~ A,).
Ceci démontre (1). Pour (2) il suffit de remarquer que I'on a alors

Ker v ~ (Ker #1; ;< yRNjBj — %,1<;<NRN3Bj) ® k

ainsi que l'isomorphisme similaire pour le conoyau et I'image. [J

La proposition suivante sera utilisée ultérieurement.

PROPOSITION 3.7.3.— Soit A un objet de Hypint(1p)Y. Il existe un objet Ag
de Perv(Ty, Qp) tel que A ~ Ay ® k et un épimorphisme X : By — Ag dans
Perv (Ty, Q) avec Bg ® k dans Hypy(Tp)? et x(T, (Kerd) ® k) = 0.

Démonstration. — C’est une conséquence directe du lemme 3.7.2 et de [G-L]
8.14. [
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CHAPITRE 4

TRANSFORMATION DE MELLIN SUR UN
CORPS FINI

4.1. Les foncteurs M, et M,

Dans cette section et dans ’essentiel de la suivante kg est un corps fini de
caractéristique p et de cardinal g, et Tj est un ko-tore déployé. De fagon générale
tous les kg-tores considérés dans cette section et dans la suivante sont supposés
déployés. On note k une cloture algébrique fixée de kg. On note Fy : Ty — Ty le
morphisme de Frobenius  — x¥ sur Ty et F' := Fy®Id, : T — T le morphisme
de Frobenius sur 7. Si a est une unité de Qg, on note qua) le faisceau de rang 1
sur Spec ky pour lequel I'action de ’automorphisme de Frobenius géométrique
est égale & . Plus généralement, pour Ay un objet de D?(Tp, Q;), on note
A(()a) le produit tensoriel de Ay par I'image inverse de Qﬁa) et on dit que A(()a)
se déduit de Ay par torsion.

On note ¢ : O¢ry — Oc¢(r) le morphisme associé & F' : T — T par
fonctorialité. C’est un automorphisme de O¢(7). Si x est un point fermé de

C(T), on a p(x) = x?. On note Dé’ohw(C(T)) la catégorie dont les objets sont

les couples (K, ®) avec K objet de D2, (C(T)) et
(I):OC(T) ®£K2K

b
coh

dente. Le produit tensoriel

un isomorphisme dans D? . (C(T')), les morphismes étant définis de fagon évi-

®" : Do (C(T)) x D (C(T)) — Deon (C(T))

se releve naturellement en un produit, encore noté ®,

Dion o (C(T)) X Do (C(T)) — Do (C(T))-
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De méme, si m : Ty — T est un morphisme de tores, le foncteur
L b b
Octrry®by g, * Dlon(C(T)) — Dl (€(T")
se releve naturellement en un foncteur, encore noté OC(T,)®(LQ Ty’

Do o (C(T)) — Do o (C(T1)).

Si 7 est un quotient, le foncteur Rxy : DP, (C(T")) — Db

coh

(C(T)) se releve

naturellement en un foncteur, encore noté R,

Dgohw(C(Tl)) — Dgohw(C(T))'

On note inv I'involution = — 2z~ sur 7' et on note de méme I’automorphisme
de C(T) qui s’en déduit. D’apres ce qui précéde on a un foncteur

inv* = inv, : Dgohw(C(T)) - Dgohcp(c(T))'

De méme, si x est un point fermé de C(T') fixé par ¢, si on note m, : C(T) —

C(T) le morphisme de multiplication par x, le foncteur mj}, : D%, (C(T)) —
Db, (C(T)) se releve naturellement en un foncteur, encore noté my,

D(I;ohcp(C(T)) - Dgohcp(C(T))'

On note YO¢(r) le module trivial O¢(7y muni de @ : O¢(r) ®£ Oc(ry = O¢(1)
donné par ®(1® 1) = 1. C’est une unité pour le produit ®~. Pour a une unité
de Qy, on note “’(’)gz)T) le module trivial O¢(ry muni de @ : O¢(7) ®£ Oc(r) =
Oc(ry donné par ®(1 ® 1) = . Pour tout objet M de Dé’ohw(C(T)) on pose
M@ = w@é‘z‘%) ®L M et on dit que M(® se déduit de M par torsion.

Le foncteur de dualité D : M +— RHom(M,O) de D?  (C(T)) dans lui

coh
méme se releve naturellement en un foncteur, encore noté D, D°  (C(T)) —

coh ¢
Dgo (C(T)).
Soit Ag un objet de D%(Ty, Q). On déduit de 'isomorphisme canonique
A ~ RF,(A), d’apres [G-L] 3.3.1(c), des isomorphismes canoniques
(%) M. (A) = M (RF,(4)) =~ Ocir) ®5 M.(A).
Dualement, comme RF, ~ RF, on a des isomorphismes canoniques
(% %) My(A) = My(RF(A)) =~ Oc(ry ® My(A).

On définit ainsi des foncteurs, notés YM, et ¥M, : DY(Ty, Q) — D, H(C(T)),
en associant & un objet Ay de D%(Ty, Q) le couple formé de M,(A) (resp.
M, (A)) et de l'isomorphisme inverse de (x) (resp. (**)).
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On a le formulaire suivant, qui est conséquence directe de [G-L] 3.3.1,
excepté 1'énoncé (h) qui est de vérification immédiate.

FORMULAIRE 4.1.1.— Les foncteurs M, et YM, vérifient les propriétés sui-
vantes.

(a)

(b)

Au morphisme de foncteurs My — M, correspond un morphisme de
foncteurs My — YM,.

Dualité : si Ty est un tore de dimension n, on a, pour tout objet Ay de
D%(Ty, Qp), des isomorphismes fonctoriels

D((’OM!A()) ~ inv* WM*(DA())
et
D((pM*Ao) ~ inv* (pM!(DAo).

Compatibilité a limage directe : si w : Ty — Ty est un morphisme de
tores, on a des isomorphismes canoniques

My(Rmy(Ao)) =~ Oc(rv) ®écm Y Mi(Aop)

et
Mo (Ra(Ap)) = Oc(rry @5, ) PMa(Ao)

pour tout objet Ag de D%(Ty, Qy).

Compatibilité & l'image inverse pour les tores quotients : si w: Ty — Tj
définit un tore quotient du tore Ty de dimension relative d, on a, pour
tout objet Ag de DIC’(T(S, Qy), des isomorphismes canoniques

PMi(7*(Ao)) = R/ (PMi(Ao(—d))[~2d])
et

PM. (1" (o)) = (g m (Kerm),)” ©7, R (M. (Ao)[~d)).-

Compatibilité au produit externe : si Ty =T1 90X T et Ag = A1 oK Az
(produit tensoriel externe) avec A; o objet de D8(T; 0, Qy), alors on a des
isomorphismes canoniques

(pM!(A()) ~ (p./\/l!(Al,o) |Z WM!(AQ,())

et
QOM*(A()) ~ (pM*(Al’O) X (p./\/[* (AQ’O).
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(f) Convolution : on a des isomorphismes canoniques
“Mi(Ag 1 By) = “Mi(Ag) ®8, ., *Mi(Bo)

et

(g) Torsion par un caractére : si Ag est un objet de D(Ty, Qq) et si x est
un point fermé de C(T) fizé par ¢, on a des isomorphismes canoniques

m;(pM!(Ao) ~ LPM!(A() ® ﬁx)

et
m;‘pM*(Ao) =~ SOM* (AO & ‘CX)

Ici Ly est vu comme un faisceau sur Ty dont la fibre a l'origine est
isomorphe au Gal(k | ko)-module trivial.

(h) Torsion : si Ay est un objet de D8(Ty, Qp) et si a est une unité de Qp,
on a des isomorphismes canoniques

eM(AY)) ~ oM, (Ag) @D

et
PM, (A ~ oM, (40)@ ). O

Pour tout entier e > 0 on note k§ l'extension de degré e de ky contenue
dans k et Fie € Gal(k | k§) la transformation de Frobenius géométrique. Soit x
un point fermé de C(T') fixé par ¢°. On peut voir alors £, comme un faisceau
sur Ty ® k§, dont la fibre & l'origine est isomorphe comme Gal(k | k§)-module
au module trivial. On note i, : {x} — C(T") l'inclusion. Pour tout objet (I, ®)
de Db, ,(C(T)) on pose ) = ® o (Id®, P) o+ o (Id Vye-1 B).

L’énoncé suivant est conséquence directe de 4.1.1 (c) et (g).

PROPOSITION 4.1.2.— Soit Ay un objet de D%(Ty, Qq) et soit x un point
fermé de C(T) fizé par ¢¢. Avec les notations précédentes, on a des diagrammes
commutatifs

LiiM,(A) — RT(T, A® L)

Li;‘(cb(e)l TFA:B

Li3, M (A) —~s RT(T, A® Ly)
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et
Lix My(A) —=— RT(T, A® Ly)

Li;*(d)(e)l TFkg

Lit My(A) —~ RT(T,A® Ly) . O

Pour tout entier e > 0 on a un couple de foncteurs adjoints

A®: Do o (C(T)) = Dionye (C(T)) et B®: Doy e (C(T) — Deop o (C(T))

définis de la maniere suivante. A un objet (K,®) de D?

COh(p(C(T)) on associe
I'objet
Af(K,®) := (K,®).

A un objet (K, ®) de D® . _(C(T)) on associe 'objet B¢(K,®) := (Q, ¥), avec

coh g*
Q=K & (Ocr) ® K) @ & (Oc(1) ®pe-1 K),
I'isomorphisme ¥ étant défini par
Ocr) ®p Q@ = (Ociry ®p K) @+ @ (O¢(1) ®pe K)
~ (Ocr) ®p K) ® (Ocir) ®p K) @ -+ @ (Oc(r) @pe—1 K)
~ K& (Ocry®p K) @ @ (Oc(r) ®pe1 K) = Q,
le second isomorphisme étant obtenu par permutation des facteurs et le troisie-
me en appliquant ¥ au premier facteur.
PROPOSITION 4.1.3. — Soit e un entier strictement positif. Soit w le mor-
phisme canonique Ty @ ki — Tp.
(1) Pour tout objet Ay de D%(Ty, Qy), on a des isomorphismes canoniques
P M, (1 Ag) ~ AY(Y M, (Ag)) et ¥ My(n*Ap) =~ A°(PM(Ap)).
(2) Pour tout objet Ay de D2(Ty ® k§, Qq), on a des isomorphismes canon-
iques
M, (Rry A1) ~ B¢("M,A1) et “My(RmAr) ~ B¢(Y" MiAy).

Démonstration. — L’énoncé (1) est immédiat et (2) résulte de l'isomor-
phisme canonique

Rn,A~A®RF,A® ---RF‘ A

et du fait que 7 soit un morphisme fini. [

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1996



38 CHAPITRE 4. TRANSFORMATION DE MELLIN SUR UN CORPS FINI

4.2. Injectivité de M, sur K (Tp, Qy)

On note K(Tp, Q) le groupe de Grothendieck de la catégorie D2(Ty, Q)

et K,(C(T)) le groupe de Grothendieck de la catégorie D° »(C(T)). Les fonc-

teurs YM, et M, induisent des morphismes de groupes abéliens notés K (YM,)
et K(¥My) : K(Tp, Qo) — K, (C(T)).

PROPOSITION 4.2.1. — Les morphismes K(YM,) et K(YM,) sont injectifs.
Démonstration. — Cela résulte directement de la proposition qui suit. [

PROPOSITION 4.2.2. — Soient K1 et Ky deur faisceaur pervers sur Ty. Si les
objets YMy(K1) et PMi(Ky) (resp. YM (K1) et YM,(K2)) sont isomorphes,
alors les semi-simplifiés de K1 et Ko sont isomorphes.

Soit e un entier > 0. Soit x un point fermé de C(T") vérifiant ¢°(x) = x. On
voit y comme un caractére multiplicatif x : k§ — Qy et L, comme un faisceau
sur Tp ® k§ dont la fibre & I’origine est isomorphe comme Gal(k | k§)-module
au module trivial. Pour tout objet K de D2(Tjy, Q;), on note s¢(K, x) la trace
de Fie sur RT(T,K ® L,). D’apres la proposition 4.1.2 c’est aussi la trace de
(Lix®©) = sur LitMy(K).

La proposition 4.2.2 est donc conséquence de la proposition suivante (il
suffit, par dualité, de faire la démonstration pour YMy).

PROPOSITION 4.2.3. — Soient K1 et Ky deux faisceaur pervers sur Ty. Si
pour tout entier e > 0 et tout point fermé x de C(T) vérifiant ©°(x) = x on a
s¢(K1,x) = s¢(Ka, X), alors K1 et Ko ont des semi-simplifiés isomorphes.

Pour tout objet K de D%(Ty, Q) et tout z € T(k§) on note t¢(K,x) la
trace de Fyg sur la restriction de K au point géométrique associé a z.

LEMME 4.2.4. — Pour tout objet K de D%(Ty, Qq) et tout x € T'(k§) on a
1 _
t°(K,z) = @ =1 > s“(K, x)x(z71),
XEC(T)(Qe)¥" 1

Démonstration. — D’apres la formule des traces de Grothendieck on a

(K x) = Y t°(K,z)x(a).

z€T(k§)

On en déduit ’énoncé par inversion de « Fourier-Mellin » usuelle pour les fonc-
tions sur les groupes abéliens finis. [
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Démonstration de la proposition 4.2.3. — Par le lemme 4.2.4, pour tout
entier e > 0 et tout x € T(k§) on a t°(K;1,z) = t°(K2,z). D’apres [La2]
1.1.2.1 (conséquence du théoreme de Chebotarev), K et Ko ont alors des
semi-simplifiés isomorphes. [

Sous des hypotheses d’existence de résolution des singularités, on a des
variantes des énoncés précédents « & la codimension 2 pres » (qui ne seront pas
utilisées dans la suite de ce travail).

Si K est un faisceau pervers sur Ty, on note Z(K)o la somme des com-
posants simples A de K tels le support de M,(A ® k) ne soit pas partout de
codimension au moins 2 dans C(T'). Si (L1, ®1) et (Lg, ®2) sont des objets de
Dgohw(C(T)) et U un ouvert de C(T') invariant par ¢ on dit que (L1, P1) et
(L2, ®2) sont isomorphes sur U s'il existe un isomorphisme G : Lyjgy — Loy

tel que G o @1y = @y o (Id ®,, G).

PROPOSITION 4.2.5.— Soit Ty un tore de dimensionn sur kg. On suppose que
la résolution des singularités et la simplification des idéauzr sont valides pour
les variétés de dimension < n définies sur k. Soient K1 et Ko des faisceaux
pervers sur Tj.

(1) On suppose que Ky et Ko n’ont pas de sous-objet non nul de caractéris-
tique d’Euler-Poincaré égale a zéro. Si les objets PM (K1) et PM,(K3)
sont isomorphes sur un ouvert invariant par ¢ partout de codimension
au moins 2 dans C(T'), alors Z(K1)s ~ Z(K2)2.

(2) On suppose que K1 et Ko n’ont pas de quotient non nul de caractéristique
d’Euler-Poincaré égale o zéro. Si les objets PM(K1) et YPM(K2) sont
isomorphes sur un ouwvert invariant par ¢ partout de codimension au
moins 2 dans C(T'), alors Z(K1)2 ~ Z(K3)s.

Démonstration. — L’énoncé (2) se déduit de (1) par dualité (d’apres [G-L]
6.1.1 (b), M,(K) et M(K) ont le méme support). Démontrons (1). D’apres
le théoreme 6.5.1 de [G-L], sous ’hypothese d’existence de résolution des sin-
gularités, il existe des faisceaux pervers Kj et K) sur T, des monomorphismes
K; ® k — K, tels que pour i = 1,2, M,(K]) soit I'enveloppe réflexive de
M, (K; ® k). On constate en inspectant la preuve qu’ils sont définis sur ko,
autrement dit qu’il existe des faisceaux pervers K; sur Tp, tels que les faisceaux
pervers K; soient des sous-objets des K; et tels que les K; ®k soient isomorphes
aux faisceaux pervers K!. Comme le support de M, (Coker(K; — K;) ® k) est
partout de codimension au moins 2 (par t-exactitude de M), on a alors un
isomorphisme M, (K1) ~ YM,(K>) par le principe de Hartogs (proposition
4.3.1), et la proposition 4.2.1 permet de conclure. [
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4.3. Modules de rang 1

Soit U un ouvert de C(T) stable par . On note Moden ,(U) la catégorie
dont les objets sont les couples (M, p) avec M un Op-module cohérent et ®
un isomorphisme

®: 0y ®, M~ M,

les morphismes étant définis de facon évidente. Si V' est un ouvert de C(T)
stable par ¢ et contenant U, on a un foncteur de restriction Modcon (V) —
Modcon (U) noté M — M. On note YA(U) la sous-catégorie de Modeon ,»(U)
formée des objets sont les modules sous-jacents sont des Op-modules locale-
ment libres L de rang 1. L’ensemble des classes d’isomorphisme d’objets de
?A(U) forme un groupe pour le produit tensoriel, que 'on note YL(U). L’élé-
ment neutre de ce groupe est la classe du module trivial “’OC(T)|U, et 'inverse
de la classe d’'un module coincide avec la classe du module dual.

La forme suivante du principe de Hartogs sera utilisée de fagon essentielle
dans ce travail.

PROPOSITION 4.3.1.— Soit V' un ouvert de C(T) stable par p. Soit U un
ouvert de V stable par ¢ et partout de codimension au moins 2 dans V. Soient
(M, ®1) et (M, ®y) des objets de Modeon (V). On suppose que My et My
sont des modules réflerifs et que (M, @1) |y et (Ma, ®2) |7 sont isomorphes dans
Modcon o (U). Alors (M, ®1) et (My, ®2) sont isomorphes. En particulier, si
Ly et Ly sont des objets de ?A(V') tels que Lyjy et Loy sont isomorphes dans
YA(U), alors L1 et Ly sont isomorphes dans ?A(C(V)).

Démonstration. — Par hypothese on a un isomorphisme Wy : My — Moy
tel que le diagramme suivant soit commutatif

L3115
Ou ®, Myjy —— My
Id&,qful l\pU
P91y
Ov ®p Moy —— Moy

Par le principe de Hartogs usuel, Wy se prolonge de fagcon unique en un iso-
morphisme ¥ : M; =+ My etona Vod =Py0(ld®, ¥). O

Soit (L, ®) un objet de YA(C(T")), soit e un entier > 1, et soit  un point
fermé de C(T') vérifiant ¢¢(z) = z. On note i, U'inclusion de z dans C(T'). Le
morphisme ®(®) induit un isomorphisme de ’espace vectoriel de rang 1 i% (L)
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dont on note )\(L,<I>(e),a:) la valeur propre. Remarquons que les définitions
entrainent que A\(L, ®(®), ) est une unité de Q.

L’énoncé suivant, qui ne sera pas utilisé dans la suite de ce travail, est
conséquence des résultats démontrés dans ’appendice A.

THEOREME 4.3.2. — Deuz objets (L1, ®1) et (Lo, o) appartenant a la caté-
gorie YA(C(T)) sont isomorphes si et seulement si pour tout entier e > 1, pour
tout point fermé x de C(T) vérifiant p¢(x) =z, on a

A(Lla q)ge)ax) = )‘(LQa Qge)a ‘T)

Démonstration. — En remplacant C(T') par C(T), dans la définition de la
catégorie YA(C(T)) on obtient une catégorie notée YA(C(T)¢). Pour tout entier
f > 1 on définit de méme une catégorie notée ‘/’fA(C (T')¢) en remplagant ¢
par @f. Soit O une composante connexe de C(T). La @-orbite de O est une
union finie de, disons f, composantes connexes de C(T') et ¢/ laisse O stable. Si
(L, ®) est un objet de C(T), on peut voir la restriction de (L, ®()) a O comme
un objet de “’fA(C(T)g). La donnée de cet objet est équivalente a celle de la
restriction de (L, ®) a la yp-orbite de O. 1l suffit donc de démontrer que, pour
tout entier f > 1, deux objets (L1, ®1) et (Lo, ®2) de la catégorie ¥ A(C(T)y)
sont isomorphes si et seulement si, pour tout entier e > 1, pour tout point
fermé z de C(T), vérifiant (¢/)%(x) = z, on a A(Ll,ége),a:) = )\(Lg,@ée),x).
On peut supposer que (Lg, ®7) est trivial. Remarquons que C(7T'), est factoriel.
En effet, 'anneau Q; ® Zg[[71(T)¢]] est limite inductive filtrante des anneaux
R[[71(T)¢)][¢~] pour R décrivant I’ensemble des anneaux d’entiers d’extensions
finies de Qg contenues dans Qg ; ces anneaux sont factoriels car R[[m(T)g]] est
isomorphe & un anneau de séries formelles R([[t1, -+ ,ty]] et la noethérianité de
Q¢ ® Zy[[71(T);]] permet de conclure. Le module L; est donc libre. Soit m une
base de L1. On a ®;(1 ® m) = Fm avec F une unité de Q; ® Z[[m1(T)]]-
Comme A(Ly,®q,1) =1, F prend la valeur 1 & origine de 71 (T),. C’est donc
une unité de R[[71(T)¢]] pour R convenable. Pour tout choix d’un générateur
v de Zg(1)(k), on a, par la théorie d’Iwasawa, un isomorphisme

R[[Z,(1) (k)] = R[],

a savoir celui qui envoie y sur 1+¢. Ainsi pour tout isomorphisme 7" ~ (G, x)",

’

on a, étant donné -, un isomorphisme
A R[[m(T)e]] = R[ta, - -, tn]]-

Via A a4 'automorphisme ¢ correspond ’automorphisme de R[[t1,--- ,t]] don-
né par t; — (1 4 t;)9 — 1. Le corollaire A.7 permet alors de conclure. En effet
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l'assertion (1) est vérifiée pour la matrice scalaire ¢f - Id, et (2) fournit alors
un isomorphisme de (L1, ®;) avec le module trivial. O

On note YU(C(T)) le sous-groupe de YL(C(T)) engendré par les classes des
modules WO((ZCZ)T) avec o une unité de Q. C’est aussi le sous-groupe engendré

par les classes des modules wMg((S?ﬁ).

On note “L(C(T))° le groupe quotient YL(C(T))/?U(C(T)) et ?V(C(T)) le
sous-groupe de YL(C(T")) engendré par les classes des modules ¥M(dy ,\})(a), A
décrivant Tp(ko), et o décrivant I’ensemble des unités de Q,. On note *L(C(T))*
le groupe quotient YL(C(T))/¥V (C(T)).

4.4. Déterminants

Par la théorie du déterminant des complexes parfaits [K-M] on a un fonc-
teur « déterminant »

det : Dby ,(C(T)) — PA(C(T))

défini de la fagon suivante. Si (K, ®) est un objet de D%, »(C(T)), on obtient

un isomorphisme
Oc(r) ®£ det K ~ det K
en composant 1’isomorphisme
det (Oc(ry ®f K) ~ det K
induit par ® avec l'inverse de ’isomorphisme de changement de base
det (O¢(r) ®L K) = O¢er) ®% det K
donné par [K-M]| p.42.

LEMME 4.4.1.— (1) Si Ay — By — Cy est un triangle dans D%(Tp, Q)
on a un isomorphisme canonique

det PMi(By) ~ det »Mi(Ap) ® det “Mi(Cy).
(2) Pour tout objet Ay de D%(Ty, Qe) on a un isomorphisme canonique
det My (Ag) ~ ®;det My (PH Ag)C 1",

On a les énoncés similaires pour YM,.
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Démonstration. — L’énoncé (1) résulte du fait que M, et YM, sont des
foncteurs triangulés et (2) est conséquence de (1). O

Pour tout entier e > 0 on a des foncteurs a® : YA(C(T)) — Y"A(C(T)) et
b¢ : Y"A(C(T)) — PA(C(T)). Le foncteur a® est donné par la restriction du
foncteur A€ et le foncteur b¢ est défini de fagon analogue & B¢ en remplagant
@ par &.

PROPOSITION 4.4.2. — Soit e un entier > 0.

(1) Pour tout objet K de Dzohw(C(T)) on a un isomorphisme canonique

det A°(K) ~ a®det K.

(2) Pour tout objet K de Db, »<(C(T)) on a un isomorphisme canonique

det B¢(K) ~ b°det K.

Démonstration. — L’énoncé (1) est évident. Quant & (2), il résulte de ce
que le foncteur det transforme les sommes en produits. [J

PROPOSITION 4.4.3.— Si Ag et By sont deur objets de D%(Tpy, Qq) qui défi-
nissent des objets isomorphes de D%(Ty, Qg)9, alors les classes de det PM(Ay)
et det *My(Byg) dans YL(C(T))° sont égales.

Démonstration. — Commencons par traiter le cas ou Ag et By sont des ob-
jets simples de Perv(Tp, Q). D’aprés [B-B-D] 5.3.9, il existe un entier stricte-
ment positif e et un objet A; de Perv(Ty ® Fye, Q) tels que Ag ~ m. A, en
notant 7 le morphisme canonique Ty @ Fge — Tp, et tels que Ay ®k soit simple.
De plus Ay ® k est semi-simple et ses composants simples sont les F, ,;‘(f(Al ®k)
pour 0 < 7 < e. On peut donc prendre le méme e pour By et choisir un
B tel que A1 ® k ~ By ® k. D’apres le lemme suivant, il existe un faisceau
géométriquement constant de rang 1 E sur Ty ® Fye tel que A; ~ B; ® E. Les
classes de det " M;(A1) et de det ¥°M;(B;) sont donc égales dans ¥"L(C(T))°.
Les propositions 4.1.3 et 4.4.2 permettent alors de conclure. En général, par
le lemme 4.4.1, on peut supposer que Ay et By sont des faisceaux pervers
sur Tp. On peut alors les remplacer par leurs semi-simplifiés A3® et Bj® dans
Perv(Ty, Q) (pour tout faisceau pervers Cp sur Ty on a C§°* @ k ~ (Cp ® k)**)
et on se ramene alors au cas oit Ag et By sont simples dans Perv(Tp, Q). O

LEMME 4.4.4. — Soit ko un corps de cloture algébrique k. Soit Xy un schéma
lisse géométriquement intégre et séparé de type fini sur ko et soient Ay et By
des faisceauz pervers sur Xg. On suppose que Ay @k et By ® k sont simples et
définissent des objets isomorphes de Perv (Ty, Qg)?. Il existe alors un faisceau
géométriquement constant E sur Xy de rang 1 tel que Ay ~ By ® FE.
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Démonstration. — Compte tenu de la structure des faisceaux pervers sim-
ples sur Xy ® k (|[B-B-D] 4.3), on peut se ramener au cas ou Ay et By sont des
systemes locaux. Dans ce cas fixons un point géométrique  de Xy et notons V3
et Va les m1(Xo, Z)-modules associés respectivement & Ag et By. Par le lemme
de Schur W := Homy, (x,k,z)(V1, V2) est un Qq-espace vectoriel de rang 1. On
en déduit I’énoncé recherché car on a un isomorphisme de 71 (X, Z)-modules
Vi ~ VoRW et le systeme local associé & W est géométriquement constant. [J

D’aprés la proposition 4.4.3, pour tout objet de A de DY%(Tp, Q)Y de
représentant Ay dans D%(Ty, Qy), la classe de det PM;(Ag) dans L(C(T))°
ne dépend pas du choix de Ag. On la note det PM;(A)9.

Soit H un objet de Hyp(Tp)9, de représentant Hy dans D2(Ty, Q). Comme
le module YMH, appartient a ?A(C(T)), det YM(H)Y est égal & la classe
de M Hy dans L(C(T))°. On note YG\(C(T)) le sous-groupe de *L(C(T))°
engendré par les det YM,(H)9, H décrivant la classe des objets de Hypi(7p)9.
Remarquons que ¢V (C(T))/?U(C(T)) est un sous-groupe de ?Gi(C(T)). On
note “G(C(T))! le groupe quotient.

On aura besoin de la proposition suivante.

PROPOSITION 4.4.5.— Soit m : T — T' un quotient de tores avec dimT’' =
dimT — 1. Soit E un objet de Modcon »(C(T")). On suppose que sur toutes les
composantes connezes de C(T") le rang générique de E est égal & un méme
entier r. On a alors un isomorphisme

det Rm) (E) = (det Rr) (*Oc(71)))®".

Démonstration. — Soit E = (E,®) un objet de Modon ,(C(7")) de rang
générique r sur toutes les composantes connexes de C(T"). Soit ¢ une équation
de 7V(C(T")) dans C(T). Soit 4 : T" — T un morphisme de tores qui est une
section de 7. On a une suite exacte de O¢(r)-modules

0 — O¢(r) QO () E &L Oc(1) ®Oc E — Rn)/(E) — 0.

On pose My := (O¢(r) ®0¢ (1) E,®,), le morphisme ®; étant déterminé par
1 (1®(1®m)) =1® (1 ®m). On définit de méme M3 := (Oc(1) ®0, 1,
E,®,), le morphisme ®, étant déterminé par Po(1 ®@ (1@ m)) = @ RP(1®
m). Remarquons que €M) st une section globale de O¢(ry dont la restriction

¢
a mV(C(T")) est constante et égale & gq. On a la suite exacte suivante dans

Modcon o (C(T))

0 — My, 25 My — RrY(E) — 0,
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dont on déduit l'isomorphisme
det RrY (E) ~ det M} ® (det My) !
dans PA(C(T)).
Soit L l'objet (O¢(ry, @3), avec @3 déterminé par ®3(1 ® 1) = ﬁ. On
a dans Dgoh¢(C(T)) un isomorphisme M; ~ L ®éc(T) M, d’oti T'on tire un
isomorphisme
det My ~ (det L)®" ® det M,

dans YA(C(T)). Finalement, on a un isomorphisme det Rw)(F) ~ (det L)®".
On en déduit le résultat car on a en particulier det R, (¥Oc¢(rry) = det L. O

4.5. Calcul de det M,

A tout objet A de D%(Tp, Q)Y on associe un élément G\(A) de YGy(C(T))
de la facon suivante. Si A est pervers, on pose Gi(A) := det PM;(Hi(A))Y. En
général, on pose

GI(A) = ® G!(PH'iA)(—l)i’

le produit dans YG\(C(T')) étant noté multiplicativement. Pour tout isomor-
phisme T’ = (G, )" on définit de méme un élément Gi(A) de “G\(C(T)), en
remplacant Hy par H; dans la définition.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer les résultats principaux de
la section, qui seront démontrés dans la section 5.

THEOREME 4.5.1. — Soit A un objet de D%(Ty, Qp)?. On a Iégalité
[det “My(A)7] = [Gi(A)]
dans le groupe quotient L(C(T))!.
COROLLAIRE 4.5.2. — Soit A un objet de Perv(Ty, Q)9. Pour tout morphis-
me de tores p: T — T' et tout point fermé x de C(T) fixé par un itéré de ¢

tels que Rpi(A ® Ly) soit un faisceaw pervers, il existe un point fermé X de T
tel que l’on ait un isomorphisme

H\(Rpi(A® Ly)) = b5y * Rpi(Hi(A® Ly)).

THEOREME 4.5.3. — Soit ¢ un isomorphisme T ~ (G, )". Soit A un objet
de D2(Ty, Qe)? qui est 1h-modéré a Uinfini. On a Uégalité

det YM,(A)9 = det 90./\/11(5{)\(14)})9 . ég(A)
dans le groupe quotient YL(C(T))°.
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4.6. Structure du groupe “G\(C(T))
On a I’énoncé suivant.

PROPOSITION 4.6.1.— (1) Le morphisme
det My( )9 : H(Tp)? — YGi(C(T))
est un monomorphisme de monoides et induit par 3.7.1 un isomorphisme
T(ko) x (Z*C(Cmi) QNG ~ G (C(T)).
(2) L’isomorphisme précédent induit par passage au quotient un isomor-
phisme de groupes abéliens

(Z(SXC(Gm,k)(QZ)))G ~ (pG!(C(T))l.

(3) Pour tout entier e > 1, les morphismes canoniques
YGi(C(T)) — “Gi(C(T)) et YGi(C(T))" — “Gi(C(T))"
sont injectifs.

Démonstration. — Les assertions (2) et (3) sont des conséquences directes
de (1). Pour (1) il suffit de démontrer l'injectivité du morphisme

det My ()7 : Hi(Tp)? — “G(C(T))-

Il suffit de démontrer que si Ag et By sont des faisceaux pervers sur Ty dont 1’im-
age dans Perv (Tp, Q)¢ appartient & Hyp,(T), tels que les modules YM;(Ay)
et YM,(By) soient isomorphes & torsion pres, alors Ay ® k et By ® k sont iso-
morphes. Quitte & tordre Ay par une unité de Q; on peut supposer que les
modules YM;(Ag) et »Mi(By) sont isomorphes. D’apres la proposition 4.2.1,
les faisceaux pervers Ay et By ont les mémes constituants simples, et donc
Ayg ® k et By ® k ont les mémes constituants simples. La proposition 3.3.6
permet de conclure. [

Pour tout entier N > 1, on note ¥G\(C(T))}%; le groupe
(Z(5%Cn (Gm 1 )(Q0)) G

vu comme quotient de YG\(C(T))*.

On aura besoin de I’énoncé suivant. Soit Ty ~ T x Tj' un isomorphisme de
tores. On note 4’ et i les inclusions 7! — T et T" — T. Pour tout point fermé
x de C(T") fixé par un itéré de ¢, on note e, le plus petit entier strictement
positif e tel que x soit fixé par ¢ Si L est un objet de YA(C(T)) on voit sa
restriction a i'V~!(x) comme un objet de ¥*A(C(T")).
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PROPOSITION 4.6.2. — Soient Ly et Ly des objets de YA(C(T)) dont les clas-
ses dans YL(C(T))° appartiennent a YG\(C(T)). Soit (S;)icr une famille finie
de sous-tores de dimension 1 de T. On suppose que, pour tout isomorphisme
de tores Ty ~ T} x T§ avec dim T} = 1, tel que les projections S; — T" soient
des morphismes finis pour tout i1 € I, et pour tout entier N > 1, il existe un
ensemble partout dense Uyn de points fermés de C(T"), formé de points fizés
par des itérés de @, tel que, pour tout point fermé x de Up, les restrictions de
Ly et Ly 6"V~ (x) ont des images égales dans le groupe **G\(C(T"))},. Alors
les classes de Ly et Ly dans le groupe ¥Gy(C(T))' sont égales.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate des propositions 3.3.5
et 4.6.1. O

L’énoncé suivant est un cas particulier du théoreme 4.3.2. Nous en donnons
une démonstration directe, ce qui permet d’éviter d’utiliser le théoreme 4.3.2.

PROPOSITION 4.6.3. — Soient Ly et Ly des objets de YA(C(T)) dont les clas-
ses dans YL(C(T))° appartiennent a ¥Gy(C(T)). On suppose que pour tout entier
e > 1, pour tout point fermé x de C(T') vérifiant o¢(x) =z, on a

A(Ll, q)ge), 55) = )\(LQa q)ge)a .T,')

Alors Ly et Ly sont isomorphes.

Démonstration. — On peut supposer que Lo est trivial. Le module L est
alors de la forme

Ly = “Mi(Ag) ® “My(By) ™
avec Ag et By des objets de Perv(Ty, Q) dont les images dans Perv(Tp, Q)9
appartiennent & Hyp(Tp, Q¢)?. D’apres la proposition 4.2.3 Ag et By ont les
mémes composants simples. On a donc det M (A4g) ~ det PM,(By), autre-
ment dit YM;(Ag) =~ PMi(By), et Ly est donc trivial. O
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CHAPITRE 5

DEMONSTRATIONS

On reprend dans cette section les hypotheses et les notations de la section
précédente.

5.1. Démonstration du théoréme 4.5.1

5.1.1. On peut clairement supposer que A = Ay ® k avec Ay un objet
simple de Perv (Tp, Q). On peut également supposer que A est simple dans
Perv (T, Q). En effet, d’apres [B-B-D] 5.3.9, il existe un entier e > 0, et un
faisceau pervers By sur 71 = Ty ® k§, tels que B = By ® k soit simple sur T’
et tels que Ag soit isomorphe & Rw,B1, en notant 7 : Ty — Ty le morphisme
canonique. D’apres la proposition 4.1.3, on a un isomorphisme

QOM:(A()) ~ B¢ (peM!(Bl).
On en tire, d’apreés la proposition 4.4.2, un isomorphisme
det “M,(Ag) ~ bédet *"M,(By).

Pour conclure, il suffit de vérifier que det M,(H;(A))I et bédet ¥"M,(H,(B))?
sont isomorphes. Pour cela il suffit de remarquer que, pour tout triplet (.S, z, x),
on a 1’égalité
ns,zx(A4) = Z nS,z,x’(B)a
X' €{x:0(x), 0 (x)}

de laquelle on déduit que les faisceaux pervers Hi(A) et Hi(B) %1 RF, H\(B) *
-« RF¢ 1 H\(B) sont isomorphes & convolution par un faisceau ponctuel & )
pres, ce qui donne le résultat voulu.

On va tout d’abord commencer par le cas olt x(7', A) = 0. Comme on vient
de le voir, on peut supposer que A est simple dans Perv(7T, Q). D’apres le
théoreme 5.1.1 de [G-L], il existe un isomorphisme de tores ¢ : T ~ T' x T"
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avec T" de dimension 1, un faisceau pervers A’ sur 7' et un point fermé y
de C(T") tels que A ~ 7'"*(A'[1]) ® #"*L,, en notant 7’ et 7 les projections.
Choisissons des ko-tores déployés Tj et Tj' tels que l'on ait un isomorphisme
To ~ T§ x T§ dont v provienne par extension des scalaires. En restreignant A a
7" ~1(1) on obtient que A’ est un objet de Perv(Ty, Q)Y et donc aussi que x est
fixé par . Soit Aj un faisceau pervers sur 7} dont A’ provient par changement
de base. Quitte a tordre A par 7"*L, -1, on peut supposer que x = 1. On
a alors Ay ~ 7'*(Ap[1]). On déduit de 4.1.1 (d) que les classes des modules
det PM,(A)9 et det Rx.Y (Y M,(A})) dans YL(C(T))° sont égales. D’apres [G-1]
Théoreme 3.4.3, RmlY (YMi(A})) et RrlY (YM.(A})) sont isomorphes sur un
ouvert stable par ¢ dont le complémentaire est partout de codimension au
moins 2, et de plus le complexe sous-jacent & YM,(A[) est isomorphe & un
module et est de rang générique r = x(T", A’) sur toutes les composantes
connexes de C(T"). D’apres la proposition 4.3.1 et la proposition 4.4.5 les classes
de det ¥M;(A)9 et de (det R, (YO (ry))®" dans ?L(C(T))° sont donc égales.
En appliquant ce qui précede &

A= 7TI*((S{1}[1]) =~ RZZ(Q@[H),

en notant i" 'inclusion de 7", on obtient que la classe de det “M;(Ri” (Qq[1]))?
dans ?L(C(T))° est égale & celle de det R,V (?O¢(rr)), et par conséquent que

det 2My(A)9 = (det M, (Ri" (Qu[1]))9)®".

Fixons un isomorphisme T ~ Gy, k,- On a la suite exacte suivante de faisceaux
pervers sur T

0 — Q1] — Ry (Q[1]) — 6_13 — 0

en notant j l'inclusion Gy, g, — {—1} = Gy k- Comme, d’apres [K] 8.4.8, on
a un isomorphisme

Rju(Qe[l]) ~ H(¢;1) % inv"H (15 1),
on en tire que dans YL(C(T))! les classes de det M;(A)9 et de
(det “My(Ri (H (45 1) » inv*H (1) ;1)))) "

sont égales. D’apres 3.4.1 (2), si A est de la forme 7n'*(A'[1]) avec A’ pervers
sur T" alors Hy(A) est isomorphe & (Ri!(H(1);1) » inv*H (1p;1)))*", ce qui
donne le résultat. [
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5.1.2. Considérons maintenant le cas ot x(7, A) > 0.

PROPOSITION 5.1.1. — Pour tout objet A de D%(Ty, Qg)9, det PM,(A)Y ap-
partient au groupe YGi(C(T)).

Démonstration. — Compte tenu de ce qui précede, on peut supposer que
A est simple dans Perv (T, Q) et que x(7,A) > 0. Considérons le cas oil
X(T,A) = 1. Dans ce cas A est un objet de Hypint(7p)? d’apres le théoreme
8.2 de [G-L]. D’apres la proposition 3.7.3, on peut choisir Ay avec Ag®k ~ A tel
qu’il existe un épimorphisme A : By — Ag dans Perv (Tp, Q) avec B = By®k
dans Hypi(Zp)Y. Par définition méme de YGi(C(T')) 'objet det?M;(B)Y appar-
tient & YGy(C(T)). D’autre part le noyau Cy de X est un objet de Perv (T, Q) et
on a x(T,C) = 0 pour C = Cy®k. Ses constituants simples dans Perv (Tp, Q)
étant aussi de caractéristique d’Euler-Poincaré égale a zéro, det?M,(C)9 ap-
partient également & G\ (C(T")) d’apres ce qui précede, ce qui donne le résultat
dans ce cas, car det?M,(A)9 ~ det?M,(B)9 ® (det¥?M,(C)9) L.

Dans le cas général oti A est un objet simple de Perv (Ty, Q)9 vérifiant
x(T,A) >0, comme x(7, (detiA)) =1 (d’apres 2.4.1 (4)), la proposition suiv-
ante permet de se ramener au cas précédent. [

Soit Ag un objet de Perv(Ty, Q). On peut définir comme en 2.4 des fais-
ceaux pervers det) Ay et det, Ag sur Ty. De plus on a des isomorphismes canon-
iques deti(Ap ® k) ~ (det1Ag) ® k et det, (A ® k) ~ (det Ap) ® k.

PROPOSITION 5.1.2. — Soit Ag un objet de Perv(Ty, Q). On suppose que A
appartient & Perviy (T, Q). On a des isomorphismes canoniques

det M, (det1Ag) ~ det PM, Ay

et
det M, (det,Ag) ~ det YM, Ay.

Démonstration. — Les deux énoncés étant équivalents par dualité, il suffit
de démontrer le second. On reprend les notations de [G-L|. On peut supposer
que A n’est pas 'objet nul. D’apres [G-L] 3.4.3, M, A est localement libre en
dehors du fermé A(A). D’apres [G-L] 7.3.5, A(A) est de la forme Z U W avec
Z un fermé partout de codimension au moins 2 et W un fermé contenu dans
une réunion finie de cotores algébriques translatés de codimension 1 de C(T').
Comme A n’a pas de sous-objet non nul de caractéristique d’Euler-Poincaré
nulle, le support de la torsion du module M,A est contenu dans Z d’apres
[G-L] 6.1.2 et est donc partout de codimension au moins 2. Soit U l'ouvert
maximal de C(T) sur lequel M, A est localement libre. C’est donc un ouvert
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dense de C(T) dont le complémentaire est partout de codimension au moins
2, qui de plus est clairement stable par ¢. D’apres la proposition 2.4.1 (3) les
restrictions de M, (det,A) et de det M, A & l'ouvert U sont canoniquement
isomorphes. Par construction méme cet isomorphisme induit un isomorphisme

(pM*(det*AO)‘U ~ det 4‘0./\/1,;(140‘[]

et le principe de Hartogs 4.3.1 permet de conclure. [l

5.1.3. Supposons que le théoréme est établi lorsque Ty est de dimension 1,
et démontrons qu’il vaut alors en général. Soit A un objet de Perv(T,, Qe)9.
Soient L; et Ly des objets de YA(C(T)) dont les classes dans ?L(C(T))° sont
respectivement égales a det M (A)Y et & G(A).

On fixe un isomorphisme de tores déployés Tp ~ T} x T avec dimTj = 1.
On note 7’ et " (resp. i’ et i) les projections (resp. les immersions) associées.
On suppose que pour tout S dans S(A) U'intersection S NKer " est finie. Soit
N un entier > 1.

D’apres la proposition 4.6.2, qui est applicable & Ly et Ly d’aprés la propo-
sition 5.1.1, il suffit de démontrer qu’il existe un ensemble partout dense Uy
de points fermés de C(T"), formé de points fixés par des itérés de ¢, tel que,
pour tout point fermé x de Uy, les restrictions de L; et Ly & 'V ~Y(
images égales dans le groupe ¥*G\(C(T")) L.

X) ont des

Soit Ag un objet de DIC’(TO, Q). Remarquons que si x est un point fermé
de C(T") fixé par un itéré de ¢, la restriction de YMi(Ag) & 'V 1(x) vue
comme élément de DP »ox (C(T")) est isomorphe a PXM (R (Ag ® ¥ Ly,))
d’apres 4.1.1 (c) et (g). Compte tenu du comportement du foncteur détermi-
nant par changement de base ([K-M| p.42), on en déduit que la restriction de
det PMy(Ag) & i'V~!(x) vu comme élément de $*A(C(T")) est isomorphe 2
det M (Rr}'(Ag @ T'*Ly)).

L'image de la restriction de L; a #/V~'(x) dans Y*Gy(C(T"))° est donc
égale a la classe de det ¥ M, (R7{'(A® 7'*L,))9, et celle de Ly & celle de

det ** My (Rl (H\(A) @ ©'* L,))".
Comme Hi(A) ® 7'*L, ~ Hi(A® 7'*L,), on déduit de la proposition 3.4.3
que, pour presque tout point fermé o de C(1"), 'objet Rmy'(A @ 7'*Ly,) est
un faisceau pervers, et qu’il existe un point A de Tjj (ko) tel que les images par
7y des classes de Hy(Rm'(A® Ly,)) et de dgyy 1 Rm'(H\(A) ® 1'*Ly,) soient
égales dans H (T") . Ceci permet de conclure, car si une propriété est vérifiée
pour presque tout point fermé de C(T"), il existe un ensemble partout dense
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de points fermés de C(T”), formé de points fixés par des itérés de ¢, vérifiant
cette propriété.

5.1.4. On suppose maintenant que Ty = G, 1, et que Ay est un faisceau
pervers simple sur Ty. Le cas ol Ay est ponctuel étant clair on peut supposer
que Ag est de la forme Ay = j1,(F[1]) avec F un Q,-faisceau lisse sur un ouvert
non vide Uy de Gy, iy, de morphisme d’inclusion j : Uy — Gy k-

On considere Gy, = Speckolz,z '] comme plongé dans P}CO via son
plongement dans A}CO. Pour tout entier e > 0 on note k§ l'extension de degré e
de kg contenue dans k. Si z est un point fermé de P}cg, on note S% le hensélisé
de P,lCS en z, S le point générique de S, G¢ le groupe de Galois de 7S et IS
son groupe d’inertie. On supprime ’exposant e quand il n’y a pas ambiguité.
Si V est un G -module on note V! sa partie modérée, c’est i dire le plus grand
sous-objet sur lequel Paction de I, se factorise par son quotient modéré It.
Pour x un caractere k§* — Q,° on notera L, le faisceau de Kummer associé &
X- C’est un faisceau sur Ty ® k§, dont la fibre & I'origine est isomorphe comme
Gal(k | k§)-module au module trivial. On notera V), la restriction de £, a 7§.

On va utiliser la formule du produit pour les constantes locales de Laumon
([La2] 3.2.1.1). On reprend les notations de [La2|, en particulier la notation

utilisée pour les constantes locales ey (T, K,w) et €o(7T,V,w). On prendra w =
dz
=,

On note x;, pour ¢ € Ey, (resp. i € FEq,) les points du support de
AMag,, ,0(A) (resp. AMg,, , 00(A)) comptés avec multiplicité. D’apres 4.6.1
(3), on peut supposer, quitte & remplacer ky par une extension finie, que les x;
sont tous fixés par . On pose alors

Hy(Ag) == (viemH (3 x; 1)) %1 (friemo, inv* (H (5 i)
C’est un faisceau pervers sur Gy, i, et on a Hi(Ag) ® k ~ Hi(A).
Le semi-simplifié¢ du Jp-module F}  est isomorphe & (®ics, L, ~1)no- D’apres
le calcul de la monodromie locale des faisceaux hypergéométriques sur Gy,

effectué dans [K] Theorem 8.4.11, le semi-simplifié du Ip-module Hy(Ap)[—1]},
est également isomorphe a (@ieEOL:X'—I)no. De méme les semi-simplifiés des

Io-modules F}, et Hy(Ap)[—1]}  sont isomorphes & (PieBoL£y=1)ne -

LEMME 5.1.3. — Soit V un Qg-faisceau modérément ramifié sur ng. Pour tout
caractére x : k§* — Q) le quotient
e0(S5,V @ Vy,w)
EO(Sga Va (,O)
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ne dépend que du semi-simplifié de V' vu comme I§-module.

Démonstration. — Par multiplicativité de gy sur les suites exactes courtes,
on peut supposer que le faisceau V' est simple. Il existe alors un entier f > 0 tel
que V soit de la forme 7, V' avec 7 le morphisme ngf — n§ associé & l'inclusion
de k§ dans kgf et V' un Qq-faisceau modérément ramifié de rang 1 sur 7§.
En utilisant [La2] 3.1.5.4 (iv) et la formule de projection on se ramene au cas
ot V est de rang 1. Tout faisceau isomorphe & V' comme I§-module est de la
forme V ® F avec F non ramifié de rang 1 et ’énoncé résulte alors de [La2]

3.1.5.6. O

On déduit du lemme précédent 1’égalité

(1) 0S5, (Ao ® k§) ® L)y, w) - €0(SG, (Ao ® k§) g, w) ™ =

£0(S5, (Hi(Ao) ® k§) ® Ly)n,,w) - €0(SG, (Hi(Ao) ® kg, w) -

La démonstration du lemme suivant, vraisemblablement bien connu, est
donnée dans 'appendice B.

LEMME 5.1.4. — Soit V un Qq-faisceau sur ng d’image inverse V@ k§ sur ng.
Il eziste t dans kg tel que, pour tout e > 0 et pour tout caractére x : kg — Q?,
on a

e0(S5, (V ® k§) ® Vy,w) - €0(S5, V ® kg,w)_l =
X(t) - €0 (S5, (V ® k§) ® Vy)',w) - e0(S5, (V @ k)", w) .

D’apres le lemme précédent il existe ¢; dans k§ tel que, pour tout e > 0 et
pour tout y, on ait

(2) €0(S5; (Ao ® k§) @ L )ngsw) - €0(S5; (Ao ® k§)mo,w) ™ =

x(t1) - €0(S5, (Ao ® k§) ® Ly, w) - €0(SF, (Ao @ k§)b,w) .

De méme, il existe ¢o dans k' tel que, pour tout e > 0 et pour tout x, on
ait
(3) €0 (SG, (Hi(Ao) ® k§) ® Ly)o»w) - €0(S5; (Hi(Ao) ® kf)n,w) ~H =
X(t2) - €0(SG, (Hi(Ao) @ k§) @ Ly)1,w) - €0(SG, (Hi(Ao) @ k§)pg, )~

Les énoncé similaires valent pour oo, en remplacant partout 0 par oc.
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D’autre part, d’apres [La2| 3.1.5.6, pour tout objet K de D(C)(Gm,kSaQE)a
on a
@ I 0l (K © L) - 2(Sa Kor0) ™ = X(AEK))
$E|Gm,k8‘
Ici |Gy kg | désigne 'ensemble des points fermés de Gy ke
Compte tenu de (1), (2), (3), de leurs analogues & l'infini, et de (4), on

déduit alors de la formule du produit de Laumon (|La2| 3.2.1.1) qu'il existe ¢
dans k§ tel que, pour tout e > 0 et pour tout x, on ait

det(FkS, RT (T, (Ag ® k§) ® Ly)) B
det(Fkg ,RT.(T, Ay))
(X)) det(Fig, RU(T, (Hi(Ao) & k) @ £,)
YOXOU(A) det(Fyg, RT(T, Hi(4o)))
En utilisant les propositions 4.1.2 et 5.1.1, on déduit de la proposition

4.6.3 et de l'égalité précédente que les classes des modules det?M,(4y) et
det? My (H(Ag)) (=~ M, (Hy(Ap))) dans “L(C(T))! sont égales. [

5.2. Démonstration du corollaire 4.5.2

Quitte & remplacer ky par une extension finie, on peut supposer que y = 1.
D’apres le théoreme 4.5.1, il existe un point a de Ty(ko) tel que les objets
det M, (A)9 et det PMy(dyq) *1 Hi(A))? soient isomorphes. On en tire par image
inverse & C(T") et par 4.1.1. (c), en utilisant la commutation du déterminant
au changement de base, que les objets det “M;(RpiA)Y et det “’Mg(Rpg(é{a} *
H(A))?9) sont isomorphes. On en déduit ’énoncé voulu, en appliquant le théo-
réeme 4.5.1 & RpA et en utilisant la proposition 4.6.1. [

5.3. Démonstration du théoréme 4.5.3

Pour n = 1, dans la preuve du théoréme 4.5.1 donnée en 5.1.4, quand A est
modéré a U'infini, on peut prendre ¢t = 1 (car H (A) est modéré parle casn =1
de 3.5.3). On obtient alors, avec les notations de la preuve, que det¥M;(Ay) et
EM(G1aca)y * H\(Ay)) sont isomorphes & torsion pres, ce qui donne le résultat
dans ce cas.

Supposons maintenant que n > 1. On note p; : T' — Gy, la projection
sur le i-eme facteur. On peut supposer que A est un objet de Perv(Ty, Qe)Y.
Soit x un point fermé de C(T'), fixé par un itéré de ¢, tel que Rp;i(A® L, ) soit
un faisceau pervers pour tout i. Un tel y existe d’apres [G-L] 2.3.1 et 2.4. On
peut supposer que x = 1, quitte & remplacer ky par une extension finie, ce qui
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est possible d’apres la proposition 4.6.1. D’apres le théoreme 4.5.1, il existe un
point a de Tp(ko) tel que les objets det PMi(A)Y et det PMy(dyqy *: Hy(A))Y
soient isomorphes. On en tire par image inverse & C(Gy, ;) que les objets
det ®M,(Rp;j1A)? et det ‘ng(Rpig((S{a} *| ﬁg(A))g) sont isomorphes. D’apres le
résultat pour n = 1, les objets det M, (Rp;j A)9 et det S"/\/lg((5,\1.(,4)>1<!I:I!(Rp,-gA))-‘1
sont isomorphes. D’apres la proposition 4.6.1, on a donc

Rpi!(d{a} X I~{! (A)) ~ 6)\i(A) X ﬂ!(Rpi!A).

Par le cas n = 1 de la proposition 3.5.3 le faisceau pervers ﬁg(RpigA) est
modéré a l'infini. Il en est donc de méme pour Rp; Hi(A). Par 2.6.2 (4) et 3.5.2
(3) on en déduit que p;(a) = A;(A4), d’ou le résultat. O

5.4. Démonstration du théoréme 3.6.1 : corps finis
On démontre ici le théoreme 3.6.1 pour les corps finis.

THEOREME 5.4.1. — Soit Ay un objet de Pervin (Ty, Q). Les classes des fais-
ceauz pervers detin(A) et Hini(A) dans le quotient Pervin (T, Qq) sont égales.
Soit 1y un isomorphisme T =~ (G, )". Si de plus A est 1-modéré a linfini, les
faisceaux pervers deting(A) et Ogr(A)} *int fIint(A) sont isomorphes.

Démonstration. — Si By est un objet de Perv (Tp, Q,), on note Hy(By) un
objet de Perv (Tp, Q) dont H(B) se déduise apres changement de base. Par
la proposition 5.1.2, on a un isomorphisme

det? M (detiAg) ~ det?M;(Aop).

On déduit donc du théoreéme 4.5.1, qu’il existe un point A de Ty(ko) et une unité
a de Q) tels que les modules YM (Hi(Ag)) et YM(Hy(detiAg) (5?;)}) soient
isomorphes dans YA(C(T")). D’apres la proposition 4.6.1, les faisceaux pervers
H\(A) et H\(detiA)* 67y sont donc isomorphes. Comme (H)(A))int = Hint(A)
et que le faisceau pervers (Hy(detyA)*§ { )\})int est de la forme Hing(detingA) *int
d¢ny> avec X' dans T'(k), d’apres les propositions 2.4.1 et 3.4.1, on obtient le
premier énoncé, car, d’apres [G-L] 8.5.1, Hin(detingA) est isomorphe, & convo-
lution par un faisceau ponctuel pres, a detin A.

Si A est 1-modéré a l'infini, en faisant le méme raisonnement en utilisant le
théoreme 4.5.3 au lieu du théoréme 4.5.1, on obtient que les faisceaux pervers
I:I!(A) *100x(4)) €t ﬁg(detgA) *1 0{\(det, 4)} Sont isomorphes. Comme I:I!(A) est
-modéré 3 Dinfini, d’apres la proposition 3.5.3, on en tire que Hy(det1A) est
également t-modéré a I'infini. On a donc, d’apres 2.6.1 (4), A(A) = A(det1A4).
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D’autre part, d’apres la partie déja démontrée du théoréeme, on sait qu’il existe
a dans T'(k) tel que

deting(A) 2 61a) *ing Hing(A).
Par 2.6.1 (4) et 3.5.2 (3), on a A(detin;(A)) = a. Mais, d’autre part, d’apres
2.6.1 (3), on a A(detint(A)) = A(deti(A)). Finalement on a donc a = A(A), ce
qui donne le résultat. [

5.5. Démonstration du théoréme 3.6.1

Soit X un schéma integre et de type fini sur un corps de caractéristique
p, de corps des fonctions kg et de dimension 7. Soit Ty un kg-tore déployé et
soit Tx un X-tore déployé dont Tj provienne par extension des scalaires. Pour
tout point géométrique s de X on note Ty le k(s)-tore fibre de T'x en s et i
I'inclusion Ty — T'x. Soit k un corps algébriquement clos contenant kg et soit
T =Ty ®, k. A tout sous-tore S de T correspond un sous-tore Sy de 7. On a
un isomorphisme canonique C(Ss) =~ C(S) induit par l'isomorphisme canonique
m1(S)t — 7m1(Ss)! par lequel on identifiera C(Ss) et C(S5).

PROPOSITION 5.5.1. — Soit A un objet de Perv(T, Qg). On suppose qu’il exis-
te un objet Ax de Perv(Tx,Qy) tel que A provienne par changement de base
de Ax[—r]. Pour tout point géométrique s de X on pose As = LitAx[—r].

(1) Il existe un ouvert dense U de X tel que, pour tout point géométrique s
de U, Ay soit pervers.

(2) Si A est un objet de Perviy (T, Qy) il existe un ouvert dense U tel que,
pour tout point géométrique s de U, Ay soit un objet de Pervin(Ts, Qp).

(3) Si, pour tout point géométrique s d’un ouvert dense de X, A est un
faisceau pervers ponctuel sur Ts (resp. de support Uorigine dans Ts),
alors A est ponctuel (resp. de support lorigine dans T).

(4) I existe un ouvert dense U de X tel que A(A) se prolonge en une section
de T'x au dessus de U dont l’image dans Ts soit égale a A(As) pour tout
point géométrique s de U.

(5) Soit y un isomorphisme T ~ (G, )". Si A est p-modéré a Uinfini alors
il existe un ouvert dense U tel que, pour tout point géométrique s de U,
Ag soit p-modéré o Uinfini (on désigne encore par v [lisomorphisme
Ts ~ (G p(s)" déduit du précédent).

(6) Pour tout entier N > 1 il existe un ouvert dense Uy de X tel que, pour
tout sous-tore S de dimension 1 de T et tout point © de S — S, on ait,
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pour tout x dans Cn(S) (notations de 3.3) et tout point géométrique s
de Uy,

nS,x,x(A) = nSs,z,x(As) )

en notant toujours = le point correspondant de S.

Démomnstration. — Les assertions (1) & (5) sont claires par constructibilité
et le théoreme de changement de base propre (la constructibilité du conduc-
teur de Swan est établie dans [Lal]). Pour (6) il suffit de vérifier qu’il existe
un ouvert dense Wy de X et un ensemble fini Fy de sous-tores de dimension
1 de T tels que ng, z(As) = 0 pour tout point géométrique s de Wy, tout
S & Fy, tout x et tout x dans Cn(S). En effet, compte tenu de I'interprétation
des ng s, en terme de cycles proches rappelée en 2.2, le résultat est alors con-
séquence de la constructibilité de Ry et du théoréme de changement de base
propre. D’aprés [G-L] 4.1.1 et avec les notations de loc. cit., la réunion des com-
posantes irréductibles de codimension 1 de A(A;) NCn(Ts) est contenue dans
la réunion d’un ensemble fini de cotores algébriques translatés de Cn (7). La
démonstration, basée sur [G-L] 4.1.1" et 4.1.2, donne que, par constructibilité
et changement de base propre, on peut choisir les mémes cotores sur un ouvert
dense. [

Remarque. — Les assertions (1) & (5) de la proposition 5.5.1 restent valides
pour X de type fini sur Z avec la méme démonstration. Il en est de méme pour
(6) avec les modifications suivantes. Quitte & rapetisser X, on peut supposer
que, pour tout caractere x tel que l'entier ng 4 (A) n’est pas nul pour tout S
et tout x, x est dans l'image de j; pour tout point géométrique s de X, avec
js le morphisme canonique C(Ss) — C(S) provenant du morphisme canonique
m1(S)" — m1(Ss)". En effet, le morphisme canonique C(Gyy, g(s)) = C(Grm k) est
une immersion ouverte d’image la réunion des composantes connexes ne con-
tenant pas de caractére non trivial d’ordre une puissance de la caractéristique
résiduelle de s. Alors, pour tout entier N > 1, il existe un ouvert dense Uy de
X tel que, pour tout point géométrique s de Un, A est un faisceau pervers
et tel que, pour tout sous-tore S de dimension 1 de 7" et pour tout point x de
S — S, on ait égalité ng 4\ (A) = ng, 4 .x.(As), pour tout point géométrique s
de Uy et pour tout x dans Cn(S) de la forme y = js(xs), en notant toujours
x le point correspondant de Sj.

Fin de la démonstration. — Pour tout entier N > 1 on considere le
sous-groupe
Hing (T) y = T(k) x ZE*CN (G )(Q0))

MEMOIRES DE LA SMF 66



5.5. DEMONSTRATION DU THEOREME 3.6.1 59

de Hint(T). On note Hint(T)y son image par l'isomorphisme ® de 3.2 dans
H;n(T') et wn la projection Hin(T) — Hint (T) -

Fixons un isomorphisme 1 : T =~ (G, ;)" et prenons A comme dans
I’énoncé du théoreme 3.6.1. Comme Hin(T') est un groupe, on peut poser

B := detint(A) *int 5{)\(A)—1} *int (f{int(A))fl.

C’est un objet de Hypint(7') bien défini & isomorphisme pres. Fixons un entier
N > 1. D’apres les énoncés (1), (2), (4) et (6) de la proposition précédente
il existe un ouvert non vide U de S et un faisceau pervers By sur Ty, de
restriction & T égale a B, tels que, pour tout point fermé s de U, A soit un
objet de Perviy (T, Qe) et mxn Bj soit isomorphe &

7"'N[detint (As) *int 5{)\(,45)*1} *int (ﬁint(As))il]

(le fait que Hiy(A) provienne d'un objet défini sur un ouvert dense de S est
conséquence de la preuve de 3.7.1). On déduit du théoreme 5.4.1 et de 5.5.1
(3) que wn B est & support ponctuel. En prenant N suffisamment grand pour
que B = wnyB on obtient que B est également & support ponctuel. Si A est
1-modéré a 'infini, on obtient de méme, en utilisant 5.5.1 (5), que B est de
support origine. [J
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CHAPITRE 6

ACTION DU GROUPE DE GALOIS SUR LE
TRANSFORME DE MELLIN

6.1. La catégorie D’ ~(C(T))

6.1.1. Dans cette section, on note ky un corps de caractéristique (peut-étre
nulle) différente de ¢ et k une cloture algébrique fixée de ky. On pose G :=
Gal (k| ko). Pour T un ko-tore déployé on pose T := T ® k.

Pour tout élément o de G on pose g := Idr,®c~! : T — T. Pour tout z de
T (k) on a pi,(z) = o(x). Pour tout objet A de DY(T, Q) on pose “A := p,+A.
Si kg est un corps fini et si o est 'automorphisme de Frobenius arithmétique
on a “A~ RF,A avec les notations de 4.1.

De l’action de G sur T on déduit une action continue de G sur (7).
Cette action correspond a l'action par automorphismes intérieurs provenant
de la suite exacte

1 — m(T) — m(Tp) — G — 1.

Quand Ty = G o, action de G sur (G i)t ~ Z(1)(k) est donnée par
le caractere cyclotomique f-adique. L’action de G sur 71(T)! se prolonge en
une action continue sur Z[[r1(7T)"]], de laquelle on déduit une action de G sur
Oc(r)- Pour tout élément o de G on note ¢y : Oc(ry = O¢(r) le morphisme
correspondant.

PROPOSITION 6.1.1. — Pour tout objet A de D%(T,Qp), on a des isomor-
phismes canoniques

M. (PA) = Ociry ®L ML(A) et My(PA) = Ocry &L Mi(A).
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Démonstration. — Soit R I'anneau des entiers d'une extension finie de Qg
tel que A provienne apres changement de base d'un objet Ar de D%(T,R).
Soit Ly le R[[m1(T)¢]]-faisceau lisse constructible libre tordu de rang 1 sur
T considéré dans [G-L] 3.1. On a des isomorphismes canoniques p,-1, Ly =~
psLr =~ R[[m1(T)]]®y, LT en notant toujours ¢, le morphisme R[[m1(T),]] =
R][[m1(T)g]] associé a o et

RI(T, pion(Ap) @ Ly) = RT(T, Ap @b pper. (1)
RFC(T’ Hox (AR) ®% LT) - RFC(T7 AR ®% Na—l*(LT))'

On en déduit l'existence de l'isomorphisme recherché sur C(T')y, et donc sur
tout C(T') par translation . [

2

6.1.2. On note D%, ~(C(T)) la catégorie dont les objets sont les (K, ®,)
pour o € G, avec K objet de D° . (C(T)) et

coh

@, : O¢(r) ®£U K~K

des isomorphismes dans D%, (C(T)) satisfaisant la relation

Qpig = Pyr o (1 Qs ;)

pour o et ¢’ dans G.

On note Modeon ¢(C(T)) la sous-catégorie de D?, ~(C(T)) définie par la
condition que le complexe K est concentré en degré zéro. Cette catégorie
est équivalente & la catégorie formée des (M, ®,) pour o € G, avec M un
Oc(r)-module cohérent et

@0- : OC(T) ®(Pa M~M
des isomorphismes satisfaisant la relation
@a-lo- = <I>a, o (]_ ®(p6, (I>0')

pour o et ¢’ dans G.

Si U est un ouvert de C(T) stable par G on définit de méme des catégories
Dgoh G(U) et MOdcth'(U).

Remarque. — On définit une sous-catégorie D°, .. . ~(C(T)) de la catégorie
Db, o(C(T)) en imposant la condition de continuité suivante. La projection
canonique 1 (T)? — m1(T), admet une section, ce qui permet de voir m1(T),
comme un sous-groupe de 7 (T)!. On note G I’ensemble des sous-groupes I'
de 71 (T)! stables par G, contenant 71(7T)y, et tels que m1(7T"), soit d’indice fini
dans T. (Remarquons que 71(T)? est réunion filtrante de tels sous-groupes.)
Pour un tel sous-groupe I' on pose Cr(T) = Spec Q; ®z, Z¢[[[']]. Le schéma
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Cr(T) est réunion d’un ensemble fini de composantes connexes de C(T), il est
stable par G et Cr(T)(Qy) est un sous-groupe de C(T)(Qy). La condition de
continuité est la suivante. On demande que, pour tout I dans G, il existe R
dans Qy, anneau d’entiers d’une extension finie de Qy, tel que Kicnr) et les
@4cr (1) Proviennent par extension des scalaires d’un objet N de Db (R[[T]])
et d’isomorphismes W, : R[[[']] ®L N ~ N, en notant ¢, : R[[T']] — R[] le
morphisme associé & o, vérifiant I’égalité Uy, = ¥pr o (1 ®,_, ¥y), tels que
Paction semi-linéaire G x N — N donnée par (o, m) — ¥,(1®m) induise une
action continue, pour la topologie profinie, sur les objets de cohomologie de

N. Tous les énoncés suivants concernant D2, ~(C(T)) sont également valides

b
cohcont G

pour D (C(T)), mais nous n’utiliserons pas ce fait.

6.1.3. Comme en 4.2 le produit tensoriel
®F : Dl (C(T)) x D (C(T) — Do (C(T))

se releve naturellement en un produit, encore noté @,
Do 6(C(T)) X Doy (C(T)) — Dl (C(T)),

si 7 : Ty — T} est un morphisme de tores, le foncteur

0C(T’)®ég(’[‘) : Dgoh(C(T)) — Dgoh(C(T,))
se releve naturellement en un foncteur, encore noté OC(T/)(XJé Ty’
Dgth(C(T)) — Dgth(C(TI))a
et le foncteur de dualité D : M — RHom (M, O) de D?

coh
se releve naturellement en un foncteur, encore noté D,

Do 6(C(T)) — Diop (C(T)).

(C(T)) dans lui méme

De méme, on a également un foncteur
inv* = inv, : D¢y, g(C(T)) — Doy (C(T)),
et, pour tout point fermé y de C(T'), fixé par G, on a un foncteur de translation
my : Digh (C(T)) — Dion(C(T)).

On note G(’)C(T) le module trivial O¢(ry muni des ®, définis par @, (1 ®

1) = 1. C’est une unité pour ®%. Plus généralement, si a : G — Qy est un

(a)

caractere continu, on note G(DC(T)

par &,(1® 1) = a(o).

le module trivial O¢(7) muni des @, définis
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6.1.4. Soit H un sous-groupe d’indice fini de G. On a un foncteur de restric-
tion évident A¥ : Db | ~(C(T)) = D°., ;(C(T)). Ce foncteur admet un adjoint
4 droite donné par le foncteur d’induction B# : D%, . (C(T)) — D%, ~(C(T))
défini de la facon suivante. Fixons un ensemble de représentants R de G/H.
Soit (K, ®,) un objet de D5, ;(C(T)). On associe & K l'objet Q := ®qcr ¢L K,
en posant ©, K = O¢(r) ®{;a K. Pour ¢ dans G et o dans R, on écrit oo = Bo,
avec (3 dans R et o, dans H. On a alors un isomorphisme canonique ¢} Q ~
DPacR gozicpj;aK duquel on tire, grace aux isomorphismes @, _, un isomorphisme
VrQ ~ Dacr <p};,K qui donne un isomorphisme )@ ~ @ car les 8 décrivent
R.

6.2. Les foncteurs “M, et “M,

Comme pour tout objet Ag de D?(Ty, Qg) et tout élément o de G on a
des isomorphismes canoniques, vérifiant la condition de cocycle, A ~ A, les
objets MiA et M, A sont naturellement sous-jacents, d’apres la proposition
6.1.1, & des objets de D%, ~(C(T)). (Ils sont aussi sous-jacents & des objets
de Db, ... c(C(T)), la condition de continuité étant conséquence de ce que
si R est un anneau fini sur Fy et B un objet de D2(Ty, R), I'action de G sur
RT'(Ty, B) et sur RT'.(Tp, B) se factorise par un quotient fini, mais ce fait ne
sera pas utilisé dans ce travail.) On définit ainsi, comme en 4.1, des foncteurs,

notés M, et M, :
D}(Ty, Qe) — Dioyc(C(T)).

Ces foncteurs vérifient un formulaire tout & fait analogue 4 4.1.1 (a)-(g), obtenu
en remplagant partout ¢ par G. Pour tout caractere continu a : G — Qy, on
note an) le Q-faisceau de rang 1 sur Specky qui est associé a a. Si A est
un objet de D2(Ty, Qe), on note A(()a) I'objet de D%(Ty, Q) obtenu par produit
tensoriel de Ay avec 'image inverse de Ql(za). On a alors des isomorphismes
canoniques GM;(Aga)) ~ G My (Ag)(@ et GM*(AE)O‘)) ~ GM, (Ap)(@.

Remarquons que, pour tout objet de Ay de Perv(Tp, Qq), “M,(Ap) est un
objet de Mod¢on ¢ (C(T)).

Dans le cas ol kg est un corps fini, soit o le Frobenius arithmétique. Avec
les notations de 4, on a alors ¢ = @, et PMi(Ap) (resp. M, (Ap)) est obtenu
a partir de M, (Ag) (resp. “M,(Ap)) en prenant & = ®,,.

On a I’analogue suivant de la proposition 4.1.3 (avec la méme preuve).
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PROPOSITION 6.2.1.— Soit H un sous-groupe d’indice fini de G. Soit 7 le
morphisme canonique Ty @ k2 — T,.

(1) Pour tout objet Ay de D%(Ty, Qu), on a des isomorphismes canoniques
A (m Ag) ~ AT (OM,(Ap)) et BMy(n* Ag) ~ AT (P M, (Ap)).

(2) Pour tout objet Ay de D%(Ty @ k¥, Qy), on a des isomorphismes canon-
iques

“M,(Rm, A1) ~ BE(EM, A1) et “M(RmA) ~ BE(EMA)). O

Pour U un ouvert de C(T') stable par G, on définit de fagon analogue & 4.3 la
catégorie “A(U), et le groupe “L(U). La proposition 4.3.1 (principe de Hartogs)
s’étend telle quelle & ce cadre. On note “U(C(T')) le sous-groupe de “L(C(T))
engendré par les classes des GOéO(‘)T) avec a : G — Qp un caractere continu, et
on définit les groupes “L(C(T))°, SV (C(T)) et “°L(C(T))* de maniere similaire
a 4.3.2.

On définit comme en 4.4 un foncteur déterminant
det : DY, ¢(C(T)) — “A(C(T))

pour lequel on a ’analogue du lemme 4.4.1.
Pour H un sous-groupe d’indice fini de G on peut définir de fagon similaire
4 4.4 des foncteurs

afl - CA(C(T)) — BA(C(T)) et b :HAC(T)) — “AC(T))
pour lesquels on dispose de l'analogue de la proposition 4.4.2.

PROPOSITION 6.2.2.— Soient Ag et By deux objets de D2(Ty, Q) qui défi-
nissent des objets isomorphes de D2(Ty, Q). Les classes de det M, (Ap) et
de det “M,(By) dans CL(C(T))° sont égales.

Démonstration. — Commencons par traiter le cas ou Ag et By sont des
faisceaux pervers semi-simples sur 7p. D’apres [B-B-D] 4.3 il suffit de considérer
le cas olt Ag et By sont de la forme ji,Ag et ji. By avec Ag et By des systeémes
locaux semi-simples et j : Xg < T localement fermé lisse géométriquement
connexe dans Tj. Fixons un point géométrique T de Xy et posons I' = 71 (X, T)
et H =m(Xo®k,z). On a une suite exacte

0 —H —>T—G—0.

Notons M; et My les T-modules semi-simples associés a Ag et By. Par hy-
pothese il sont isomorphes comme H-modules. On va utiliser la théorie de
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Clifford ([Cl], [C-R]) dont nous allons rappeler certains points dans le présent
cadre. Soit M un I'-module semi-simple. Le H-module Resy M est semi-simple.
Si A désigne ’ensemble des classes de H-modules simples et L,, pour a dans A,
le module simple correspondant, on a Resy M ~ @®qcaLq, avec L, somme de
copies de L,. Le groupe I' agit sur A et on note O ’ensemble des I™-orbites. On a
une décomposition M ~ @,coM, avec Resy M, ~ @qcolq. Il sensuit que I'on
peut supposer que dans M7 et My n’apparait qu’'une seule orbite. Fixons des
composants simples isomorphes L et Ly de Resy M; et Resy My et notons Ly
et Ly les sous-modules correspondants. Posons H; = {z € T ‘ xL; = L;} pour
i=1,2.0n a H; = Hs. En effet, z € H; si et seulement si pour tout L' C L;

simple on a L' ~ L'. Or si L' C Ly et L" C Ly sont simples, on a un isomor-
phisme de H-modules ¢ : L' ~ L" et zpz™" : L' ~ xL" est un isomorphisme
pour tout z dans T. Posons H = #;. C’est un sous-groupe d’indice fini de T,

les modules L; et Ly sont naturellement des 7-modules et on a M; ~ Indﬁ L;.
En utilisant 6.2.1 et 'analogue de la proposition 4.4.2 pour H = 7—2/7—[, on se
rameéne au cas ot H =T (cas primitif). Une représentation projective de I sur
un corps K avec systeme de facteurs « est la donnée de T : T' — GL(V), avec
V un K-vectoriel de dimension finie, telle que pour tout z, y dans I' on ait
T(z)T(y) = a(z,y)T(zy) avec o : I' x I' = K*. D’apres Clifford, si H est un
sous-groupe normal de I'; K un corps algébriquement clos et M un I'-module
simple (de dimension finie sur K) primitif pour 7, i.e. de la forme M = L avec
L un sous-module simple de Resy M, alors on a un isomorphisme M ~ LW
avec W un K-vectoriel de dimension finie, I’action de I" sur L ® gk W étant de
la forme z — U(z) ® V(z) avec U une représentation projective de I' sur L
prolongeant l'action de H, et V' une représentation projective de I' qui se fac-
torise par ['/H. Remarquons (cf. [C-R] p. 279) que, par le lemme de Schur,
si U’ est une autre représentation projective de I' sur L prolongeant I’action
de H, on a U = €U avec £ : ' = K*. En posant V! = ¢~V on peut donc
remplacer U par U’. Par conséquent on a des isomorphismes M; ~ L ®g, W1
et My ~ L®g, W2 avec L muni de la méme action projective de I' prolongeant
celle de H et W1 et Wy des vectoriels de méme rang munis d’une action projec-
tive de T" se factorisant par I'/H et ayant le méme systeme de facteurs. Si on
ne considére que la structure de H-module il est associé & L un systeme local
Lsur Xo®k.Ona A~ L®q, W1 et B~ L®q, W2. On a par conséquent des
isomorphismes M(A4) ~ M(ji. L) ®q, Wi et M(B) ~ Mi(j1.L) ®q, W2. On

en tire un isomorphisme

(det My(A)) ® (det My(B)) ™" = [(det W1) @ (det W2)~]®"
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avec 7 = X(T,jiL). Cet isomorphisme est compatible & l'action de G sur
chaque facteur, ce qui donne 1’énoncé recherché dans ce cas.

En général, on se raméne au cas ol Ag et By sont pervers. Remarquons que
d’apres ce qui précede si Cy est un objet simple de Perv(Ty, Qy), alors Cy ® k
est semi-simple (et tous ses composants simples sont dans la méme G-orbite).
On peut donc remplacer Ay et By par leur semi-simplifié. [

Si A est un objet de D2(Ty, Qr), on note det “M;(A)Y la classe dans
GL(C(T))° de det “M,(Ag) pour Ag un représentant de A. D’apres la proposi-
tion précédente cette classe est indépendante du choix de Ap.

En particulier, on peut considérer le sous-groupe “Gy(C(T)) de “L(C(T))°
engendré par les det “M,(H)9, H décrivant la classe des objets de Hypi(Tp)?
et le groupe quotient Gy(C(T))! := 9Gy(C(T))/(CV (C(T))/CU(C(T))).

6.3. Ramification

Soit S un schéma intégre normal et de type fini sur Z de corps des fonctions
ko. On suppose que £ est inversible sur S. Soit Ts un S-tore déployé. On pose
To = Ts ® kg et on note 7 le point géométrique de S associé & k. Soit U un
ouvert de C(T') stable par G et soit K un objet de Mod¢on ¢(U). On dit que
K est non ramifié sur S si 'action semi-linéaire de G = Gal (k| k) se factorise
a travers m(S,7). Plus précisément si o et ¢’ dans G ont méme image dans
m1(S,7) on demande que ®, = P, (ceci a un sens car ¢, = @,). On note
Modconh ¢ (U)nr s 1a catégorie correspondante.

Pour tout point fermé s de S on note k(s) le corps résiduel de s, k(s) une
cloture algébrique de k(s), § le point géométrique correspondant et on pose
T, = Ts ® k(s), Ty = Ts ® k(s). On note ¢, : Ty — T, le morphisme de
Frobenius géométrique. On a une immersion ouverte canonique js : C(T5) —
C(T), provenant du morphisme canonique m(7T")! — 71 (T5)" On a alors un

foncteur
'L/)U,s : Modcon G(U)nr s — Modcon ©s (.75_1 (U))

En effet on a un foncteur de restriction
resy s : Modeon (U) — Modeon (45 (U))

et le choix d’un chemin (i.e. d’un isomorphisme de foncteurs fibres) entre 7
et 5 fournit un morphisme Gal (k(s)|k(s)) — m1(S,7) et donc une action
semi-linéaire du morphisme de Frobenius arithmétique de Gal (k(s) | k(s)) sur
resy,s(K) pour K dans Modeoh (U )nrs- L’objet ainsi défini ne dépendant pas,

a isomorphisme canonique pres, des choix, ceci définit ¥y .
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Si Ag est un objet de DS(TS, Q) on note Ag son image inverse sur Ty et
A, son image inverse sur Ty pour s point fermé de S.

PROPOSITION 6.3.1.— Soit As un objet de D%(Ts,Qq). Pour tout entier
M > 1, il existe un ouvert dense S' de S tel que, pour tout entier i, l’ob-
jet de cohomologie Hi(GMg(AO)wM(T)) soit non ramifié sur S’ et tel que, pour
tout point fermé s de S', on ait un isomorphisme canonique

P (), M (CM(AD) (crr (1)) = H (P Mi(As) ier(1))-

En particulier det GMg(A0)|CM(T) est non ramifié sur S’ et pour tout point
fermé s de S" on a un isomorphisme canonique

Py (1),s (det TM(Ao) ey, (1)) = det P My(As) e, (1)

Les énoncés similaires valent pour M.,.

Démonstration. — On va faire la démonstration pour M = 1, le cas général
s’en déduisant (et pouvant étre démontré de méme). On note ko C k D’extension
de ko engendrée par Zy(1)(k). Le groupe de Galois Gal (k| ko) s’identifie au
noyau du caractere cyclotomique ¢-adique. Soit S le normalisé de S dans ko.
On note encore 77 le point géométrique de S associé a k. Soit R 'anneau des
entiers d’une extension finie de Qg tel que Ag provienne par changement de
base d’un objet Ag g de D%(Ts, R). Notons AS’,R Iimage inverse de Ag g sur
Tz =Ts ® Setr: Tz — S la projection canonique. Le R[[m;(T)]]-faisceau
lisse constructible libre tordu Ly provient par extension des scalaires d’un
faisceau Ly, sur Tg. Par constructibilité des Rim(Ag, R ®% Lr,) il existe un
ouvert dense S’ de S tel que les Rim(Ag, R ®k LTg) soient tous lisses sur S'.
Par conséquent D'action de Gal (k| ko) sur les Hi(T, Ag ®L L) se factorise

par celle de 71(S,7), en notant Ag l'image inverse de Ag g sur T. Soit S’ un
ouvert dense de S dont I'image inverse dans S est contenue dans S’. Commme
le caractere cyclotomique £-adique est non ramifié en dehors de /, il résulte
de ce qui précede que ’action semi-linéaire de G sur les HiM!(A)IC(T)e se
factorise par 71 (S’,7). Ceci donne la premiere assertion de 1’énoncé et le reste
en résulte par le théoreme de changement de base pour les morphismes propres.

Les énoncés analogues pour M, se déduisent par dualité. [

6.4. Calcul de det "M,

A tout objet A de D2(T,, Q)9 on associe, comme en 4.5, un élément
G\(A) de “Gy(C(T)) de la facon suivante. Si A est pervers, on pose Gy(A) :=
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det “M,(H,(A))9. En général, on pose
Gi(A) == ® G!(PH’iA)(_l)i’

le produit dans “Gy(C(T)) étant noté multiplicativement. Pour tout isomor-
phisme T =~ (G, %)™ on définit de méme un élément Gi(A4) de “Gy(C(T)), en
remplacant H; par H) dans la définition.

Les théoremes 4.5.1 et 4.5.3 admettent la généralisation suivante.

THEOREME 6.4.1. — Soit S un schéma intégre et de type fini sur F,, de corps
des fonctions ko. Soit Ty un ko-tore déployé. Soit A un objet de D8(Tp, Qy)9.
On suppose qu’il existe un S-tore déployé Ts et un objet As de D%(Ts, Q)
tels que Ty et A proviennent de Ts et de Ag par extension des scalaires. On a
légalité
[det “M,(A)9] = [G1(A)]

dans le groupe quotient C°L(C(T))!. Soit ¥ un isomorphisme T ~ (G )" Si,
de plus, A est yp-modéré a linfini, on a l’égalité

det GM!(A)g = det GM!((S{)\(A)})Q . ég(A)
dans °L(C(T))°.

Démonstration. — On peut supposer que A est un objet de Perv(Ty, Q)7
et que A provient par changement de base de Ag avec Ag[r] pervers sur Ty,
en désignant par r la dimension de S.

Commencons par démontrer le premier énoncé dans le cas ot x (7, A) =0,
sans utiliser I’hypothése d’existence d’un modele sur Ts. On peut alors supposer
que A = Ay ®k avec Ag un faisceau pervers simple sur 7. En utilisant 6.2.1 et
I’analogue de la proposition 4.4.2 on se raméne comme dans la démonstration
de 6.2.2 au cas primitif, i.e. on peut supposer que tous les composants simples
de A sont isomorphes. Soit B un composant simple de A. On a x(7,B) =0
et donc, d’apres le théoreme 5.1.1 de [G-LJ, il existe un isomorphisme de tores
Y : T ~T xT" avec T" de dimension 1, un faisceau pervers B’ sur T' et un
point fermé x de C(T") tels que B ~ n'*(B'[1]) ® n"*L,, en notant =’ et 7"
les projections. Choisissons des ko-tores déployés T} et T tels que 'on ait un
isomorphisme Ty ~ Tj x Tj dont 1) provienne par extension des scalaires. Tous
les composants simples de A étant de cette forme, x est invariant sous ’action
de G et donc L, est sous-jacent a un faisceau sur 7p. En tordant par 7""*L, -1
on se ramene au cas ot Ay ~ 7'*(A’y[1]) avec A’y pervers sur Tj et on termine
la démonstration comme en 5.1.1 (remarquons que l'on dispose de ’analogue
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de la proposition 4.4.5 dans le présent cadre : il suffit de remplacer partout
dans la démonstration ¢ par ¢, les @ par des ®, et ¢ par k(o), en notant x
le caractere cyclotomique £-adique).

Soit € I'involution naturelle non triviale sur S donnée par 1’échange des
points & linfini et soit € linvolution ((S,z),x) ~ (e(S,z),x~') sur S x
C(Gmk)(Qr). On en déduit une involution sur Hy(T) ~ Hy(T). Pour tout
sous-ensemble K de Hi(T) ~ Hi(T) on note Kgym l'ensemble des éléments
de K fixés par cette involution. On définit de méme Hyp,(7p)ém et on note
GGi(C(T))sym le sous-groupe de “Gy(C(T)) engendré par les images des 6lé-
ments de Hyp(Tp)dym-

PROPOSITION 6.4.2. — Sous les hypothéses précédentes on suppose que A est
un objet de Perv(Ty, Qu)9 et provient par changement de base de Ag avec Ag[r]
pervers sur Ts, en désignant par r la dimension de S. On a alors

det “M,(A)9 = Gy(A) -T
avec T dans “Gy(C(T))sym-

Démonstration. — Si x(T, A) = 0 alors det “M;(A)9 appartient au groupe
GGi(C(T))sym d’apres ce qui précede et 3.4.1 (2) (on n’utilise pas ici 'existence
d’un modele de A sur Ts). Remarquons par ailleurs qu’on peut supposer que
A = Ay ® k avec Ag pervers simple sur Ty. En effet si Bg[r] est un com-
posant simple de Ag[r], 'image inverse de Bg sur T est soit nulle soit un
composant simple de I'image inverse de Ag sur Tp, et par conséquent les com-
posants simples de I'image inverse de Ag sur Ty satisfont & I’hypothese de
I’énoncé. Dans ce cas A est semi-simple et tous ses composants simples ont la
méme caractéristque d’Euler-Poincaré. On peut donc supposer que A est un
objet de Pervin (T, Qg). D’apres I'analogue de la proposition 5.1.2 on a alors
det GM:(A)-" = det GM!(det!A)g. Comme detintA ~ (det1A)iny par 2.4.1 (2),
on obtient de méme que, & un élément de “Gy(C(T))sym pres, det “M,(det;A)9
et det “M,(detinsA)Y sont égaux. D’apres le théoreme 3.6.1 il suffit de vérifier
que det “M,(Hint(A))9 = Gi(A) - T avec I' dans “Gi(C(T))sym, ce qui résulte
alors de la proposition 3.7.3. U

Nous sommes maintenant en mesure d’achever la démonstration du théo-
reme. On reprend les notations de 6.3. Remarquons que par la preuve de 3.7.1,
quitte & rétrécir S, on peut supposer qu’il existe un faisceau pervers Hy(A)g|r]
sur Ts tel que Hy(A) provienne par changement de base de Hi(A)g. D’apres la
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proposition 6.4.2 on peut écrire
det “M,(Ag) ~ det “M (Hy(A)o) - det “M,(H}) - det M, (HZ)

avec H} et HZ des faisceaux pervers sur Ty dont 'image inverse sur T’ appar-
tient & Hyp,(Tp)dym. On peut aussi supposer que H& et Hg proviennent de H é
et H2 avec H[r] et HZ[r] pervers sur Ts. Enfin on peut supposer que pour
tout point fermé s de S, A, H\(A)s, H! et H? sont pervers. Soit M un entier
> 1. D’apres la proposition 6.3.1 il existe un ouvert dense Sp; de S tel que
pour tout point fermé s de Sj; on ait

det P Mi(As) o (15
~ [det M (H\(A)s) - det # M, (Hy) - det “My(HZ) e, (15)-

D’autre part, d’apres le théoreme 4.5.1, det ¥>M;(A;) est égal dans =L(C(T5))°
a det ¥*M,(Hy(Az) *1 6;»y) avec A convenable. Posons, pour T' un k-tore,

’H!(T)l _ N(SXC(Gm,k)(Qz))_

On a un morphisme canonique (H;(7)")¢ — (Hi(T5)')¥s dont on déduit un
morphisme g : Hy(7p)9 — H;(Ts)9 obtenu en composant avec les morphismes
canoniques Hy(7p)9 — Hi(T)¢ — (H(T)H) et (Ha(T5)H)Ps — Hi(T5)% —
H,(T;)9. Soit N un entier > 1. On a défini en 3.4 pour tout tore 7" un mor-
phisme de troncation ny : Hi(T) — Hi(T)y dont on déduit un foncteur
nn @ Hyp(T) — Hypy(T). D’apres 5.5.1 (6) il existe un ouvert dense Sy,n
de Sys tel que pour tout point fermé s de Sy y on ait

Hy(As) ~ p(Hi(4)) - H

avec H dans Hyp, (7)Y tel que my H soit ponctuel. On déduit de ce qui précede
que

[det #* M, (Hy) - det “My(HZ) ™ ieay(rs) = det My (HY) i, (1)

avec H? faisceau pervers sur T d’image inverse H3 sur T5 dans Hyp,(Tp)¢ avec
7 HE ponctuel. On déduit du lemme suivant, en prenant M assez grand pour
que myrHY = H' et mpH? = H? et N = M, que H; et Hy sont isomorphes &
convolution par un faisceau ponctuel prés, ce qui donne la premiere partie de
I’énoncé.

LEMME 6.4.3. — Soit kg un corps fini et soit Ty un ko-tore déployé. Soit M
un entier > 1. Soient H} et H? (resp. HY) des faisceauz pervers sur Ty tels
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que H' et H? appartiennent & Hyp,(Tp)dym (resp- Hypy(Tp)?). On suppose que
avHY = HY, que mayH? = H?, que myH? est ponctuel et que

(6.4.3) [det (le(H(}) - det (ng(Hg)fl]‘cM(T) ~ det QOM!(HS’)WM(T).
Alors H' et H? sont isomorphes a convolution par un faisceau ponctuel prés.

Démonstration. — Pour iy, : x = Cp(T) un point fermé fixé par ¢° on
compare les normes archimédiennes des valeurs propres de Li;Q)(e) (qui sont des
sommes de Gauss, par la proposition 4.1.2) sur les deux membres de (6.4.3). O

Fixons maintenant un isomorphisme ¢ : T =~ (G, )" et supposons que
A est y-modéré a l'infini. On a alors det “M,(A)9 = det “M,(61xy)? - Gi(A)
dans “Gi(C(T)) avec X dans Ty(ko). Il reste & voir que A = A(A). Soit S’ un
ouvert dense de S tel que A(A) et A\ se prolongent en une section de T au
dessus de S’. On note A\(A); et Ay leurs images dans T pour s point fermé de
S’. En appliquant 4.5.3, 5.5.1 (4) et 6.3.1, on obtient, quitte & remplacer S’
par un ouvert dense plus petit, que, pour tout point fermé s de S’, les modules
%M!(é{/\s})\C(Tg)g et wsM!(é{A(A)s})\C(Tg)g sont isomorphes & torsion pres. Ici
on voit (5{)\S} et 6{)\( 4),} comme des faisceaux pervers sur 7. En restreignant
les modules & l'origine de C(T5s), on voit que cela entraine que les deux modules
sont isomorphes. Fixons un entier n > 0. Par la proposition 4.1.2 on en tire
que pour tout caractere x d’ordre < ¢" du groupe abélien fini Ti(k(s)), on a
x(Xs) = x(A(A)s), ce qui entraine que s - A(A); ! est une puissance £"-ieme
dans T,(k(s)). Par le théoreme de Chebotarev on en déduit que A - A(A)™!
est une puissance ¢"-itme dans Ty(ko), ceci pour tout n > 0. On a donc bien
A=A(4). O

Remarque. — Le théoreme 6.4.1, ainsi que son analogue en caractéristique
zéro, le théoreme 7.2.5, est & rapprocher d’un résultat de T. Saito [Sal], qui
exprime le déterminant de la cohomologie d’un systéme local modéré dans le
complémentaire d’'un diviseur & croisements normaux dans une variété projec-
tive en fonction de caracteres de Hecke algébriques associés aux sommes de
Jacobi.

COROLLAIRE 6.4.4. — Soit A un objet de Perv(Ty, Q)9 vérifiant les hypothé-
ses du théoréme. Pour tout morphisme de tores p : T — T' tel que Rp\(A)
soit un faisceau pervers, il existe un point fermé X de T tel que l'on ait un
isomorphisme

H\(Rpi(A)) =~ 4xy 1 Rpi(Hi(A)).

Démonstration. — Similaire & celle du corollaire 4.5.2. [
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6.5. Un exemple : le module d’Thara

Dans ce numéro ky est & nouveau un corps de caractéristique différente de ¢
mais peut-étre nulle. Rappelons la définition du module d’'Thara ¢-adique (|I1],
[12], [I3]). Considérons le corps de séries de Puiseux L := lim E((tYN)) et

(p,N)=1
notons M D’extension pro-£ maximale de k(t) dans L, non ramifiée en dehors

des places 0,1 et oo. Soit Fy le groupe de Galois de M | k(t). C’est un pro-£
groupe libre sur deux générateurs et on a une suite exacte

1— Fy— Gal(M | ko(t)) — G — 1.

Le groupe G agit naturellement sur L par son action sur les coefficients des
séries de Puiseux. On a ainsi un scindage canonique p : G — Gal (M | ko(?)),
qui permet de faire agir G sur F; par conjugaison par p. Ce scindage correspond
au choix du point de base ot (au sens de [D2]) pour le groupe fondamental pro-¢
7r1(P,1C —{0,1,00})¢ et on a alors un isomorphisme Fy ~ 7r1(P,1C —{0,1, 00}, ﬁ)g
compatible & ’action de G. Le module d’Thara ¢-adique est le module Thy :=
Fy/Fy. (SiT est un groupe topologique, on note IV ’adhérence du sous-groupe
des commutateurs dans I'.) L’action continue de Fp/F, sur Ih, par automor-
phismes intérieurs permet de munir Th, d’une structure de Z,[[Fy/F;]]-module
par rapport & laquelle 'action de G est semi-linéaire. D’apres [I1] c’est un
Z,[[F¢/F;)l-module libre de rang 1, une base étant donnée par la classe du
commutateur oz, 13;1_1 de deux générateurs topologiques zg et 1 de G.

Considérons le tore Ty := Specko[t1, 2,7, 1, '] et P'immersion

. P, —{0,1,00} — T
’ ti—)tlzt,tgzl—t.
Comme 71 (T'); est abélien, cette immersion fournit un isomorphisme canonique
Fo/Fy ~ 71 (T), compatible & l'action de G. On note A le Z,-faisceau pervers
RiyZy[1](1) ~ Ri,Zg[1](1). Soit Ly le Zy[[m1(T)¢]]-faisceau lisse constructible

libre tordu de rang 1 sur 7" considéré dans [G-L]| 3.1. Rappelons qu’il est obtenu
a partir du caractere tautologique m1(T")y — Zg[[m1(T)¢]]*.

PROPOSITION 6.5.1. — On a un isomorphisme canonique de Zy[[m1(T)]]-mo-
dules

Thy ~ H)(T, A ®%, L)

compatible & 'action semi-linéaire de G.
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Démonstration. — On considere la tour de revétements

P plntl) Py ) P

avec T = T et p : (t1,t2) — (tf,t5). On note p, le morphisme composé
7 — 7O, On pose X = P} — {0,1,00}. Par image inverse par i on obtient
ainsi une tour de revétements g, : X — X. Soient v, et 7 des générateurs
topologiques de 71(T"), engendrant les groupes d’inertie associés aux diviseurs
t1 = 0 et t3 = 0. Pour tout entier n, on note 2, I'idéal de Z;[[71(T),]] engendré
par V" — 1 et v5 — 1. On a un isomorphisme canonique de Z-faisceaux

PrxZig = L1 @z, (r (1),)) Zel[m1(T)e]]/An
et donc en particulier un isomorphisme canonique de Zg-faisceaux
GnxZig = i (L) @[y (T),)) Zel[m1 (L) el]/Un-
On en tire des isomorphismes canoniques
H)(T,A®yz, Lt) =~ Hy(X,i*Lp(1))
~  Jim H, (X, (L1) ®g,(m 1)) Zellm1(T)]]/2a (1))
~ LH s GnxZig(1))
~ lim Hy (X™,Z,(1)).

On a une action continue naturelle de 71 (T ) sur Jim H, L(X™),Z,(1)) et Viso-
morphisme H?(T, A ®IZ4£ Ly) ~ @Hcl ),Zy(1)) est un isomorphisme de
Zy[[m1(T)¢]]-modules compatible & 'action de G.

1R

Il reste a construire un isomorphisme de Zg[[m1(7T)¢]]-modules, compatible
a laction de G, Thy ~ }@Hcl (X Z,(1)). La construction est toute pareille
a celle effectuée dans [I2] Proposition 1.3. On considere le sous-corps K,
E@) (", (1 —t)* ") de L. C’est le corps des fonctions de X(™ et F := UK,
est l’extension abélienne pro-¢ maximale de k(¢) non ramifiée en dehors de 0,
1 et co. On a donc un isomorphisme canonique Gal (F | k(t)) ~ F;. Soit K],
I’extension abélienne pro-£ maximale de K, contenue dans M et non ramifiée
en dehors de 0, 1 et oo; le corps F' := UK], est I'extension abélienne pro-¢
maximale de F non ramifiée en dehors de 0, 1 et co. On obtient ainsi des
isomorphismes canoniques

Fo/F) ~ Gal(F'| F) =~ Jim Gal (K, | Kp)-
On en tire I'isomorphisme recherché en utilisant 1’isomorphisme canonique

Gal (K}, | K,,) ~ HL(X™, Z,(1)). O
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On note Modcon g(C(T)¢) la catégorie obtenue par restriction des objets
de la catégorie Modeon (C(T)) & C(T),. Par linéarisation de 'action de G
et extension des scalaires, on associe naturellement & Th, un objet Zh, de
Modcon g(C(T)g). On pose A := A ®z, Qp. On note j : U — T l'inclusion de
'ouvert complémentaire de i(X) dans T et on pose B := Rj.(Qe[2](1)).

THEOREME 6.5.2. — On a des isomorphismes canoniques
Ihe ~ HO(GM!(A))W(T)Z ~ det GM!(A)W(T)[ ~ GM!(B)‘(:(T)Z.

Démonstration. — Le premier isomorphisme est conséquence directe de la
proposition précédente. Comme M;(Q[2](1)) est supporté par I'origine dans
C(T), on déduit de la suite exacte de faisceaux pervers

0 — Qu2](1) — B —A—0

que “M;(B) et “M,(A) sont canoniquement isomorphes en dehors de 'origine.
Pour conclure il suffit de savoir que M,(B) est isomorphe & un module locale-
ment libre, ce qui est un cas particulier de la proposition 7.1.2. En effet, ceci
entraine que, en dehors de l'origine, M;(A) est isomorphe & un module locale-
ment libre, et donc, en dehors de I'origine les objets H?(“M,(A)), det “$M,(A)
et “M,(B) sont canoniquement isomorphes, et on peut conclure par le principe
de Hartogs. [J

Remarque. — L’action de G sur la la classe du commutateur xozi1z, 19:1_1
dans Thy est donnée par la fonction beta ¢-adique d’Thara (|I1],[I3]). De fagon
similaire si kg est un corps de type fini sur Fp et ¢ : F), — Qg est un caractere
additif non trivial, on peut considérer le faisceau pervers H (1 ;1) (cf. 3.1) sur
G ko La restriction de “M (H (1;1)) & C(Gp )¢ est étroitement reliée a la
composante f-adique de la fonction gamma hyperadélique d’Anderson (cf. [A]
Th. 6 et [Co2] Th. 5.3).
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CHAPITRE 7

CARACTERISTIQUE 0

7.1. Le foncteur H{

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique différente de ¢, mais
éventuellement nulle. Soit T’ un k-tore. On note H,(T)! le quotient du monoide
Hy(T) par T(k). Autrement dit on a Hy(T)! = NE*C(Gmr)(Q2), Soit A un
objet de Perv(T, Q). A la donnée des entiers ng,z , définis en 2.3 est naturelle-
ment associé un élément de H;(T)!, que I’on note y(A).

Soit ¢ un élément de H;(T)'. On considere le tore O := [[(Gyy x)052X)
pour (S, z,x) parcourant S X C(Gp,x)(Q). On a un morphisme canonique de
tores w1 : ©1 — T donné par

mi(z) = H ©8,.2(Ti(5,2,x))
i(S,2,X)

pour T = (T (s,z,y)), avec 1 < i < 6(S,z,x). Notons © le quotient de ©; par
laction diagonale de G, -

On note Hy(T)M le sous-ensemble de H,(T)! formé des & tels que le mor-
phisme m; : ©®1 — T se factorise en un morphisme 7 : ® — T. C’est un
sous-monoide de H,(T)?.

LEMME 7.1.1.— On suppose que k est de caractéristique nulle.

(1) Pour tout isomorphisme 1 : T =~ (G )™ on a Hy(T)M = Hg(T)fpl, en
notant ’;'-[;(T)f/}1 limage de ’H!(T)fp dans Hy(T)*.

(2) Pour tout objet A de Perv(T, Qy), l’élément y(A) appartient a Hy(T)" .
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Démonstration. — Soit § dans H,(T)! et soit ¢ un isomorphisme T =~
(Gmi)". On note m; : T — Gy, la projection sur le i-2me facteur. Pour
tout sous-tore S de dimension 1 de T, tout y dans S — S et tout 1 < i < n, on
note N;(S,y) lentier tel que
LAdr
(i © ps,y) el Ni(S, y);.
L’appartenance de § & Hg(T)fp est équivalente aux relations

> Ni(S,2)6(S,2,x) =0
(CES9)

pour 1 <4 < n. Les mémes relations sont équivalentes & ’appartenance de § a
Hi(T)"!. Ceci démontre (1). L’énoncé (2) est clair quand T est de dimension
1. En général on peut choisir ¢ de telle sorte que pour tout S dans S(A),
l'intersection S N ker 7; est finie (ce qui est en fait inutile, cf. la preuve de
3.4.2) et on se ramene au cas n = 1 par la proposition 7.5.1 de [G-L], de fagon
similaire & la preuve de 3.5.3. U

On suppose & partir de maintenant que § appartient a H;(7)?!. Soit P ’es-
pace projectif obtenu en quotientant H(A}c)‘s(s’w’X) —{0} par I’action diagonale
de Gy, k- On a une inclusion canonique © — P. On note Dj (g, ) le diviseur
dans P d’équation ;g ) = 0. On note Z I'image du fermé ) z; (54,,) = 0
dans ©. C’est un diviseur dans ©. Soit j : U — © l'inclusion de ’ouvert com-
plémentaire. Comme 'abélianisé du groupe fondamental modéré de U est libre
de rang dim © + 1 et est topologiquement engendré par les lacets autour des di-
viseurs D; (5. y), il existe un unique Qq-systeme local modéré de rang 1 sur U et
de monodromie x le long des diviseurs D; (g 5 ,)- On le note £(J). Il admet aussi
la description suivante. Soit y = ) ; (54 ) sur ©1. On considere le systeme lo-
cal sur Uy = ©1 —{y = 0} défini par £1(6) := La(d) 1, ® L3(6) 17, avec L2(6) =
eai,(S,w,x)(xZ(S,w,x)Ex) et L3(d) := y*£X51 pour xo = H(S,a:,x) XJ(S,z,x)_ Ce sys-
teme local est invariant sous ’action diagonale de G, i, et le systéme local qui
lui correspond sur U est isomorphe a L(6).

On pose Ai(d) := Rj,L(0)[dim®O] et H{(d) := RmAi(d). Dualement on
pose A,(6) := RjL(0)[dim O] et HL(d) := R AL(9).

PROPOSITION-DEFINITION 7.1.2. — Soit § un élément de Hy(T).
(1) Les objets Ai(0) et H{(8) (resp. A«(8) et H.(0)) sont des faisceauz per-
vers.

(2) Les objets Mi(Ai(6)) et My(H{(3)) (resp. Mi(A«(8)) et M (H,(3)))

sont isomorphes & des modules localement libres de rang 1.
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(3) Soit H] ,(0) I’image du morphisme canonique de faisceaur pervers
H{(d) — H(0).

. !
Les faisceaur pervers H

(0), (H{(0))int €t (HL(5))int sont isomorphes.

Démonstration. — Par dualité il suffit de démontrer les énoncés (1) et (2)
pour !. D’apres [G-L] 3.5.2 (1), I’énoncé (1) est conséquence de (2). Comme
H{(6) = RmAi(6), il suffit, d’apres [G-L] 3.3.1 (c), de démontrer I’énoncé con-
cernant M;(A(4)). Pour cela, il suffit de démontrer que, pour tout point fermé
ix : X = C(T), le complexe Liy Mi(Ai(d)) a une cohomologie de rang 1 en de-
gré 0 et nulle dans les autres degrés. Par [G-L] 3.3.2, il suffit de démontrer
I'énoncé analogue pour RI':(0©, A1(6) ® Ly ), qui résulte du lemme suivant, au
vu de l'isomorphisme Ai(d) ® L, ~ Rj.(L(6) ® j*Ly). L'énoncé (3) est con-
séquence de (1) et de (2), par un argument tout & fait similaire a la preuve de
[G-L] 8.1.4. O

LEMME 7.1.3.— Soit L un systéme local modéré de rang 1 sur U. L’objet de
cohomologie HY(©, Rj.L) est de rang 1 sii = dim© et est nul sinon.

Démonstration. — Supposons tout d’abord que la monodromie de L le long
de Z n’est pas triviale. On a alors un isomorphisme RjiL ~ Rj, L et le résultat
est conséquence du lemme 7.1.4. Supposons maintenant que la monodromie
de L le long de Z est triviale mais que £ n’est pas trivial. Dans ce cas les
H!(©, j.L) sont tous nuls par Kiinneth. Notons i I'inclusion de Z dans © et A
le systeme local j,£. Comme on a un isomorphisme i'A ~ 5* A[—2], on obtient
alors en appliquant le foncteur RI'. au triangle

A — Rj,j*A — i,i' A[1]

que I’on a pour tout i des isomorphismes H(0, Rj.L) ~ H!~1(Z,i*A), d'o1 le
résultat dans ce cas en appliquant le lemme 7.1.4 & i* A. 1l reste alors & traiter
le cas ol £ est le faisceau constant Qp. Par dualité il suffit de démontrer que
H'(©, RjiQg) est de rang 1 si i = dim © et est nul sinon. Pour cela remarquons
que pour 0 < 4 < dim®© le morphisme canonique H*(0, Q) — H'(Z,Qy) est
un isomorphisme : on peut le constater de visu pour kK = C, et de la passer
au cas général par des résultats généraux. On en déduit le résultat voulu en
écrivant la suite exacte longue de cohomologie associée a la suite exacte de
faisceaux

0 — RjiQr— Q¢ — ixQ, — 0.
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LEMME 7.1.4. — On considére dans [’espace projectif P™ un ouvert U formé
du complémentaire de n + 2 hyperplans D; en position générale. Soit L un
systeme local modéré non constant de rang 1 sur U. L’objet de cohomologie
H{(U,L) est de rang 1 sii=n et est nul sinon.

Démonstration. — Soit j inclusion de U dans P™. Si les monodromies le
long des n + 2 hyperplans sont toutes non triviales on a un isomorphisme
RjL ~ Rj,L et le résultat est clair (les H:(U, L) sont nuls pour i # n et
x(U, Q) = (—1)™). Sinon, soit D;, un hyperplan le long duquel la monodromie
de L est triviale. Soit U’ (resp. U") le complémentaire dans P™ (resp. D;,) de
la réunion des D; pour i # ig. Soit L' (resp. L") la restriction de j,. L a U’
(resp. U"). Comme U’ est isomorphe & un tore, les H:(U’, £') sont tous nuls.
Par le triangle associé a linclusion U — U’, on en tire des isomorphismes
H{(U,L) ~ H-Y(U", £"). Comme L" vérifie aussi 'hypothese, on obtient le
résultat par récurrence & partir du cas trivial n = 0. O

PROPOSITION 7.1.5.— Soient 6, et 8y des éléments de Hi(T)". On a des
isomorphismes de faisceaur pervers

H.I((51 . (52) ~ H.I(él) X1 H.I((sg) et Hi((51 . (52) ~ Hi(él) Ky Hi(&Q)

Démonstration. — 11 suffit de démontrer 1’énoncé pour !, celui pour * s’en
déduisant par dualité. On pose 63 = d1-9d2 et on note avec un indice J; des objets
relatifs & 6;. On a un isomorphisme canonique 15, ~ ©1 5, x O, duquel on
déduit un morphisme de tores p : Os5, = ©O5, X Op,. Soit m : T'x T — T le
morphisme donné par la loi de groupe. On déduit du diagramme commutatif

p
@53 —_— @51 X @(52

7r5sl stl XT§y

T+ TxT

qu’il suffit de démontrer que RpiA:(d3) est isomorphe a Ay(d1) X Ay (d2).

Remarquons que p est une fibration de fibre G, , qu’au dessus de Uy, x Us,
le diviseur Zs, coupe les fibres de p transversalement en un unique point, que
l'intersection de Zs, avec p~1((Us, X Zs,) U (Zs, % Us,)) est vide, tandis que
p Y(Zs, X Zs,) est contenu dans Zg,.

On en tire en particulier, en utilisant le lemme 7.1.3 et le théoreéme de
changement de base pour les morphismes propres, que la restriction de

Rp Ay ((53) [—dim @53 + 1]
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al'ouvert Us, x Us, est un systeéme local de rang 1. Ce systeme local est modéré,
comme on le voit en le restreignant & des droites dans Us, x Uy, et en appliquant
la formule de Grothendieck-Ogg-Shafarevich. Notons W 1’ouvert maximal de
P;, sur lequel p se prolonge en p’ : W — Py, x Ps,. Remarquons que p' est une
fibration de fibre Gy, . Notons Zs, 'adhérence de Zs, dans Py, et V l'ouvert
complémentaire de Py, x Z;, U Zs, x Py, dans Pg, x Pg,. La restriction de
p' a p'~}(V) N Zs, induit un isomorphisme entre p'~1(V) N Zs, et V, et le
systeme local £(d3) ® p*(L(61) ® L(d2))Y sur Uy, se prolonge en un systeme
local modéré L' sur p' =1 (V) — p'=1(V) N Zs, (Uexposant ¥ désigne le systeme
local dual). Si j' désigne l'inclusion de p'~1(V)) — p'~1(V) N Zs, dans p'~}(V),
on déduit donc du lemme 7.1.3 et du théoreme de changement de base pour
les morphismes propres que Rpj(Rj.(L'))[1] est un systéme local de rang 1 sur
V. La restriction de ce systeme local & Us, x Us, est isomorphe &

RpiAy(83)[—~dim O, + 117, x5, @ P (L(61) B L(62))",

il est donc modéré, et par conséquent isomorphe au systéeme local constant, car
le groupe fondamental modéré de V est trivial. On a donc un isomorphisme

Rpy Ay (03)[—dim O, + 1175 w;, = L£(61) W L(2)
dont on déduit un morphisme non nul
Rp!A!((Sg) — R(j51 X j52)*(£((51) X ﬁ(dg))[dim @53 — 1] o~ A!((Sl) X Ag(dg).

D’apres 7.1.2 et [G-L] 3.3.1 (c) et (e), MiRpiAi(d3) et Mi(Ai(d1) X Ai(d2))
sont isomorphes & des modules localement libres de rang 1. En particulier
RpiAi(d3) est pervers, d’apres [G-L] 3.5.2. De plus le morphisme de faisceaux
pervers RpiAi(d3) — Ai(d1) X Ai(d2) est un épimorphisme, d’apres le lemme
qui suit. Soit z un point géométrique de Os X Oj,. Le calcul des objets de
cohomologie de Rp1Ai(d3)|, est immédiat par changement de base propre et
on constate qu'ils ont méme rang que ceux de Ay(d1) X Ay(d2) ;- Ceci force le
morphisme Rp1Ai(d3) — Ai(d1) X Ai(d2) & étre un isomorphisme. En effet si le
noyau K de ce morphisme n’était pas nul, considérons un point géométrique
x localisé au point générique d’une composante irréductible du support de K.
La restriction K|, aurait alors un unique objet de cohomologie non nul, ce qui
conduirait & une contradiction. [

LEMME 7.1.6. — Soit f : A — B un morphisme non nul de faisceaux pervers
sur un tore T. On suppose que MiA est isomorphe 4 un module localement
libre et que MyB est isomorphe & un module localement libre de rang 1. Alors
f est un épimorphisme.
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Démonstration. — Il suffit de démontrer I’énoncé dual : si M, A est isomor-
phe & un module localement libre de rang 1 et si M,B est isomorphe & un
module localement libre, alors f est un monomorphisme. Par t-exactitude de
M., ([G-L] 3.4.1) on a une suite exacte de modules cohérents

0 — H°M,Ker f — H'M,A — H°M,Im f — 0.

Si HOM,Ker f n’était pas nul, H°M,Im f serait de torsion et donc nul, car
c’est un sous-module de H'M,B. Par [G-L] 3.4.6 ceci entraine que Im f est

nul, ce qui contredit I’hypothese. Par conséquent HO M, Ker f est nul, et donc
également Ker f par [G-L] 3.4.6. O

LEMME 7.1.7. — Avwec les notations et les hypothéses de 6.1.1, supposons que
§ appartient & (Hy(T)")C. Alors les faisceauz pervers H{(5), H.(0) et H} (0),
ainsi que le noyau C du morphisme canonique Hi(6) — H,(8) appartiennent a
Perv(Ty, Qe)?. De plus la suite ezacte 0 — C — H|(8) — H,,(6) — 0 provient

int
par changement de base d’une suite exacte de faisceaur pervers sur Tj.

Démonstration. — On considere les G-orbites des (S, z,x) comptées avec
leur multiplicité dans § et la famille H des stabilisateurs de ces orbites. Ce
sont des sous-groupes d’indice fini de G. Pour H dans #, on note T}, le ko-tore
obtenu a partir de G, ,» par restriction des scalaires de k" A ko. Fixons un
caractere y pour chaque orbite. Le systeme local £, est défini sur le facteur
G, correspondant et donne par restriction des scalaires un systeme local
Ly sur Ty}, Soit ©) le produit des T}, et £5(0) le systeme local sur ©} obtenu
par produit externe des L. Par extension des scalaires on a des isomorphismes
01 ~ 0] @k et L3(8) ~ L5(8) ® k. L'ouvert U est obtenu par extension des
scalaires & partir d’un ouvert Uj de ©) et comme g est fixé par G, le systeme
local £3(0) provient par extension des scalaires d’un systeme local £5(d). On
en tire que £1(d) provient par extension des scalaires d’un systeme local £ (4)
sur U]. En quotientant par I'action diagonale de G, j, on obtient un ko-tore
©' et un systeme local £'(d) sur louvert j' : U’ — ©' image de Uj. On a
un morphisme 7’ : ® — T, induit par le produit des morphismes normes, et
R7{Rj" L'(6)[dim ©] est un objet de D%(Ty, Q) dont I'image dans D4(T, Q)
est isomorphe & Hj(8). On démontre de méme que H (), le noyau et le conoyau
du morphisme canonique Hj(5) — H.(§) appartiennent & Perv(Tp, Q)¢ ainsi
que le dernier énoncé. [
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7.2. Calcul de detip; et de det M,

On reprend les notations et les hypotheses de 6.1.1. En particulier ky est
pour 'instant un corps de caractéristique différente de £, peut-étre nulle.

Soit A un objet de Perv(Ty, Qg)?. Si v(A) appartient & H;(T)"' on pose
H{/(A) := H{(y(A)) et H{,(A) := H{,(v(A)). Comme ~(A) appartient alors
a (Ho(T)")Y, il résulte du lemme 7.1.7 que H{(A) et H} (A) sont des objets
de Perv(Ty, Q). Pour tout isomorphisme 7' ~ (G, )", on pose ﬁ((A) =
Spacmy(ay-1y * HI(A) et Hi((A) = S, ()1} *int Hipg(A). Remarquons
que par 2.6.1 on a H/  (A) ~ I:I!’(A)int.

On a ’analogue suivant de la proposition 3.4.1.

PROPOSITION 7.2.1.— On suppose que k est un corps algébriquement clos de
caractéristique nulle.

(1) Si0 - A — B — C — 0 est une suite exacte dans Perv (T, Qy), on a
des isomorphismes canoniques

H{(B) ~ H{(A) + H(C)

et
Hiy(B) =~ Hin(A) *int Hing(C)-

(2) SoitT ~T'xT" un isomorphisme de tores avec T" de dimension 1, soit
X un point fermé de C(T") et soit A" un objet de Perv (T", Q). Notons 7'
et " (resp. i’ et ") les projections (resp. immersions) canoniques et j :
T"—{-1} = T" Uinclusion canonique. Si A ~ 7"*A'@n"*(L,[1]), on a,
en notant r la caractéristique d’Euler-Poincaré de A’, des isomorphismes
canoniques

Hi(A) ~ RiY (Rj.(Qe[1])"" ® L)
et
Hip(A) = Ril (511} © Ly).
(3) Pour tout objet A de Perv (T, Qp), il existe un point fermé X de T tel que

les faisceauz pervers H{  (A) et 6yx} *int Hiy(Aing) soient isomorphes.

(4) Pour tout objet A de Perv (T, Qy), pour tout point fermé x de C(T), on
a des isomorphismes canoniques

HI(A® L) ~ HI(4) ® L,

et

Hi (A® L) ~ H{(A) ® L,.
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Démonstration. — L’énoncé (1) est une conséquence directe de la descrip-
tion de mgs,, en terme de cycles proches rappelée en 2.2, de l'exactitude
du foncteur cycles proches pour les faisceaux pervers, ainsi que des proposi-
tions 7.1.1 et 7.1.5. Pour (2) on se ramene comme en 3.4.1 au cas xy = 1
et on a le méme calcul des nggz(A) : seuls les ngw 4 1(A) sont non nuls
et on a nyvg1(A) = r. Si r = 0 le résultat est clair et si » = 1 on a
H{(A) ~ Ri{ Rj.(Qq[1]) par définition. On en déduit le résultat pour r général
par 7.1.5. L’énoncé (3) résulte de (2) par argument déja donné en 3.4.1, et
(4) se déduit directement de la formule de projection. [

On note Hyp}{(Tp)? la sous-catégorie de Perv(Ty, Qz)? formée des objets de
la. forme &7y % H{(7y) avec A dans Ty (ko) et v dans (Hy(T)")%. On note Hy(Tp)?
I'ensemble des classes d’isomorphisme d’objets de Hypj(Tp)?. D’apres la propo-
sition 7.1.5, H{(Tp)? muni du produit de convolution # est un monoide. Re-
marquons que si A est un objet de Hyp|(7p)¥ il en est de méme de A® L, pour
tout point fermé y de C(T) fixé par G. On note “G}(C(T)) le sous-groupe de
GL(C(T))" engendré par les det “My(H)9, H décrivant Hj(Tp)? et “G}(C(T))!
son image dans “L(C(T))!.

On pose G{(A) := det “M,(H|(A))9. Plus généralement si A est un objet de
D(Ty, Q)7 on pose Gj(A) := @, Gg(pHiA)(_l)i. On définit de facon similaire,
pour tout isomorphisme 7' =~ (G )", des objets GI(A).

PROPOSITION 7.2.2.— Soit kg un corps fini de caractéristique différente de
¢ et soit Ty un ko-tore déployé. Soit & un élément de (Hy(T)")C. On note
H\(d) Uobjet de H\(Tp)9 associé a 1 X & par la proposition 3.7.1. Soit ¢ un

isomorphisme T =~ (G, )"

(1) On a Végalité
[det M (H{(8))?] = [det “My(H(9))?]
dans le groupe quotient CL(C(T))!.

(2) Il existe X dans To(ko) tel que les faisceauz pervers Hy(6)iny et dgny %1
H(6)ing soient isomorphes.

(3) Si é appartient a Hg(T)f/}l, on a l’égalité
det “My(H{(6))9 = det C M, (H\(6))?
dans CL(C(T))°.

(4) Si 6 appartient & ’Hg(T)fl}, les faisceaus pervers H! ,(8) et Hiy(d) sont
isomorphes.
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Démonstration. — Démontrons (1). D’apres le théoreéme 6.4.1 (ou le théore-
me 4.5.1) on a 'égalité

[det “M1(A1(9))9] = [det “Mi(Hi(Ar(9)))?]

dans le groupe quotient “L(C(©))!. Comme le déterminant commute aux
changements de base, on a ’égalité

[det M, (RmA1(6))9] = [det My (Rm H)(Ai(6)))9]

dans “L(C(T))*.

A chacun des ) 0(S, z, x) facteurs Gy, de ©1 correspond une immersion
de tores Gy, — O et un caracteére x. Ces données définissent un élément
8" de Hi(©)'. Avec les notations de 3.3 on a m(1 x ') = 1 x 6. De plus on
vérifie directement que v(A;(d)) = ¢’. On a donc, d’apres 3.3, un isomorphisme
RmH,(Ay(0)) ~ H\(d), ce qui donne (1).

Démontrons maintenant (3). Il existe A dans Ty(ko) tel que l'on ait 1'égalité
det “My(H|(8))? = det "M, (6xy %1 Hi(6))?

dans CL(C(T))°. D’autre part, d’aprées le théoreme 6.4.1 appliqué & ﬁ!'(é), on
a
det M, (H{(5))? = det “M,(H,(H]|(5)))I.

D’apres 4.6.1 on a donc gy} * H\(8) = Hy(H!(5)) et par conséquent A = 1.

Comme H/(A) est de caractéristique d’Euler-Poincaré égale & 1, il a un
unique constituant simple de caractéristique d’Euler-Poincaré non nulle qui
est isomorphe & Hj  (A). Les énoncés (2) et (4) sont donc des conséquences
directes de (1) et (3) et de la proposition 4.2.2. O

THEOREME 7.2.3. — Soit k un corps algébriqguement clos de caractéristique 0
et soit T un k-tore. Soit A un objet de Pervin (T, Qg). On suppose qu’il existe
un schéma S, intégre et de type fini sur Z, de corps des fonctions kg C k et
de dimension r, un S-tore déployé Tg tel que T ~ Tg ® k, et un objet Ag de
Perv(Ts, Q) tel que A provienne de Ag[—r] par changement de base de S a k.
Pour tout isomorphisme T ~ (G, )" on a un isomorphisme

detint(A) ~ 6{)\(A)} *int FI’

int

(4)

dans Perving (T, Qy).
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Démonstration. — La démonstration est tout a fait analogue & 5.5. Nous
ne donnons pas les détails car en 7.3 nous démontrons un résultat plus général
en utilisant les D-modules. [

THEOREME 7.2.4. — Soit S un schéma intégre et de type fini sur Z, de corps
des fonctions ko de caractéristiqgue 0. Soit Ty un ko-tore déployé. Soit A un
objet de DIC’(TO, Q¢)?. On suppose qu’il existe un S-tore déployé Ts et un objet
Ag de D’C’(Tg, Qo) tels que Ty et A proviennent de Ts et de Ags par changement
de base. Pour tout isomorphisme T ~ (G, )", on a l’égalité

det “M,(A)Y = det GM!((s{)\(A)})g - Gi(4)

dans °L(C(T))°.

Démonstration. — La démonstration est trés proche de celle du théoreme
6.4.1. On peut supposer que A est un objet de Perv(Tp, Q) et que A provient
par changement de base de Ag avec Ag[r| pervers sur Ts, en désignant par r
la dimension de S.

Commencons par démontrer que l'on a 1’égalité cherchée dans GL(C(T))*
dans le cas ou x(T, A) = 0, sans utiliser ’hypothese d’existence d’un modele
sur Tg. D’apres 7.2.1, on peut supposer que A = Ag ® k avec Ay un faisceau
pervers simple sur Tj et on peut se ramener, comme en 6.4 au cas ot A est de
la forme A ~ 7'*(A'[1]) avec Ty ~ T} x T{ un isomorphisme de tores et T} de
dimension 1. Notons " I'inclusion de 7" dans T, j I'inclusion Tj — {—1} — T
et posons r = x (7", A’). En reprenant le raisonnement de 5.1.1 on obtient que
les classes de det “M,(A4)Y et de [det “M,(Ri} Rj,Q,[1])9]®" dans “L(C(T))°
sont égales, ce qui donne le résultat par 7.2.1 (2).

On note Hyp|(Tp)dym la sous-catégorie de Perv(Tp, Q)¢ formée des objets
de la forme 6y *1 Hy() avec A dans Ty(ko) et v dans (Hg(T)hl)g,m et on note
GG1(C(T))sym le sous-groupe de “G|(C(T)) engendré par les det “M,(H)Y, pour
H dans Hyp|(Tp)ym. On a alors analogue suivant de la proposition 6.4.2, avec
la méme démonstration.

PROPOSITION 7.2.5.— Sous les hypothéses précédentes on suppose que A est
un objet de Perv(Ty, Qq)Y et provient par changement de base de Ag avec Ag|r]
pervers sur Ts, en désignant par r la dimension de S. On a alors

det “My(A)Y = Gi(A) - T
avec T' dans “GY(C(T))sym. O
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On peut maintenant terminer la démonstration comme en 6.4, en util-
isant la remarque suivant la proposition 5.5.1, le fait que pour tout ¢ dans
(Hy(T)")C, quitte & remplacer S par un ouvert dense on peut supposer (cf. la
preuve de 7.1.7), que H'(§) provient par changement de base de H'(d)s avec
H'(6)g[r] pervers sur T, et la proposition 7.2.2. O

7.3. Calcul de det;,; dans le cas général

7.3.1. On démontre dans cette section le résultat suivant en se ramenant,
via la correspondance de Riemann-Hilbert, & un résultat analogue établi dans
[L-S1] (théoreme 3.3.3) pour les D-modules.

THEOREME 7.3.1. — Soit k un corps algébriguement clos de caractéristique 0.
Soit T un k-tore. Soit A un objet de Perviy (T, Qg). Pour tout isomorphisme
T =~ (Gpi)" on a un isomorphisme

deting(A) 2 {a(a)} *int Hing (A)
dans Pervin (T, Qg).

7.3.2. Commencons par rappeler le théoreme 3.3.3 de [L-S1] sous la forme
qui nous sera utile. On fixe un entier n > 0 et on note £ I'’ensemble des
formes linéaires L(s) = Y i, ¢;s; avec ¢; dans Z pour ¢ = 1,--- ,n qui sont
primitives (i.e. non nulles et a coefficients premiers entre eux). On pose G} :=
Z(EXC/Z) et on note §(L, \) les éléments de la base canonique de ce Z-module
libre. On note A, l'anneau des opérateurs aux différences algébriques en n
variables. C’est le quotient de ’algebre libre engendrée par Clsy,--- ,sp] et
Clr,--- ,’Tn,Tl_l,"' , T, 1] par les relations 7;-s; = (s;+1)-7; et T 8j = 8j°Ti
sii# j. On pose Ap(s) := Ap®c[s C(s). On note, comme dans [L-S1], HG(n)
le groupe des classes d’isomorphisme des Ap(s)-modules de rang 1 sur C(s).
On a un morphisme de groupes h : G1 — HG(n) qui a §(L, \) associe la classe

d’isomorphisme du module engendré par
L(L(s) =)
H éfisi

en notant I la fonction gamma usuelle (on note A un relevement de A dans C

7

et on convient que ﬁfisi =1 pour ¢; = 0).

On considere C*™ comme une variété analytique complexe et on note
D?(C*" C) la catégorie dérivée des complexes bornés de C-faisceaux & co-
homologie algébriquement constructible. A tout objet A de D?(C*",C) on
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associe un élément §(A) de Q}L de la facon suivante. On considere la compacti-
fication standard C*™ < (P!)". On note, pour Iy et I, des parties disjointes
de {1,---,n}, Xyp,,1.. le tore défini par z; = 0, ¢ € I, x;l =0,1 € Iy et
z; #0,1 € I, avec [ = IgU I. Ici x1,- -+ ,zy, sont les coordonnées canoniques
sur C*". Les X7, 1., pour I non vide, forment une partition de (P1)" — C*™.
On note L] I'ensemble des formes linéaires L(s) = Y ;
qui sont primitives. Soit A un objet de D%(C*™ C). Pour I non vide, on a
défini dans [L-S1]| p.486 une fonction constructible x +— vz (z), nulle pour
tout (L,\) dans £ x C* en dehors d’un ensemble fini. On note vz, x 1,.1..
la caractéristique d’Euler-Poincaré de Xy, ;. pondérée par 7z et on pose
8(4) = X Vo1 O(Ls1 — 51..), 52).

On note D(Dcxn) la catégorie dérivée de la catégorie des complexes de
Dxn-modules algébriques et D% (Dgxn) (resp. Df (Dgxn)) la sous-catégorie
formée des complexes bornés a cohomologie holonome (resp. holonome et régu-

l;s;, avec £; dans N,

liere). Par la correspondance de Riemann-Hilbert pour les D-modules algébri-
ques (cf. [Bo] Chap. VIII), le foncteur de de Rham algébrique

DR : D} (Dgxn) — DY(C*™,C)

induit une équivalence de catégories entre DY (Dcxx) et DS(C*™, C). On note
RH un quasi inverse. Soit M : D?(Dcxn) — D°(A,) le foncteur de trans-
formation de Mellin algébrique (cf. [L-S1] 1.2). Il associe & un Dgxn-module
algébrique son module des sections globales vu comme A,-module via l'isomor-
phisme entre l’anneau des opérateurs différentiels algébriques sur C*" et A,
obtenu en identifiant x; & 7; et —z;0,, & s;, avec x; les coordonnées canoniques
sur C*™. On note M +— 9M(M)(s) le composé de ce foncteur avec le foncteur
®cs)C(s) : D’(Ay) — D°(An(s)). D’apres [L-S1] 1.2.1 Pimage de ce foncteur
est contenue dans la sous-catégorie des complexes & cohomologie de dimension
finie sur C(s), ce qui permet de définir un foncteur M +— det (M )(s) a valeur
dans la catégorie des A, (s)-modules de rang 1 sur C(s). Enfin, pour A\ dans
C*™ on note [A*] la classe du module engendré par A* dans HG(n) et pour tout
objet A de D?(C*" C) on définit un point A(A) de C*" de fagon analogue &
2.6.

Le théoreme 3.3.3 de [L-S1] (ou plutdét un cas particulier de celui-ci) peut
étre énoncé de la facon suivante.

THEOREME 7.3.2. — Pour tout objet A de D%(C*™,C) la classe du module
det M(RH(A))(s) dans HG(n) est égale a [A(A)*] h(6(A)).
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7.3.3. Démonstration du théoréme 7.3.1. — Comme A peut étre obtenu
par changement de base & partir d’un objet défini sur un sous-corps de C,
on peut supposer que k = C, par le théoréeme de changement de base pour
les morphismes lisses. Si X est un schéma séparé et de type fini sur C, on
note X, le schéma X muni de la topologie transcendante. Du morphisme de
topos Xan — X on déduit par image inverse un foncteur pleinement fidele
D%(X,Q¢) — D%(Xan, Q). Le choix d’un isomorphisme « : Q; ~ C (désor-
mais supposé fixé) fournit une équivalence de catégories entre D%(Xan, Qy) et
D?(Xan, C) (cf. [E] Theorem 7.2). Pour tout isomorphisme 1 : T ~ (Gmk)™,
on a donc un foncteur pleinement fidele 8, : D(T, Q) — DE(C*™, C).

Remarquons que si on munit (Perviy (T, Qg), *ins) de la structure de caté-
gorie tannakienne donnée par le théoreme 3.7.5 de [G-L] le foncteur de la
catégorie Perviy (T, Q) & valeur dans celle des K (s)-espaces vectoriels de di-
mension finie qui & un objet A associe M(RH By (A))(s) est un foncteur fibre.
En particulier, pour tout objet A de (Perviy (T, Qg), *iut) 0N a un isomorphisme
canonique

IM(RH By (detingA))(s) =~ det M(RH By (A))(s).

On déduit donc du théoreme 7.3.2 que la classe de M(RH By (detintA))(s) dans
HG(n) est égale a [A(ByA)°]h(6(ByA)). D’apres [L-S2] il existe un unique
D-module holonome simple M tel que la classe de M(M)(s) soit égale a
h(8(ByA)). Or si A est un objet simple de Perv(T, Q) le D-module RH 3 (A)
est simple (la catégorie des modules holonomes réguliers est une sous-catégorie
pleine stable par sous-objets et quotients de la catégorie des modules
holonomes). Il suffit donc de vérifier que la classe de M(RH 3, (H.,(A)))(s) =
M(RH By (H{(A)))(s) dans HG(n) est égale a h(5(6,A)). En appliquant le
théoreme 7.3.2 & By (H{(A)) on voit qu'’il suffit de démontrer que la classe de
IM(RH By (H{(A)))(s) dans HG (n) est égale a [A°] h(6(ByA)) avec A dans C*",
ce qui résulte des propositions 7.3.3 et 7.3.5. [

On note Gi(T)! le groupe Gi(T)! := ZS*C(Gmi)(Q0) (cf. 3.3). L’isomor-
phisme « induit une injection Gi((Gy,c)®)! < G}. En effet on a une injection
C(Gpm,c)(Qq) — C/Z, obtenue en composant l'injection C(G, c)(Q) — Q?
donnée par ’évaluation sur le générateur de X, (G, c) avec les isomorphismes
Q? ~ C* ~ C/Z, le dernier isomorphisme étant donné par A I%Zgﬁ—’\, et une
bijection canonique S((Gm,c)"”) =~ £ qui & (S,z) dans S((Gy,,c)™) associe L
tel que igo sz : Gm,c = (Gp,c)™ soit donné par z; = zhi pouri=1,--- ,n.
On en tire via 1 une injection ay, : Gi(T)! < G1.
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PROPOSITION 7.3.3. — Pour tout objet A de Perv(T,Qy) on a lI’égalité
h(aw (7(A))) = h(6(By (A)))-

Démonstration. — Pour n = 1 on a ay(v(A)) = §(By(A)) par définition.
Pour n > 1 on se ramene & ce cas par le lemme 3.3.4 de [L-S1] que la proposition
3.4.2 du présent article et le lemme 3.3.2 de [L-S1] permettent d’appliquer. [

LEMME 7.3.4. — Considérons dans C*N le complémentaire j : U — C*N
des diviseurs x; = 0, 4 = 1,--+ ,N, et D i ,on i = 1. Pour tout choiz de
nombres complezes non nuls \; et p soit £ le C-systeme local de rang 1 sur U
de monodromie \; le long de x; = 0 et p le long de Y,y x; = 1. 1l existe
alors des nombres complezes a; et § vérifiant exp 2imo; = \; et exp 23 = p
tels que RHRj,. L ~ D/I avec I l'idéal & gauche engendré par les

zi () (ax—zxdy,) + B) — (i — 2i8,)

1<k<N
pour 1 <z < N.

Démonstration. — Pour tout choix de nombres complexes «; et @ vérifiant
exp 2ima; = A; et exp2im3 = p on a DR(D/I);y =~ L. Si p # 1, on a toujours
DR(D/I) ~ Rj.L, tandis que si g = 1, il suffit de prendre § dans N. O

PROPOSITION 7.3.5.— Soit v un élément de Hi(T)". Il existe X dans C*"
tel que la classe de M(RH By, (H{(77)))(s) dans HG(n) soit égale a [N°] h(awyy).

Démonstration. — En appliquant le lemme précédent au tore ©, avec v’ :
O ~ (Gpx)V, et au faisceau Ai(y) (ou plutot a son image By Ai(y) dans
Db(C*N,C)) considérés en 7.1, on obtient le calcul de RH By Ai(y) et de
son image directe RH 3y (Hj (7)), par un calcul en tout point similaire & celui
détaillé dans [Dw-L| p.169-172. O

Pour conclure remarquons qu’il aurait été suffisant de connaitre 1’énoncé
de la proposition 7.3.3 pour un v particulier, ce qui permettrait d’utiliser la
proposition 8.4.1 de [G-L]| & la place de la proposition 3.4.2. En effet, on aurait
alors, pour tout isomorphisme 9, deting (A) = dx}*int ﬁ{nt(A) avec A convenable
et on obtient A = 1 en appliquant le théoreme 7.3.2 aux transformés des deux
membres par RH 3.
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Soit R un anneau de valuation discrete complet d’inégale caractéristique,
d’idéal maximal 901 et de corps résiduel parfait k de caractéristique £. On note
K le corps des fractions de R, K une cloture algébrique de K et 90t ’idéal
maximal de anneau des entiers de K.

Si o = (ayj) € Gl (Zy) et si F(t) € R[[t1,--- ,t,]], on note F* la série de
R[[t1,- - ,ty]] obtenue en substituant

([T +)™) —1
(3

a tj. Si £ = (617. e ’gn) (& 95"["’ on pose 05(1 _|_€) — (Hz(l +€i)aij).

THEOREME A.1.— Soit a € Gl,(Zy) une matrice semblable dans Gl,(Z;) a
une matrice diagonale et soit F(t) € R[[t1, - ,ty]] une unité. Les énoncés
suivants sont équivalents.

(1) Pour tout entier f > 1 et pour tout € = (e1,--- ,&,) € M" tel que, pour
tout i, 1 + &; soit une racine de l'unité d’ordre une puissance de £ et tel
que o (1+¢)=1+c¢,

F(e) - Fla(l+¢)—1)---Fa/ (1 +¢)—1)
est une racine de l'unité.

(2) F(0) est une racine de l'unité et il existe des entiers B1,--- ,0n € Zy et
une unité G(t) € R[[t1,--- ,tn]] tels que

Fity=F(0) - [Ja+t)f Gc@)-c*@)".
%
La démonstration de cet énoncé occupe la suite de cette section. Dans
le cas ot R n’est pas ramifié, c’est une variante d’un résultat de Coleman
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[Col], généralisé par Anderson [A|. Remarquons que Iimplication (2) = (1)
est immédiate. Pour la réciproque, on peut supposer, et on supposera dans la
suite, que F'(0) = 1. On note (¢) I'idéal engendré par les ¢; dans R [[t1,- - ,t5]]-
On commence par ’énoncé additif suivant.

LEMME A.2. — Soit a € Gl,(Zy) une matrice semblable dans Gl,(Zg) & une
matrice diagonale et soit f € 14+(t)R[[t1, -+ ,tn]] (resp. 1+(t)2R [[t1,--- ,t,]])-
Si pour tout entier e > 1 et pour tout ¢ = (e1,--- ,e,) € M tel que, pour

tout i, 1 + €; soit une racine de l'unité d’ordre une puissance de £ et tel que
af(l+e)=14¢,0na

Y fleil+e)—1) =0,

0<i<e
alors il existe g € (t)R[[t1,--- ,tn]] (resp. (t)2R[[t1,--- ,t,]]) vérifiant f(t) =
g(t) — g*(2).

Démonstration. — Pour n = 1 et R = Z; cet énoncé est démontré dans
[Col]. La démonstration s’étend directement au cas général. [

On va maintenant démontrer (1) = (2) quand R est une extension non
ramifiée de Zy, en reprenant essentiellement la démonstration de [Col]. On
note ¢ le morphisme de Frobenius arithmétique associé & l’extension R |Zj.
On suppose pour commencer que F € (¢)2R[[t1,--- ,t,]]. On utilise & la suite
de [Col], [A] le logarithme tordu

I { L+ ()R [[tr, -+ s ta]l — ()R [[t1, - ;1]
CLf() v log £(2) — € M log fA((1 +1) — 1)),

en notant f¥ la série obtenue en transformant les coefficients de f par .
Le fait que cette application soit & valeurs dans (¢)R[[t1, - ,t,]] est con-
séquence du lemme de Dieudonné-Dwork pour le groupe multiplicatif formel
(cf. [I-K-Y] Lemma 4). On note X sa restriction : 1 + (£)2R[[t1,--- ,tn]] —
(t)2R[[t1,- - ,t,]]. Le morphisme X est un isomorphisme d’inverse

E‘;{'i) . (t)QR [[tla T ’tn]] _>'1 + (t)QR [[tla,' e ’tn]]
9(t) = exp(P 50 79” (L + 1) —1))).

On vérifie que cette application est bien définie. Il résulte du lemme de Dieudon-

né-Dwork pour le groupe multiplicatif formel qu’elle est & valeurs dans 1 +

(t)2R[[t1,- - ,tn]]. Si F(t) € (t)2R[[t1,-- - ,1,]] vérifie (1), \F = g—g* d’apres

le lemme A.2 et donc F = G - (G*)~! avec G = Expyg.
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Il suffit pour terminer de démontrer que si F' € 1+ (¢)R [[t1,- - ,tp]] vérifie
(1) il existe (A1, -, ) €Z} et G € 14 ()R [[t1,- - ,t,]] tels que

F. H(1 +t)N G- (G e 1+ (0)?R[[t1, - ,ta]]-

Pour cela on peut supposer, quitte & conjuguer par un automorphisme de la
forme

t; — [T+ 8)% —1),
ai; -+ 0

avec (0;;) dans Gl,(Zg), que « est une matrice diagonale | : .. : |.On

écrit 1 — o; = w4 avec u; une unité et r; un entier. Si
F=1+ Z yit;  mod (t)?
1<i<n

avec 7; € R, on a

AF = > (yi—99)t: mod (t)°.

1<i<n

De plus, comme, d’apres le lemme A.2, A\F' = g—g® avec g € (t)R[[t1, - ,tn]],
il existe des 1); dans R tels que

Yi =7 = (1 — i)
On peut donc écrire
Yi ==X+ Ly
avec \; € Zy et 4, € R. Si on pose ¥; = —7—:', ERet G= ngign(l + 95t;) on

U;
obtient le résultat cherché.

Pour traiter le cas ot R est ramifié on a besoin de la proposition suivante
qui sera démontrée plus loin.

PROPOSITION A.3. — Soit o € Gl,,(Z¢) une matrice semblable dans Gl,(Zy)
a une matrice diagonale. Si F € 1+ (t)R[[t1,- - ,t,]] vérifie (1) et si il existe
un entier strictement positif N tel que FY wérifie (2) alors F vérifie (2).

Démontrons le théoreme quand R est ’anneau des entiers d’une extension
galoisienne finie totalement ramifiée du corps des fractions de W (k), de groupe
de Galois G. Soit m une uniformisante de R. Soit F' € 1+ (¢)R[[t1,-- ,tn]]
vérifiant (1). Pour 0 € G on a

F/F° =1 mod n(t)R][[t, - ,ta]]-
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Il existe donc un entier strictement positif m tel que

(F/F°)™ =1 mod )R [[t1, - ,t,]]-

On écrit
FliSl =TT Fo- T[] F/F°).
oeG oeG
Comme la série [[, .o F° appartient & W (k) [[t1,--- ,%5]], la conclusion du

théoreme vaut pour elle. D’apres le lemme qui suit, il existe alors un entier
strictement positif N tel que F'V vérifie (2) et la proposition A.3 permet de con-
clure. En général, si R est ’anneau des entiers d’une extension finie totalement
ramifiée du corps des fractions de W (k), il existe R’ contenant R anneau des en-
tiers d’une extension galoisienne finie totalement ramifiée du corps des fractions
de W (k). Notons H le groupe de Galois de R'| R. Soit F' € 14+ (t)R[[t1,-- - , tn]]
vérifiant (1). Comme F vérifie (2) dans R’ [[t1,--- ,t,]], FI#| vérifie (2) dans
R([t1,- - ,tp]] ce qui permet de conclure d’apres la proposition A.3. O

LEMME A.4.— Soit R un anneau de valuation discréte complet d’inégale car-
actéristique et de caractéristique résiduelle 0. Si F € 1+ ()R [[ty,--- ,t,]]
vérifie (1) alors F vérifie (2).

Démonstration. — Dans ce cas, considérons la série log F' qui appartient &
L(t)R[[t1,--- ,tn]]. D’apres le lemme A.2 , on peut écrire log F' = g — g“ avec
g€ Lt)R[[t1, - ytn]- On a alors F =G - (G*) ! avec G =exp g. O

Démonstration de la proposition A.3.— Comme la série (1 +t)'/™ est
a coefficients dans Z; pour m premier & ¢ on peut supposer que N est une
puissance de £, et il suffit donc de traiter le cas N = £. Pour cela on utilise le
lemme suivant.

LEMME A.5.— On considére l'inclusion d’algébres
R[[tl’ e atn]] — R[[tllv Tt ’t;z]]

donnée par 1+1t; — (1 —I—t;)f. On note « le prolongement naturel de l’action de
a sur R[t,--- ,t,]] en une action sur R[[t,,--- ,t']]. Si F* vérifie (2) dans
R[[t1,-- ,t,]] alors F wvérifie (2) dans R[[t},--- ,t.]]-

D’apres le lemme A.5 on a

F=[la+d% 6w e @)

MEMOIRES DE LA SMF 66



APPENDICE A 95

avec B1,-++ ,0p € Zyet G'(t') € 14+(t")R[[t}, - - ,t}]]- On peut de plus supposer

que les G; sont tous nuls. En effet, on peut supposer que « est une matrice
a; - 0

diagonale | : .. ! |,etonafa; =0+ (1— «a;)b; en écrivant

0 - ap

F=1+) ait; mod (t)°R][[tr, - ,tn]]
et

G'=1+) bit; mod (¢)’R[[t}, -~ ,t,]]-
Soit I l’ensemble des i tels que £ divise (1 — ;) ; pour ¢ € I, ¢ divise ;.
Comme Higl(l—kt;)ﬂi est de la forme H-(H®)"! avec H € 1+(¢)R[[t},--- ,t1]]
(prendre H = Hi€1(1+t;)ﬁi(1_ai)fl), en remplacant F par F-[[;c;(1+1;) /¢
on se ramene au cas ot F(t) = G'(t') - G'*(¢')~L.

Le R[[t1,- - ,ty)]-module R[[t}, - ,t]] est libre de rang £". Il existe une
base (¢;)i<i<e» de ce module, avec p1 = 1 et ;(0) = 0 pour i # 1, telle
que « envoie chaque ¢; sur le R[[t1,-:- ,t,]]-multiple d’'un ¢;. On note p :
RI[[t},---,t]] = R[t1,--- ,ts]] la rétraction a-équivariante donnée par la
projection sur 1. Si on pose G = o(G'),on a G(0) =1l et F =G -G* ! (car
G'=F-G%). O

Il reste & démontrer le lemme A.5.

Démonstration du lemme A.5.— Il suffit de démontrer que si un élé-
ment F de 1+ (t)R[[t1, - ,tn]] est de la forme F* = G - (G*)~! avec G €
1+ (&)R[[t1, - ,tn]] alors il existe G' € 1+ ()R[[t},--- ,t,]] tel que F =
G' - (G'*)~L. On choisit une uniformisante 7 de R et on note e Iindice de
ramification absolu : on a (¢) = (7¢). On note v, la valuation w-adique.

Le lemme suivant est immédiat.

LEMME A.6. —
(1) Pour tout H € R[[t1,--- ,t,]] il eziste H € R([[t},--- ,t]] tel que
H*=H mod ().
(2) Pour tout H' € R[t},--- ,t}]] il existe H € R[[t1, - ,ty]] tel que
H =H mod ().

On a les mémes énoncés en remplacant R[t1,--- ,tn]] par ()R [[t1,--- ,tn]]
ou par 1+ ()R [[t1,--- ,tn]] et R[[t},- - ,tp]] par ()R[[t1,--- ,1,]] ou par
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D’apres le lemme il existe Hy € 1+ (¢)R[[t},--- ,t.]] tel que
G = H{ mod (7).

Onpose G1 = G/H{ et Fy = F-(H;/H®)". Ona F{ = G1/G¢, v:(G1—1) > 0
vy (Ff —1) > 0 et par suite v, (F; —1) > 0. On va construire par récurrence sur
i des suites H;, G; et F; d’éléments de 1+ (¢')R[[t},--- ,t,]] tels que Fi4q1 =
F;-(Hiy1/H )L, Ff = Gi/GE, vx(Gi—1) > 0 et tels que les suites vy (F;— 1)
et vy (H; — 1) solent strictement croissantes. Soit r = v, (F; — 1). On écrit

F,=1+7"p avec p € (t)R[t}, - ,t,]]-
Sirf<e+r, ona
Ff =1+a"" mod (z"¢1).

On déduit de la relation Ff = G;/G® que G; — G € (7™ )R[[t}, - ,t,]].
Posons Q; = Gl;f . D’apres le lemme A.2, on a Q; = G; — G;* avec G; dans

14+ (¢)R[[t),--- ,t.]]- On en tire la relation
(pe = éz — éia mod (7T)

Comme ¢f =4 mod () avec ¥ € R[[t1,--- ,t,]] d’apres le lemme A.6, on en
déduit, en utilisant la rétraction g introduite plus haut, que

ot =7 -7 mod (m),
avec y; dans (¢)R([[t1,- - ,t,]]. I existe alors 7, € (¢')R[[t], - ,1;,]] tel que
7 =7 mod (7).
On pose Hip1 =1+ 7"}, Gip1 = Gi/Hf, |, et Fyy1 = F; - (Hipq /HZ,) L
Sird =e+r, on pose u=4~4n"°eton a
Ff =14 7"(o" + up) mod (a™1).

Comme précédemment on peut écrire G; — G;* = W’e(éi — C:’Za) avec G; dans
1+ (¢)RI[t),--- ,t.]] et on en tire la relation

o' +up=G; —G® mod ().

Remarquons qu'’il existe une unique série ; dans (¢')R[[t},--- ,t}]] telle que
'yzfe +uy, = G; — 1. On pose alors Hiy1 = 1+ 7"y, Giy1 = Gi/HfH, et
Fit1=F;- (Hi+1/Hfl+1)_1-

Sird>e+r, ona
Ff=1+¢1"¢ mod (7771,
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De facon analogue aux cas précédents on peut écrire G; — G;* = Kﬂr(éi - C:’,"‘)
avec G; dans 1+ (¢')R[[t], - ,t,]]. On en tire la relation
0 =G;— G mod ()

et on pose alors Hip1 = 14 7"(G; — 1), Giy1 = Gi/Hf,, et Fyy = F; -
(Hip1/Hg )™

Ona Ff | = Giy1/G 1, vx(Ff 1 —1) > v (Ff—1) et donc aussi vy (Fj41 —
1) > v (F; — 1) et, par récurrence, vy (H; 11 — 1) > vy (H; —1). Finalement, en
posant G' = [[>°, H;, on obtient F = G'/G'*. [

On déduit du théoreme A.1 I’énoncé suivant.
COROLLAIRE A.7.— Soit a € Gl,(Zy) une matrice semblable dans Gl,(Zy)

& une matrice diagonale et soit F(t) € R|[t1, - ,tn]] une unité. Les énoncés
suivants sont équivalents.

(1) Pour tout entier f > 1 et pour tout € = (g1, -+ ,€,) € M tel que, pour
tout i, 1 + &; soit une racine de l'unité d’ordre une puissance de £ et tel
que of (1 +¢) =1+ ¢, on a Uégalité

F(e) - F(a(l+¢&) —1)---F(a/"'(1+e)—1) = 1.
(2) Il existe une unité G(t) € R|[[t1, - ,tn]] telle que
F(t) = G(t) - G*t)~L.
Démonstration. — L’implication (2) = (1) étant immédiate, il suffit de
démontrer la réciproque. Le théoreme A.1 permet de supposer que F' est

de la forme [[;(1 + t;)% avec des (3; dans Z, et on vérifie alors I’énoncé
directement. [l
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B.1. Démonstration du lemme 5.1.4. — Soit K un corps local non archi-
médien d’égale caractéristique p. On fixe une cloture séparable K de K. Pour
toute extension L de K contenue dans K on note G(L) le groupe de Ga-
lois Gal(K | L), I(L) le sous-groupe d’inertie et P(L) le sous-groupe d’inertie
sauvage. Par extension de K on entendra extension contenue dans K. On fixe
un caractére additif non trivial 1 : K — Q° et on note c(¢) son conducteur.
Pour tout G(K)-module V (i.e. un Qg-espace vectoriel de dimension finie muni
d’une action de G(K) définie sur une extension finie de Q, contenue dans Qg
continue pour la topologie £-adique) et toute mesure de Haar dx sur K on note
e(V,¢,dz) et eo(V, 1, dz) les constantes locales définies par Deligne dans [D1].

Pour tout caractere x : G(K) — Q (défini sur une extension finie de
Qq contenue dans Qg et continu pour la topologie f-adique) on notera Vy le
G(K)-module de rang 1 qui lui est associé. Par composition avec I’homomor-
phisme de réciprocité K* — G(K)?" on obtient un caractere de K* que ’on
notera également y.

Pour tout G(K)-module V et tout caractére x : G(K) — Q on pose

L Eo(V RV, ,’l/),dl‘)
T(V’ X ,l:b) T 80(V,’(;, d.’L‘) :

C’est un scalaire indépendant du choix de dz (d’apres [D1]| 4.1). On posera
Vi=yPE),

Par la théorie du corps de classe local, le lemme 5.1.4 est conséquence
directe de ’énoncé suivant.

PROPOSITION B.8. — Pour tout G(K)-module V il existe un élément z de K*
tel que, pour toute extension non ramifiée K'| K et tout caractére modérément
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ramifié x : G(K') — Q) on ait
r(Resg(xn) V, X, % o Trgr | ) = x(2) r(Resgrry V) x, % © Trger | k)

Démonstration. — Comme & X et ¢ fixés les invariants r(Resg(gry V, X, 0
Trgr | k) et r((Resg(kr) V) x4 o Trg:| ) sont multiplicatifs sur les suites
exactes courtes, ils ne dépendent que de la classe de V' dans le groupe de
Grothendieck des G(K)-modules. Par [D1]| 8.12 et le théoréme de Brauer il
suffit de traiter le cas ou V est de la forme V = Indgg{))W avec W un
G(L)-module de rang 1 et L une extension finie de K. On a alors V? ~
IndgggG(L) Wt Wt étant vu comme P(K)G(L)-module en faisant agir triv-
ialement P(K). Deux cas sont possibles : W¢ =0 ou Wi =W.

B.2. Le cas W! = 0.— Commencons par traiter le cas ot V = W. On
a W =V, avec a : G(L) — Q un caractere sauvagement ramifié, i.e. de
conducteur m > 2. Posons n =[] 1l existe y dans L de valuation —(m +
(1)), bien défini modulo 7~ (*<¥)) (ayec 7 une uniformisante de L), tel que
a(l + a) = ¥(ya) pour tout a dans L vérifiant v;(a) > n. D’apres un calcul
effectué dans [D1] p.546, pour tout caractere y de G(L), de conducteur < m—n,
on a

50(Va b2y an¢ad$) = Xﬁl(y) Eo(VaﬂPade)-
Comme m —n > 1, cette égalité est en particulier vérifiée pour tout caractere
x qui est modérément ramifié.
Si L' est une extension finie non ramifiée de L, on a, pour z € O,

NL’ |L(1 +l‘) =1+ ’I‘I'LI|L(.’I)) mod 7_‘_2’11-,.—(1,‘)'
On en déduit que si v (z) >n on a

aoNp p(1+z)=a(l +Try (z) = ¥y Try g x) = p(Try L (yT)).

Par le calcul précédent on obtient que

r(Resqy W, x, %o Trpr ) = x~ ' (y)
pour tout caracteére modérément ramifié x de G(L').

En général, soit K’ une extension finie non ramifiée de K. On choisit
un ensemble de représentants S dans G(K) de l’ensemble des doubles classes
G(K")\G(K)/G(L). On note L' le corps de groupe de Galois G(L') = G(L) N
G(K'). C’est une extension non ramifiée de L. Pour s dans S on note K/ le
corps de groupe de Galois G(K!) = sG(L)s~! N G(K'). Comme G(K') est
normal dans G(K), on a G(K!) = sG(L')s! et donc K. = L's"". Soit W,

MEMOIRES DE LA SMF 66



APPENDICE B 101

le G(K!)-module obtenu par restriction de W a partir de G(K!) — G(L') —
G(L). Par la formule des doubles classes (cf. [Se| Proposition 15), on a

ResG(K,) V= Dses Indgg;)) (Ws)

On en tire, par [D1] 5.6, que I’on a, pour tout caractére modérément ramifié x
de G(K"),

r(Resg(xy Vo x, ¥ o Trgr | k)

= HT(WsaXONKg\K’a¢OHKg|K)
seS

= H r(Resq(rry Wy x o Nkt | g1 0 8,1p 0 Trger | ¢ 08)
sES

= [ r®esgy W,x o Ngi g 08,40 Trps | )
seS

= JIx " oNk & (sv)
ses

= Xﬁl(NL\Ky)a

d’ot le résultat, car V! = 0.

B.3. Le cas W! = W.— On note W’ le P(K)G(L)-module obtenu en faisant
agir P(K) trivialement sur W. On a P(K)G(L) = G(KNL) en notant K 'ex-

tension modérément ramifiée maximale de K dans K et V! = Indgg?j L) w'.

En général, si E est une extension finie de K d’uniformisante ng, si 0
est un caractere modérément ramifié E* — Q? et ¢ est un caractere additif
non trivial, on notera 3 le caractere induit par 3 sur le corps résiduel, ¥,
le caractere induit par y — w(ﬂgc(w )_ly), et g(, EWE) la somme de Gauss
=D 2e(Op /rp)x B(z) (). Si U est un G(E)-module modérément ramifié de
rang 1, et B le caractere associé & U, on a, pour tout caractére modérément
ramifié x de G(E),

o1 9B X L)
r(U,x, 1) = x H(ag® DX 2 Tae)
d 9(B l,wﬂE)

En particulier, fixons des uniformisantes 7z, et 7 de KNLet L respec-
tivement. Pour tout caractére modérément ramifié 3 : (K N L)* — Q, on a,
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en posant k = Or /7 = Ognp /T AL

Q(BONL\me,TPOTrmK“) = - Z BONLu%nL(m)TPOTI"mK“(x)
TELX
= = 2 BRIy i (2)
ek

_ Z B(./E[L:I?OL})mﬂL(x[L:kmL])
TEkX

= 9(B,¢oTry k)
= BN 9B, ¥oTrgn ik, )
KNL
avec A dans k™ ne dépendant que de 1) et des uniformisantes mz, et 7.
On déduit de ce qui précede qu’il existe C dans (K N L)%, bien défini
modulo 74, et ne dépendant que de v et des uniformisantes 7z, et 7, tel
que, pour tout caractére modérément ramifié y de G(K N L), on ait

T(Wa ReSG(L) X5 1/) o Try, | K) = X(C) T(Wla X 1/) 0 ’I‘rf{mL | K)'
De plus cette égalité reste valide, avec le méme C modulo 73, si on remplace
L par une extension finie non ramifiée L' et K N L par K N L.
Soit K’ une extension finie non ramifiée de K. On reprend les notations

du cas précédent. Pour tout caractére modérément ramifié x de G(K') on a

r(Resqxy Vix, o Trgr i) = H r(Resg(ry W, x o Ngr | gr 08,9 0 Tryy )

sES

et

r(Resg(xry V', x,% 0 Trgr | i)

= H r(Resggnpy Wox o Ngngr g 0890 Trgnp k)-
sES

D’apres ce qui précede on a
r(Resg(xn Vo X, 0 Trer ) r(Resgien Vi x v o Trgr ) =

= HXONRQK‘HKI(SC) = X(NKOL‘KC)’
SES

ce qui donne le résultat. [
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