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We prove that the theory CODF of ordered differentially closed fields is definably complete
and uniformly finite. We deduce that the open core of any model of CODF is o-minimal
using a recent result of Dolich, Miller and Steinhorn (2010) [3].
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Abridged English version

Let M be an expansion of an ordered group endowed with a dense linear order. The open core of M is the structure
M?° whose domain is M and whose relations are all the non-empty definable subsets (with parameters) in the Cartesian
products M™ which are open (for the order topology), n € w — {0} (see [3]).

Using the recent results of Dolich, Miller and Steinhorn (see [3]), we will show that the open core of a totally ordered
differentially closed field is o-minimal.

The class of existentially closed totally ordered differential fields is elementary and it has been axiomatized by M. Singer
(one calls that theory CODF) (see [8]). Note that any model of CODF is a real-closed field.

We will show two results on definable subsets in models of CODF. First that the open core of a model of CODF is
o-minimal and second that CODF admits elimination of imaginaries and so one can associate in a canonical way to any
formula a tuple of parameters. This last result is a first step in trying to classify the definable subgroups in models of CODF.

From now on, we will assume that K := (K,+,—,.,”!, <,0,1,D) is a totally ordered differential field; let £ :=
{+,—,.,71,<,0,1} be the language of ordered fields, let D be a unary function symbol that will be interpreted by a
derivation in K and denote by Lp := LU {D}.

Dolich, Miller and Steinhorn showed that if a structure M is an expansion of an ordered group endowed with a dense
linear order and is both definably complete (DC) and uniformly finite (UF), then its open core is o-minimal [3, Theorem A].
(These properties (DC) and (UF) are recalled in Definitions 1.1 and 1.2 below.) It is well known that an o-minimal theory
expanding a dense linear order has both properties (UF) and (DC) [4].

Adresse e-mail : point@logique.jussieu.fr.
1 Directeur de recherches au FNRS-FRS.

1631-073X/$ - see front matter © 2011 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2011.08.003


http://dx.doi.org/10.1016/j.crma.2011.08.003
http://www.ScienceDirect.com/
http://www.sciencedirect.com
mailto:point@logique.jussieu.fr
http://dx.doi.org/10.1016/j.crma.2011.08.003

930 E Point / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. 1 349 (2011) 929-933

Note that the ordered field structure is definable in ° [3]. We will show that if K is a model of CODF, then K is both
definably complete and uniformly finite.

Notation. If A C K", we denote by 771 (A) the projection onto the first coordinate of A namely 71 (A) := {a: 3x;---3Ix,(a, x2,
..., Xp) € AL
Let ¢(x1,...,%;) be an open Lp-formula, for each x; let n; be the greatest natural number n such that D"(x;) occurs in

an atomic subformula of ¢, with D%(x;) = x;. Set m = max{n;: 1 <i < n}. Then, we denote by q)*((x,-_j)"’m o) the L-formula

' i=1,j=
we obtain from ¢ by replacing each D’(x;) by x; ;.
If S is the subset defined by ¢, we denote by S%& the (semi-algebraic) subset defined by ¢*.

The main technical tool is the following lemma.

Lemma 0.1. Let K be a model of CODF. Given an Lp-definable set S C K, there exists an L-definable subset S* of S8 such that S is
included and dense m1(S*).

The proof uses the cell decomposition theorem for real-closed fields [4] and the description of the cells which can be
found for instance in [1].

Using the above lemma, we show that XC is (DC) and (UF). This allows us to use Theorem A in [3] and to obtain the
following theorem.

Theorem 0.2. Let }C be a model of CODF. Then K° is o-minimal.

Using the above lemma in an induction step and the fact that the theory of real-closed fields has elimination of imagi-
naries (see Definition 2.5 below and [4]), we show our second result.

Theorem 0.3. The theory CODF eliminates the imaginaries. O

1. Introduction

M. Singer a montré que la modeéle-complétion de la théorie des corps ordonnés munis d'une dérivée D existe et I'a
axiomatisée ; on notera cette axiomatisation CODF [8].

Récemment, C. Michaux et C. Riviére ont montré que cette théorie n’a pas la propriété d’'indépendence [6] et avec
T. Brihaye ont démontré un résultat de décomposition cellulaire [2].

Ici nous montrerons d'une part que le coeur ouvert d'un modéle de CODF est o-minimal et d’autre part que la théorie
CODF a I'élimination des imaginaires.

Rappelons que la théorie des corps réels-clos est o-minimale et qu’elle admet I'élimination des imaginaires [4].

Si K:=(K,+,0,<,...) est une L-structure qui est une expansion d'un groupe abélien totalement ordonné de fagon
dense, alors le coeur ouvert K° de K est la structure dont le domaine est K et les relations sont tous les ouverts non vides
définissables (avec parameétres) de /C (voir [3]).

Nous utiliserons le résultat de A. Dolich, C. Miller et C. Steinhorn suivant. Si K satisfait les deux conditions suivantes
(UF) et (DC), alors son coeur ouvert est o-minimal (voir [3, Theorem A]) :

Définition 1.1. C est définissablement compléte (DC) si tout sous-ensemble définissable inclus dans K a a la fois un supre-
mum et un infimum dans K U {£o00}. Une théorie est (DC) si tous ses modéles le sont.

Définition 1.2. K est uniformément finie (UF) si pour tout m,n € w*, tout sous-ensemble définissable A de K™ x K", il
existe N € w tel que pour tout X € K™, soit Ay :={y € K™: (x,y) € A} est infini ou est fini de cardinalité < N. Une théorie
est (UF) si tous ses modeéles le sont.

Il est facile de voir que pour montrer que K est uniformément finie, il suffit de le prouver pour les sous-ensembles
inclus dans K™ x K.

Toute théorie o-minimale T étendant un ordre dense a ces deux propriétés (UF) et (DC) (voir [4]). On utilisera que la
théorie des corps réels-clos satisfait ces deux propriétés.

Dans la preuve du lemme principal, nous utiliserons le théoréme de décomposition cellulaire pour les sous-ensembles
définissables d'un modéle M de T. Une cellule de M™ est une (i1, ..., i;)-cellule, pour une certaine suite (iy,...,iy) de O
et de 1 et est décrite par induction sur m (voir Definition 2.3 [4]). Le théoréme de décomposition cellulaire est démontré
par induction et une des étapes consiste a montrer la propriété (UF).

Nous utiliserons la conséquence suivante du théoréme de décomposition cellulaire, que nous appellerons la propriété
(UCD) : si S est un sous-ensemble définissable inclus dans M™*™, alors le nombre de cellules apparaisant dans la fibre Sy est
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fini et borné indépendamment de y € M™ (et donc le nombre de composantes définissablement connexes est uniformément
borné) [4, Corollary 3.6, Chapter 3].

Enfin, nous utiliserons la description (le démontage) des ensembles semi-algébriques dans un corps réel-clos K, que nous
rappelons ci-dessous :

Théoréme 1.3. ([1, Théorémes 2.3.1, 2.3.6], [4, Theorem 2.7, Chapter 2].) Etant donné un nombre fini de polynomes p(X,Y), ...,
ps(X,Y) € K[X, Y1, que I'on suppose clos par dérivation par rapport a la derniére variable Y, il existe une partition finie de K"
en sous-ensembles semi-algébriques A1, ..., Ay et un nombre fini de fonctions continues semi-algébriques &; j de A; dans K avec
i1 < <&y, 1< <L, 1<i<m, telles que

(i) pour tout x € A;, l'ensemble {&; 1(X), ..., & ¢; (X)} est l'ensemble des zéros des polyndmes non nuls parmi p1(x,Y), ..., ps(x, Y).
(ii) Pour tout X € A;, les signes des pr(x,Y), 1 <k <s, ne dépend que du signede Y —&; j(x), 1 < j < ¥

En particulier, le graphe de chaque &; ; est contenu dans les zéros d’'un pj dépendant de i, j.

2. Corps ordonnés différentiels

Dans cette section, K = (K, +, —,.,” !, D, <,0, 1) est un corps commutatif totalement ordonné différentiel, sans i priori
d’intéraction entre la dérivée et la topologie de I'ordre. Nous supposerons désormais que £ est le langage des corps ordonnés
et Lp le langage LU{D}, oli D est un nouveau symbole de fonction unaire, interprété par une dérivation dans K. Pour a € K
(ou pour x une variable), on notera D"(a) = a™ (respectivement D"(x) = x™), n € w — {0}. Rappelons que dans la théorie
CODF, toute Lp-formule est équivalente a une Lp-formule sans quantificateurs. (En effet, CODF est la modeéle-complétion
d’une théorie universelle.) Notons que le réduit de K a sa structure de corps est définissable dans K° [3].

Notation et terminologie. Soit K{X1,..., X;;} 'anneau des polyndmes différentiels sur K en n indéterminées différentielles
X1, ..., Xp sur K, ca.d. I'anneau des polynémes en les indéterminées Xl.(j), 1<i<n, je€w, avec la convention : Xi(o) =
X;. Soit X:= Xj,..., X, et soit f(X) € K{X} — K d’ordre m, f peut s'écrire f(X) = f*(Xl,.,.,Xgm),...,Xn,,..,X,(,m)), oil
f*(X1, ..., Xn.(m+1)) est un polyndme appartenant a K[Xi, ..., Xy m+1)]. On fera I'abus de notation : si b € K", alors f*(b)
est I'élément de K obtenu en évaluant le polyndéme f* au n.(m+1)-uplet (b, ..., bgm), .o b, b;m)). Si n =1, rappelons

que le séparant sy de f est défini comme sy := di—{:ﬂ)
1

Une axiomatisation des modéles U de CODF consiste en le schéma d’axiomes suivants : C = RCF et pour tout polyndme
différentiel f(X) € K{X} (& une indéterminée) d’ordre m, s’il existe un m + 1-uplet a := (ag, a1, ...,an) tel que f*@) =0
alors pour tout € > 0 il existe b tel que f(b) =0 et /\?1:0 la; — b®| < €. (Ce n'est pas l'axiomatisation donnée par Singer,
mais il est facile de voir que les deux axiomatisations sont équivalentes.)

Soit ¢(x1,...,%;) une Lp-formule ouverte, pour tout x;, 1 <i < n, soit m; le nombre naturel maximal m tel que
x?m) apparait dans une sous-formule atomique. Alors on note par ¢*((x,-,j)?’:";’;j:0) la L-formule obtenue a partir de
¢ en remplacant chaque x?j) par x;j. Soit N:= Y7 ;m;+n et si S est le sous-ensemble de K" défini par ¢, on
note par S% le sous-ensemble de KN défini par ¢*. (On utilisera la notation S = ¢(K) et S8 = ¢*(K).) On a que
K EVx (@00 < ¢* (I o)),

On dira qu'un élément de K™ est un n + 1-uplet différentiel s'il est de la forme (a,a®, ..., a™), pour a € K.

Soit E c K™+1, pour 1< i< n, on notera

mi(E) :={(a1,....a7) € K's Wiqq -+ Iy (A1, ..., G5, Xij1, ..., Xm) € E}.

Lemme 2.1. Soit K une Lp-structure modéle de CODF. Soit S C K un sous-ensemble Lp-définissable, alors il existe un sous-ensemble
L-définissable S* de SU8 tel que S est inclus et dense dans 771 (S*).

Démonstration. Soit ¢(x) une Lp-formule telle que S = ¢(K). Comme CODF a I'élimination des quantificateurs, on peut
supposer que la formule ¢(x) est une Lp-formule sans quantificateurs. Soient m I'ordre maximal de la variable x ap-
paraissant dans ¢, ¢* la L-formule sans quantificateurs correspondante et S%8 := ¢*(K) c K™t!. Comme S% est un
sous-ensemble définissable dans un corps réel-clos, c’est une union finie de cellules C;, i € I, I fini. Nous allons décrire
un procédé qui remplacera chacune de ces cellules C; par une union finie de sous-cellules ou les m + 1-uplets différentiels
seront denses et qui contiendra tous ceux appartenant a C;.

(i) Si C; est une cellule ouverte (dans K™t1), alors les m + 1-uplets différentiels sont denses dans C; et donc dans ce
premier cas, on laissera C; inchangée.

En effet soit @ € C; et soit I'équation différentielle X™+1) =0. Alors le m + 2-uplet (@, 0) est une solution de I'équation
algébrique Xm42 =0 (x). Comme C; est une cellule ouverte, il existe € > 0 dans K tel que le pavé ouvert Jag — € ap + €[ x
.-+ x lam — € am + €[ soit inclus dans C;. Par I'axiomatisation de CODF rappelée plus haut, il existe un élément b € K tel que
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b+ =0 et ALy la; —b®| < €. (Le choix de I'équation algébrique (x) nous assure que le m 4 1-uplet composé de b et de
toutes ses dérivées jusqu'a I'ordre m est proche du m + 1-uplet a.)

(i) Si C; est une (0, ...)-cellule et si a € 71 (C;), alors soit (a,a™®, ..., a™) e C; et on remplace C; par {(a,aV,...,a™)},
sinon on supprime C; car elle ne comprend aucun m + 1-uplet différentiel.

(iii) Si C; est une (1,...,1,0,...)-cellule, o1 le premier zéro apparait a la (j + 1)™ position avec 0 < j < m. Alors
pour tout d;_1 := (o, a1, ...,dj—1) € w;j(C;), nous avons que aj = f(aj—1), ot f est une fonction continue L£-définissable.
Posons a := (aj—1,a;). En utilisant la description des ensembles semi-algébriques rappelée plus haut il existe un poly-
nome p[Xy,..., Xjp1] € K[X] tel que pour tout aj_q1 €;(C;) on ait p(a) =0 et ﬁp(d) # 0. De plus si ¢ :=(co, ..., Cj)
est proche de a et p(c) =0, alors ¢; = f(co,cC1,...,Cj—1). Par I'axiomatisation de CODF, il existe b € K tel que (x*) :

pb,bD ... bD)y=0et 3;;“ pb, b, ... bW)£0 avec b:= (b, bV, ..., bD) proche de a. Ainsi b = f(b,b™D, ..., pU=D)

et donc b e 7j+1(C). La relation (»x) implique que bUtD (ainsi que ses dérivées successives jusqu'a 'ordre m) peut étre
exprimé comme une fraction rationnelle de b. Notons ces fractions rationnelles gj1(x),..., gn(X), ol X := (X1, ..., Xj+1).
On remplace alors C; par le sous-ensemble £-définissable obtenu en exprimant que (x1,...,Xj+1, £j+1(X), ..., 8n(X)) € C.
On applique le théoréeme de décomposition cellulaire a cet ensemble semi-algébrique et on note les nouvelles cellules C},,
ke I. ,
On réitere les étapes précédentes pour ces nouvelles cellules Cf,. Si Cf, est une (0, ...)-cellule et si a € 1 (C},), alors

soit (a,a®,....a"™) € C,, soit on supprime C},. Supposons maintenant que C;, soit une (1,...,0,...)-cellule, oui le

premier zéro apparait a la (¢ + 1)™€ position, 0 < £ < j <m. Si £ = j, les m + 1-uplets différentiels sont denses dans C;fk
et dans ce cas on laisse C{; inchangée. Si 0 < ¢ < j, on procéde comme dans I'étape (iii). Aprés au plus j itérations, le
processus se termine. De plus, chacune des cellules obtenues qui n’est pas un singleton, est du type (1,...,1,0,...,0), les
m + 1-uplets différentiels y sont denses et tout m + 1-uplet différentiel de C; appartient a I'une d’entre elles. On remarque

que le nombre de m + 1-uplets différentiels est fini seulement si toutes les cellules obtenues sont des (0, ...)-cellules. O

Proposition 2.2. Soit K un modéle de CODF. Alors K est (DC).

Démonstration. Soit S un sous-ensemble définissable de K et soit S* un sous-ensemble £-définissable d’'un produit carté-
sien de K tel que S est inclus et dense dans 7r1(S*). Puisque RCF satisfait (DC) et puisque 71(5*) est L£-définissable et les
bornes supérieures et inférieures de S sont les mémes que celles de 7r1(S*), on obtient le résultat. O

Proposition 2.3. Soit K un modeéle de CODF. Alors K satisfait (UF).

Démonstration. On utilise le lemme précédent et sa preuve. Soit S; un sous-ensemble de K défini par la formule ¢ (x, y)
a parametres .

Par le résultat d’élimination des quantificateurs, on peut supposer que ¢(x, y) est une formule sans quantificateurs et
soit N 'ordre maximal de la variable x apparaissant dans ¢.

Par hypothése, S;lg est une union finie de cellules C; j, i € I, avec I fini. Supposons que Sy est fini, alors les cellules
correspondantes Ci*,k,y- k € I}, sont des (0, ...)-cellules. Comme RCF a (UCD), ce nombre de (0, ...)-cellules est borné indé-
pendamment de y. O

Théoréme 2.4. Soit KC un modéle de CODF. Alors son coeur ouvert est o-minimal.

Démonstration. Par les deux propositions ci-dessus, K est (DC) et satisfait (UF). Donc par le Theoréme A dans [3], son
coeur ouvert est o-minimal. O

Définition 2.5. (Voir [7, Theorem 16.14].) Une théorie T élimine (fortement) les imaginaires si on peut associer une formule
¥ (X,Z) a toute formule ¢(x,a), ot a est un uplet d’éléments dans un modéle M de T, telle que il y ait dans M un unique
uplet b d’éléments tels que M VX (¢ (x,a) < ¥ (X, b)).

Théoréme 2.6. La théorie CODF élimine les imaginaires.

Démonstration. On utlise le fait que la théorie RCF élimine les imaginaires [5, Theorem 4.4.4] et la preuve du Lemme 2.1.
Considérons la Lp-formule ¢(x, y,...,a). Soit ¢*(x, y,...,a*) la L-formule correspondante. Par le théoréme de décompo-
sition cellulaire dans RCF, ¢*(K,a) est une union finie de (kq,ka, ..., k¢)-cellules avec k; un n; + 1-uplet de 0 et de 1, ou
n; est I'ordre maximal de la jieme variable apparaissant dans ¢*. On modifie chacune de ces cellules en un nombre fini de
sous (k;,k,, ..., kj)-cellules avec k} un n; 4 1-uplet de la forme (1,...,1,0,...,0), ot les uplets différentiels sont denses et
contenant tous les uplets différentiels appartenant a la cellule initiale (x).

Si £ =1, on a fait la construction dans le Lemme 2.1, ensuite on procéde par induction sur £ comme suit.
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Supposons que la cellule C apparaisse dans la décomposition cellulaire de I'ensemble défini par ¢*(x, y,...,a*). Par le
cas £ =1, en supposant que la longueur de k; est égale a n; + 1, on décompose 7,41 (C) en un nombre fini de sous-cellules
Cr,,i ayant la propriété (). Ensuite on applique I'hypothése d’induction a chaque fibre de C au-dessus de x € Cy, ;. Notons,
puisque nous sommes dans C, que la fibre est une (ka, ..., k¢)-cellule et donc que la décomposition en un nombre fini de
sous-cellules Cy,, _k, ; ayant la propriété (), peut s'exprimer uniformément en X.

Ensuite on considére le sous-ensemble £-définissable de C qui consiste en I'ensemble des uplets (x,y,z,...) tels que
xeCyiet(y,z...) €Cy,, k. j- On obtient un nombre fini de cellules que I'on suppose maximalement définissablement
connexes. Comme RCF a I'élimination des imaginaires, on peut associer a chacune de ces cellules C; j un unique uplet Ei’j
et une formule & (X, y,...,b; j).

On exprime sur chaque b; j qu'il existe des paramétres tels que 'ensemble définissable & j(K, b; ;) est une (K;,kj, ...)-
cellule avec IE; un n; + 1-uplet, de la forme (1,...,1,0,...,0), ol les n; + 1-uplets différentiels sont denses. (En particulier,
cet ensemble définissable est localement fermé et définissablement connexe.) B B

On note la Lp-formule correspondante par x; j(b; j) et soit b = (b; ;). Posons £(%, y,...,b) := \/,-‘j & ixy,....bij) &
/\,-‘j Xi,j(Bi,j)- Soit w(x,y,..l,t_;) la formule 5()’(,5/,...,5) & X,y,... sont des uplets différentiels. Montrons que c’est la
formule cherchée. ~ B

En procédant par I'absurde, supposons qu'il existe un uplet ¢ #b tel que ¥ (x,y,...,b) < ¥ (x, y,...,0).

On commence par les cellules de dimension o-minimale maximale. On envoie chaque cellule C; ;(b; j) vers une des
cellules Cy j(cy j») de la méme dimension avec laquelle elle a une intersection non vide. Puisque Ci,j(l;,',j) est définissa-
blement connexe, on ne peut a la fois avoir une intersection non vide avec Cy j(Cy7 j») et son complément, elle ne peut
étre strictement incluse dans Cy j (Cy j7) puisque maximalement définissablement connexe et donc la seule possibilité res-
tante est qu'elle contient strictement Cy j(Cy ). Montrons que c’est impossible. Soit les projections nn1+1(Ci,j(l_Ji,j)) et
7n+1(Cy j (Cr j7)) différent, ou bien il existe un ny + 1-uplet X € 7y, 41 (Ci,j(l_y,-,j)) tel que les fibres correspondantes sont
différentes. Notons que si deux (1,...,1,0,...)-cellules différent, alors elles différent par un ensemble relativement ouvert
(qui ne peut &tre recouvert par un nombre fini de cellules de dimension strictement plus petite).

Dans le premier cas, il existe X € 7, +1(Ci j(bi j)) — 7n,+1(C; j(Ci j)). Puisque les uplets différentiels sont denses et que
Ttn,+1(Ci j(bi j)) est localement fermée, il existe un uplet différentiel d := (d,d",...,d™)) proche de X appartenant a
7y +1(Ci, j(bi 1)) — 7Tny +1(Ci j(Ci ). . .

Dans le second cas, il y a un uplet différentiel d (dans I'intérieur de la projection 7y, 41(C;, j(b;i j))) au-dessus duquel la
fibre dans C,’J(Ei,j) et dans &£(K, ¢) est différente.

Dans les deux cas, il y a un uplet (d, i) dans C,',j(Bi,j) qui n'appartient pas a £(K,c). A nouveau comme les uplets
différentiels sont denses et que Cj’j(B,‘Tj) est localement fermée, il y a un uplet différentiel (d,é) proche de (d, ii) dans
C,-,j(l_v,-,j) —&(K, ¢), une contradiction. O
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