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Exercice I: Algebre linéaire - xcas - scilab

1) a) (xcas) En utilisant 'instruction seq, créer
une matrice identité de taille 4, puis une matrice
diagonale de valeurs propres 1,2, 3,4

b) (scilab) utilisez des instructions créant
des suites.

2) a) (xcas) Essayer/commenter
A :=matrix(4,4)+1; Calculer I'image par A du
vecteur v :=[seq(1,j=1..4)];

b) (scilab) Créez un matrice nulle A de taille
10 x 10. Essayez A+1. Quelle est 'image du vecteur
(1,...,10)7

3) a) Faire une fonction qui a (¢, j) associe (i, j)
si1 <7, (j,7) sinon.

b) (xcas) Faire une fonction qui a (7,j) as-
socie 0sii =7, a;; 811 <j, —aj;sii>j. (oua;,
sont des variables formelles). Créez une matrice A
antisymétrique a partir de cette fonction.

c) (scilab) Créez une matrice a au hasard a
coefficients entiers entre -10 et 10 de taille 10. Puis
faire la question précédente

d) Calculer le déterminant de A * de taille
2,4,6 (sans faire afficher les grosses valeurs) et le
factoriser. Que remarquez vous ?

e) (xcas) Pour une matrice antisymétrique
formelle de taille 8. /A On n’affichera pas le re-
sultat. (en mode maple :) ou (en mode xcas : ;)
comparer le temps de calcul du déterminant avec
les 2 fonctions différentes disponibles. On étudiera
aussi les informations disponibles sur les algo-
rithmes utilisés dans la documentation. (Menu :
Aide > Algorithmes)

Exercice II: Matrices nilpotentes - xcas ou
scilab

Imaginez un texte vous expliquant la
décomposition de Jordan pour une matrice nilpo-
tente. Il s’agit ici de l'illustrer en montrant d’abord
comment créer un bon exemple, et ensuite en illus-
trant la méthode par une résolution pas a pas de
votre exemple. Notamment la facon de choisir les
vecteurs de base, et les conditions qu’ils doivent
vérifier. On pourrait par exemple faire ainsi :

1) Evidemment, pour créer un bon exemple, il
faut partir de la réponse voulue!

a) Créer (sans taper tous les coefficients) une

matrice sous forme de Jordan de taille 8 x 8 et

"http ://www.math.jussieu.fr/~han/agreg
2Cf pfaffien.

d’ordre 8. (Autrement dit le module associée est
k[X]/X® ol k est le corps de base). On pourrait
meéme faire une fonction n — J,, ou J, est un
bloc de Jordan cyclique de taille n. On le fera
éventuellement de plusieurs manieres. Avec une
fonction, avec des instructions créant des matrices
ou des suites particulieres...

b) Le cas précédent étant trop simple pour
expliquer la méthode, annuler quelques coeffi-
cients dans la matrice précédente pour obtenir
une matrice J3 3. (dont le module® associé soit :
k[X]/X? x k[X]/X?x k[X]/X?) On pourra le faire
aussi en utilisant des matrices par blocs et la fonc-
tion J, précédente.

2) a) Pour i # j, créer une fonction créant une
matrice de transvection : T'(i,j,a) = I + a.E. (ou
Eyp,=1si (i,7) = (k,1), 0 sinon).

b) Expliquer au Jury, et illustrer le lien entre
ces matrices et les opérations sur les lignes et les
colonnes d’une matrice. (A RETENIR)

c¢) Quel est linverse de T(7,j,a)? Que
représente la conjugaison par T'(i,j,a) en terme
d’opérations lignes/colonnes 7

d) En utilisant par exemple 4 transvections,
créer une matrice de passage P et un exemple non
trivial de matrice N conjuguée a Js 3.

3) Expliquer maintenant pas a pas la mise
sous forme de Jordan de N. (Justifier avec soins
les indépendances de certains vecteurs.)

4) Soit p un nombre premier. Quel est le car-
dinal du stabilisateur de J332 pour l'action de
GLg(Z /pZ ) par conjugaison ? Combien y a t’il de
matrices nilpotentes dans cette classe? ( Si vous
rencontrez des difficultés pour cette question, peut
étre devriez vous justifier la question précédente
plus soigneusement)

Exercice III: Syntaxe d’algebre linéaire via
la combinatoire des matrices nilpotentes
(xcas)

1) Affecter a n la valeur 5, et créer une matrice

ap e Qp—q
(07% o QAop—1

formelle A = . On pourra le
Ap2_p Ap2_1

faire de 2 facons différentes. En créant la matrice a

30n utilise souvent @ & la place de x. Il faut alors pouvoir répondre & la question d’oral : “quelle est la définition de

@ 7”7, ou bien, “pourquoi y a t’il 2 symboles ?”



partir d’une fonction, ou bien en convertissant une
liste [ag, . .., a,2_1] en une matrice.

2) a) Créer une matrice J nilpotente de taille
5 avec 2 blocs de jordan de taille 2, et calculez le
commutateur : AJ — JA

b) En déduire la matrice C' de 'application
linéaire de M,, — M,, M — MJ — JM dans
la base de votre choix. Quelle est la dimension du
commutateur de J 7

c¢) Dessinez au brouillon la partition, et com-
parez?! avec la somme des carrés des hauteurs des
colonnes.

3) a) Trouver une fagon d’obtenir le noyau
d’une matrice a coefficients dans Z /27 . Vous de-
vez toujours avoir un esprit critique sur ce que
vous demandez a l'ordinateur, illustrez donc avec
un exemple de taille 1 x 1 que votre instruction fait
ce que vous voulez.

b) En déduire une base du commutateur de
J dans M5(Z /27).

¢) Trouver un moyen rapide d’obtenir via
votre logiciel un élément de coordonnées données
(par exemple (1,...,1) dans cette base. (par ex
avec un produit de listes).

4) a) Etudier [1,2,3]*[a,b,c,d,e]. Faites
trouver 'écriture en base 2 de 67 et de 0. Com-
ment créer une liste vide? Comment enlever les
crochets de [1,2,3]. Comment ajouter un élément
a une liste ?

b) k étant un nombre donné, comment pou-
vez vous obtenir facilement la liste de tous les vec-
teurs de (Z /27 ).

c¢) Créez une liste LCOM de tous les éléments
non nuls du commutateur de J. (& il y en a pro-
bablement pour 2 a 3 min, on testera d’abord que
c’est correct avec liste plus courte)

d) Comment selectionner des éléments dans
une liste. Par exemple, selectionnez les éléments
de GLy(Z /27 ) du commutateur de J. Quel est le
cardinal du stabilisateur de J sur Z /2Z 7 (Vérifiez
le & la main)

“un élément du commutateur est déterminé par le choix de 'image des vecteurs primitifs de chaque bloc.



