
 restart;maple_mode(0);cas_setup(0,0,0,1,0,1e-10,25,[1,50,0,25],0,0,0);//radians,pas de cmplx, pas de  Sqrt

[]  Warning: some commands like subs might change arguments order 0 0 0 1 0 0.999999999999999999999999999999999999999999999999998e-10( , , , , , , ,
M

 B:=matrix(3,3):;B[0,0]:=1:;B[1,1]:=2:;B[2,2]:=3:;B[0,2]:=-2:;B[2,0]:=-2:;B;

 Done  Done  Done  Done  Done  Done
1 0 -2, ,

0 2 0, ,

-2 0 3, ,

( ), , , , , ,

M
 X:=[x,y,1];C1:=X*B*X;C2:=y^2-x;

x y 1, , x -2 x( ) 2 y y 2 x- 3+ + y
2

x-( ), , M
 IMPL1:=implicitplot(C1=0,x=0..8,y=-3..3,xstep=0.1,ystep=0.1,color=blue):;

Ellipsis of center (2,0)
 Done M

 IMPL2:=implicitplot(C2=0,x=0..8,y=-7..7,numpoints=2000,color=red):;

 Done M
 IMPL:=IMPL1,IMPL2:;

 Done M
 la matrice de C2dual est l'inverse de celle de C2
 equation de mt mu on simplifie par t-u car mt different de m

 A:=B^(-1);

-3 0 -2, ,

0 1
2

0, ,

-2 0 -1, , M
 dte:=simplify(det(matrix([[t^2,t,1],[u^2,u,1],[x,y,1]]))/(t-u));

t u t y- u y- x+ M
Le vecteur normal a cette droite est donc: (ce sont aussi les coordonnees dans
la base duale de l'equation de cette droite). On remarque que le vecteur normal
a la droite (mu_,m_t) n'est autre que [1,-t-u,t.u]. On pourra donc travailler
avec somme et produit.

  

undef M
 DTE:=simplify([coeff(dte,x,1),coeff(dte,y,1),subst(dte,x=0,y=0)]);

1 t- u- t u, , M
 P:=normal(DTE*A*DTE);//on remarque qu'elles s'expriment facilement avec somme et produit

t
2

u
2

- -1
2

t
2

( )- 3 t u- -1
2

u
2

( )- -3
M

 a:=coeff(P,t,2);b:=coeff(P,t,1);c:=coeff(P,t,0);

2 u
2

- 1+
2

6 u-
2

u
2

-6
2

( ), ,
M

 a:=unapply(a,u); b:=unapply(b,u); c:=unapply(c,u);// On cree les fonctions

u 2 u
2

- 1+
2

-> u 6 u-
2

-> u u
2

-6
2

->( ), ,
M

complex_mode:=1;//pour les solves, on se met en mode complexe

1 M
 sol1:=solve(P,u);

1

2 t
2

- 1+

3 t 2 t
4

4 t
2

- 6++( ) ( ) 1

2 t
2

- 1+

3 t 2 t
4

4 t
2

- 6+( )-( ) ( ),

M
 s1:=simplify(sol1[0]+sol1[1]);//la somme des racines

6 t-

2 t
2

-1 M

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18



 p1:=simplify(sol1[0]*sol1[1]);//leur produit

t
2

- 6+

2 t
2

-1 M
On obtient ci dessous l'equation de D1 a facteur pres.. Comme elle est de degre
2 en t, D1 decrit donc une conique duale lorsque t varie 

  

undef M
 D1:=[1,-s1,p1];

1 6 t-

2 t
2

-1

( )- t
2

- 6+

2 t
2

-1

, ,

M
 simplify(D1*(2*t^2-1));

2 t
2

-1 6 t t
2

- 6+, , M
 Pour d2 il faut mieux guider les simplifications.
 !!ATTENTION, lors de calculs lourds, il FAUT toujours preferer NORMAL a EXPAND!!  
 normal va developper en simplifiant et n'utilisera pas les memes objets en interne.

  
Pour trouver t_(n+1) et t_(-n-1) a partir des precedents nous allons utiliser somme et produit.
Notons sn=t_n+t_(-n) et pn=t_n*t_(-n). Alors comme t_(n-1) et t_(n+1) sont lesracines de l'equation en t:  P(t_n,t)=0 on a: t_(n+1)=-t_(n-1)-b(t_n)/a(t_n), et donc
s_(n+1)=-s_(n-1)-b(t_n)/a(t_n)-b(t_(-n))/a(t_(-n)). Il faudra peut etre aider le logiciel a simplifier
les radicaux en regroupant les t_n avec les t_(-n). Ce calcul sera plus simple:
 1) simplifier cette expression b(t_n).a(t_(-n))+b(t_(-n)).a(t_(n)) 
 2) simplifier a(t_n).a(t_(-n)) puis faire le rapport.

Cote syntaxe, subs est plutot proche de maple et l'ordre des arguments depend
du mode: maple ou xcas. L'avantage de subst est que sa syntaxe ne depend pas du
mode maple ou xcas. En general il vaut mieux creer une fonction. Par exemple
avec unapply. La syntaxe suivante est plutot proche de l'usage de subs et du
logiciel maple. On preferera en fait la methode utilisee dans la procedure
Dn(P,n) en fin de fichier. (ou l'on a transforme a,b,c en des fonctions)
  

  

undef M
 tmp1:=simplify(normal(b(sol1[0])*a(sol1[1])+b(sol1[1])*a(sol1[0])));

36 t
3

117 t-

4 t
4

4 t
2

- 1+ M
 tmp2:=simplify(normal(a(sol1[0])*a(sol1[1])));

72 t
2

- 121+

16 t
4

16 t
2

- 4+ M
 tmp3:=simplify(normal(c(sol1[0])*c(sol1[1])));

121 t
4

216 t
2

-

16 t
4

16 t
2

- 4+ M
 s2:=simplify(-2*t-tmp1/tmp2);

226 t-

72 t
2

-121 M
 p2:=simplify(tmp3/(tmp2*t^2));

121 t
2

- 216+

72 t
2

-121 M
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 D2:=[1,-s2,p2];//c'est encore une conique

1 226 t-

72 t
2

-121

( )- 121 t
2

- 216+

72 t
2

-121

, ,

M
 simplify(denom(D2[1])*D2);

72 t
2

-121 226 t 121 t
2

- 216+, , M
 sol2:=solve(u^2-s2*u+p2=0,u);

1

72 t
2

-121

113 t- 8712 t
4

17424 t
2

- 26136++( ) ( ) 1

72 t
2

-121

113 t- 8712 t
4

17424-(-( ) (,

M
 tmp1:=simplify(normal(b(sol2[0])*a(sol2[1])+b(sol2[1])*a(sol2[0])));
 tmp2:=simplify(normal(a(sol2[0])*a(sol2[1])));
 tmp3:=simplify(normal(c(sol2[0])*c(sol2[1])));
 s3:=simplify(-s1-tmp1/tmp2);
 p3:=simplify(tmp3/(tmp2*p1));
 D3:=[1,-s3,p3];

106446 t
3

187467 t-

5184 t
4

17424 t
2

- 14641+

28900 t
4

207892 t
2

- 96721+

20736 t
4

69696 t
2

- 58564+

96721 t
4

623676 t
2

- 260100+

20736 t
4

69696 t
2

- 58564+ 14450

( , , ,

M
 simplify(denom(D3[2])*D3);// D3 donne encore une conique dans le plan dual

14450 t
2

-96721 169542 t 96721 t
2

- 43350+, , M
 qui enveloppe la conique d'equation: (le lieu des points du plan ou
 les tangentes a cette conique sont identiques).

 discrim:=(P,t)->normal(coeff(P,t,1)^2-4*coeff(P,t,0)*coeff(P,t,2));

// Success
// End defining discrim

P t( ), P t 1, ,coeff( )
2

4 P t 0, ,coeff( ) P t 2, ,coeff( )( )-normal( )-> M
 gamma3:=discrim(simplify([x,y,1]*(denom(D3[2])*D3)),t);

5590473800 x
2

39925437364 x- 28744489764 y
2

16771421400+ + M
 On verifie que l'equation gamma3 est bien une combi lineaire de C1 et
 C2 Donc gamma3 contient C1 inter C2. (gamma3 en vert) 

 simplify(gamma3-coeff(gamma3,x,2)*(C1-coeff(C1,y,2)*C2)-coeff(gamma3,y,2)*C2);

0 M
 complex_mode:=0;//Pb avec le mode complexe et ce dessin en version <0.9.1

0 M
 G3:=implicitplot(gamma3=0,x=0..8,y=-3..3,color=green):;

Ellipsis of center (9981359341/2795236900,0)
 Done M

 complex_mode:=1;

1 M
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 DI:=proc(tt,ii)
 sol:=solve(subst(P,t=tt),u):;s0:=2*tt:;p0:=tt^2:;
 for j from 2 to ii do 
 tmp1:=simplify(normal(b(sol[0])*a(sol[1])+b(sol[1])*a(sol[0])));
 tmp2:=simplify(normal(a(sol[0])*a(sol[1])));
 tmp3:=simplify(normal(c(sol[0])*c(sol[1])));
 s2:=simplify(-s0-tmp1/tmp2);
 p2:=simplify(tmp3/(tmp2*p0));
 s0:=simplify(sol[0]+sol[1]);
 p0:=simplify(sol[0]*sol[1]);
 sol:=solve(u^2-s2*u+p2=0,u);
 end do;
 simplify(denom(p2)*([1,-s2,p2]));
 end proc:;

Prog Edit Ajouter nxt1 OK (F9) Save

 Done
M

DI(t,3);//c'est le meme que celui trouve avant.

14450 t
2

-96721 169542 t 96721 t
2

- 43350+, , M
DI(t,6);//c'est toujours une conique duale.

40173829230002545800 t
2

-76187486312803124281 134534108782574036962 t 76187486312803124281-, ,
M

 dessin:=proc(tt,ii)
 local T,sol,newt,imax,j;
 sol:=solve(subst(P,t=tt),u);
 T:=[tt,sol[0]];
 for j from 2 to ii do
 newt:=-T[j-2]-b(T[j-1])/a(T[j-1]);
 T:=[op(T),newt];
 end do;
 T:=[sol[1],op(T)];
 for j from 2 to ii do
 newt:=-T[1]-b(T[0])/a(T[0]);
 T:=[newt,op(T)];
 end do;
 T;end proc:;

Prog Edit Ajouter nxt1 OK (F9) Save

 Done
M

 imax:=3;//attention si on change imax, la conique verte est gamma3, elle n'est pas recalculee.

3 M
 l:=dessin(.1,imax);//on dessine t0=0.1 jusque timax

0.75602493723722776569288859 -1.2456704154501404555397452 2.7972980453052395484279611, ,
M

 ddte:=(u,t)->line(u^2+i*u,t^2+i*t):;

// Success
// End defining ddte

 Done M
 dtei:=line(l[0]^2+i*l[0],l[2*imax]^2+i*l[2*imax],'color'=350):;

 Done M
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 seq(ddte(l[ii-1],l[ii]),ii=1..2*imax),IMPL,G3,dtei;

x

y

0 2 4 6 8 10 12 14 16

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

imax:=3;//on dessinera la droite (t_3,t_-3) en ocre

3

para:=element(-2.5..2.5,0.5);//notre parametre t0 dans un bouton place a 0.5

parameter([para,-2.5000000000000000000000000,2.5000000000000000000000000,0.50000000000000000000000000,0.49999999999998934185896360e-1])

 l:=dessin(para,imax):;

"Done"

 dtei:=droite(l[0]^2+i*l[0],l[2*imax]^2+i*l[2*imax],'couleur

"Done"

 seq(ddte(l[ii-1],l[ii]),ii=1..2*imax),IMPL,G3,dtei;

[droite(y=(-5.0560854644631925630729890+5.1048260436413245289205868*x)),droite(y=(-1.0248937521148026862491448+0.15092935560276742212872328*x)),droite(y=(0.46885780093731186929433658+0.12456879625075252282265505*x)),droite(y=(0.74326341118390025191778495-0.97305364473560100767113991*x)),droite(y=(-6.4778257506047000332535731+2.1210209163475045281432263*x)),droite(y=(-0.20692424476318197656248063+0.55198353202208210097533483*x)),plotparam(2+cos(t)+((i)*sqrt(2)*sin(t))/2,t=0.0..6.28318530718),plotparam(t*t+(i)*t,t=-4.0..4.0),[plotparam((8728544341*cos(t))/2795236900+((49300270470*i)*sqrt(1259297294426497922)*sin(t))/40173829230002545800+9981359341/2795236900,t=0.0..6.28318530718)],droite(y=(-0.22613570678651897464934915+1.0983532104139387290464908*x))]

 T0:=point(l[imax]^2+i*l[imax],'couleur'=256);//le point T0 est celui du milieu dans la liste.

point(0.25000000000000000000000000+0.50000000000000000000000000*i)

 Tmax:=point(l[2*imax]^2+i*l[2*imax],couleur=350);T_max:=point(l[0]^2+i*l[0],couleur=350);

[point(0.35162020849843953383666540e-1,-0.18751538830145101823001807),point(1.2055366300302457779143239,1.0979693210788021730655051)]
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Fig Edit Graphe Repere Mode A Step Landscape

 maple_mode(0);

 Warning: some commands like subs might change arguments order M
 B:=matrix(3,3):;B[0,0]:=1:;B[1,1]:=2:;B[2,2]:=3:;B[0,2]:=-2:;B[2,0]:=-2:;B;

 Done  Done  Done  Done  Done  Done
1 0 -2, ,

0 2 0, ,

-2 0 3, ,

( ), , , , , ,

M
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 Bs:=B+s*[[0,0,-1],[0,2,0],[-1,0,0]];

1 0 -2 s-, ,

0 2 2 s+ 0, ,

-2 s- 0 3, , M
 X:=[x,y,1];Cs:=X*Bs*X;C2:=y^2-x;

x y 1, , x s- -2 x( ) y 2 2 s+ y( ) x -2 s-( ) 3+ + + y
2

x-( ), , M
 As:=Bs^(-1);

6 s 6+

2 s
3

- 10 s
2

- 10 s- -2

0 2 s
2

6 s 4+ +

2 s
3

- 10 s
2

- 10 s- -2

, ,

0 s
2

- 4 s- -1

2 s
3

- 10 s
2

- 10 s- -2

0, ,

2 s
2

6 s 4+ +

2 s
3

- 10 s
2

- 10 s- -2

0 2 s 2+

2 s
3

- 10 s
2

- 10 s- -2

, ,

M
 dte:=simplify(det(matrix([[t^2,t,1],[u^2,u,1],[x,y,1]]))/(t-u));//la dte (mu,mt)

t u t y- u y- x+ M
 DTE:=simplify([coeff(dte,x,1),coeff(dte,y,1),subst(dte,x=0,y=0)]);//coordonnees duales de cette droite

1 t- u- t u, , M
 Ps:=normal(DTE*As*DTE);//on remarque qu'elles s'expriment facilement avec somme et produit

s
2

t
2

2 s
2

t u- s
2

u
2

2 s t
2

u
2

- 4 s t
2

4 s t u- 4 s u
2

6 s- 2 t
2

u
2

- t
2

6 t u- u
2

-6+ + + + +

2 s
3

10 s
2

10 s 2+ + + M
 as:=coeff(Ps,t,2);bs:=coeff(Ps,t,1);cs:=coeff(Ps,t,0);

s
2

2 s u
2

- 4 s 2 u
2

- 1+ +

2 s
3

10 s
2

10 s 2+ + +

2 s
2

u- 4 s u- 6 u-

2 s
3

10 s
2

10 s 2+ + +

s
2

u
2

4 s u
2

6 s- u
2

-6+ +

2 s
3

10 s
2

10 s 2+ + +

( ), ,

M
 as:=unapply(as,u); bs:=unapply(bs,u); cs:=unapply(cs,u);// On cree les fonctions

u s
2

2 s u
2

- 4 s 2 u
2

- 1+ +

2 s
3

10 s
2

10 s 2+ + +

-> u 2 s
2

u- 4 s u- 6 u-

2 s
3

10 s
2

10 s 2+ + +

-> u s
2

u
2

4 s u
2

6 s-+ +

2 s
3

10 s
2

10 s+ +

->( , ,

M
complex_mode:=1;//pour les solves, on se met en mode complexe

1 M
 sol1:=solve(Ps,u);//resolution formelle de l'equation de degre 2 en u. NB:P(u,t)=P(t,u)

1

s
2

2 s t
2

- 4 s 2 t
2

- 1+ +

s
2

t 2 s t 3 t

2 s
3

t
4

4 s
3

t
2

- 6 s
3

10 s
2

t
4

20 s
2

t
2

-

20 s t
2

- 30 s 2 t
4

4 t
2

- 6

+ +

+ + ++ + +( ) (

M
 s1:=simplify(sol1[0]+sol1[1]);

2 s
2

t 4 s t 6 t+ +

s
2

2 s t
2

- 4 s 2 t
2

- 1+ + M
 p1:=simplify(sol1[0]*sol1[1]);

s
2

t
2

4 s t
2

6 s- t
2

-6+ +

s
2

2 s t
2

- 4 s 2 t
2

- 1+ + M
 D1:=[1,-s1,p1];//D1 decrit donc une conique duale

1 2 s
2

t 4 s t 6 t+ +

s
2

2 s t
2

- 4 s 2 t
2

- 1+ +

( )- s
2

t
2

4 s t
2

6 s- t
2

-6+ +

s
2

2 s t
2

- 4 s 2 t
2

- 1+ +

, ,

M
 D1:=([as(t),-bs(t),cs(t)]);//le meme sans denominateur

s
2

2 s t
2

- 4 s 2 t
2

- 1+ +

2 s
3

10 s
2

10 s 2+ + +

2 s
2

t- 4 s t- 6 t-

2 s
3

10 s
2

10 s 2+ + +

( )- s
2

t
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4 s t
2
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-6+ +

2 s
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10 s
2

10 s 2+ + +

, ,

M
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On cree une procedure Dn(P,n) (pour n>=2) qui retourne le vecteur normal a la droite mt_n,mt_(-n)

 Dn:=proc(PP,n)
 local sol,s0,p0,p2,s2,j,tmp1,tmp2,tmp3;
 sol:=solve(PP,u);s0:=2*t;p0:=t^2;
 for j from 2 to n do 
 tmp1:=simplify(normal(bs(sol[0])*as(sol[1])+bs(sol[1])*as(sol[0])));
 tmp2:=simplify(normal(as(sol[0])*as(sol[1])));
 tmp3:=simplify(normal(cs(sol[0])*cs(sol[1])));
 s2:=simplify(-s0-tmp1/tmp2);
 p2:=simplify(tmp3/(tmp2*p0));
 s0:=simplify(sol[0]+sol[1]);
 p0:=simplify(sol[0]*sol[1]);
 sol:=solve(u^2-s2*u+p2=0,u);
 end do;
 normal(denom(p2)*([1,-s2,p2]));
 end proc:;

Prog Edit Ajouter nxt15 OK (F9) Save

// Warning: u,t, declared as global variable(s)
// End defining Dn

 Done M
 la condition tn=t-n s'exprime par l'annulation du discriminant. on voit qu'il existe des facteurs dans k[s],
donc des valeurs de s dans une cloture algebrique qui annulent ce discriminant de maniere independante de t,
 ce qui illustre bien le theoreme. Le facteur det(Bs) est present et correspond a des coniques degenerees,
donc il ne nous int{\'e}resse pas. Les facteurs restant apparaissent avec multiplicite 2.
 Dans le cas n=6=2*3 on trouve un facteur irred de degre 4 et un polynome reduit de degre 12
(qui est ici reducible un de degre 4 et un de degre 8). Il faut alors comprendre que l'un des facteurs
de degre 4 correspond au cas 3-poncelet( ie t2=t_-1) car c'est un casparticulier du cas 6-poncelet. 
En conclusion, les solutions donnant une situation de 6-poncelet  non degeneree sont pour les s solution du
 polynome de degre 12 restant.
  factor(det(Bs));

2 s 1+ s
2

4 s 1+ +( ) ( )- M
[l1,l2,l3]:=Dn(Ps,2);

s
8

8 s
7
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- 16 s
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4
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456 s t
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- 352 s 72 t
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- 121

+ + +

+

+ +

2 s
8

t- 16 s
7

t- 136 s
6

t- 848-

2888 s
2

t- 1072 s t- 226 t-,
M

ponc4:=factor(l2^2-4*l1*l3);//les cas t2=t_(-2)

32 s 1+ s
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2 s 3+ +
2

( ) s
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4 s 1+ + s
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8 s
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6 s
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16 s- -11+ +
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( ) t
4

2 t
2

- 3+( ) ( ) ( ) M
[l1,l2,l3]:=Dn(Ps,3);

Evaluation time: 1.13
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34061728-,
M

ponc6:=factor(l2^2-4*l1*l3);//les cas t3=t_(-3)
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[l1,l2,l3]:=Dn(Ps,4);

Evaluation time: 3.87
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ponc8:=factor(l2^2-4*l1*l3);//les cas t4=t_(-4)

Evaluation time: 0.48
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factor(gcd(ponc4,ponc8));// le cas t2=t_(-2) => le cas t4=t_(-4)
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On trouve donc que le cas ou C2 est exactement 8-circonscrite a C'_1 peut arriver lorsque s est
racine du polynome  de degre 24 constitue des facteurs reduits de:

factor(quo(ponc8,gcd(ponc4,ponc8)));
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En fait le cas t2=t_(-1) est difficile a exprimer directement a cause des
radicaux. En fait la bonne question est: ( t2=t_(-1) ou t_(-2)=t1 )

 t1:=sol1[0];//On sauve la valeur de t_(-1)
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 tm1:=sol1[1];//On sauve la valeur de t_(-1)
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 t2:=simplify(normal(-t-bs(t1)/as(t1)));//On sauve la valeur de t_2
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 tm2:=simplify(normal(-t-bs(tm1)/as(tm1)));//On sauve la valeur de t_2
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 factor(normal(tm1-t2));//Ne donne rien: On n'obtient pas de facteur ne dependant que de s
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 factor(simplify(normal((tm1-t2)*(t1-tm2))));//il faut poser une question symetrique pour le faire apparaitre: 3*s^4+20*s^3+30*s^2+12*s-5
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Mieux vaut exprimer que  D1= D2 ou que leur intersection avec la parabole
(u^2,u) est la meme. Pour cela on cherche les racines communes en u.

pol1:=D1*[u^2,u,1];
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pol2:=Dn(Ps,2)*[u^2,u,1];
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le facteur de degre 4 qui est dans Q[s] et qui est premier avec det(As) ici(s^4+4*s^3+18*s^2+44*s+17) donne les cas de 3-poncelet.
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ponc3:=factor(resultant(pol1,pol2,u));
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factor(gcd(ponc3,ponc6));//montre que le cas 3-poncelet est cas particulier de 6-poncelet
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 En cherchant les elements de  Q[s] divisant ponc6 et pas pnc3 ni det(Bs) on trouve:
(3*s^4+20*s^3+30*s^2+12*s-5)*(s^8+16*s^7+28*s^6-224*s^5-1154*s^4-2096*s^3-1940*s^2-1088*s-311)
 Les valeurs de s annulant ce polynome de degre 12 sont les cas de poncelet
 d'ordre exactement 6.

factor(quo(ponc6,factor(gcd(ponc3*det(Bs),ponc6))));
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