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Quelques notions de calcul différentiel extérieur et de géométrie différentielle

1 Premiéres notions de calcul différentiel extérieur

1.1 L’algébre extérieure

Notation : si V' est un espace vectoriel, on note V* son dual.

Définition 1.1 (forme p-multilinéaire alternée) Soit V un espace vectoriel sur R de dimension finie
m. Une forme p-multilinéaire alternée o sur V ou, de fagon abrégée, une p-forme o sur V est
une application a:V x -+ XV — R (oa V X --- x V =VP) qui est

— multilinéaire, i.e. Vi € N tel que 1 <1i < p, pour tous vy, -+ ,v;, - ,Up,w; €V et A\, u €R,

a(v17~-- 7)\1)1. + pw;, - - - 7@})) = )\Oé(’l)l,-" Vg, 7Up) +MO¢(’U1,-" LWy, ,'Up)§
— alternée, i.e. Vi,j € N tel que 1 <14,j < p,
Al v v ) ol vy, v ) = 0.
On note APV* D’espace vectoriel des p-formes sur V.. Nous conviendrons que A°V* = R.
Remarque — si p > m, alors APV* = {0}.
Définition 1.2 (produit extérieur) Pour p,q € N, on définit le produit extérieur

APV* x AIV* —  APTIV*

(o, B) —  aAp
par
aAB(vi, e, Vpiq) = % Z (‘Ulgla(%(l),'“ Vo (p))B(Vo(pt1)s*** » Vo(pta))-
s T 0E€Xpig
Remarque — cette opération est clairement bilinéaire.

Définition 1.3 (algébre extérieure) On note
AV = @y APV,

Alors le produit extérieur s’étend par linéarité en une loi de composition interne dans A*V*. On obtient
lalgébre extérieure (A*V*,+,A).

Cette algébre satisfait les conditions suivantes :
— elle est associative :

Va € APV* VB € ATV Ny e A"V*, (aAB)Ay=aA(BAY). (1)

On peut donc noter a A B A «y ce produit extérieur.
— elle n’est pas commutative mais elle est commutative graduée, c’est & dire :

Vo € APV VB € ATV*, BAa=(—1)PaAp. 2)



Comment construire une base de APV*?

Soit (€1, -+ ,€m) une base de V et soit (6%,---,6™) la base de V* qui est duale de (€1, -+ ,€y,). Alors

pour tout p € N, la famille 4 ,
(911 ARERNA 91p)1§i1<---<ip§m

m!

est une base de APV*. Par conséquent dimAPV™* +. On en déduit aussi que

= tm—p)Tp!
dimA*V* = dimAPV* = —_— =2™
2 2 o

1.2 Formes différentielles sur un ouvert de R™
Définition 1.4 Soit U un ouvert de R™, p € N. Une p-forme différentielle o sur U est une application
réquliére
a:U— AP(R™)".
On note QP(U) ensemble des p-formes sur U.

Exemples : a) si p = 0, une forme différentielle sur U de degré 0 est juste une fonction de U dans R.
b) Soit ¢ une fonction dans C*(U)). Alors I'application différentielle dp : M — dip,, est une 1-forme.

Quelques commentaires sur les notations — Si z = (x!,--- 2™) : U — R™ est un systéme de

coordonnées sur U (affine, ou plus généralement, réguliéres), alors en tout point M € U, les différentielles
dxl%/[a T dﬂfﬁ

forment une base de (R™)". Donc on peut décomposer la valeur de a,, dans la base (afal:iﬁ1 ARREWAN dxf\,’f) :
1<y < <ip<m

; i
Oy = g Qg iy (M)dayt A - Adayf .
1<iy <+ <ip<m

L’usage est, sauf indication contraire, de ne pas écrire 'indice M dans dz}, :

ay = Z iy gy (M)dT™ A Ada'r,

1<iy<--<ip<m

On peut aussi introduire les multi-indices I = (i1, -+ ,ip),avec 1 < iy < --- < i, < netnoter oy := ay...;

. . . P
et dz* :=dz"* A--- ANdx', ce qui donne

ay = ZaI(M)dzI.
I

Enfin, si (2!, ,2™) sont les coordonnées canoniques sur R™, alors on a M = x = (x!,--- ,2™) et on

écrit tout simplement
Qy = Z ar(z)de?.
I

2 Les variétés

2.1 Variétés, espaces tangents et cotangents

Définition 2.1 (Variété différentielle) Une variété différentielle M de dimension n est un espace
topologique équipé d’un atlas, c’est a dire un systéme de cartes locales x; : O; — U; CR™, oui € 1
(I est un ensemble fini ou dénombrable) et



— chaque O; est un ouvert de M et la réunion U;c1O; est égale a M ;
chaque U; est un ouvert de R™ ;
— chaque application x; est un homéomorphisme ;
~ 51 O == 0; N O;j est non vide, alors ’homéomorphisme p;; := ;o (z;)~!
phisme de x;(O;;) vers x;(O;j).
On dit que la variété est de classe C* si les applications de recollement pi; : ()™ 4,0, — 2i(O45)

2:(0,;) €st un difféomor-

sont toutes de classe CF.

Pour tout M € M, on définit ’espace tangent & la variété M en M comme suit. On définit dans ’ensemble
Ty = {(I,7);1 (intervalle) C R,0¢€ I,y € C*(I, M),¥(0) = M} la relation d’équivalence ~ définie par :
pour toute carte locale x : O — U C R™,

(i) ~ (Toye) = 2@ )

d(x o)
i ——=2(0).

dt

Définition 2.2 (espace tangent) L’espace tangent ¢ M en M est l'ensemble, noté TyM, des classes
d’équivalence de ~ :

TuM =T/ ~.

Alors Ty M peut étre muni d’une unique structure d’espace vectoriel telle que 'application

dxy : TuM — R™
(I,y) mod ~ +—— W(O)

est un isomorphisme. Si y: O’ — U’ C R™ est une autre carte locale et si y = ¢ oz sur un voisinage de
M dans M, alors
dyn = dpg(u) © dTy.

Définition 2.3 (champs de vecteurs) Soit M une variété différentielle, un champ de vecteur tangent
X sur M est la donnée, en chaque point M de M, d’un vecteur X (M) € Ty M. On note X (M) Uespace
vectoriel des champs de vecteurs tangents sur M.

SiOCMetsiaxz: O — U CR™ est une carte locale, on définit 'application z, X de U vers R™ comme
suit : pour tout ¢ € U, 3IM € O tel que (M) = ¢, alors (z,.X)(¢) est 'image par dry de X (M) € TyM,
ie.:

W e O, (2.X)(x(M))=dxy(X(M)),

ou encore

VEeU, (2.X)(t) = dx,—1)(X (27 (2)).

Si la variété est de classe C* et si k& > ¢+ 1, on dit que le champ de vecteur X est de classe C! si
r.X € CHU,R™).

Définition 2.4 (espace cotangent) Soit M une variété différentielle et M € M. L’espace cotangent
a M au point M est (TyM)", lespace dual de Ty M. On le note T M.

Nous définissons de méme ’espace des formes p-multilinéaires alternées sur 7,,M, nous le noterons
APTIM.

Définition 2.5 (p-formes différentielles) Soit M une variété différentielle, une p-forme différentielle
a sur M est la donnée, en chaque point M de M, d’une p-forme a, € APTEM. On note QP (M) espace
vectoriel des p-formes différentielles sur M.



Soit  : O — U C R™ une carte, nous définissons (z7!)*a € QP(U) par : Vt € U, V&1, -+ , &, € R™,
(™), (1. &) = a1y ((dzgmr() "M &),s s (drg—1() T (&) s
(ou Pon peut écrire aussi (da,—1(4) ' = d(z');) ou, de fagon équivalente,
VM € O, Yoy, v, € TyM, ((x_l)*a)z(M) (dxy(v1),- -+ ydey(v1)) = ap(ve, -+, vp).

Si la variété est de classe C* et si k > ¢ + 1, on dit que que « est de classe C* si, pour toute carte locale
r:0 — U CR™, (z7')*« est de classe C*. (Le cas p = 0 est exceptionnel : k > ¢ suffit).

2.2 Fibrés vectoriels

Les ensembles :
TM = {(m,v)| M€ M,ve M}~ | ) TuM,
MEM

T"M:={M,a)| M€ M, € Ty M} ~ U ToM
MeM
et, pour p € N,
APT* M = {(M,0)| M € M,a € APTEM} ~ | ] APTEM
MeM

peuvent étre munis d’une structure de variété différentielle, dont la construction se déduit naturellement
de la structure de variété de M. Nous appellerons 7'M le fibré tangent de M, T* M le fibré cotangent
de M et enfin APT* M, le fibré des p-formes sur M. Noter que danslecasp = 1,on a T* M = A'T* M.

En effet, supposons que M est une variété de classe C* et soit z : @ — U C R™ une carte locale.
Nous considérons d’abord I'exemple du fibré tangent. Notons

ToM := {(mv)| M€ O,v € M}~ | ] TuM,

MeO

le sous-ensemble de T'M qui est « au-dessus de » O. Nous considérons ’application

Tr: ToM — UxR™
(M,v) — (z(M),dzy(v)).

11 est alors facile de vérifier que Tz est une bijection (donc devient un homéomorphisme a partir du
moment ou 'on choisit sur 7o M une topologie qui rend cette application continue). Mais, en plus, en
partant d’un atlas (O;, x;);c; sur M, on peut construire ainsi un atlas (To, M, Tx;),c; sur TM, dont les
applications de recollement sont de classe C*~!. Ainsi TM posséde une structure de variété différentielle
de classe CF~1.

Nous pouvons faire de méme avec le fibré cotangent 7% M : nous construisons a partir de la carte x
sur O une carte sur :

ToM :={(M,a)| M€ O, € TuM} ~ U oM
MeO
a savoir :
T*z: ToM — U x (R™)"
(M) —  (z(M), ay o (dzy) ).

Et nous pouvons donc construire de fagon naturelle un atlas sur 7" M a partir d’un atlas sur M et munir

ainsi T* M d’une structure de variété différentielle de classe C*—1.
De méme en construisant une carte locale sur

APTEM == {(M,0)| M € O,a € APTEM} ~ | | APTIM,

MeO



nous pouvons démontrer que APT* M est également une variété de classe CF~1.
Par ailleurs pour, par exemple, le fibré tangent, nous pouvons définir une projection

T TM — M
(Myv) — M

L’image inverse par 7w d’un point M € M est l'espace tangent T, M. De facon analogue, nous pouvons
définir les projections 7 : T*M — M et 7 : APT* M — M. A chaque fois, I'image inverse par = d’un
point M est un espace vectoriel, que nous appellerons fibre de la projection. Ces constructions sont des
exemples de fibrés vectoriels :

Définition 2.6 (fibré vectoriel) Soit M une variété différentielle de dimension m et soit V un espace
vectoriel de dimension k € N. Un fibré vectoriel F au-dessus de M et de fibre type V est une variété F
munie d’une application différentiable surjective w : F — M, appelée fibration telle que
~ pour tout point M € M, la fibre F := 7~ 1(M) est un espace vectoriel isomorphe ¢ V ;
— il existe un atlas (Fo,, ®i);c; de F ot :
= (O, 24);¢; est un atlas de M, 0t Ujer Oy = M et Vi€ I, x;: O — U; CR™ est une carte;
- Fo, ={(M, /)] M€ O, f € Fu} ~Uneco,Fu ;
— pour touti € I, ®; : Fo, — U; x V est de la forme :

(M, f) > (@i (M), Ai(M)(f)),
ot, YM € O;, A;(M) : Fyy —> V est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Remarque — il est courant d’appeler rang du fibré vectoriel la dimension k de sa fibre type.

On peut voir un fibré vectoriel au-dessus de M et de fibre type V' comme une variété qui ressemblerait
localement au produit M x V', mais qui ne serait pas globalement difféomorphe a ce produit. A ce propos,
mentionnons que M x V est un exemple de fibré, que 'on qualifie de trivial.

Définition 2.7 (section d’un fibré vectoriel) Soit F un fibré vectoriel au-dessus de M et de fibre
type V' et notons w : F — M la fibration associée. Soit P C M une partie de M (un ouvert, unes
sous-variété...). Une section o de F au dessus de P est une application o : P — F telle que Uapplication
composée T o o coincide avec l'application identité de P dans lui-méme.

On note T'(P, F) l'ensemble des sections de F au dessus de P.

Autrement dit, si M € P, (M) = (M, (M)), ot (M) € Fy. Ainsi un champ de vecteur tangent sur M
est une section du fibré tangent TM, i.e. X(M) = T'(M,TM) et une p-forme différentielle sur M est
une section de APT* M, i.e. QP(M) = T'(M, APT* M).

2.3 A propos des notations

Nous pouvons généraliser les remarques faites au §1.2 au cas d’une variété : si x = (a!--.  2™) :
O — U C R™ est une carte locale, en chaque point M € O, les différentielles des fonctions coordonnées
al oo ™, clest a dire dxl, -+, dx™ constituent une base de T;: M. Nous utiliserons souvent cette base

et la noterons (dx!,--- ,dax™) (c’est a dire en omettant d’écrire I'indice M).

De méme, nous noterons
0 0
oxt’ 7 9xm

la base de Ty M qui est duale de (dx!,--- ,dz™), c’est a dire telle da’ (%) = 5;, pour tous les entiers
i et j tels que 1 < 4,5 < m. (Rappelons que le symbole de Kronecker 6;» vaut 1 si i = jet 0sii#j.)
Cette notation, oul les vecteurs sont notés comme des opérateurs différentiels, peut se justifier par le fait
que l'espace tangent admet une autre définition, équivalente a la premiére :



Définition 2.8 (espace tangent 2) Soit M une variété différentielle et M € M. Soit C*(M,R) l’en-
semble des applications de classe C' de M vers R. L’espace tangent & M en M est I’ensemble des dériva-
tions agissant sur C*(M,R) au point M, c’est a dire [’ensemble des applications linéaires D : C*(M,R) —
R, continues pour la topologie Ct, telles que Vf, g € C1(M,R),

D(fg) = (Df)g(m) + f(M)(Dg) (3)

(régle de Leibniz).

3 Tout sur le calcul différentiel extérieur

Nous allons voir quatre opérations qui jouent un role trés important dans le calcul différentiel extérieur :
I'image inverse par une application différentiable, la différentielle extérieure, le produit intérieur par un
champ de vecteur et l'intégration. Pour simplifier la présentation et les notations, nous supposerons
désormais que les formes différentielles considérées sont toutes de classe C*°, sauf mention contraire.

3.1 L’image inverse d’une forme différentielle

Soit M et N deux variétés, de dimensions quelconques (et différentes en général) et p : M — N une
application réguliére. Nous allons étendre ’opération

CoN) — C®(M)
f —  fop

en une opération
QPN) — QP(M)
o —  p*a,

pour tout 0 < p < n. Nous appellerons image inverse de a par ¢ ou tiré en arriére de a par
(nom peu élégant), ou encore pull-back de a par ¢ la forme p*a.

Définition 3.1 (image inverse d’une p-forme) Soit ¢ : M — N wune application réguliére et soit
a € QP(M). L’image inverse de o par ¢ est la p-forme p*a définie par :
WM € M, Yoy, - v, € TuM, (@ a)u(v, -+ ,0p) = gy (dou(vr), - -+, dou(vp)).
Observons premiérement que
Vfe QW) =C®WN), ¢"f=fop. (4)

Deuxiémement, en vertu de la régle de dérivation d’une fonction composée (VYN € N, (dfw(M) o dgpM) =
d(f © @)M)v
VfeCTWN), @™ (df) =d(fop) =d(¢"f). ()

Troisiémement :

Proposition 3.1 Soit ¢ : M — N une application réguliere et soit o € QP(M) et 8 € QI(M) (pour
1<p,g<m). Alors
e (N B) = (pa) A (e"B). (6)
En fait les propriétés (4), (5) et (6) caractérisent complétement limage inverse des formes différen-
tielles, i.e. la Définition 3.1 est équivalente & :

Définition 3.2 (image inverse d’une p-forme, variante) Soit ¢ : M — N une application régu-
liere. Alors DUopérateur d’image inverse par ¢ lunique opérateur linéaire

PWN) — QM)
o= e
qui satisfait les relations (4), (5) et (6).



En d’autres termes ¢* est le morphisme de (*(N), +, A) vers (Q*(M), +,A) (au sens ou (6) est vérifié)
dont action sur les fonctions et sur les différentielles de fonctions sont données respectivement par (4)
et (5).

Comment calculer I’image inverse d’une p-forme ?
La deuxiéme définition (3.2) donne en pratique des calculs plus courts : en utilisant d’abord (6) et (4),
on a

a= Y (g, 09)(@ dy") A A (@MY,

1<j1 < <jp<n
puis, en utilisant (5), qui entraine notamment ¢*dy’ = d(¢*y’) = d(y’ o ¢) = dyp’, on obtient
ra = Z (tjyegy 0 Q)P Ao AdipTP.
1<j1 < <jp<n
m 8ij

Il ne reste plus alors qu’a développer dp/ = Y™ | S2-da’ et utiliser le fait que le produit extérieur est
alterné pour obtenir la décomposition de ¢*o dans la base (dz'* A --- A dz').

Image directe d’un champ de vecteur
Dans ce qui suit, on doit impérativement utiliser un difféomorphisme.

Définition 3.3 (image directe d’un champ de vecteur) Soit o : M — N un difféomorphisme.
Soit X € X(M) un champ de vecteur. Alors l'image directe de X par ¢ est le champ de vecteur p, X €
X (N) défini par

INEN, (P X)(N) = dppr oo (X (07 (V)),

WeM, (gX)(p(M)) = dion (X (M)).

3.2 La différentielle extérieure

Nous allons & présent étendre 'application

d: QM) — QM)
f — df

en une application d : Q*(M) — Q*(M) appelée différenticlle extérieure, qui applique QP (M) sur
QP (M),

3.2.1 La différentielle extérieure sur un ouvert de R™

Soit p € N et a € QP(U), alors, si

o= Z ozil‘..ipdxil A Adx?r = Z ardz!,
I

1<ig < <ip<m
sa différentielle extérieure est la (p + 1)-forme do € QPF(U) définie par

do = Z do, ...q, Adz A A date :z:doq/\olazrl7 (7)
T

1<ig<--<ip<m

ol day,...;, = daj est simplement la différentielle de la fonction aj.



Proposition 3.2 (régle de Leibniz graduée) Soit U un ouvert de R™. Soit oo € QP(U) et g € QI(U),
alors
dlaNB)=daAp+(—1)Pandp. (8)

Théoréme 3.1 (dd = 0) Pour tout o € Q*(U), on a :

d(da) = 0. (9)
. ” .. O*F 9*f
La preuve de ce résultat repose sur l’identité : S0z — Faizda

3.2.2 Compatibilité entre la différentielle extérieure et ’image inverse

Théoréme 3.2 Soit U un ouvert de R™, V un ouvert de R™ et soit ¢ : U — V wune application
réguliere. Alors, pour toute p-forme a € QP(V), on a

(") = ¢* (dav). (10)

3.2.3 La différentielle extérieure sur une variété

Nous donnons deux définitions équivalentes de la différentielle extérieure sur une variété.

Définition 3.4 (différentielle extérieure) Soit M une variété, la différentielle extérieure est l’opéra-
teur d : (M) — Q*(M) tel que, pour toute p-forme o € QP (M) et pour toute carte locale x : O — U,
sionaa=>Y,ardz! sur O, alors

do = Zda[ Adx! sur O. (11)
I

Définition 3.5 (différentielle extérieure) Soit M une variété, il existe un unique opérateur linéaire
d: (M) — Q*(M), appelé différentielle extérieure, qui envoie QP (M) sur QPTH(M) et qui satisfait
les conditions suivantes :

(i) pour toute fonction f € QV(M), df est la différentielle de f ;
(i) pour toute fonction f € Q°(M), d(df) =0;
(i1i) Yoo € QP(M), VB € QI(M), d(a A B) =da A B+ (—1)PaAdp.

Toutes les propriétés satisfaites par la différentielle extérieure sur un ouvert de R™ s’étendent a une
variété.

Théoréme 3.3 Sur une variété M, la différentielle extérieure satisfait les propriétés suivantes :
Vo€ QP(M), d(da) =0,
Vo: M — N, Va € QP(N), d(¢*a) =" (da).
Pour terminer, un peu de terminologie :

Définition 3.6 Une forme o € Q*(M) est dite fermée si da = 0. Une forme a € Q*(M) est dite
exacte si il existe une forme g € Q*(M) telle que o = dp.

Le théoréme 3.1 (et sa généralisation sur les variétés formulée au théoréme 3.3) peut donc se reformuler
ainsi : toute forme extérieure exacte est fermée. La réciproque est vraie sur certaines variétés (il
s’agit du lemme de Poincaré, voir Section 3.5), mais est fausse en général.



3.3 Le produit intérieur par un champ de vecteur

Soit M une variété différentielle, X € X' (M) un champ de vecteur et o € QP(M) une p-forme. En
tout point M € M, nous considérons ’application

(txa)you (X Ja)y: (TuMP™H  — R
: (0nr o) — (X (M), vy ) (12)

qui est clairement (p — 1)-multilinéaire et alternée.

Définition 3.7 (produit intérieur) Pour toute p-forme a € QP(M) et pour tout champ de vecteur
X € X(M), on appelle produit intérieur de o par X et on note X _| a (ou parfois txa) la (p —1)-forme
sur M définie en chaque point M € M par (12).

On peut démontrer que le produit intérieur satisfait une propriété analogue a la régle de Leibniz graduée :

Proposition 3.3 Soit X € X(M) un champ de vecteur. Alors, Vo € QP (M), V3 € QI(M),

X J(anp)=(X Ja)AB+ (—1)Pa A (X IPB). (13)

3.3.1 Le flot d’'un champ de vecteur et la dérivée de Lie

A champ de vecteur X € X(M) nous pouvons associer le probléme dynamique :
dy
(1) = X(2(0), (14)
ol v est une application réguliere d’un intervalle I de R vers M. L’ensemble des solutions de (14) est
décrit par le couple (Ax,eX), ot {0} x M C Ax CR x M et

eX: Ay — M
(t,m) — e (m),

est caractérisée par : la « condition initiale » €' (M)|;=g = M et I'équation d’évolution
detX (M)
ot

L’ensemble de vie A x est défini comme étant le plus grand sous-ensemble de R x M sur lequel on puisse
définir e . 1l contient toujours un voisinage de {0} x M (une fagon de formuler le théoréme d’existence
locale de solutions & (14)). Dans le cas ot Ax = R x M, on dit que le champ de vecteur X est complet.

= X (X (w)) .

Définition 3.8 (dérivation de Lie) Soit X € X (M) un champ de vecteur sur une variété. Soit f €
C®(M), a € QP(M) ouY € X(M). Nous définissons leur dérivée de Lie par rapport & X par

Ixfi=lim o [foe™ —f], (15)
Lxa:= tlgr(l]% [(etx)*a—a} ) (16)
LxY := }13%% ("), Y —Y]. (17)

11 existe des formules trés utiles pour calculer chacune de ces dérivées. Si f € C*(M) :

Lxf = df(X) :Xde:Xigf

m
= (le signe Z est sous-entendu).
x

i=1

Pour la dérivée de Lie d'un champ de vecteur par un autre :



Théoréme 3.4 Soit X,Y € X (M) deuzx champs de vecteur, alors il existe un troisiéme champ de vecteur,

noté [X, Y] et appelé crochet de Lie ! tel que le commutateur de Lx et Ly soit la dérivée de Lie par rapport
a [X,Y]. Cest a dire : Vf € C®(M),

Lx (Lyf) — Ly (Lx f) = Lix [ (19)
De plus on a
[X,Y] = LyY. (20)
Rappelons aussi que, dans des coordonnées locales (z!,---,2™), si X = X'2: et Y = V.2 (le signe
>, est ici sous-entendu), alors
Y7 0X7\ 0
XY =(X" — Y — | —.
X, Y] ( 0z’ 8x1)8:ﬂ

Enfin pour la dérivée de Lie d’une forme différentielle par un champ de vecteur on a :

Théoréme 3.6 (formule de Cartan) Soit X € X (M) un champ de vecteur et o € QP(M) une p-
forme. Alors
Lyxa=X Jdda+d(X Ja), (21)

autrement dit, sur Q*(M), on a Uidentité Lx = (X 1)od+do (X ).
Signalons enfin une autre formule (belle et utile) due a Cartan :

Théoréme 3.7 (formule de Cartan) Soit X,Y € X (M) deux champs de vecteur et o € Q' (M) une
1-forme. Alors on a :
do(X,Y) = Ly(a(Y)) - Ly (a(X)) — a((X, Y. (22)

3.4 Intégrale d’une forme différentielle

3.4.1 Compléments préliminaires sur les variétés : 'orientation et le bord

Définition 3.9 Une variété M est orientée si on peut choisir un systéme de cartes dans lequel toutes
les fonctions de recollement @;; ont un jacobien positif.

Noter que cette définition est équivalente & définir une orientation de chaque espace tangent T\, M qui
dépend contintiment de M : celle telle que, pour chaque carte locale z : O — U C R™ et pour tout point
M € M, dxy : Ty, — R™ est un isomorphisme qui préserve l’orientation.

Pour la suite, nous notons :

RT = {t = (t17... ,tm) c Rm| tl S O} :] _ 00’0] % RWL—l.

1. A ce propos un résultat fondamental sur le crochet de Lie sur les champs de vecteur est :

Théoréme 3.5 Soient X,Y € X(M) deux champs de vecteur sur une variété M. Alors les deuz propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) [X,Y]=0;
(1) pour tout M € M et s,t € R tels que !X (e2¥ (m)) et e*¥ (e!X (m)) existent, on a :

etX (eSY(M)> —eY <etX(M)) . (18)
Autrement dit, en particulier, si [X,Y] = 0, alors les flots de X et de Y commutent et on peut noter
etX+sY(M) — 8tX (65Y(M)> — eSY (etX(M)>

sans ambiguité.
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Définition 3.10 (Variété différentielle avec bord) Une variété différentielle a bord M de dimension
m est un espace topologique équipé d’un atlas, c’est & dire un systéme de cartes locales x; : O; —
U CR™, oui el et

— chaque O; est un ouvert de M et la réunion U;c;O; est égale 4 M ;

— chaque U; est un ouvert de R™, c’est a dire l’intersection d’un ouvert de R™ avec R™ ;

— chaque application x; est un homéomorphisme ;

- 51 045 := 0; N O; est non vide, alors ’lhoméomorphisme @;; := x; o (mi)’1|xi(o”) est un difféomor-

phisme de x;(O;;) vers x;(O;;).

On dit que la variété est de classe C* si les applications de recollement ©ij (x;)~ 1

2:(055) — i(O45)
sont toutes de classe CF.

Soit OR™ = {(0,t%,--- ,t™)| (t2,--- ,t™) € R™~1} ~ R™~! On définit le bord de la variété M,
noté O M, comme étant I’ensemble des points M tels que, pour toute carte z; : O; — U; C R™, on ait
z;(M) € OR™. On montre alors que IM est également une variété différentielle, de dimension m — 1.

Si M est orientée, alors M est aussi orientée comme suit : d’abord nous orientons OR™ ~ R™~! en
décidant que, si (€1, -+, €y,) est la base canonique directe de R™, alors (ea, - - , €,,) est une base directe
de T,OR™ ~ R™~1, Puis, YM € OM, T},;0OM est muni de l'orientation induite par celle de JR™ par une
carte z|gr 1 OM N O — OR™. En d’autres termes, (% e L) est une base directe de T, OM.

’ Qxm™m

3.4.2 Intégrale d’une forme différentielle

Nous définissons U'intégrale d’une m-forme « sur une variété orientée M de dimension m (avec ou
sans bord) comme suit. Soit (O;,z;)ie; un atlas sur M (& valeursdans R™). Soit (x;);c; une partition
de I'unité sur M associée au recouvrement (O;);.; et, enfin, pour tout i € I, notons ¢; : x;(0;) — O;
I'inverse de x;. Nous posons alors :

Joo=3 [ v,

ot chaque forme 97" (x;c) est étendue sur R” par la valeur 0 en dehors de x;(0;) et Vintégrale [p... 7 (xic)

est, par définition,
¥; () == | filt)dt" - dt™, (23)
R™ R™
ol f; € C®(R™) est la densité telle que 9} (x;a) = fidt! A -+ Adt™ et Dintégrale de droite dans (23) est
une intégrale au sens de la théorie de la mesure (Riemann ou Lebesgue).

Le point capital est de vérifier que la définition (23) ne dépend pas du systéme de cartes, ni de la
partition de I'unité utilisée. Cela repose sur le fait que la formule qui permet d’exprimer I’'image inverse
d’une p-forme par une application est presque (modulo des questions de signe) la méme formule que celle
du changement de variable dans une intégrale multiple. Cela conduit d’ailleurs au résultat suivant :

Théoréme 3.8 Soit M et N deuz variétés différentielles orientées et de méme dimension m (avec ou
sans bord) et soit ¢ : M — N. Soit a € Q™(M). Alors

/M gp*a:/Na. (24)

Grace a (24) il est facile d’étendre la définition de l'intégrale d’une p-forme au cas d’une sous-variété
orientée S de dimension p, plongée dans une variété N de dimension quelconque. Soit j : & — N

I’application « inclusion », alors
/ = / jfa. (25)
s s
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Théoréme 3.9 (formule de Stokes) Soit M une variété a bord de dimension m et a € Qm~1(M).

Alors
/ az/ da. (26)
oM M

Grace a (24) ce résultat s’étend instantanément & une sous-variété S de dimension p d’une variété N :
soit j : & — N Dapplication inclusion et soit a € QP~1(N). Alors

(25) . 10 o (26 e (25)
/doz = /] (dav) (:)/d(j «) (:)/ (j ) ::/ !
S S S oS oS

3.5 L’homotopie et le lemme de Poincaré

Nous présentons ici une réciproque partielle au théoréme 3.1, & savoir que, sur certaines variétés,
une forme fermée est exacte. Noter qu’en général, une forme fermée n’est pas exacte. C’est le cas par

exemple de la 1-forme :
dy — yd d
a::wzlm it , ouz==z+1y
2 + 92 z
sur R?\ {0} ~ C*. En revanche, le résultat serait vrai pour une 1-forme fermée sur R? ~ C ou, plus

généralement, sur R™, comme le montre I’exercice suivant.

Exercice 3.1 Soit a € QY (R™) une I1-forme fermée, c’est a dire solution de da = 0. On note a =
St agdx®. Montrer que si on pose :

Ve e R™, f(z):= /01 iai(tm)a:idt, (27)
i=1

alors, on a o = df sur R™.

Définition 3.11 (homotopie différentielle) Soit M et M deux variétés et soit oo : M — N et
o1 : M — N deux applications régulicres. On dit que @ est réguliérement homotope a o1 s’il
existe une application réguliére :

appelée homotopie entre ¢y et @1, telle que :
(i) Yz € M, ®(0,2) = po(x) ;
(ii) Vo e M, ®(1,z) = ¢1(x).

Noter que la relation « est réguliérement homotope & » est une relation d’équivalence. Les classes d’équi-
valence s’appellent les classes d’homotopie.

Définition 3.12 (variété homotopiquement équivalente & un point) Soit M une variété différen-
tielle. On dit que M est régulierement homotopiquement équivalente a un point s’il existe un point My € M
tel que les applications Id : M — M (application identité) et 0 : M — {Mo} (application constante)
soient régulierement homotopes.

Nous remarquons que, si la variété M est connexe (ce qui est le cas ici), le point My peut étre échangé
avec n’importe quel autre point car, alors, deux applications constantes & valeurs dans M sont forcément
homotopes. Le lemme de Poincaré peut s’énoncer ainsi :

Théoréme 3.10 (lemme de Poincaré) Soit M une variété homotopiquement équivalente & un point.
Alors, toute forme différentielle sur M qui est fermée est exacte. C’est & dire : pour toute forme o €
OP(M), si da = 0, alors il existe une forme B € QP~1(M) telle que a = df.
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