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1 Exercice : variété symplectique

Soit M une variété de dimension 2n. On appelle forme symplectique sur M une 2-forme w € Q?(M) qui
satisfait les deux propriétés suivantes : (a) dw = 0; (b) en tout point M € M, 'application V +— V _| wy
est un isomorphisme de T,y M vers T, M. On dit alors que (M,w) est une variété symplectique.

(i) Sur R?" muni des coordonnées (x',--- 2™, p1, -+ ,pn), on considére la 2-forme w = dp; A dx® (ou

le signe >, est sous-entendu). Montrer que w est une forme symplectique.
Réponse — Pour tout V = v* a(z-i —|—wi6%_, V Jw = w;dx"—v"dp;, donc 'application V — V _I wy

est clairement un isomorphisme.

(i) Soit (M,w) une variété symplectique quelconque. Montrer que, pour toute fonction F € Q°(M), il
existe un unique champ de vecteur, que ’on notera X, tel que dF + Xp 1w = 0.
Réponse — C’est une conséquence de la propriété (b) : pour tout point M € M, il existe un unique
Xr(M) € TyM tel que Xp(M) Jw = —dFy,.

(iii) Dans le cas ot M = R?" et w = dp; A dx?, expliciter X = & a(zi + wia%- en fonction de F.
Réponse — Nous reprenons les calculs de la question (i). La condition sur Xp s’écrit 535 dx® +

g—gdpi + Yydx’ — E'dp; = 0. En en déduit que Xp = gzi 2. — oF 8?;,-'

(iv) Montrer que, sur une variété symplectique quelconque (M,w), pour toute fonction F € QY(M),

LXFw =0.
Réponse — On utilise la formule de Cartan : Lx,w = d(Xp Jw)+Xp Jdw =d(—dF)+Xpr 10 =
0.

Dans la suite, sur une variété symplectique quelconque (M,w), on définit le crochet de Poisson de deux
fonctions F, G € Q°(M) comme étant la fonction {F,G} € Q°(M) définie par {F,G} := w(Xr, X¢)-

(v) Calculer de deux fagons différentes (sans utiliser les coordonnées) la dérivée de Lie Lx, (Xp J w).
Réponse — Premiére fagon, en utilisant la régle de Leibniz pour la dérivée de Lie :

LX@(XF | w) = (LXGXF) Jw+ Xp (LXGw) = —[XF,Xg] dw+Xp 10= —[XF,X(;] Jw.
Deuxiéme fagon, en utilisant la formule de Cartan :
Lx,(Xr dw)=d(Xqg 4 (Xp dw))+Xe Jd(Xp Jw) =dw(Xp, Xq))+Xe J F(—dF) = d{F,G}.

(vi) En déduire une expression pour d{F, G}.
Réponse — d{F,G} = —[Xp, X¢| J w.
(vii) A partir de la question précédente, déterminer Xz .
Réponse — X(p g} = [Xp, X¢], par unicité de la solution de d{F,G} + [Xr, Xg] Jw = 0.

2 Exercice : transformée de Legendre

Soit V' un espace vectoriel réel muni d’un systéme de coordonnées linéaires z = (x!,---,z"). Pour
tout ouvert U C V et pour toute fonction f € C*>°(U) a valeurs réelles, on note U* I'image de U par
df : U — V*, et on définit, dans les cas ot cela a un sens, la transformée de Legendre de f comme étant
I'application f € C°°(U*) telle que

f(@) = (x,x) — f(z) =Tz’ — f(x), siT=df,. Voel, (1)



(i) Soit f € C*>°(U). A quelle condition sur les dérivées partielles secondes de f est-il possible de définir
localement la transformée de Legendre 7
Réponse — Cela est possible si, pour tout z € U*, il existe un unique = € U tel que T = df,. 1l
suffit donc que x — df; soit un difféeomorphisme. Cette propriété est vraie localement, en vertu du
théoréme d’inversion locale, si la différentielle de cette application est inversible. Cela siginifie que

la matrice hessienne (%)m est inversible.
Dans la suite nous supposerons que la transformée de Legendre de f € C*°(U) est bien définie.

(ii) Déterminer la transformée de Legendre, si elle existe, de f € C>°(R?) définie par f(z) = 1[(z!)? +

(2?)?]. Méme question pour f(z) = 1[a1(z')? + az(2?)?], ot a1, a2 € R.
Réponse — L’application @ — df, s’écrit ici (z!,2%) — zlda! + 22d2?, on a donc (T1,72) =
(z!,2?) et f(T1,72) = Tia’ — f(z) = (2)* + (2%)? — 3[(=")* + (2*)’] = 5[(@1)? + (72)°]-
Si f(z) = 3la1(z')?+az(2?)?], & — df, sécrit ici (2!, 22) — aya'da' +aza?dz?. Cette application
est inversible ssi a1 # 0 et as # 0. Alors f(Z1,T2) = a1(z')? + a2(2?)? — L[a1(2)? + az(2?)?] =
sla; @)? + 5= (@)

On note W := V@& R® V* @R, avec les coordonnées (z,y,7,y) = (a!, -+, 2"y, %1, -+ ,Tpn,y). On

introduit J*(V,R), 'espace des jets des fonctions définies sur V', muni des coordonnées (z,y, p) et de la

forme de contact § = dy — p;dx® et J*(V* R), I'espace des jets des fonctions définies sur V*, muni des

coordonnées (7,7, p) et de la forme de contact § = dy — p'dx;. On considére les applications

e %% —  JYV,R) ot T %% —  JYV* R)
(z,9,7,9) +— (2,9,7) (x,9,7,9) — (7,7,2)

(id est (z,y,p) ow = (z,y,T) et (T,9,P) o7 = (T, 7, x)).
(iii) Calculer 7*6 et 7*0. Que peut-on dire de la somme de ces deux formes ?
Réponse — 7%0 = dy — T;dx’ et 70 = dy — 2'dZ;. Donc %0 + 70 = dy + dy — Tyda* — 2'dz; =
d(y +7 — Z;x"). Donc 70 + 70 est exacte.
(iv) On considére la sous-variété H := {(x,y,7,7) € W; y +7 = (T,z)}, ou (T,x) := T;2° et on note
0' := 7*0|% et 0 := 7*0|3. Montrer que 0' + 6% = 0.
Réponse — La fonction y +7 — ;2% est constante sur H, par définition. Donc, d’aprés la question
précédente, 01 + 0% = (70 +70) |y = d(y +§ — Tiz') |y = 0.
(v) Montrer que les restrictions de 7w et ™ & H sont des difféomorphismes.
Réponse — L’inverse de 7|y est définie par (z,y,p) — (z,y,p, piz’ — y), Vinverse de 7|y par
(E’ ya ﬁ) — (pv T)lfi - ya E7 y)
(vi) Soit U C R™ et f € C>®(U). On définit la sous-variétée T' := (7|) " 0 1 f(U) et on pose w :=
dTy A -+ ANdE,. A quelle condition sur f a-t-on wW|r # 07
Réponse — On a j' f(U) = {(, f(2), df:); x € U}, done I' = {(=, f(2), dfa, (dfs, x) — f(2)); x €
U}. La condition w|r # 0 signifie que [(7]3) ! o j1]*@ # 0, id est

daf/\...Adafdet( an) #£0,

ozt ozxn oxixd

donc que la matrice hessienne de f est inversible. On retrouve la méme condition que celle trouvée
a la question (i) pour la transformée de Legendre de f soit localement définie.

(vii) On suppose que W|r # 0. Montrer (7| )(T") est le 1-graphe d’une fonction que 'on précisera (on
pourra montrer que 6| = 0).
Réponse — Comme 7|y est un difféomorphisme,

()™ o )00 = (1)) (wh) ™) 0" = G )" ((x) )" (wlae) "0 = (57f) "0 = 0.

Donc §|r = 0. Mais comme 61 + 6% = 0, on a aussi 6?|r = 0; donc (7|3)*0|r = dy — x'dz;|r = 0.



(viii)

La condition @|r # 0 signifie que nous pouvons localement paramétriser I' par les variables 7. Donc
il existe des fonctions &, 7, f définies sur un ouvert U* C V* telles que I' = {(£(Z), n(Z), T, f(T)); T

U*} Comme dﬂfxidf,;hﬂ =0, on a donc 0 = df — £idz; —&Mdz;, donc & = af . Finalement
= {(df, 2 8w — f(@),7, f(Z)); T € U*} et 'image de I par 7|y est image de j f7 le 1-graphe

de f.

Déduire de ce qui précéde une expression pour df et de la transformée de Legendre de f.

Réponse — En comparant les deux paramétrisations de T, on trouve que = = df~ et donc la valeur

de la transformée de Legendre de f en z = df. est 'z; — f(T) = 2° gfl (z) — [gj( Yzt — f(z)]

f(z). Donc la transformée de Legendre de f est f. On peut aussi déduire ce résultat du caractére
symétrique de notre construction :

f(a,

| TT|n
JYV,R) JHV*,R)
lef jlfT
U U*

3 Probléme : transformations de contact

On étudie des applications ® de J*(R,R) (ou d’un ouvert de J*(R,R)) dans lui-méme. On notera
(x,y,p) les coordonnées sur V’espace de départ de ® et (Z,7,p) les coordonnées sur l'espace d’arrivée

de ® et 0 := dy — pdz et 0 := dy —
®(x,y,p)

pdZT les formes de contacts sur ces deux espaces. On décomposera
= (&(z,y,p),n(x,y,p), ¥(x,y,p)). L'application ® est appelée une transformation de contact

s’il existe une fonction A de classe C*° qui ne s’annule pas et telle que ®*0 = ).

(i) Déterminer toutes les applications de contact ® telles que % = o

ag = 91 — (). On pourra d’abord éliminer

A et exprimer p en fonction des fonctions £ et 7 et de leurs derlvees7 puis exprimer ¥ en fonction
des deux autres fonctions. L’application ® est-elle définie partout ?
Réponse — L’hypothése signifie que £ et n ne dépendent que des variables (z,y). On écrit la

relation ®*0 — A\ = 0. Cela nous donne
On ¢ )dm+(—w§—A)d

0 =dn —¥dé — X\(dy — pdx) = (6—1/)—1-)\

En éliminant A\, on obtient

on 0§ 077 56 _0
dr Oz 8y 3y ’
d’ott 'on déduit que
oz T Pay

Pourvu que 85 + p 75 0, cela définit 1) en fonction des fonctions £ et 1. Cette condition sur ¥ est
nécessaire et sufﬁsante pour que ’application ® ainsi obtenue soit une transformation de contact.
1

On introduit I'espace de contact J*(R?,R) muni des coordonnées (x!, 22, 23; 2z; p1,p2, p3) et de la forme
de contact © := dz — pidz’ — padx?® — padx3. A toute paire (®,)\) comme précédemment, on associe

I'application ¥ : J}(R,R) — JY(R3, R

) définie par



(i)

(iii)

Calculer U*O. Montrer que toute transformation de contact ® qui satisfait I’hypothése 85 = 0 peut

étre décrite localement & I’aide d’une fonction f de trois variables réelles (z!, 22, 23).

Réponse — On a
U*0 = dn + pAdx — Mdy — d€ = dn — pdé — N(dy — pdx) = ®*0 — 0.

On voit donc que ® est une transformation de contact ssi ¥*© = 0. Si g—g = 0, alors, par le théoréme
d’inversion locale, la transformation (x,y,p) — (x,y,&(z,y,p)) est un diffeomorphisme local. Si T’
est I'image de W, on a donc dx! A dx? A dz3|r # 0 et on peut paramétriser I' par les coordonnées

(2!, 22, 23). La condition ¥*© = 0 entraine que I" est le 1-graphe d’une application f des variables

(', 2%, %) au dessus d’'un ouvert O € R3, id est

{((x7ya§an7_p)‘a)‘7w)a (JT Y, p) € U} = {(.I l‘ J} f(l‘ $ y L ) df(:r ,x2,13) )a (xl $ y L )E O}
En éliminant A on trouve que &(z,y,p), n(z,y,p) et ¥(x,y,p) sont définis implicitement par

r = !L‘l

- g2 5(1’7%19) = 2°
y N 7f(;p z2 IS) et T](‘r?y7p) = fa(xl7x27x3>
p = W b(a,y,p) = Hhta?a?)
Oou encore
0 = 2h(z,y.8x,y.p) + L (x,y.6(x,y.p))
n(x,y,p) = f(z,y,&(r,y,p)) et { Qe IS
@yp) = F@nd@v) e\ yo oy = Foy i)

On introduit la fonction H de quatre variables (z,y,T,7) défine par H(z,y,T,7) := f(z,y,T) — T,
otl f est la fonction obtenue & la question précédente. Montrer que le graphe de ® dans J!(R,R) x
JY(R,R), avec les coordonnées (z,y, p,T,y,D) est défini implicitement par le systéme d’équations

O0H = 0

— +p 3
o7 +p8y = 0

avec 67 H - ( (Sophus Lie). Montrer la réciproque.

Reponse — La réponse a la premiére question est immédiate en utilisant le résultat de la question
précédente et en remplagant (2!, 2%, 23) par (x,y,7). Montrons la réciproque. Soit H une fonction
satisfaisant les propriétés énoncées. Comme %—%I # 0, on peut utiliser le théoréme des fonctions

implicites et trouver une fonction f des variables (x, y, %) telle que H (z,y,T,7) = 0ssiy = f(z,y,T).
En dérivant la relation H(z,y, T, f(x,y,Z)) = 0 par rapport a z, on obtient

of

(.S (0,9, )) o (0,9, 7, [ (,0,7)) 9 ().

H
0= 2 (H(e, .7 fay 7)) = 22 "

ox ox

On montre de méme que ay + %’; gi =0et 8H + %I; gf: = 0. On en déduit que

o= OH  OH __OHOf OHOf 0H (0f  Of
“or Py T “ogor Yooy oy \oz Loy

et
o OH _OH __0HOf oH __OH (0f
“oz Yoy T Tagar Yoy ay oz P
On obtient ainsi une fonction f des variables (x,y,T) & partir de laquelle on peut produire une

transformation de contact comme suit (pourvu que % (% / %) #0).



On définit le sous-ensemble I' de J'(R,R) x J1(R,R) des points de coordonnées (z,y,p, T, 7, D),
dans lesquelles (p,7,p) sont des fonctions de (z,y,T) définies par 3 (ac Y, T) +pg—£(9c,y,f) =0,

Y= f(z,y,T) et p= %(w,y,f). Supposons que dx A dy A dp|r = —@ ( / )dx/\dy/\df #0,

alors I se représente localement comme le graphe d’une fonction ® = (f ,m, %) des variables (z,y, p).
De plus :

of of of

e+ Syl = O 4w+ o

9]
—dz +—d Ir=— !

dy — pcflr—df— Cﬂr— @(dy—pdw)\r.

8

On retrouve bien ainsi que ¢ est une transformation de contact.

(iv) Qu’obtient-on pour H(z,y,Z,§) =y +7y — Tz ?
Réponse — Appliquant les relations obtenues a la question précédente avec H on obtient les
relations p =7, p =z et y + §y — 2T = 0. On retrouve les relations qui définissaient la transformée
de Legendre de I'exercice précédent. La transformation de Legendre est donc une transformation
de contact.

4 Exercice : formes de contact et théorie de Cartan—Kahler

L’espace J1(R% R) est muni des coordonnées (2, 22, y, p1, p2), de la forme de contact § := dy—p;da! —
padx? et de la 2-forme w := dx' A da?. On considére le systéme différentiel extérieur

9'1“ =0 N d9|r =0 N w|r 7’5 0 (2)

(i) Le systéme (2) est-il fermé ? Quelle est la dimension des solutions I" de (2) ?
Réponse — Ce systéme est fermé. Les conditions f|r = 0 et df|r = 0 entrainent que dimI" < 2, la
condition w|r # 0 entraine que dimI" > 2, donc dimI" = 2.

(i) Soit M € JL(R% R) et Gry(0;w) := {E C Ty J*(R%,R); Oy|g = dfy|r = 0,wyu|r # 0}. Donner une
paramétrisation de Gry(0;w). En déduire sa dimension 7(y).
Réponse — La condition w|r # 0 entraine que tout élément E dans Gry(0;w) est un graphe au

dessus du plan des (z',2?). On peut donc trouver une base (uy,us2) sous la forme

7] 0 7 0 0 7] 0 0

et
O 1+y18y+p118p Jrp12ap1 Uz = o 2+y28y+p218p erzzapl

up =

Les conditions f|r = 0 et df|r = 0 se traduisent par :

0(u1) = 0 Y1 = m
0(us2) = 0 <= Y2 = D2
df(ui,u2) = 0 piz2—p2a1 = 0

On obtient trois relations indépendantes sur les six parameétres (y1, p11, P12, Y2, P21, P22) donc rd) =
6—3=3.

(iii) Ecrire le premier systéme polaire (complet) en un point pour un vecteur u; satisfaisant (da*(u1), dz?(uy)) =
(1,0). Expliciter les solutions de ce systeme
Réponse — A nouveau on note u; = 611 + ay +p11 8p1 + P2y ap La premiére équation polaire

est dy(u1) = p1dz*(uy)+pada®(ur) = pi. Les solutions sont donc uy = 52+ +plny —&—puafpl +p12871'
(iv) Ecrire le premier systéme polaire réduit et déterminer son rang sj,.
Réponse — Le premier systéme polaire est dy = 0, son rang est 1, donc s, = 1.

(v) Ecrire le deuxiéme systéme polaire réduit et déterminer son rang sj + sj.
Réponse — On a u; _ df = dp; —py2dz?, donc le deuxiéme systéme polaire est : dy = 0 et dp; = 0.
Son rang est deux, donc s} = 1.



(vi) Dire si le systéme est involutif, conclure.
Réponse — Nous effectuons le test de Cartan :

X
X | X

Il reste trois cases vides, cela coincide avec (1. Donc le systéme étant fermé et le test de Cartan
étant positif, le systéme est involutif.



