
Université Paris 7 - Denis Diderot MT1 - Groupe D / 2009-2010Corrigé de l'examen du 8 janvier 2010Sujet du groupe D (ours par F. Hélein, TD par J. Deserti, I. Kharroubi, J. Sohier et M. Stienon)Durée : 3 heures. Les douments sont interdits, téléphones portables et alulatries sont interdits.Exerie 1. Questions de ours1. 1) Énoner le théorème de Rolle.Soit a < b et f : [a, b] −→ R une fontion ontinue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[. Alors si
f(a) = f(b), on a :

∃c ∈]a, b[, f ′(c) = 0.1. 2) Caluler les dérivées partielles ∂f/∂x et ∂f/∂y de la fontion f dé�nie sur ]0, +∞[ × R par :
f(x, y) = yx.On prend y ∈]0, +∞[ et x ∈ R (ar on ne peut dé�nir la puissane réelle d'un réel y que si y estpositif). Alors f(x, y) = ex log y. Cette fontion admet des dérivées partielles ar l'exponentielleet le logarithme son dérivables.

∂f

∂x
= (log y)ex log y = (log y)yx

∂f

∂y
=

x

y
ex log y = xyx−1.Exerie 2.On note P (x) = x6 − 1 et Q(x) = 1 + x + x2 + x3 + x4 + x5.2. 1) E�etuer la division eulidienne de P par Q.

x6 −1 x5 + x4 + x3 + x2 + x2 + x + 1

−[x6 +x5 +x4 +x3 +x2 +x] x − 1

−x5 −x4 −x3 −x2 −x −1Don P (x) = Q(x)(x − 1).2. 2) Fatoriser le polyn�me Q dans C (en partiulier, on donnera ses raines dans C).Comme P (x) = x6 − 1, on sait (grâe au ours) que les raines de P sont les raines sixièmesde l'unité. Notons θ := eiπ/3, alors
P (x) = (x − 1)(x − θ)(x − θ2)(x − θ3)(x − θ4)(x − θ5).On déduit de la question préédente que les raines de Q sont :

{1, θ, θ2, θ3, θ4, θ5} \ {1} = {θ, θ2, θ3, θ4, θ5}.Don
Q(x) = (x − θ)(x − θ2)(x − θ3)(x − θ4)(x − θ5).Exerie 3.Dans l'espae vetoriel R

3, on onsidère le sous-espae F et le sous-espae G dé�nis par� F = {(x, y, z) ∈ R3 / x + 2y + z = 0 et 3x − y − z = 0 }.� G est engendré par la famille de veteurs (v1, v2, v3) où v1 = (1,−1, 2), v2 = (4,−1, 3) et v3 = (1, 2,−3).
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3. 1) Véri�er que F est un sous-espae vetoriel de R et déterminer une base B1 de F ; en déduire la dimension de F .
F est dé�ni par deux équations linéaires homogènes : il est don faile de montrer qu'uneombinaison linéaire de deux veteurs dans F est enore dans F . Don F est un sous-espaevetoriel de R3. Cherhons une base de F : on résoud le système

{

x + 2y + z = 0

3x − y − z = 0
⇐⇒

{

2y + z = −x

−y − z = −3x

⇐⇒
{

y = −4x

−z = −7x
⇐⇒

{

y = −4x

z = 7x
,si bien que (x, y, z) = x(1,−4, 7). Don une base de F est B1 := {(1,−4, 7)} et dimF = 1.3. 2) Montrer que G admet pour équation x − 5y − 3z = 0.Une méthode possible est de partir du fait qu'un veteur (x, y, z) est dans G si et seulementsi il existe des oe�ients λ, µ, ν tels que (x, y, z) = λv1 + µv2 + νv3 et d'éliminer λ, µ, ν, pourobtenir que (x, y, z) doit satisfaire la relation x− 5y − 3z = 0. Cela revient à étudier le système







x = λ + 4µ + ν

y = −λ − µ + 2ν

z = 2λ + 3µ − 3νUne autre méthode, qui néessite moins de aluls (et qui permet de répondre à la questionsuivante ave aussi très peu de aluls) est la suivante :a) on véri�e d'abord que le rang de (v1, v2, v3) est supérieur ou égal à 2, ar si on hoisit deuxveteurs dans {v1, v2, v3}, on s'aperçoit qu'ils sont linéairement indépendants. Don dimG ≥ 2.b) on véri�e ensuite que v1, v2 et v3 sont tous les trois solutions de l'équation x − 5y − 3z = 0,e qui est immédiat. Qu'est-e ela signi�e géométriquement ? que les veteurs v1, v2 et v3 sontontenus dans le plan d'équation x−5y−3z = 0 et don que G est inlus dans le plan d'équation
x − 5y − 3z = 0. Don dimG ≤ 2.De es deux informations, on déduit que dimG = 2.Attention : beauoup d'étudiants se sont ontenté de véri�er que v1, v2 et v3 sont des solusionsde l'équation x − 5y − 3z = 0 ('est à dire b)). Cela veut juste dire que G est un sous-espaevetoriel du plan d'équation x− 5y − 3z = 0, mais ela ne su�t pas à montrer que G est égal àe plan !3. 3) Déterminer une base B2 de G ; en déduire la dimension de G.Il su�t de prendre (v1, v2) : es deux veteurs sont linéairement indépendants [dans le as oùl'on n'a que deux veteurs, 'est très simple à véri�er : il faut et il su�t que es deux veteurssoient non nuls et non ollinéaires℄. Comme on a montré que dimG = 2, B2 := {v1, v2} formedon une base de G.3. 4) Soit F la famille de veteurs obtenue en réunissant B1 et B2. Montrer que F n'est pas un systèmelibre.On peut prendre B1 = {w}, où w := (1,−4, 7) (question 3.1) et B2 := {v1, v2} = {(1,−1, 2), (4,−1, 3)}(question 3.3). Don F = {v1, v2, w}. Il su�t pour répondre positivement à la question de trou-ver des réels λ et µ tels que w = λv1 + µv2 ; (λ, µ) = (5,−1) onvient.3. 5) Déterminer si la famille F est génératrie de R

3 ou non.Comme F est omposée de 3 veteurs et dimR3 = 3, F est une famille génératrie de R3 si etseulement si 'est une famille libre. Or on a vu à la question préédente que F n'était pas unefamille libre. Don F n'est pas une base de R3.Exerie 4.Déterminer les limites suivantes :(a) lim
x→+∞

(

√

x2 + x + 2 − x
) 2



On doit étudier la di�érene entre deux quantités qui tendent vers +∞. On érit
√

x2 + x + 2 − x =

√

x2

(

1 +
1

x
+

2

x2

)

− x = x

(

√

1 +
1

x
+

2

x2
− 1

)

.On s'est maintenant ramené au produit de x, qui tend vers +∞ par une quantité qui tend vers 0.Pour mieux omprendre omment se omporte ette dernière quantité, on pose t = 1
x
, qui tend vers0 et on étudie la fontion f dé�nie par f(t) =

√
1 + t + 2t2 au voisinage de 0. Cette fontion estontinue et dérivable au voisinage de 0 (et même sur tout R). Sa dérivée est :

f ′(t) =
1 + 4t

2
√

1 + t + 2t2et vaut f ′(0) = 1

2
en 0. Maintenant on remarque que par ailleurs

f ′(0) = lim
t→0

f(t) − f(0)

t − 0
= lim

t→0

f(t) − 1

t
= lim

x→∞
x

(

f

(

1

x

)

− 1

)

= lim
x→∞

x

(

√

1 +
1

x
+

2

x2
− 1

)

.Don
lim

x→+∞

(
√

x2 + x + 2 − x
)

= f ′(0) =
1

2
.Une autre méthode est possible : on érit

√
x2 + x + 2−x =

(
√

x2 + x + 2 − x)(
√

x2 + x + 2 + x)√
x2 + x + 2 + x

=
(x2 + x + 2) − x2

√
x2 + x + 2 + x

=
x
(

1 + 2
x

)

x
(√

1 + 1

x
+ 2

x2 + 1
)et on retrouve le même résultat.(b) lim

x→0
(x2 + x) ln(x2)On a (x2 +x) log(x2) = 2x2 log x+2x log x. Or limx→0 x log x = limx→0 x2 log x = 0, don la limiteque l'on herhe est 0.() lim

x→+∞

(

e−
√

ln x cos x arctan x
)D'une part limx→+∞ log x = +∞, don limx→+∞ e−

√
log x = 0. D'autre part les fontions cos et

arctan sont bornées :
∀x ∈ R, | cos x| ≤ 1, | arctanx| ≤ π

2
,don ∣∣

∣
e−

√
ln x cos x arctan x

)

∣

∣

∣
≤ π

2
e−

√
log x. La limite reherhée est don 0.(d) lim

x→2

x3 − x2 − x − 2

x3 − 6x2 + 12x − 8On remarque que le numérateur P (x) := x3−x2−x−2 et le dénominateur Q(x) := x3−6x2+12x−8s'annulent en 2 qui est préisément la valeur vers laquelle tend x. On a don une forme indéterminée.On doit essayer de fatoriser P (x) et Q(x) par des fontions s'annulant en 2. Comme P et Q sontdes polyn�mes, il su�t d'en e�etuer les divisions eulidienne par x − 2 (et de reommener si elas'avérerait néessaire, e qui ne sera pas le as). Une première division eulidienne donne :
P (x) = x3 − x2 − x − 2 = (x − 2)(x2 + x + 1), Q(x) = x3 − 6x2 + 12x − 8 = (x − 2)(x2 − 4x + 4).Don, si x 6= 2, on a :

x3 − x2 − x − 2

x3 − 6x2 + 12x − 8
=

x2 + x + 1

x2 − 4x + 4
=

x2 + x + 1

(x − 2)2
.3



On remarque maintenant que le numérateur ne s'annule pas en 2, mais vaut 7. En revanhe ledénominateur s'annule en 2. Don la limite de ette fration lorsque x tend vers 2 sera singulière (etpourrait être ±∞). Mais omme la valeur du numérateur en 2 est 7 > 0 et omme le dénominateurest une fontion positive, ette limite ne peut être que +∞.Exerie 5.On onsidère la fontion f : R −→ R dé�nie par : ∀x ∈ R, f(x) = x3 − 3x.5. 1) Étudier les variations de f (en justi�ant e que vous érivez). Caluler les valeurs prises par fen 1, 2 et 3. Dessiner son graphe.La fontion f est C∞ puisqu'elle est polynomiale. Sa dérivée est f ′(x) = 3(x2−1) = 3(x−1)(x+1),elle s'annule don et hange de signe en −1 et 1. Le tableau de variations est omme suit :
x −∞ −1 1 +∞

f ′(x) + 0 − 0 +

2 +∞
f ր ց ր

−∞ −2et f(1) = −2, f(2) = 2 et f(3) = 18.
2

1

2

−2

Fig. 1 �5. 2) On note g la restrition de f à [1, +∞[. Montrer que l'image de [1, +∞[ par g est un intervallede la forme [α, +∞[, où α est un réel que l'on préisera. Montrer que g est une bijetion [1, +∞[vers [α, +∞[ et que l'appliation réiproque g−1 : [α, +∞[−→ [1, +∞[ est ontinue.D'après l'étude préédente, l'image de [0, +∞[ par f est [−2,∞[, don α = −2. Sur ]1, +∞[,
f ′(x) > 0 don f est stritement roissante sur et intervalle. Elle est également ontinue sur
[1, +∞[. Don g est une bijetion sur [1, +∞[ et son inverse est ontinue sur [−2,∞[.5. 3) Montrer que l'appliation g−1 est dérivable sur ]α, +∞[. Est-elle dérivable en α ?Comme g′(x) > 0 si x ∈]1, +∞[, g−1 est dérivable sur {y = g(x)| x ∈]1, +∞[} = g(]1, +∞[) =

]α, +∞[ et
(g−1)′(y) =

1

g′(g−1(y))
=

1

3(g−1(y)2 − 1)
.En y = α = −2, g n'est pas dérivable ar g′(1) = 0.4



5. 4) Déterminer les valeurs de la dérivée de g− en 2 et en 18.On a remarqué à la première question que 2 = g(2) et 18 = g(3). Don
(g−1)′(2) =

1

g′(2)
=

1

f ′(2)
=

1

9

(g−1)′(18) =
1

g′(3)
=

1

f ′(3)
=

1

24
.Exerie 6.[On rappelle que 2 < e < 3.℄ On onsidère la fontion f dé�nie sur ]0, +∞[ par : f(x) = 4− ln x etla suite (un)n∈N dé�nie par :

[

u0 = 2

un+1 = f(un) .6. 1) Montrer que : 1 ≤ ln 4 ≤ 2. En déduire pour tout n ≥ 1 : 2 ≤ un ≤ 4.Sahant que la fontion exponentielle est roissante, montrer l'enadrement 1 ≤ log 4 ≤ 2 revientà montrer que :
e1 ≤ elog 4 ≤ e2 ⇐⇒ e ≤ 4 ≤ e2.Or

2 < e < 3 ⇐⇒
{

2 < e

e < 3
=⇒

{

4 ≤ e2

e ≤ 4
,d'où le résultat.A présent nous remarquons que f ′(x) = − 1

x
< 0 et don que f est une fontion déroissante.Don

∀x ∈ [2, 4], f(2) ≥ f(x) ≥ f(4) ⇐⇒ 4 − log 2 ≥ f(x) ≥ 4 − log 4.Mais omme log 2 ≥ 0 (ne serait-e que, par exemple, pare que 1 ≤ log 4 = log 22 = 2 log 2) etomme log 4 ≤ 2 (on vient de le montrer), on a les inégalités 4 ≥ 4− log 2 et 4− log 4 ≥ 4−2 = 2et don
∀x ∈ [2, 4], 4 ≥ 4 − log 2 ≥ f(x) ≥ 4 − log 4 ≥ 2.Don x ∈ [2, 4] =⇒ f(x) ∈ [2, 4]. A présent le deuxième résultat demandé, à savoir montrer quela suite un prend ses valeurs dans [2, 4] se montrer par réurrene en véri�ant que u0 ∈ [2, 4](immédiat, puisque u0 = 2) et en utilisant e qui préède.6. 2) Montrer que l'équation x + ln x = 4 a une solution et une seule dans ]0, +∞[ que l'on notera α.Enadrer α par deux entiers onséutifs.Soit g :]0, +∞[−→ R la fontion dé�nie par g(x) = x+log x. L'équation étudiée s'érit g(x) = 4.Pour montrer l'existene et l'uniité d'une solution de ette équation, il su�t de montrer quela fontion g est une bijetion de ]1, +∞[ vers son image et que ette image ontient 4. Orune étude montre que f est une fontion ontinue, dérivable, de dérivée f ′(x) = 1 + 1

x
> 0.En partiulier f est stritement roissante et est don une bijetion vers son image. Pourdéterminer f(]1, +∞[), on alule limx→0 f(x) = −∞ et limx→+∞ f(x) = +∞. On en onlutque l'image de g est R. Comme R ontient 4, 'est terminé. Soit don α ∈]1, +∞[ l'uniquesolution de g(x) = 4. On utilise le fait que 2 < e < 3 (rappelé dans l'énoné), qui entraine

log 2 < 1 < log 3. Don
g(2) = 2 + log 2 < 2 + 1 = 3 < 4 = g(α) = 3 + 1 < 3 + log 3 = g(3),qui implique 2 < α < 3 puisque g est roissante.6. 3) En appliquant le théorème des aroissements �nis à la fontion f , établir l'inégalité : |un+1 −

α| ≤ |un − α|/2. En déduire pour tout n ∈ N : |un − α| ≤ 2−n. Préiser la limite de la suite
(un)n∈N. 5



Réapitulons : nous savons que 2 ≤ un ≤ 4 et 2 ≤ α ≤ 4 (ar 2 < α < 3). De plus α est l'uniquesolution de :
x + log x = 4 ⇐⇒ f(x) = x.En�n f ′(x) = − 1

x
, don ∀x ∈ [2, 4], |f ′(x)| ≤ 1

2
. Nous appliquons maintenant le théorème desaroissements �nis à f entre α et un :

∃c entre α et un, f(un) − f(α) = f ′(c)(un − α).Compte tenu du fait que f(α) = α et un+1 = f(un), ela est équivalent à un+1−α = f ′(c)(un−α)et entraine que
|un+1 − α| = |f ′(c)||un − α| ≤ |un − α|

2
,ar 2 < c < 4 et don |f ′(c)| ≤ 1

2
. En utilisant le fait que |u0 − α| = |2 − α| ≤ 1 (à ause de

2 < α < 3), on en déduit par une réurrene immédiate que |un − α| ≤ 2−n. Don un onvergevers α lorsque n → +∞.6. 4) Déterminer le signe de un+1 − α

un − α
. La suite (un)n∈N est-elle roissante ? déroissante ?Nous avons utilisé à la question préédente le théorème des aroissements �nis pour obtenir
un+1 − α

un − α
= f ′(c) = −1

c
< 0.Cela signi�e que un est alternativement à gauhe et à droite de α (puisque un − α hange designe à haque itération). La suite n'est don ni roissante, ni déroissante.
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