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Topologie des espaces vectoriels de dimension finie

1 Espaces vectoriels normés

1.1 Définitions
Soit E un espace vectoriel sur R.

Définition 1 Une application N : E — R est une norme ssi
1. Vzx € E, VA € R, N(Az) = |A\|[N(x) (homogénéité)
2. Ve,y e B, N(x+y) < N(z)+ N(y) (inégalité triangulaire)
3. Vx € E, N(x) >0 (positivité)
4. VexeE, Nz) =0 <= x =0 (définie).
Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé (en abrégé : « EVN »).
Ezxemples :
a) L’espace vectoriel E = R muni de 'application « valeur absolue » z +—— |z|.
b) L’espace vectoriel E = C ~ R? muni de Papplication « module » z +— |z|.
c) Tout espace vectoriel euclidien (FE,(-,-)) muni de la norme N(z) = ||z|| := /{(x,z) est un

EVN.
d) Pour tout a,b € R avec a < b, l'espace vectoriel E' = C*°([a,b]) muni de la norme :

b

flloo == sup |f@)], [Iflla = / f(2)? da
z€[a,b] a

ou encore de la norme :

b
171l :=/ ()] da

est un espace vectoriel normé.

1.2 Les normes usuelles sur R"

Pour tout x € R™, on note :

lzllr = [zl +- - 4 [

lzlla = /(212 + -+ (2n)?

|2lloo := max(|z1],-- - [2n]).
FEzercice — Vérifier que || - ||1, || - ||2 et || - ||co sOnt des normes sur R™.

Définition 2 Soit E un espace vectoriel réel. Deux normes Ny et Ny sur E sont dites équiva-
lentes ssi dc, C' > 0 telle que

Ve e E, cNi(z) < Nao(x) < CNi(z).

Proposition 1 La relation définie précédemment entre les mormes sur un espace vectoriel est
une relation d’équivalence.



Démonstration — Exercice.
Proposition 2 Sur R" les trois normes || - [|1, || - [|2 et || - |0 SONt €quivalentes.

Démonstration — On va démontrer que Vo € F,

|2]loo < [lll2 < [l]ly < nfl]]oo- (1)
1.
|2lloo = max([z1],---, |2n])
= J|x;| (o j est tel que |z;| = ||z]|o)
< V@)t (@n)? = |zl
2.

= (x1)>+ -+ (z0)?
< |x1‘2—|—"’+‘$n|22+221§i<j§n |||
(2] + -+ [zal)® = [|2][}-

ll13

Done [|z[|2 < |||

3.
lzl[i = =21+ + |2
< nmax(|zi],- -, |za|)
= nl|z[|oo-

Définition 3 Si (E, N) est un espace vectoriel normé, alors l'application

d: ExE —R
(z,y) +— N(@-y)

est appelée la distance associée a N.

Proposition 3 On a Vz,y,z,a € E,

1. d(z,y) = d(y, =)

2. d(z,z) < d(z,y) +d(y, z) (inégalité triangulaire)
3. d(z,x) =0 et d(z,y) =0 ssix =y
4. d(

x4+ a,y+a) =d(x,y) (invariance par translation)
Démonstration — Exercice.

Définition 4 Soit (E, N) un espace vectoriel normé, a € E et r € [0,400].
1. La boule ouverte de centre a et de rayon r est :
B(a,r) :={z € E| d(z,a) <1}

(remarque : B(a,0) =0)
2. La boule fermée de centre a et de rayon r est :

B(a,r) :={z € E| d(z,a) <71}

(remarque : B(a,0) = {a}).



Remarque — Pour tout sous-ensemble B de E et pour tout a € E on note a+B := {a+z| z € B}.
Alors on a B(a,r) = a+ B(0,r) et B(a,r) = a+ B(0,r). De plus on a toujours B(a,r) C B(a,r).

Exemples de boules : (i) dans R, on a :
B(a,r) =la —r,a+7r] et B(a,7)=la—ra+7]
(i) Dans R", comme ||z||oo < ||2||2 < ||z||1 < n|]Z||c0, o0 & :
By (a, %) C Bi(a,r) C Ba(a,r) C Boo(a,r)

(et les inclusions similaire pour les boules fermées), voir la figure.
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F1G. 1 - Les boules Bo (0,3) C B1(0,1) C B2(0,1) C Bo(0,1) dans R?

1.3 Limites
On se place dans un EVN (E, N).

Définition 5 Soit (ug)ren une suite dans E et £ € E. On dit que la suite u; converge vers
{ pour la norme N ssi

lim N(ux—¥¢)=0.

Proposition 4 Soit (ug)ren et (u))ren deux suites de E qui convergent respectivement vers £
et ¢’ pour la norme N, alors, pour tout X\, p € R, la suite Auy, + pu), converge vers M+ put’.

Démonstration : Exercice.

Exemples a) Dans (R", || - ||2) une suite up = (up 1, , ukpn) converge vers £ = ({1, -- ,{y) ssi

lim (uk71 — 61)2 + -+ (uk,n — fn)Z = 0.
k—4o00
b) (Exemple important pour la suite!) Dans (R", || - ||o) une suite uy = (ug1,- - -, ukn) converge
vers £ = ({1, -+ ,4y,) ssi

limp 400 SUP <j<py [tk,i — £il =0

<~ Ve>0,3IN >0,Vk €N, k>N = supjcic, |up; — 4| <e¢
& Ve>0,3N >0,Vk €N, k>N = Vie[l,n],|up; — 4| <e
<~ Ve>0,IN>0,Vie[l,n],VEkeN, k>N = |uy, — ;| <e¢
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Donc on a en particulier limy_, o ug; = 43, Vi € [1,n]. Réciproquement, si chaque composante
(ug,i) ey de la suite converge vers ¢; dans R, alors on a, pour tout i € [1,n],

Ve >0,3IN; >0,Vke N, k>N, = |up; — Ui <e
et en posant N := max(Ny,---,N,), on a alors :
Ve >0,3IN >0,Vk e N,Vie [1,n], k>N>N;, = |ug, — ;| <e;
c’est a dire ug — £ dans (R", || - ||oc). Nous en déduisons ce qui suit.

Lemme 1 Une suite (ug)ken de R™ converge vers £ € R™ pour || - ||oc ssi chaque composante
(ugi)ken de la suite converge vers ¢; dans R.

Théoréme 1 Soit E un espace vectoriel et N1 et No deux normes sur E. Alors si N1 et No sont
équivalentes, pour toute suite (up)reny de E et pour tout £ € E,

lim wup=4¥¢ pour Nl} = [ lim up=4£¢ pour Noy

k—+o00 k—+o00
Démonstration — Montrons que, si uy, — ¢ pour Nj alors up — ¢ pour Ny (la preuve dans
Pautre sens est identique). Puisque Ny et Ny sont équivalentes, en particulier : 3C > 0,

Ve € E, Ny(x) < CNy(z). (2)

Or la convergence up — £ pour Nj signifie que :

Ve’ >0,IN >0,VkeN, k>N = Ny(u,—¥) <¢. (3)
Nous en déduisons la convergence pour Ns : Ve > 0, soit €’ := ¢/C' et appliquons d’abord (3) :

AN >0,VkeN, k>N = Ni(u,—¥) <€,

qui entraine par (2) que : No(up — ) < CNy(up — ) < Ce’ = ¢. Donc up — £ pour No.

Corollaire 1 Soit (uy)ren une suite de R™ et £ € R™. Alors les propriétés suivantes sont équi-
valentes.

1. uy converge vers £ pour || - ||1
2. uy, converge vers £ pour || - |2
3. uy converge vers £ pour || - ||co

4. Vi€ [1,n], la suite ug,; converge vers ¢; dans R.

Démonstration — On sait déja, grace au Lemme 1, que les propriétés 3. et 4. sont équivalentes.
Quand a I’équivalence entre les trois premiéres propriétés, elle provient de la proposition 2 (les
normes || - |1, || - ||2 et || - ||co sOnt équivalentes) et du théoréme précédent.

1.4 Continuité
Soit (E, N) et (E’', N') deux EVN. Soit A un sous-ensemble de F et f : A — E’ une application.
Définition 6 Soit xg € A, on dit que f est continue en x( ssi

Ve >0,3a>0,Vz € A, N(x—x9)<a = N'(f(z)— f(x)) <e.

Proposition 5 Soit E et E' des espaces vectoriels réels, A C E, xg € A et f: A — E' une
application. Si N1 et Ny sont deux normes équivalentes sur E et si Ni et N} sont deux normes
équivalentes sur E', alors f est continue en xg pour les normes Ny et N| ssi [ est continue en
xo pour les normes Na et Nj.

Démonstration — Exercice.



Exemples a) Si u € E’, 'application constante de E vers E’ qui, a tout x € F associe u, est
continue.

b) Toute application linéaire f de R? dans R? est continue pour la norme || - ||o, en tout point
(20, y0) de R? : identifions R? avec I’ensemble des matrices colonnes avec deux lignes et notons

R2 — R2

x L a b x

y c d y )
Nous commengons par établir des inégalités : V(x,y) € R?,

lax 4 byl laz| + |by

<
< |ajmax(|z], [y]) + [bjmax(|z], |y])
= (|l + [p[)max(]x], [y])

= (lal + DII(z, y)loo-

Et on montre de méme que |cx + dy| < (|¢| + |d|)||(z,¥)||o0. Donc

1 (@, 9)l oo max(|az + by, [cz + dy|)

< max(|a| + [b], ] + [d])[|(z, y)]]oo-
Et nous avons ainsi démontré que
(@, 9)lleo < Cll(2,9)l|oc, ot € :=max(|a| + [b],[c] + |d]). (4)

Donc, pour tout (zg,0) € R? et pour tout € > 0, posons a :=¢/C > 0, alors si nous supposons
que ||(x — z0,¥ — Y0)||oo < @, cela entraine (en utilisant (4)) que

1f(@,y) = f(zo, yo)lleo = I1f (& =m0,y — y0)lec < Cll(x =20,y = yo)lleo < Car=e.

Donc f est bien continue de (R, || - ||o) dans (R?,]| - ||s) en (2o, yo)-

Remarque — La méthode utilisée ici est tout a fait représentative des techniques habituelles
pour démontrer qu’une application est continue : on commence par démontrer une inéga-
lité (qui est ici (4)), puis on en déduit la continuité.

c) Applications linéaires entre espaces vectoriels normés

Proposition 6 Soit (E,N) et (E',N') deuz EVN et f : E — E' une application linéaire.
Alors, si f est continue en 0, elle continue sur tout E.

Démonstration — La continuité en 0 signifie que
Ve >0,3a >0,Vxr € E, N(x)<a = N'(f(z)) <e.
Cela entraine que, pour tout zg € F,
Ve>0,3a>0,Vzr € E, N(x—1x9) <a = N'(f(z)— f(x0)) = N'(f(z — x0)) <&,
donc que f est continue en xg.

Avant de donner d’autres exemples, voyons quelques propriétés simples qui permettent de fabri-
quer de nouvelles applications continues en combinant des fonction continues.



Proposition 7 Soit (E,N) et (E',N') deux EVN, AC E et f,g: A — E’ deuzx applications.
Soit xg € A. Alors si f et g sont continues en xg,

1. VA, n € R, Af + pg est continue en xg

2. sia: A — R est une fonction continue en xq, alors x — a(x)f(x) est continue en xg.

Démonstration — Exercice.

Proposition 8 Soit (E,N), (E',N') et (E",N") trois EVN, ACE et BCFE, f:A— FE
et g: B — E" deux applications telles que f(A) C B. Soit xo € A. Si f est continue en xq et
si g est continue en f(xg), alors go f est continue en xg.

Démonstration — Exercice.

Applications a valeurs dans R"

Proposition 9 Soit (E,N) un EVN, A C E et f : A — R" une application. Soit xg € A.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. f: A— (R™||-]]1) est continue en x
2. f: A— (R™||-||2) est continue en x
3. f:A— (R"||||lec) est continue en x

4. toutes les composantes de f: A — R™ sont continues en xg.

Démonstration — Cela est un corollaire de la proposition 2 et de la proposition 5.

Lien entre applications continues et suites

Théoréme 2 Soit (E,N) et (E',N') des espaces vectoriels normés, A C E et f: A— E' une
application. Soit xg € A. Alors

1. si f est continue en xqy, alors pour toute suite (“k)keN de A telle que limg_, oo up = Xo
dans (E,N), on a :
lim f(ug) = f(zo) dans (E',N’).
k—+o00
2. réciproquement si, pour toute suite (uy),cy de A telle que limy_ o up = xo dans (E,N),
on alimg_ 4o f(ug) = f(xo) dans (E',N'), alors f est continue en x.

Démonstration — Montrons d’abord 1 : la continuité de f en xg signifie que :
Ve >0,3a>0,Vz € A, N(z—z0) <a = N'(f(z)— f(z0)) <e.

Soit (ug),en une suite qui converge vers xg, alors, pour le a > 0 précédent, on peut trouver
N > 0 tel que :
VkeN, k>N = N(urp—z0) <a,

qui entraine, en vertu de la continuité de f, que N'(f(ug) — f(xg)) < €. Donc on a montré que
limy_ 1 oo ux = z¢ dans (E, N).

Pour montrer 2, c’est a dire la réciproque, on va prouver sa contraposée, a savoir que, si f n’est
pas continue en 1z, alors il existe une suite (uy) ken qui converge vers xo, mais qui est telle que
(f(ur))peyn ne converge pas vers f(zg). Pour cela nous commengons par supposer que f n’est
continue, ce qui s’écrit :

Jep > 0,Va > 0,3z € A, tel que N(z — z9) < a et N'(f(z) — f(x0)) > eo. (5)

lde sorte que 'application composée go f : A — E' existe



Nous utilisons (5) en particulier pour o = H—Lk:’ ou k € N : cela signifie qu’il existe une valeur

x € A, que nous noterons uyg, telle que N(up — xp) < 1_+k et N'(f(ur) — f(xg)) > go. Alors la
suite (ug)cy ainsi construite converge vers xg. Mais la suite (f(ux)),cy ne peut pas converger
vers f(xzg) dans (E’, N') puisqu'on a N'(f(ug) — f(xg)) > eo.

Suite de la liste d’exemples
d) Applications linéaires de (R",|| - ||/~) dans un espace vectoriel normé. Notons

(e1,--- ,en) la base canonique de R™. Alors, pour tout x € R", I (zy, -+ ,z,) € R, z =
z1€1 + -+ - + zne, et done, en utilisant notament 1'inégalité triangulaire,

N(f(z)) = N(azif(er) + - +znflen))
< |331\N(f(€1))n+"'+\%\N(f(en))
S 4] (ZN(f(ei)))
sisn i=1
= Cllalloc, od Ci=) N(f(e:).

i=1

Donc f est continue en 0. En utilisant la proposition 6, on en déduit que f est continue en tout
point de R™.

e) Polynémes sur (R",||-||oc) — On continue a noter 1, --- , z, les coordonnées d’'un vecteur
x € R" dans la base canonique.

1. pour tout entier m € N et pour tout j € [1,n], la fonction

fr R — R

est le produit de la fonction linéaire & —— z; par elle-méme. Donc en utilisant la proposition
7 (notament le point 2) on montre que f est continue sur R™. Plus généralement, en
raisonnant par récurrence sur m et en utilisant le point de 2 de la proposition 7 on montre

facilement que f : x — x" est continue pour tout m € N.

2. plus généralement encore , on montre de la méme fagon et en utilisant la proposition 7,
que f:x+— z|" .-z est continue, pour tout (my,--- ,my,) € N™.
3. en utilisant le point 1 de la proposition 7, on montre que n’importe quelle fonction poly-

nomiale de R™ vers R, c¢’est a dire une fonction de la forme

mi m
L= E myomp Ty Ty s
(ma,+ ,mn)€EN"
ot les coefficients @y, ...m,, sont des constantes réelles toute nulles sauf pour (my,--- ,m,) €

M, ot M est un sous-ensemble fini de N™.

4. si f: R®™ — RP est une fonction dont chaque composante est un polynéme, alors elle est
continue de (R™, || - ||oo) dans (R?, || - ||c0)-

f) Si P est un polynéme d’une variable complexe, alors

CcC — C
z +— P(z2)

est continue. En effet, Re(P(z(z)) et Im(P(z(z)) sont des polynémes en (x,y), ol z = = + iy.



g) Soit f: R? — R une fonction définie par

o 2xy
B

fz,y) st (z,y) # (0,0) et £(0,0) = 0.
Alors est continue sur R?\ {0}, mais n’est pas continue en 0. Prouvons d’abord la continuité
de f sur R?\ {0}. Soit

g: R2\{0} — R\{0} — R
(z,y) +—— 2 +y° $2—iy2 .

Cette fonction est la composée d'une fonction polynomiale sur R? et de la fonction ¢t — 1/t de

R\ {0} vers R. Or nous savons que ¢ — 1/t est continue sur R\ {0}. Donc d’apreés la proposition

8, g est continue sur R? \ {0}. Enfin, comme f est le produit de g par la fonction polynomiale

(7,y) — 22y (qui, elle, est continue sur R?), f est bien continue sur R? \ {0}.

Voyons & présent pourquoi f n’est pas continue en 0. Raisonnons par l’absurde et supposons
que f est continue en 0. Alors, en vertu du théoréme 2, on devrait avoir : pour toute suite
(u)pen de R? qui tend vers 0 (pour la norme || - ||o), la suite (f(uy)),cy converge vers f(0).
Prenons une suite de réels non nuls (ay);cy, choisissons une valeur § € R et considérons la
suite uy = (ay cos @, aysin ). Alors limy_, oo ux = 0 et

2(ay cos)(agsind)  2ai cosfsinf
(a cos0)2 + (asinf)? az

Vk e N,  f(ur) = f(apcosf,arsinf) = = cos(26).
Donc limy_, 400 f(ur) = cos(26). Cette valeur est différente de f(0) = 0 dés que cos(26) # 0.
Donc f n’est pas continue en 0. On voit aussi sur cet exemple qu’il n’est pas possible de choisir

une valeur de f(0) pour faire en sorte que f soit continue en 0, car la limite de (f(uy));cyn dépend
du choix de 6.

Remarque — On comprend dans l’exemple précédent & quoi peut servir le théoréme 2 (no-
tament le point 1) : & démontrer qu’'une application f n’est pas continue en un point zg. Il suffit
pour cela de trouver une suite (u),cy qui tend vers xg mais telle que limy_, o f(ux) # f(0).
De méme on montre qu’il est impossible de prolonger de facon continue une fonction f en zq
en trouvant deux suites (ug)cn €t (Vx)zey qui tendent toutes les deux vers xg, mais telles que

limg— oo f (uk) # limg— 00 f(Vk)-

h) Le produit matriciel Nous considérons l'espace vectoriel M(n,R) des matrices carrées
réelles a n lignes et n colonnes. Une norme possible sur M (n,R) est donnée par

VA€ M(n,R), N(A):=nsupla;l.

7’7]
On peut montrer que (exercice!) :
VA, B € M(n,R), N(AB) < N(A)N(B).
On en déduit que I'application produit

Mn,R) x M(n,R) — M(n,R)
(A, B) —  AB

est continue (en utilisant sur M (n,R) x M(n,R) la norme N;j(A, B) := N(A) + N(B) ou bien
la norme N (A, B) :=sup(N(A), N(B))).



i) Ultime exemple : la norme elle-méme !
Si (E, N) est un espace vectoriel normé, application N : (E, N) — R est continue. Pour voir
cela, nous appliquons deux fois I'inégalité triangulaire : Vz,y € E,

N(y)=N(@+(y—=2)) <N(@)+Ny—z) = Ny —N(z)

N(z —y)
N(z)=N@y+((x—-y) <Ny +N@-y) = N()-Ny <N

(z—y)

IA A

d’ott 'on déduit que :

[N(z) = N(y)| < N(z —y).
Et a partir de cette inégalité, il est facile de montrer que N est continue sur tout E (exercice :
le vérifier).

Récapitulons les régles utilisées
pour enrichir la liste des fonctions continues

1. bien évidemment, toutes les fonctions continues d’un ouvert |a,b] de R dans R sont des
exemples de fonctions continues sur des sous-ensembles d’espace vectoriel de 'espace

2. la composée de fonctions continues est continue (pourvu que 'on soit dans le cadre des
hypotheéses de la proposition 8)

3. des combinaisons linéaires de fonctions continue sont continues (cf. proposition 7)

4. le produit d’'une fonction continue & valeurs dans un espace vectoriel par une fonction
continue & valeurs dans R est continue (cf. proposition 7).

Exercice Montrer que f : R? — R définie par
fla,y) = e log(1 +y?)
est continue sur R?.

1.5 Sous-ensembles ouverts et fermés

Soit (E,N) et (E',N') des expaces vectoriels normés, A C E et f : A — E'. Soit zy € A.
Commengons par observer que la propriété de continuité de f en zg :

Ve>0,3a >0, [VzeAd, N(z-—xz)<a = N(f(z)— f(z)) <¢]
peut se traduire en termes de « boules ouvertes » par :
Ve >0,3a >0, [VzeA, =€ B(xo,a) = f(z)ec B'(f(z0),¢)],

ou B(zg,a) :={z € E| N(z—x) < a} et B'(y0,¢) :={y € E'| N'(y—yo) < €}. On peut encore
écrire cette méme propriété :

Ve>0,3a >0, [f(ANB(zg, @) C B'(f(z0),e)],

o, pour tout sous-ensemble X C F, on note f(X) := {f(x)| z € X}. On peut enfin réécrire cela
en « inversant » f :

Ve > 0,30 >0, [ANB(xo,a)C [~ (B (f(z),e))],

o, pour tout sous-ensemble Y C E', on note f~1(Y) := {z € A| f(z) € Y}.



Fic. 2 — L’image inverse de B’(f(x¢),€) contient une boule B(zg, «)

LB (f(g) )

Ainsi on peut exprimer la continuité de f en xg en disant : « prenons n’importe quelle boule ouverte
B'(f(xq),g) dans E' centrée en f(xo) et considérons f~1 (B'(f(z0),€)), son image inverse par
f. Alors cette image inverse contient bien évidemment xo. Mais si (et seulement si), en plus, f
est continue en o alors on peut arriver & faire tenir une intersection AN B(xg, ) a lintérieur

de [~1(B'(f(w0),€)). »

Ici le caractére prodigieux d’une fonction continue, qui est souligné dans le terme « arriver
a faire tenir », est que la propriété décrite marche méme si € est trés, trés petit, car alors
F~H(B'(f(z0),¢)) ades chances d’étre lui aussi extrémement petit, si bien qu’on pourrait craindre
de ne plus avoir de place autour de zg a Pintérieur de f~1 (B’(f(z0),¢)). Hé bien, si f est conti-
nue en xg, il restera toujours un peu de place dans cet ensemble pour y loger une petite boule
AN B(zg,)!

Nous allons maintenant définir une notion propre & certains ensembles qui possédent cette pro-
priété géométrique : autour de chaque point contenu dans ce sous-ensemble, on peut loger une
boule centrée en ce point & l'intérieur du sous-ensemble.

Définition 7 Soit (E,N) un espace vectoriel normé. Une partie U C E est dite ouverte, ou
est appelée un ouvert de (E,N) ssi Vo € U, Ir > 0 tel que B(z,r) C U.

Exemples a) L’intervalle ]a,b[C R est ouvert, les intervalles [a,b], |a,b] et [a,b] ne sont pas
ouverts.

b) Pour tout espace vectoriel normé (E, N), pour tout a € E et pour r > 0, la boule ouverte
B(a,r) est un ouvert de (E, N).

c) Dans tout EVN (E, N), E et () sont des sous-ensembles ouverts.

Proposition 10 Soit (E,N) un espace vectoriel normé et U et V deux ouverts de E. Alors
UNV etUUYV sont ouverts.

Démonstration — Exercice.

Théoréme 3 Soit (E,N) et (E', N') deux espaces vectoriels normés. Soit U un ouvert de (E, N)
et f:U — (E',N') une application. Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

1. f est continue sur U
2. YV owvert de (E',N"), f~Y(V) est un ouvert de (E,N).
Démonstration — Montrons d’abord que 1 implique 2. Pour cela nous supposons que f est

continue sur U, nous considérons un ouvert V de (E’, N') et nous cherchons a montrer que
f~Y(V) est un ouvert de (E,N), cest a dire & montrer que, pour tout xo € f~*(V) on peut
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trouver une boule ouverte centrée en xq et contenue dans (V). Voici comment nous faisons :
comme V est ouvert et f(zg) € V, Je > 0 tel que B'(f(xp),e) C V. Et alors comme f est
continue en xg, da > 0 tel que

U N B(xg,a) C 1 (B'(f(20),¢)) C f~1(V).
Mais comme par ailleur U est ouvert, 3r > 0 tel que B(xg,7) C U. Donc
B(zg,inf(r, a)) = B(zo,r) N B(x,a) C U N B(xg,a) C f~HV).

Cela prouve que f~1(V) est ouvert.

Démontrons maintenant que 2 entraine 1. Pour cela nous supposons que f satisfait 2, nous choi-
sissons xg € U et nous cherchons & montrer que f est continue en zg. Soit € > 0 quelconque,
alors B'(f(xg),e) est un ouvert de (E’, N’), donc, puisque nous avons supposé la propriété 2,
FH(B'(f(z0),¢)) est un ouvert de (E,N). Exploitons cette derniére propriété avec le point
xo € f71(B'(f(x0),¢)) : cela entraine que Ja > 0 tel que B(xg, ) C f~1 (B'(f(xp),¢)). Nous
avons ainsi montré la continuité de f en xg.

Suite de la liste d’exemples d’ouverts : ¢) Soit E un espace vectoriel réel et Nj et N deux
normes équivalentes sur E. Alors Va € E, Vr > 0, By, (a,7) :={z € E| Ni(vr —a) < r} est un
ouvert de (F, Na) (et vice-versa en échangeant Nj et Nj).

d) Sia € E, E\ {a} est un ouvert de (E,N).

Nous allons voir une propriété des sous-ensembles ouverts qui les caractérisent complétement :
I'idée n’est plus de regarder ce qu’est un ouvert, mais son complémentaire.

Théoréme 4 Soit (E,N) un espace vectoriel normé et U C E. Alors les deux propriétés sui-
vantes sont équivalentes.

1. U est ouvert

2. pour toute suite (uy)cy @ valeurs dans E\U, s’il existe £ € E tel que uy, tend vers £ dans
E, alorst € E\U.

Remarque — D’une maniére générale, si A C E et £ € F on dit que : « £ est une valeur
d’adhérence de A » ssi il existe une suite & valeurs dans A et qui converge vers ¢ dans E. Par
exemple, si A =]a, b] C R, il est évident que tous les points = contenus dans ]a, b] sont des valeurs
d’adhérence : il suffit de prendre comme suite la suite constante égale a x : elle prend ses valeurs
dans |a, b] et converge vers x. Mais ]a, b] admet une valeur d’adhérence supplémentaire : le point
a, qui n'est pas dans |a,b|. En effet il est facile de construire une suite a valeurs dans ]a, b] qui
converge vers a dans R. Ainsi I’ensemble des valeurs d’adhérence de |a, b] est [a,b]. Maintenant
nous pouvons paraphraser la deuxiéme propriété dans le théoréme en disant que toute valeur
d’adhérence de E'\ U est dans E \ U.

Démonstration — Montrons que 1 implique 2 par ’absurde : nous supposons qu’il existe une
suite (u),ey & valeurs dans E'\ U, qui converge vers £ € I dans (E, N) et que £ n’est pas dans
E \ U, autrement dit que ¢ € U. Et en méme temps nous supposons que U est ouvert. Cette
derniére propriété et le fait que ¢ € U entraine qu'il existe r > 0 tel que B(¢,r) C U. Mais
comme limg_. 1 up =¥,

AN >0, VkeN, k>N = N(ug—¥) <r.

Autrement dit up € B(¢,7) C U si k > N. Cela est en contradiction avec le fait que la suite
(uk)pen prend ses valeurs dans £\ U. Donc 1 implique 2.
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Pour établir la réciproque, & savoir que 2 entraine 1, Nous allons montrer sa contraposée. Nous
supposons le contraire de 1, & savoir que U n’est pas ouvert :

daeU, VYr>0, B(a,r)gU (6)

et nous cherchons & montrer le contraire de 2. Nous appliquons (6) avec r = 1, %, %, -+ Cela
entraine que, pour chaque valeur de k € N,

B(a,ﬁ) U <+ B<a,1+%>ﬂ(E\U)7é®,

et donc Juy € B(a, H—Lks) N (E\U). Cela implique d’'une part que N(u; —a) < H—Lk: et donc que
la suite (uy),cy converge vers a € U. Mais par ailleurs uy, prend ses valeurs dans E \ U. Cela
contredit 2.

Définition 8 Soit (E, N) un espace vectoriel normé. Un sous-ensemble F' de E est dit fermé
ssi U\ F' est ouvert, ou bien, de fagon équivalente, ssi toute valeur d’adhérence de F' est contenue
dans F'.

Exemples a) Les boules fermées B(a,r) := {x € E| N(z —a) < r} sont des fermés.
b) Dans (R", || - ||co) les « pavés » fermés [aj, b1] X - -+ X [an, by] sont des fermés.
c) Tout sous-ensemble fini {a1,--- ,a,} d’'un espace vectoriel normé est un fermé.

Proposition 11 Soient (E,N) et (E',N') des espaces vectoriels normés et f : E — E' une
application continue. Alors l’image inverse d’un fermé de (E', N") par f est un fermé de (E, N).

Démonstration — Soit F C E’ un fermé. Pour montrer que f~(F) est fermé nous considérons
une suite (ug) ey & valeurs dans f~(F) qui converge vers une limite £ € E dans (E, N) et nous
cherchons & montrer que ¢ € f~(F). Pour cela nous observons d’abord que la suite (f(ug))gey
est & valeurs dans F' et converge. En effet, puisque f est continue et (uy), oy converge,

i () = ] (k tim uk) — /().

Mais comme F est fermé, on doit avoir limg_, o f(ug) € F, c’est & dire f(¢) € F. Cela est
équivalent & ¢ € f~1(F). Donc f~}(F) est fermé.
1.6 Sous-ensembles bornés et compacts

Définition 9 Soit (E, N) un espace vectoriel normé et soit A C E. On dit que A est borné ssi
IR > 0 tel que A C B(0, R).

Définition 10 Soit (E, N) un espace vectoriel normé.

1. Soit (ug)ey une suite de E et a € E. On dit que a est une valeur d’adhérence (ou bien
un point d’accumulation) de (uy),cy 551

Ve >0,VgeN, FkeNtelque: k>q et N(ug—a)<e.

2. Soit A C E. On dit que A est une partie compacte de (E,N) ssi pour toute suite
(ur)pen de E telle que u, € A, Vk € N, il existe a € A qui est valeur d’adhérence de
(uk)pen (on dit aussi que « A posséde la propriété de Bolzano-Weierstrass »).
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Remarque — Autant la définition d’'une partie bornée est simple, autant celle d’une partie

compacte est difficile & comprendre. Cette derniére notion est néanmoins extrémement utile. Il

faut pour bien la saisir déja bien comprendre la notion de valeur d’adhérence d’une suite : elle

ressemble & la notion de limite, mais en est différente. Voici quelques exemples, dans R :

— si (ug)pen est une suite de R qui converge vers £, alors (ug ),y admet une et une seule valeur
d’adhérence, qui est ¢ (exercice : vérifier!)

~ la suite (uy)gey définie par uy = (—1)* ne converge pas. Mais elle a deux valeurs d’adhérence,
qui sont —1 et 1 (exercice : vérifier!)

~ la suite (ug)ey définie par u, = (—1)" + H—Lk: a deux valeurs d’adhérence, qui sont —1 et 1
(exercice : vérifier!)

— la suite (uy); ey définie par vy, = k n’admet aucune valeur d’adhérence (exercice : vérifier!)

— on rappelle que I'ensemble des nombres rationnels Q est dénombrable. Cela signifie qu’il existe
une bijection ¢ : N — Q. Alors la suite (uy),cy définie par up = (k) admet une infinité
de valeurs d’adhérence : a savoir tous les points de R sont valeurs d’adhérence! (exercice :
vérifier, en utilisant le fait que Q est dense dans R).

Théoréme 5 (Bolzano-Weierstrass) Dans (R",|| - ||oc), toute partie fermée et bornée est
compacte, c’est ¢ dire posséde la propriété de Bolzano—Weierstrass.

Remarque — Attention : dans certains livres on définit une partie compacte comme une partie
qui est fermée et bornée et le théoréme de Bolzano—Weierstrass est formulé en disant que « tout
compact posséde la propriété de Bolzano—Weierstrass ».

Démonstration — Nous nous contenterons de la preuve dans R?, la preuve en dimension supé-
rieure est similaire. Soit A une partie fermée et bornée de R? et soit (uy,) ke une suite a valeurs
dans A. Notons

S :={uk| ke N} C A.
Nous avons tout d’abord 1’alternative suivante :

1. soit S est un sous-ensemble fini et donc il existe au moins un point a € S qui est atteint
une infinité de fois par uy. Alors on vérifie aisément que a est valeur d’adhérence de la suite

2. soit S est de cardinal infini.

Plagons dans le deuxiéme cas, puisque dans le premier cas il n’y a plus rien a faire. Nous utilisons
le fait que A est borné : 3R > 0 tel que A C Bo(0,R) = [~ R, R] X [-R, R]. On procéde alors
par dichotomie et on divise le carré @ := [—R, R] x [—R, R| en quatre carrés plus petits :

[—R,0] x [-R,0], [-R,0] x [0,R], [0,R] x [~R,0] et [0,R] x [0, R].

Mais parmi ces quatres carrés il y en a au moins un (que nous appellerons Q1) tel que SN Q1 soit
infini. On divise ()1 en quatre sous-carrés plus petits et on recommence le méme raisonnement :
puisque S N @1 est infini, il existe au moins un petit carré Q2 parmi les quatre qui composent
@1 tel que S N Q2 soit infini. On réitére cette opération indéfiniment. A ’étape n on note
Qn = [an,bn] X [cn,dy] le carré ainsi construit. Nous avons obtenu une suite de carrés

QDQ1DQ22--DQnD -
telle que Vn € N, § N @, est infini. Ces inclusions se traduisent par les inégalités :
ap < apy1 <bpi1 <by et cp <cpyr <dpgr < dp.

Par ailleurs la construction par dichotomie entraine par une récurrence immédiate :

bp — ay R dp, — ¢ R
bnt1 — ant1 = 5 = on et dpt1—cpy1 = — = 0
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et donc les suites de réels (an),, oy et (by), oy sont adjacentes et les suites (cp,),,cn €t (dn),, ey SOt
adjacentes. Elles convergent respectivement vers x (pour a, et by,) et vers y (pour ¢, et d,). De
plus nous pouvons fabriquer une suite (z,,yn), oy telle que :

VneN, (zn,yn) €QnNS.
En particulier nous avons les inégalités
an <xp < b, et C’ngyngdn

et donc, puisque a,, et b, convergent vers x, on en déduit que z, converge vers . De méme
on conclut que y, converge vers y. Mais par ailleurs (x,,y,) prend ses valeurs dans A (puisque
S C A) : cest le moment d’utiliser le fait que A est fermé : cela nous garantit que (z,y) =
lim, o0 (Zn, yn) € A. Il ne reste plus qu’a montrer que (x,y) est valeur d’adhérence de la suite
(uk)pen, c'est a dire :

Ve > 0,Vqg € N,k € N tel que k > g et ||ux — (2,9)]]00 < €.

Pour cela, pour £ > 0, nous choisissons n € N tel que R/2"™ < £ et nous allons piocher wy
dans S N @Qn41 @ puisque cet ensemble est infini, méme en enlevant les ¢ premiéres valeurs
{uo,u1,--+ ,uq—1} de S, on a toujours {ug| k > ¢} N Qn41 # 0. Donc on peut trouver k > g tel
que ug € Qnt1. On peut montrer aussi facilement que (z,y) € @Qn4+1. Cela va nous permettre de
montrer que ||ux — (z,9)]|co < R/2™ < £. En effet nous observons que Q41 est une boule

Boo(at, R/2"T1)
pour la norme || - ||oo, centrée en un point a,,. Et comme uy et (z,y) € Qni1,
[, = (@, 9)lloo < llur = anlloo + [loan = (2, 9)llo < R/2™ + R/27F = R/2™.

Donc (z,y) est valeur d’adhérence de (ug)cy-

Un résultat bien pratique
Il est commode de formuler la propriété de Bolzano—Weierstrass d’une facon légérement différente.

Proposition 12 Soit (E, N) un espace vectoriel normé et A C E. Alors A est compact ssi pour
toute suite (uk)keN qui prend ses valeurs dans A, on peut en extraire une sous-suite (uw(k))

keN
qui converge vers une limite £ € A.

Démonstration — Supposons que A est compact et soit (ug) ken une suite a valeurs dans A.
Alors, d’aprés la définition d’un compact, il existe une valeur d’adhérence £ € A pour cette suite.
Cela signifie que :

Ve>0,VgeN, JkeNtelque: k>q et N(ug—¥{) <e. (7)

Nous appliquons cela pour toutes les valeurs ¢ = ol n € N afin de construire une suite ex-

1
1+n’
traite (u¢(”))neN qui converge vers ¢. Tout d’abord Zg utilisant (7) avec e = 1 et ¢ = 0, on obtient
qu’il existe k € N tel que N (ur—¢) < 1. On note alors ¢(0) := k. Puis on procéde par récurrence :
supposons que nous ayons défini u, gy, Up(1);***  Up(n), avec ¢ croissante et N (g () —£) < ﬁ?
pour m = 0,1,--- ,n. Nous appliquons alors (7) avec € = 1+—£+1 et ¢ = p(n) et nous notons
¢(n+1) la valeur de k ainsi obtenue. Il est alors immeédiat que (u¢(n)) est une vraie sous-suite

neN
(i.e. o est croissant) qui converge vers /.
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La réciproque consiste & montrer que si A C E est tel que, pour toute suite (ug);cy qui prend
ses valeurs dans A, il est possible d’en extraire une sous-suite qui converge dans A, alors A
est compact. Pour cela il suffit de démontrer que si une suite (uy),cy admet une sous-suite
convergente vers une limite ¢, alors ¢ est valeur d’adhérence de la suite. C’est trés simple :
soit (uso(n))n N la sous-suite qui converge, alors Ve > 0, Vg € N, on choisit n € N tel que
p(n) > q (c’est possible parce que ¢ est strictement croissant, donc lim, .. p(n) = +00) et
N(uw(n) — f) <e.

Corollaire 2 Soit (E,N) un espace vectoriel normé et A C E un sous-ensemble borné et
fermé. Alors pour toute suite (u),cy qui prend ses valeurs dans A, il est possible d’en extraire
une sous-suite (UV’(’“))keN qui converge vers une limite £ € A.

Théoréme 6 Soit (E,N) un espace vectoriel normé et A C E un sous-ensemble borné et
fermé. Soit f : A — R une fonction continue, alors

1. f est bornée, c’est a dire : l'image f(A) de f est un sous-ensemble borné de R

2. f atteint ses bornes, c’est a dire : sim :=infyca f(x) et st M 1= sup,c 4 f(x), alors Iz € A
tel que f(z) =m et 3T € A tel que f(T) = M.

Démonstration — Nous allons montrer que f est majorée, c’est a dire IR > 0 tel que f(x) < R,
Vo € Aet que M :=sup,c 4 f(x) est atteint. Le fait que f est minorée et que m := inf,c4 f(z) est
atteint se démontre de la méme maniére. Commengons par raisonner par ’absurde et supposons
que f ne soit pas majorée. Alors

VR >0,3x € A, f(x) > R.

En appliquant cela pour R = n, ot n € N, on construit une suite (x,),, .y de points de A telle que
f(xy) > n, ¥n € N. Or d’aprés le corollaire précédent, on peut extraire une sous-suite (xw(n))neN
qui converge vers une limite ¢ € A. Mais par ailleurs f est continue, donc la suite ( f (m<ﬁ(")))neN
converge vers f(£). Cela entraine que cette suite est bornée, ce qui est contradictoire, puisque

f(Zym)) = p(n), ¥n € N. Donc f est majorée.

A présent soit M := sup,c4 f(z) < 4+o00. Par définition, M est la valeur réelle telle que :
Vee A, f(z)<M] et [Ve>0,dxe€ A, telque: M —e < f(zx) < M].

Nous appliquons cela pour € = avec n € N : cela nous garantit I'existence d'un z, € A tel

1
1+n’
que M — 1+Ln < f(z,) < M. Toujours grace au corollaire précédent, nous pouvons extraire une
sous-suite (3390("))7161\1 qui converge vers une limite £ € A. Il ne reste plus qu’a passer a la limite,

lorsque n — 400 dans les inégalités :

ot
1+ p(n)

en utilisant la continuité de f. Cela nous donne M < f(¢) < M, donc f(¢) = M. Donc M est
atteint.

Voici une premiére conséquence des résultats précédents sur les compacts.

Théoréme 7 Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie. Alors toutes les normes sur
E sont équivalentes.

Démonstration — Nous allons établir ce résultat en considérant des situations de généralité crois-
sante.
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1. on prend E = R" et on montre que toute norme N sur R™ est équivalente a la norme ||-||oo.
a) Montrons que

AC >0, VzxeFE, N(z)<Clz||co- (8)
Pour cela soit (eq,--- ,e,) la base canonique de R™. Alors pour tout 2 € R",
N(x) N(zie1 + -+ xzpen)

‘ml‘N(el) +e |xn|N(en)
Cllz[loo,

IAIA

ou C:=N(e;)+ -+ N(len). On a donc (8).
b) Montrons l'inégalité inverse. L’idée est de considérer le sous-ensemble

S:={z e R"| ||z||lcc = 1}

et ¢ :=infcg N(x). Il est clair que ¢ > 0. Montrons que ¢||z||c < N(z), Vo € E : en effet,
pour tout z € R™, soit = 0 et alors cette inégalité est immédiate, soit x #£ 0 et alors

x

1] oo

€esS = cSN(ﬁ) = ||7]|ooc < N(2).

A présent, nous pourrions avoir 'impression que notre preuve est compléte, sauf que... il
se pourrait que ¢ soit nul et alors cette inégalité ne servirait & rien! Il faut donc que nous
montrions que ¢ est non nul. Pour cela on remarque tout d’abord que (8) entraine aussi

que :
Ve,y €R",[N(z) = N(y)| < N(z —y) < Cllz = ylloo,

d’ott 'on peut déduire facilement que N : (R™,|| - ||os) — R est continue. De plus nous

observons que S est un compact de (R”,||-||~). En effet S est l'intersection des fermés

Bo(0,1) et R™\ By (0,1), et donc est fermé, et S est bien évidemment borné. En vertu
du théoréme 6, inf,cg N(x) est atteint en un point de S, autrement dit 3z € S tel que
N(z) = ¢. Nous en déduisons l'information extrémement utile que :

relS — zxz#£#0 — c#N0.

Et donc nous avons montré que N et || - || étaient des normes équivalentes sur R".

2. on prend £ = R" et on montre que toutes les normes sur R” sont équivalentes. Soient
N1 et Ny deux normes sur R™. Alors, d’aprés I'étape précédente, elles sont équivalentes
toutes les deux a || - || €t donc, puisqu’on a affaire & une relation d’équivalence, elles sont
équivalentes entre elles.

3. on prend un espace vectoriel réel F de dimension n quelconque. Choisissons une base
(u1,--- ,u,) de E, cela nous permet de construire un unique isomorphisme ¢ : R — FE,
caractérisé par 1(e;) = u;, Vi € [1,n]. Alors si Ny et Ny sont deux normes sur E, les
applications Nj o ¢ et Ny o) sont deux normes sur R. Donc d’aprés I'étape précédente,
les normes N7 o1 et Ny 09 sont équivalentes, ce qui entraine aisément que N7 et Ny sont
équivalentes.

L’utilisation d’un isomorphisme v : R® — E comme dans la troisiéme étape de la preuve précé-
dente permet d’une fagon générale d’étendre & tous les espaces vectoriels normés de dimension
finie les résultats vus a propos de (R™, || - ||oo) :

— Si (E, N) est un espace vectoriel normé de dimension finie, si (E’', N) est un autre espace
vectoriel normé et si f : E — E’ est une application linéaire, alors f est continue de (E, N)
vers (E', N') : nous avions vu ce résultat dans le cas ot (E, N) = (R™, || - ||oo) (exemple d) de
la suite d’exemples de fonctions continues), il s’étend au cas général grace au théoréme 7.
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— nous avions vu que les fermés bornés de (R, |||/~ ) sont des compacts, cela s’étend aux fermés
bornés de n’importe quel espace vectoriel (E, N) de dimension finie.

Remarque — En général tous ces résultats sont faux si (E, N) est de dimension infinie. En

particulier un fermé borné dans un espace vectoriel normé de dimension infinie n’est pas compact

en général !

Récapitulons les résultats principaux
& propos des compacts et de leur utilisation

— les fermés bornés d’un espace vectoriel normé de dimension finie sont des compacts

— si K est un compact et (ug),cy est une suite a valeurs dans K, alors il existe une sous-suite
(uéﬁ’(k))k;eN de (ug)pey et il existe £ € K tels que limy oo ug gy = £

— sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. Donc, a poste-
riori, quand on parle d’ouverts, de fermés, de compacts, d’applications continues a valeurs dans
un tel espace, ou définies sur un sous-ensemble de cet espace, on n’a pas besoin de préciser
pour quelle norme : toute propriété vraie pour une norme le sera automatiquement pour toutes
les autres normes !
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