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Le Lecteur aura pu mesurer dans cet ouvrage a quel point, au cours du vingtiéme siécle,
la géométrie et 1'algébre se sont enrichies mutuellement au cours du vingtiéme siécle par
des échanges de questions, de solutions, d’outils conceptuels et de points de vue. Les in-
teractions entre deux disciplines scientifiques sont chose courante, mais il est frappant de
constater que les affinités entre la géométrie et I'algébre vont plus loin que d’ordinaire,
puisque ces deux disciplines ont fait 'objet de tentatives de fusion, qui se sont avérées étre
tres fructueuses. Cela est sans doute di au fait que, d’une part, la géométrie et ’algébre
partagent la propriété d’étre hautement structurées, de sorte qu'une partie importante
des progrés peut étre intégrée dans le langage méme de ces théories, et d’autre part, la
géométrie et 'algébre ont en commun ’ambition d’abstraire du monde mathématique (ou
plus généralement physique) des images (pour la premiére) ou des structures (pour la
deuxiéme) qui rendent intelligibles des phénoménes d’apparence complexe, tout en étant
les plus simples possibles. Ces caractéristiques expliquent aussi les liens privilégiés qu’en-
tretiennent l'algébre et la géométrie avec la physique.

Mais le vingtiéme siécle a aussi été une période durant laquelle ’analyse a connu un
développement sans précédent et a apporté des réponses a certaines des questions les plus
difficiles que s’étaient posés les géométres. Notons qu’on ne peut pas parler d’identification
entre 'analyse et la géométrie, et cela en grande partie a cause d’une différence de nature
entre les deux disciplines : en comparaison avec la forte organisation de la géométrie,
I’analyse s’apparente d’avantage & un savoir-faire, méme si ce savoir-faire s’appuie sur
un socle théorique important. Toutefois, si 'on adopte le point de vue de la pratique du
chercheur, on rencontre de fortes similitudes dans la fagcon de raisonner entre géométres
et analystes, et beaucoup d’idées fécondes en analyse reposent sur une intuition géomé-
trique. Cette présence de la géométrie se remarque autant dans certaines constructions
théoriques comme la théorie des espaces de Hilbert et de Banach (suscitée par la théorie
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de Lebesgue et l'analyse de Fourier, cf. [35]) ou encore la théorie de M. Morse, que dans
certaines idées intégrées dans des démonstrations comme par exemple 'utilisation des
propriétés des ensembles de niveau d’une fonction faite par G. Stampacchia pour prouver
la régularité d’une solution d'une équation aux dérivées partielles elliptique.

En marge de ces considérations qui mériteraient certainement d’étre développées plus
profondément, dans ce qui suit nous souhaitons simplement illustrer, a travers quelques
exemples, comment ’analyse est montée en puissance durant le siécle passé et a apporté
des réponses a quelques questions fondamentales de la géométrie.

Les débuts difficiles du calcul des variations

A la fin du dix-neuviéme siécle la plupart des méthodes d’analyse utilisées pour résoudre
des problémes de géométrie différentielle reposaient essentiellement des manipulations de
fonctions analytiques : les fonctions envisagées étaient donc en général supposées étre dé-
veloppables en série. Cela autorisait des calculs « explicites » (mais laborieux) et surtout
cela permettait d’utiliser toute la puissance de la théorie des fonctions d’une variable com-
plexe, dont les bases avaient été consolidées par K. Weierstrass. Un exemple de probléme
issu de la géométrie est ’équation

Au = e**, (1)

ou l'inconnue u est une fonction définie sur une surface de Riemann Y. Toute solution
de cette équation permet de construire une métrique e?*dzdz sur ¥ dont la courbure est
constante et égale & —1 (c’est a dire une métrique hyperbolique)!. Une premiére solution,
locale, de ce probléme avait été obtenue par E. Picard en 1890 [48]. En 1898 H. Poincaré
[53] proposa une nouvelle méthode de résolution de (1). Dans la preuve de Poincaré, la

1Je ne peux résister au plaisir de m’attarder un peu sur le contexte fascinant dans lequel est apparue
cette équation. Le point de départ fut 1’étude par H. Poincaré de I’équation (3) (cf. infra), qu'’il avait
appelée équation fuchsienne. Le prolongement des solutions de cette équation autour des poles de g fait
apparaitre une monodromie que ’on peut naturellement décrire par un sous-groupe du groupe de Md&bius
PGL(2,C). Une des nombreuses contributions de Poincaré sur ce sujet a été d’établir un lien entre ce
probléme et la géométrie hyperbolique : le groupe de monodromie agit par isométrie sur le demi-plan
hyperbolique H := {w € C|Imw > 0}. En voici, en bouleversant un peu l'ordre historique des idées, un
exemple d’application, dont le but est d’« uniformiser » une surface ¥ de la forme PC!\ {ay,--,a,}, ot
ai,---,a, sont n (> 3) points distincts de PC!.

Il s’agit en langage moderne de prouver que ¥ est holomorphiquement difféomorphe & un quotient
du demi-plan hyperbolique H par un sous-groupe I' de PGL(2,C), appelé groupe « fuchsien » par H.
Poincaré. Autrement dit nous voulons construire une application holomorphe f : S — H, ou S est le
revétement universel de ¥, telle que Vy € I1; (X), Vz € X, f(v-2) = v f(z), ou v agit sur H par transfor-
mations homographiques. L’application f est—modulo I'action du groupe de M&bius— déterminée par

son schwarzien ; ; ) ; ; 5
zZz 1 zZz _ zZzz _ § zz
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Notons qu'’il est plus facile d’obtenir des informations sur S(f) que sur f, puisque, comme S(vy - f) =
S(f) pour toute transformation homographique v, S(f) est une fonction holomorphe sur . En fait
S(f)(2)(dz)? est une différentielle quadratique méromorphe sur PC dont les poles sont ay,- -, a,, de la




solution est construite en partant d’'une équation possédant une solution triviale et en
réitérant des déformations de 1’équation, jusqu’a obtenir une solution du probléme (1).
Chaque étape de l'itération consiste a résoudre une perturbation linéaire de 1’équation
résolue a I'étape précédente par un développement en série selon un petit paramétre. Un
argument crucial, qui reste aujourd’hui un outil de base des analystes, est I'utilisation du
principe du maximum pour montrer notament que le processus itératif aboutit. Dans ce
méme article, H. Poincaré entrevoit une autre méthode :

« avant de démontrer, par des procédés rigoureux, l'intégrabilité de cette équation, je
veur d’abord la faire pressentir par un de ces apercus fondés sur le calcul des variations
dont on fait quelquefois usage en Physique mathématique. »

forme

n—1
1 Ci
S dz)? = + — dz)?. 2
(£)(=)(d2) (; o ar T e | @ (2)
Elle donc est totalement déterminée par les coefficients ¢; qui sont appelés paramétres accessoires. Réci-
proquement si considérons une forme différentielle quadratique méromorphe Q = ¢(z)(dz)? sur PC! de
la méme forme que S(f)(z)(dz)? dans (2), nous pouvons construire une application f sur le revétement
universel de 3 de fagon telle que S(f) = ¢ en intégrant ’équation « fuchsienne »

_+_y:03 (3)

sur 3 et en posant f = %, ol y1 et y sont deux solutions distinctes de (3). La difficulté rencontrée était

dans le choix des paramétres accessoires : non seulement il faut que 1’équation (3) n’ait que des points
singuliers réguliers (ce qui est garanti par les conditions 37" '¢; = 0 et .7"," ¢;a; = 0) mais en plus
il faut que l'application f ainsi obtenue donne une application & valeurs dans le demi-plan H (c’est a
dire qu’elle soit une « fonction fuchsienne »). Cette propriété n’est satisfaite que pour au plus une seule
valeur de (c1,---,cn—1). Mais il était trés difficile de montrer ’existence d’une valeur de ces paramétres
garantissant le fait que Péquation soit fuchsienne. Ce probléme avait été résolu par par F. Klein [34] et
H. Poincaré [52] par une méthode relativement compliquée (« méthode de continuité »).

Une autre approche avait fait ’objet d’un prix proposé par la Société royale des Sciences de Gottingen,
a linitiative de H.A. Schwarz. L’idée est de déterminer un objet intermédiaire entre f et S(f) et qui,
comme S(f) est invariant sous 'action du groupe fondamental de ¥, autrement dit qui est réellement

défini sur ¥ : il s’agit de I'image inverse par 'application f de la métrique hyperbolique h = % sur

Im
H. Cela donne une métrique g = e?“dzdz sur X ol u est une fonction donnée par :

2u _ |fz|2 (4)
(Im f)?
Comme on peut I'anticiper, la courbure de g est constante et égale & —1, ce qui se traduit exactement
par la relation (1). L’intérét est que, sachant (4), on peut calculer le schwarzien de f directement & partir
de u :

S(F)(2) = 2uzz — 2(uz)? (5)

(on peut d’ailleurs vérifier directement que l'expression donnée par (5) est holomorphe dés que u est
solution de (1)). Et donc, une fois que on a le schwarzien, on automatiquement les bons paramétres
accessoires et on peut construire f en résolvant (3).

Ainsi le probléme se raméne & prouver l'existence de solutions de (1) avec, en plus la condition qu’au

voisinage de chaque point a; e*" se comporte comme ﬁ, ot r est la distance & a;.

log



Suit alors 'observation que les solutions de (1) sont les points critiques de 1'action

L(u) = /Z <‘V2“|2 + %) 427, (6)

et que par conséquent, si I'on était capable de prouver que I'infimum de cette fonctionnelle
est atteint par une fonction réguliére, cette fonction réguliére serait une solution de (1).
Cela était hors de portée a I’époque car les techniques d’analyse fonctionnelle et la théorie
de la mesure n’avaient pas encore été suffisament développées.

L’idée de Poincaré était directement inspirée du « principe de Dirichlet ». J.P.G. Le-
jeune Dirichlet avait proposé une méthode de résolution au probléme suivant, qui porte
depuis lors son nom : étant donné un domaine €2 de 'espace ou du plan et une fonction
g définie sur le bord 0f2 de €2, il s’agit de trouver un prolongement harmonique u de g a
I'intérieur de €2, c’est & dire une solution de

—Au = 0 surf
u = g sur Jf)

(7)

La méthode repose sur le fait que les solutions de (7) sont les application qui coincident
avec g sur 0f) et qui sont points critiques de la fonctionnelle de Dirichlet

E(u) ::/Q |V2u\ dx. (8)

Il n’est pas tres difficile de montrer que, si cette fonctionnelle admet un point critique,
alors il est unique et il rend la fonctionnelle minimale. A partir de la on peut concevoir
une stratégie relativement simple pour prouver l'existence d’une solution a (7), par la mi-
nimisation de (8). Cette belle idée avait toutefois du mal & s’imposer : voici ce qu’écrivait
D. Hilbert en 1900 dans 'introduction de [31]

« Le principe de Dirichlet est un mode de raisonnement que ce géometre, inspiré par
une pensée de Gauss, appliqua a la résolution du probléeme dit aujourd’hui de Dirichlet
(Randwertaufgabe) [...] C’est en recourant & une considération de cette espéce que Rie-
mann a regardé comme établie la démonstration de [’existence de la solution du probléme
de Dirichlet, et qu’il a ensuite, sans hésiter, établi sur cette base sa grandiose théorie
des fonctions abeliennes. Ce fut Weierstrass qui montra le premier que ce mode de rai-
sonnement ne peut étre validement appliqué ici [...] depuis la critique de Weierstrass le
principe de Dirichlet n’a plus qu’un intérét historique et, comme méthode de résolution de
problémes de Dirichlet, il semble en tout cas délaissé. C’est avec des expressions de regret
que M. C. Neumann dit que ce principe de Dirichlet, si beau et si employé autrefois, est
maintenant abandonné pour toujours. »

Mais un peu plus loin Hilbert ajoutait :



« Ce qui suit est un essai de résurrection du principe de Dirichlet. »

et montrait 'existence d’une fonction minimisant la fonctionnelle de Dirichlet, résolvant
ainsi le probléme de Dirichlet. Il prouvait ainsi la validité de ce qu’on appellera la « mé-
thode directe du calcul des variations ». Ainsi 1900 est bien le début d’une résurrection,
qui sera suivie d'un triomphe, avec 'obtention en 1936 par J. Douglas de la premiére
médaille Fields?, pour sa résolution du probléme de Plateau.

Le probléme de Plateau

Joseph Plateau était un physicien belge qui, a 'aide de trés nombreuses expérimenta-
tions sur les films de savon, avait établi expérimentalement que pour toute courbe fermée
dans l'espace, il existait une surface d’aire minimale s’appuyant sur ce contour (et préci-
sément matérialisée par un film de savon). Plateau avait également décrit et classé toutes
les singularités des films de savon d’aire minimale [49]. La démonstration mathématique
des conjectures et des principes expérimentaux de Plateau était dés la fin du dix-neuviéme
siécle un des plus grands défis posés au mathématicien. Le probléme de Plateau consistait
a démontrer le résultat suivant : étant donnée une courbe fermée connexe (de Jordan)
dans Uespace euclidien de dimension trois, il existe une surface minimale (c’est a dire en
fait & courbure moyenne nulle partout), réguliére et ayant la topologie d’un disque dont le
bord est la courbe fermée.

En 1902, deux ans aprés la « résurrection », H. Lebesgue publia sa thése [38] dont le
titre était tout simplement « Intégrale, Longueur, Aire » et dans laquelle il présentait les
bases de sa théorie de l'intégration. Le dernier chapitre y était consacré a la recherche
d’une solution au probléme de Plateau par la mise en ceuvre de la méthode directe de
Hilbert & ce probléme. Il parvint & montrer ’existence d’'un minimum, mais buta sur la
question de la régularité de sa solution. Lebesgue écrivit :

« Les résultats obtenus par Mr. Hilbert et ceux [de la thése de Lebesgue/ si incomplets
qu’ils soient, semblent montrer qu’il y a avantage a laisser de coté, au moins momentané-
ment, les équations aux dérivées partielles que donnent les méthodes ordinaires du calcul
des variations, et a raisonner directement sur 'intégrale qu’il s’agit de rendre minima. »

L’idée exprimée ici annoncait le développement d’'une grande partie de I'analyse au cours
du vingtiéme siécle. Toutefois la partie était loin d’étre gagnée et G. Darboux écrivait en
1914, a propos du probléme de Plateau dans [12] :

« L’Analyse mathématique n’a pu, jusqu’ici, imaginer aucune méthode générale per-
mettant de commencer [’étude de cette belle question. »

2en méme temps que Lars Ahlfors



Dans le méme ouvrage Darboux poursuivait une autre démarche pour résoudre le probléme
de Plateau, qui avait été initiée par B. Riemann, K. Weierstrass et H.A. Schwarz. L’idée
reposait sur la représentation de Weierstrass de toute immersion conforme X dont I'image
est une surface minimale :

z
X(z) =Re (/ (i(G* — H?),G* + H?,2iGH) dt) :
20
ou G et H sont deux fonctions analytiques de la variable complexe t. Cette formule mi-
raculeuse donne une description locale trés simple des surfaces minimales. En revanche
son usage pour tenter de résoudre le probléeme de Plateau n’est pas aisé parce qu’il est
tres difficile de trouver les conditions sur les « données de Weierstrass » F' et G de fa-
¢on a garantir que le bord de la surface coincide avec une courbe que 'on s’est donnée
a I'avance. Néanmoins Riemann et Schwarz avaient réussi a résoudre le probléme dans
certains cas ou le contour est un polygone assez simple et possédant des symétries. Ul-
térieurement, Weierstrass, puis Darboux cherchérent a étendre cette méthode pour des
contours polygonaux avec un nombre arbitraire de cotés, sans toutefois pouvoir compléter

leurs COHStl"U.CtiOHS3 .

Ce fut René Garnier [23] qui, en 1928, réussit a résoudre les difficultés qui avaient blo-
qué Darboux et, ce faisant, a résoudre le probléme de Plateau pour un contour polygonal
assez général. Sa preuve utilise la méthode de G.D. Birkhoff pour résoudre le probléme
de Riemann (que Garnier avait lui-méme perfectionnée 'année précédente). Et de plus,
Garnier fut capable de passer a la limite pour une suite de contours polygonaux tendant
vers une courbe continue (mais non nouée). Bien que sa preuve fut compliquée et que son
résultat ne donnait pas tout a fait une solution compléte du probléme de Plateau, le travail
de Garnier confirmait les espoirs de Darboux. Cependant & la méme époque, ’approche
par le calcul des variations était I’objet d’une intense activité : A. Haar [29] publia presque
en méme temps que Garnier une autre solution partielle du probléme de Plateau, utilisant
la méthode directe de Hilbert. Et finalement & la fin des années 1920 deux démonstrations
du probléme de Plateau furent obtenues indépendamment par Tibor Radé [54] et Jesse
Douglas [15]. La preuve de Radé repose, comme celle de Garnier, sur la résolution d’un
probléme ot le contour est approché par un polygéne, mais ou la solution approchée a
Iintérieur est elle-méme approchée par une surface polyédrale, construite a 'aide d’im-
mersions harmoniques, et seulement approximativement conformes. Ce faisant il n’utilisait
plus la représentation de Weierstrass mais déja la solution du probléme de Dirichlet. Celle
de Douglas repose sur la « méthode directe ». Mais au lieu de chercher I'immersion v qui
minimise la fonctionnelle aire Afu] := [}, 2% x ‘g—Z |dxdy, Douglas utilisa la fonctionnelle de
Dirichlet (8), avec la condition que, sur le bord du disque D, u paramétrise le contour fixé
dans l'espace. Le miracle est que le minimiseur est automatiquement conforme et donc
que son image est aussi d’aire minimale. La preuve de Douglas surprit par sa simplicité

3i] est intéressant de noter que la méthode repose sur 'utilisation d’une équation différentielle du
second ordre qui a pour solution les données F' et G, selon une démarche analogue a celle de Poincaré
lorsqu’il étudiait les équations fuchsiennes



(et elle sera I'objet de simplifications supplémentaires par R. Courant et L. Tonelli en
1936). Elle permit également des généralisations jugées hors de portée quelques années
auparavant, puisque Douglas obtint un peu plus tard l'existence de surfaces minimales de
genre supérieur ou égal & 1 en sous certaines hypothéses. L’idée fondamentale de Douglas
est essentiellement la méme que celle du physicen A.M. Polyakov [51] qui, beaucoup plus
tard, proposa de remplacer la fonctionnelle A[u] (que les physiciens appelent action de
Nambu~-Goto) par la fonctionnelle énergie F[u| dans la théorie des cordes.

Avec les résultats de Douglas et de Radé?, 'histoire du probléme de Plateau ne s’arréte
pas, mais ne fait que commencer. D’abord la surface construite par Douglas était généra-
lisée, au sens ot on ne pouvait pas exclure qu’elle ait des singularités ponctuelles. 11 fallut
attendre 1960 pour que E.R. Reifenberg [55] démontre l'existence d’une surface réguliére,
solution du probléme de Plateau. Mais cette fois-ci la surface n’était pas nécessairement
connexe et orientée (et donc en particulier n’avait pas le type topologique d'un disque).
Le travail de Reifenberg est contemporain d’un article de H. Federer et W.H. Fleming [19]
et ces deux contributions participent a 1’élaboration de la théorie de la mesure géomé-
trique. D’une certaine facon cette théorie reprend le projet con¢u par Lebesgue au début
du siécle dans un cadre beaucoup plus ambitieux : 'objectif est d’étudier des sous-variétés
minimales de dimension arbitraire dans des espaces de dimension arbitraire, ou des varié-
tés riemanniennes®, sans avoir a utiliser nécessairement de paramétrisations locales (mais
plutot en voyant une sous-variété comme un courant au sens de de Rham [11]). A la suite
le développement de la théorie de la mesure géométrique et de ses applications a la théorie
des surfaces et des sous-variétés minimales a été considérable.

En 1962, Fleming [20] démontra un résultat analogue & celui de Reifenberg, tout en
étant capable de prouver que la surface minimale obtenue est orientable. En 1968 J. Si-
mons [61] montra que les surfaces minimales dans un espace de dimension n n’ont pas
de singularités pour n < 7. Ce résultat est optimal comme 'ont démontré E. Bombieri,
E. de Giorgi et E. Giusti [8] en 1969 en exhibant un exemple de cone minimal singulier
vivant dans R®. Enfin il fallut attendre le début des années 1970, avec les travaux de R.
Osserman [44], R. Gulliver [27] et R. Osserman, R. Gulliver et H.L. Royden [28], pour
obtenir I'existence d’une solution au probléme de Plateau qui soit simplement connexe et
réguliére. Bien entendu nous ne pouvons pas raconter ici tous les développements qui ont
accompagné et suivi ces découvertes et nous renvoyons le Lecteur a [45], [22], [13], [43]
pour des ouvrages d’exposition et au texte de P. Dolbeault dans ce volume pour la version
complexe de ce probléme (on trouvera également une excellente présentation, accessible
a un public de non mathématiciens, dans le livre [32]).

Le probléme de Weyl

4Une troisiéme solution au probléme de Plateau fut obtenue en 1933 par J. McShane [39], utilisant
I’approche de Lebesgue

5le probléme de Plateau pour les surfaces dans une variété riemannienne avait été résolu par C.B.
Morrey en 1948 [41]



Un autre probléeme classique a joué un réle important : il s’agit de savoir si, étant
donnée une métrique ¢ sur la sphére S?, a courbure K positive, il existe un plongement
isométrique dans I'espace R3, dont 'image est convexe. Ce probléme avait été partielle-
ment résolu par H. Weyl en 1916 [67] dans le cas ot la courbure K est strictement positive.
Sa preuve, qui repose sur des arguments purement analytiques (méthode de continuité) a
été complétée beaucoup plus tard par L. Nirenberg en 1953 [42]. Une autre approche, plus
géométrique, a été initiée par A.D. Alexandrov |2] et repose sur une approximation de la
surface par des polyédres. Ce dernier travail a, lui aussi, été complété par des résultats de
régularité de A.V. Pogorelov [50] et I.H. Sabitov [56].

Le cas ou la courbure K est seulement positive ou nulle et, a fortiori, le cas o K
change de signe est redoutablement plus difficile. Nous renvoyons a [69] pour un exposé
succinct de résultats récents. A posteriori un intérét historique du probléme de Weyl (et
d’une de ses variantes, appelée probléme de Minkowski) est qu’il a suscité des progreés trés
importants sur I’équation de Monge—Ampére

det(V?u) = f(z,u, Vu). (9)

Deux stratégies ont été développées en paralléle pour cette équation : la méthode de
continuité, qui nécessite des estimations a priori souvent difficiles et des méthodes géomé-
triques. Il est intéressant ici de noter les interactions entre les deux points de vue. Ainsi
les idées d’Alexandrov® sont a l'origine d’estimations sur une grande classe d’équations
elliptiques, aujourd’hui devenu partie intégrante de ’arsenal des spécialistes de équations
aux dérivées partielles elliptiques.

Nous avons jusqu’ici évoqué quelques thémes qui ont joué un role déterminant dans la
conception et la consolidation d'une partie de techniques d’analyse au vingtiéme siécle,
surtout jusqu’a la fin des années soixante. Il faudrait également y inclure le probléme du
plongement isométrique des variétés riemanniennes, pour lequel J. Nash a forgé, entre
autre, sa technique de point fixe « dure » (voir le texte de A. Zeghib dans ce volume).

Un survol rapide de quelques résultats des trente derniéres années

Rétrospectivement la période que nous avons évoquée jusqu’ici (de Poincaré au début
des années 1970) aura été un prélude a l'explosion de résultats qui a suivi et qui devrait

Sune technique d’estimation, due & Alexandrov [3], consiste & utiliser les propriétés de convexité de

l’enveloppe convexe d’une fonction en utilisant de fagon habile sa transformée de Legendre (cf. [25], Chap.
9.1, [9)).

Une autre méthode, dite du « plan mobile », a été inventée par Alexandrov [4] pour prouver que toute
surface compacte sans bord & courbure moyenne constante plongée dans R? est une sphére. Aprés avoir
été développée par J. Serrin [60], B. Gidas, W.M. Ni et L. Nirenberg [24] et H. Berestycki et L. Nirenberg
[7], elle devenue un outil essentiel pour prouver I'unicité de certaines solutions d’équations aux dérivées
partielles elliptiques.



faire I'objet d'un texte beaucoup plus long. Par exemple si nous revenons a une des
questions évoquées au début, a savoir 'uniformisation des surfaces (finalement résolue par
P. Koebe [37] entre 1909 et 1914), c’est seulement durant les trentes derniéres décennies
que des résultats significatifs sur des généralisations en dimension supérieure a deux ont
été obtenus. Ces généralisations sont multiples (voir aussi le texte de M. Berger dans cet
ouvrage) :

— prescrire la courbure scalaire dans une classe conforme de métrique sur une variété.
C’est le probléme de H. Yamabe [68|, considéré par N.S. Trudinger [63]. 11 fallut
attendre 1976 pour avoir une premiére démonstration correcte par T. Aubin [5] dans
le cas ol la dimension est supérieure ou égale a 6 et la variété n’est pas localement
conformément plate (le cas o cela n’est pas vérifié a été démontré par R. Schoen
ultérieurement en utilisant la preuve de la conjecture de la masse positive [58]). Les
méthodes utilisées ici sont variationnelles.

— construire une métrique d’Einstein (R,, = cg,,) sur une variété. Ce probléme for-
midable n’a toujours pas de solution générale. Une simplification possible est de
supposer que la variété est complexe kdhlerienne : c’est ’approche imaginée par E.
Calabi [10]. Ce probléme fut résolue en 1978 par T. Aubin [6] et S.T. Yau [69] in-
dépendamment. La solution repose sur I’étude d’une équation de Monge—Ampére
complexe.

— une autre approche pour essayer de construire une métrique d’Einstein est d’utiliser
une équation de type chaleur (a‘g‘t‘” = —2R,,,) pour tenter de déformer continument
une métrique quelconque en une métrique d’Einstein. Ce programme a été initié
par R. Hamilton [30], dans "ambition de répondre positivement a la conjecture de
Poincaré et de compléter le programme d’uniformisation de Thurston (voir le texte de
V. Poenaru dans ce livre). Certaines difficultés sur lesquelles R. Hamilton avait buté,
semblent avoir été débloquées au début du vingt-et-uniéme siécle par G. Perelman

146].

Citons rapidement deux autres problématiques ot 'analyse a apporté des contributions

essentielles :

— la construction d’applications spéciales entre variétés avec des contraintes topolo-
giques. Un des premiers résultats généraux de ce type est la construction en 1964
par J. Eells et J.H. Sampson [16] d’une application harmonique dans une classe d’ho-
motopie d’applications entre deux variétés riemaniennes M et NV, si A est a courbure
négative. La méthode utilise (bien avant le travail de Hamilton) une équation de la
chaleur pour les applications entre M et N. Le cas ou N/ n’est plus a courbure né-
gative est plus difficile (et beaucoup de propriétés satisfaites si la courbure de N est
négative cessent d’étre vraies si la courbure de A est autorisée a étre positive). Cela
a pu étre réalisé, sous certaines hypothéses, lorsque M est une sphére de dimension
deux, par J. Sacks et K. Uhlenbeck [57|, en utilisant une approche variationnelle.
Une variante de ce dernier résultat, pour des courbes pseudo holomorphes dans une
variété symplectique a été inventée et développée par M. Gromov [26] et a donné
lieu a quantité d’applications géométriques.



— la théorie de S. Donaldson. Nous renvoyons & [21] pour un exposé complet de ce sujet.
En effet, outre le fait qu’elle utilise des résultats de topologie profonds, dis a M.
Freedman, cette théorie repose sur une analyse difficile des solutions (anti)autoduales
des équations de Yang—Mills pour les connexions sur une variété de dimension 4

(résultats de C. Taubes [62], K. Uhlenbeck [64] et S. Donaldson [14]).
En guise de conclusion

Nous avons vu qu’au cours du siécle passé les méthodes d’analyse abstraites (calcul des
variations, méthodes de continuité, d’inversions locales...) se sont peu a peu imposé, en
supplantant toute une tradition, dont Garnier semble avoir été I'un des derniers repré-
sentants. Le Lecteur pourra par exemple se référer au texte [70] pour avoir d’avantage
d’informations sur les innombrables applications des méthodes d’analyse modernes a la
géométrie et également sur toutes les questions qui restent ouvertes. Il est intéressant de
remarquer que souvent les réponses apportées par l'analyse reposent sur des théorémes
trés difficiles et dont les preuves ne répondent plus nécessairement a I'idéal de transparence
auquel aspirent certains géomeétres, et que par conséquent la satisfaction de connaitre la ré-
ponse a une question fondamentale se méle & une certaine frustation. Cependant il serait
dommage d’enterrer définitivement les méthodes géométriques reposant sur des calculs
« explicites », tout comme il aurait été dommage de condamner le principe de Dirichlet
il y a un siécle. Ainsi les équations manipulées par Garnier sont-elles trés proches des
équations de Schlesinger, qui contistuent une classe importante de systémes intégrables,
récemment généralisée par N. Hitchin [33]. Les systémes intégrables, dont nous n’avons
pas du tout parlé ici, sont sans aucun doute appelés a jouer un role de plus en plus impor-
tant en géométrie (et dans la théorie des cordes). C’est I'occasion de renouer connaissance
avec par exemple la somme de connaissances thésaurisée dans le traité de géométrie de
Darboux (tout en la dépassant).

A ce sujet une histoire frappante est celle du probléme de H. Hopf : pendant longtemps
(essentiellement entre 1950 et 1984) on a cru et on a cherché & démontrer qu'’il n’existait
pas d’autres surfaces compactes, sans bord, a courbure moyenne constante, immergées
dans R3 que les sphéres rondes; jusqu’a ce que H. Wente [66] contruise (par des argu-
ments d’analyse) un tore immergé & courbure moyenne constante. En mettant fin a une
conviction erronée, ce résultat a suscité de nombreux travaux qui exploitent le fait que
ces surfaces sont solutions d’un systéme complétement intégrable, et ont permis notament
d’aboutir a une classification de tous les tores a courbure moyenne constante [47]. Or il se
trouve qu’une de ces surfaces avait été construite en 1883 par M. Voretzsch [65], un étu-
diant de A. Enneper [18], grace a des fonctions elliptiques”. La différence est qu’a I'époque
d’Enneper, on cherchait & décrire des solutions explicitement, mais on ne posait pas la

Tironiquement, il se trouve qu’a I’époque ot Wente travaillait & la preuve de son résultat, Wente avait

consulté le livre d’Eisenhardt [17] et il avait manqué de peu la page ou se trouvait la réponse a la question
qu’il se posait. La solution décrite dans ce livre est essentiellement la méme que celle construite par U.
Abresch en 1987 [1], aprés une simulation sur ordinateur, voir [40].
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question de savoir si les surfaces pouvaient se refermer et former un tore (un point qui n’est
pas évident et qui a été prouvé en 1987 seulement [1]). Ainsi parfois la géométrie diffé-
rentielle ancienne rattrape les méthodes d’analyse modernes de fagon inattendue. Mais en
revanche, pour l'instant, la seule méthode connue pour fabriquer des surfaces & courbure
moyenne constante de genre plus grand ou égal & deux est due a N. Kapouleas [36], par
une technique de « recollement », une application difficile des théorémes d’inversion locale.

Enfin, et cela ne fait qu’étayer les idées exposées dans le texte de M. Atiyah dans ce
volume, nous voyons que la physique continue & jouer un roéle capital pour apporter de
nouvelles idées. Par exemple nous savons que la théorie de Donaldson a été révolution-
née par les travaux de N. Seiberg et E. Witten [59] et les travaux spectaculaires de M.
Kontsevich s’inspirent d’idées heuristiques de la théorie quantiques des champs et de la
théorie des cordes. Ainsi les termes employés par Poincaré : « avant de démontrer, par
des procédés rigoureuz, [...[, je veux d’abord la faire pressentir par un de ces aper¢us [...]
dont on fait quelquefois usage en Physique mathématique » sont toujours d’actualité.
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