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Préface

Ces notes sont tres largement inspirées des chapitres 2, 6 et 7 de I'ouvrage [1] et des chapitres 1, 2 et
3 de l'ouvrage [2].






Chapitre 1

Mesures de Borel positives, intégration et
espaces L”

1.1 Quelques rappels

Définition 1.1. Soit X un ensemble.

L’ensemble 7 C P(X) est une topologie sur X | L’ensemble S C P(X) est une o-algébre sur X

1.0eTet X eT; 1. Xe8;

2. si (Vi)ier, Vi € T, alors | JVi € T 2.VeS=X\VeS;

tel 3. si (Ej)ien, E; € S, alors U E; €8S.
3.sin > 1et (Vi)i<i<n, Vi € T, alors N
(| VieT.
1<i<n

(X, T) est alors un espace topologique. (X,S8) est alors un espace mesurable.

L’intérieur d’un ensemble E, notée ](E)?, est le plus grand ouvert contenu dans cet ensemble; c’est aussi la
réunion de tous les ouverts contenu dans cet ensemble. Les fermés sont les complémentaires des ouverts.
L’adhérence d’un ensemble E, notée E, est le plus petit fermé contenant cet ensemble ; c’est aussi 'intersec-
tion de tous les fermés contenant cet ensemble (par la définition des fermés et le 1.(c) de la définition 1.1).
On dit que V est un wvoisinage du point x s’il existe un ouvert U tel que x € U C V.

Définition 1.2. Un ensemble K C X est compact si, de tout recouvrement ouvert de K (i.e. une famille

d’ouverts (Oj),cs tels que K C U O;), on peut extraire un sous recouvrement fini (i.e. il existe ji,--- ,jn
jed

dans J tels que K C Oj, U---UO;,).

Un ensemble est dit relativement compact s’il est inclus dans un compact.

Exercice 1.3. Montrer qu'un fermé contenu dans un compact est compact.

Définition 1.4. (X, 7) un espace topologique est dit séparé (ou de Hausdorff) si et seulement si pour tous
(x,y) € X2, il existe U voisinage de x et V voisinage de y tels que U NV = ().

Théoréme 1.5. Soit X un espace de Hausdorff, K C X un compact et v € X \ K. Alors il existe U et V
ouverts de X tels que K CU, z €V et UNV = {).



Démonstration. Comme X est un espace de Hausdorff, pour chaque y € K il existe U, voisinage de y et V,
voisinage de x tel que U, NV, = 0. Alors (Uy)yck est un recouvrement ouvert de K dont on peut extraire

le recouvrement fini (Uy,)1<j<s (car K est compact). Ainsi U = U Uy, est un ouvert contenant K et
1<j<J
V= ﬂ Vy, est un ouvert contenant z. On a clairement V' N U = {. O
1<i<J

Exercice 1.6. Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
Montrer que si (K;)1<i<n sont des compacts deux a deux disjoints dans X, un espace de Hausdorff, alors il
existe (Vi)1<i<n des ouverts deux & deux disjoints tels que K; C V; pour 1 <1i <n.

Le complémentaire d’un compact dans un espace de Hausdorff est ouvert comme réunion des voisinages
ouverts de chacun de ses points construits par le théoreme 1.5. On obtient ainsi

Corollaire 1.7. Un sous ensemble compact d’un espace de Hausdorff est fermé.

Exercice 1.8. Montrer que, dans un espace de Hausdorff, ’adhérence d’un sous-ensemble d’un compact est
compacte.

Montrer que, dans un espace de Hausdorff, un ensemble est relativement compact (i.e. contenu dans un
compact) si et seulement si son adhérence est compacte.

Théoréme 1.9. Soient (K;);er des compacts de X, un espace de Hausdorff tels que ﬂK@ = (. Alors il
el
existe {i1,-- ,in} C I tel que ﬂ Ki; = 0.
1<j<n

Démonstration. On définit 'ouvert V; = (K;)¢ et on choisit i9 € I. Comme K;, ne rencontre pas tous les
(Ki)#io, (Vg)#io est un recouvrement ouvert de Kj;,, on peut donc en extraire un sous-recouvrement fini
Ki,C |J Vi Ainsi (] K, =0. O

1<j<n 0<j<n

Définition 1.10. Un espace topologique (X,7T) est dit localement compact si et seulement si tout point
admet un voisinage compact.

Théoreme 1.11. Soit U un ouvert de X, un espace de Hausdorff localement compact et K C U un compact.
Alors il existe un ouvert V relativement compact tel que K C V. CV C U.

Démonstration. Comme tout point de K admet un voisinage compact, on peut trouver un recouvrement fini
de K par des ouverts relativement compacts. La réunion de ces ouverts, disons, O, est ouverte relativement
compacte. Si U = X, on pose V := O et la preuve est achevée.

Si U # X, soit C le complémentaire de U. Par le théoréme 1.5, pour tout ¢ € C, il existe V. un ouvert tel
que K C V. et ¢ € V.. Ainsi si on pose K. := CNONV,, K. est compact et 'intersection ﬂ K. est vide.

ceC

Par le théoréme 1.9, il existe c1, - - - , ¢, des points de C, tels que CNONV,, N---NV,, = (. On pose alors
V:i=0NnV,N---NV, quia les propriétés annoncées comme V.C ONV, N---NV,, . O

Définition 1.12. Soit X un espace topologique et f une fonction de X & valeurs dans R (ot1 R := R U
{00, —00}),

— [ est semi-continue inférieurement si, pour tout a € R, {z; f(z) > a} est ouvert;

— f est semi-continue supérieurement si, pour tout a € R, {z; f(x) < a} est ouvert.

On vérifie alors que



1. une fonction a valeurs réelles est continue si et seulement si elle est a la fois semi-continue inférieurement
et semi-continue supérieurement.

2. Les fonctions indicatrices d’ouverts sont semi-continues inférieurement, celles de fermés semi-continues
supérieurement.

3. L’infimum d’une famille de fonctions semi-continues supérieurement est semi-continue supérieurement.

4. Le supremum d’une famille de fonctions semi-continues inférieurement est semi-continue inférieurement.

Exercice 1.13. Montrer que 'opposé d’une fonction semi-continue inférieurement (resp. supérieurement)
est semi-continue supérieurement (resp. inférieurement).

Montrer qu’une somme de fonctions semi-continues inférieurement (resp. supérieurement) est semi-continue
inférieurement (resp. supérieurement).

Définition 1.14. Soit f : X — C. Le support de f, noté suppf, est 'adhérence de {x € X; f(x) # 0}.

On notera C.(X) I’ensemble des fonctions f : X — C continues a support compact. C’est un espace vectoriel
(sur C) pour 'addition usuelle des fonctions (et la multiplication par un scalaire). C’est une algebre si on la
munit du produit des fonctions.

Proposition 1.15. Soient X et Y des espaces topologiques et f: X — Y continue. Alors si K C X est
compact, f(K) est compact dans'Y .

Exercice 1.16. Démontrer la proposition 1.15.

Notations. La notation K < f désigne un compact K dans X et un fonction f dans C.(X) tels que
0<f<Tlet fix=1.

La notation f < V désigne un ouvert V' dans X et un fonction f dans C(X) telsque 0 < f < letsupp f C V.
On notera K < f <V quand, a la fois,ona K < fet f < V.

Théoréme 1.17. (Lemme d’Urysohn) Soit X un espace de Hausdorff localement compact, V un ouvert de
Xet K CV un compact de X. Alors il existe f € Co(X) telle que K < f < V.

Démonstration. On pose 1 = 0 et 7o = 1. Soit {r;;¢ > 3} =|0,1[NQ (ot 7; # r;j si i # j). Grace au
théoreme 1.17, on construit Vy puis Vi ouverts relativement compacts tels que

(1.1) KcwvcWhcVWycVcV.

Pour n > 2, supposons que 'on a construit V., --,V,, ouverts relativement compacts de telle facon que si
r; < rjalors V., C V.. Soit r; = max{ry;r, < rpy1, 1 <k <n}et ry =min{rg;ry > rpp1, 1 <k <nj.
Par le théoreme 1.17, on construit V., ., tel que

‘/71j - ‘/;‘n+1 - wn+l - ‘/7‘2

Par récurrence, on construit ainsi une famille d’ouverts relativement compacts (VT)TG}OJ[QQ tels que K C V7,
VoCVet

(1.2) s>r =V, CV,.
Pour r €]0,1[NQ et = € X, posons

ix €V,
TALEE et g(z)=r+1-r)ly =

T

(1.3) fr(z) =rly, = { {1 sixz eV,

0 sinon 7 sinon



Les remarques qui suivent la définition 1.12 nous disent que pour tout 7, f,. est semi-continue inférieurement
et g, semi-continue supérieurement.
On pose alors

(1.4) f= sup f, et g= inf g,.
r€]0,1[NQ r€]0,1[NQ

Ainsi f est semi-continue inférieurement et g semi-continue supérieurement ; elles prennent clairement leur
valeurs dans [0, 1]. De plus, f est constante égale & 1 sur K et son support est contenu dans V. Pour achever
la preuve du lemme d’Urysohn, il suffit de démontrer que f = g.

On a f < g. En effet, on ne peut avoir f,.(z) > gs(z) que sir > s, z € V; et & Vi. Or, r > s implique
Vs C V,. Ainsi, on voit que pour tout (r,s), on a f, < gs. On en déduit que f < g.

Supposons maintenant qu’il existe x tel que f(z) < g(x). Il existe donc des rationnels 7 et s tels que
f(x) <r < s < g(x). Comme f(x) < r, on a x € V,; mais comme g(z) > s, on a € Vy ce qui
contredit (1.2). On a donc f = g. Ceci achéve la preuve du lemme d’Urysohn. O

On va maintenant utiliser le lemme d’Urysohn pour construire une partition continue de I'unité.

Théoreme 1.18. Soient Vi,---,V, des ouverts de X un espace de Hausdorff localement compact et K un
compact tel que K C Vi U---UV,. Alors, pour 1 < i <mn, il existe f; < V; telles que K < f1+ fo+---+ fy.

Démonstration. Par le théoreme 1.11, tout point x € K est contenu dans un ouvert W, relativement compact
d’adhérence contenue dans I'un des (V;)1<i<pn. On peut donc recouvrir K par un nombre fini de ces ouverts
KcW, u---UW, .Pourl<i:<n,onpose F; = U W, qui est compact. Le lemme d’Urysohn nous

1<i<m
We, CV;

donne alors g; € C.(X) telle que 15, < g; <1 F! ou FZ’ est un compact de V;. On pose

fi=u,

fo=(1-9g1)g2,
(1.5)

fa=(10—=91)1—g2) (1= gn-1)gn
Pour 1 <i<n,ona f; € Cc(X) et 0 < f; < 1p/. D’autre part,
fitfot-tfn=1-(1=g)(1=g2) - (1=gn)
Or comme K C FiU---UF,, (1—g1)(1 —g2)---(1 — gp,) s’annule sur K ; ainsi 1x < fi+ fo+ - + fa.
Ceci complete la preuve du théoreme 1.18. O
1.2 Le théoreme de représentation de Riesz

On va démontrer le

Théoréme 1.19. (Théoréme de représentation de Riesz pour les mesures positives) Soit X un espace de
Hausdorff localement compact. Soit A une forme linéaire positive sur Co(X) (i.e. pour f € Co(X), si f >0
alors A f > 0). Alors, il existe S une o-algebre sur X contenant les boréliens de X et une unique mesure
positive p sur S telle que

1. pour f € C.(X), A f = /Xf(w)du(x);

10



2. si K C X est compact alors p(K) < 400 ;

3. pour E €8, u(E)=inf{u(V); ECV, V ouvert};

4. si E est ouvert ou si E € S tel que p(E) < o0 alors u(E) = sup{u(K); K C E, K compact} ;
5. siEe€eS, ACFE etu(F)=0alors AcS.

La propriété 1 qui relie la mesure a la forme linéaire est bien stire celle qui présente le plus grand intérét.
Elle caractérise la mesure p. On verra plus loin que les propriétés 2, 3 et 4 sont reliées; dans des espaces
“raisonnables”, 3 et 4 (en fait une version plus forte au sens ou elle est vraie pour tout E € S) sont des
conséquences de 2 (voir les théorémes 1.34 et 1.35). La propriété 5 dit simplement que la mesure est complete
(on sait que l'on peut toujours compléter une mesure).

Un autre théoreme de représentation de Riesz bien connu est celui sur un espace de Hilbert H qui dit que
toute forme linéaire continue sur H est représentée par un vecteur de H i.e. Af = (v, f) pour un unique
v € ‘H. Dans ce cadre, le fait que A est continue est une hypothése cruciale. A premiere vue, il n’y a pas
d’hypothese de continuité dans le théoreme 1.19. En fait, une forme de continuité découle de la positivité.
En effet celle-ci implique que, pour K un compact de X, il existe Cx > 0 telle que, pour f € C.(X) telle que
supp f C K, on a |Af| < Ck||f|loo- D’abord il suffit de démontrer ceci pour f a valeur réelles, le cas général
découlant de la linéarité et de la séparation en parties réelle et imaginaire. Ensuite, si on construit g € C.(X)
telle que gjx = 1 par le lemme d’Urysohn, alors, pour f a valeurs réelles, les fonctions g(||f|loc &= f) sont
continues a support compact et positives. Comme A est linéaire et positive, on a

0 < | fllooAg £ A(gf) = || fllccAg £ A f
car gf = f. Ainsi |Af] < Ck||f|looc pour Cx = Ag > 0.

Preuve du théoréme de représentation. Commengons par montrer 'unicité. En vertu de 3 et 4, les valeurs
de p sur les compacts la déterminent entierement. Soient uq et ps deux mesures vérifiant le théoreme 1.19.
Soit K C X compact et € > 0. Par 2 et 3, il existe un ouvert V tel que K C V et p2(V) < po(K) + €. Par
le lemme d’Urysohn, il existe K < f < V. Ainsi

i(K) < [ i =07 = [ e < V) < pa()

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a pu1(K) < po(K). En échangeant les roles de pp et po, on obtient
w1 (K) = pa(K) pour tout K compact, soit encore, 1 = ug par les remarques faites en début de preuve.
Construction de S et p. Pour V ouvert de X, on définit

(1.6) (V) == sup Af.
F=<V

On a clairement que si V; C V, ouverts, u(Vy) < u(V2). Ainsi, si F est ouvert dans X, on a
(1.7) w(E) =inf{u(V); E CV, V ouvert}.

Pour tout E C X, on définit u(FE) par (1.7).

Remarque 1.20. On définit p sur toutes les parties de X. Pour garantir que p est o-additive, on va se
restreindre a une o-algebre plus petite.

Soit Sp l'ensemble des parties E de X telles que pu(E) < 400 et
(1.8) w(E) =sup{u(K); K C E, K compact}.

11



Soit S la famille des £ C X telle que £ N K € Sp pour tout K compact de X.

Montrons que pu et S ont les propriétés annoncées. Clairement p est monotone (i.e. si A C B,
w(A) < pu(B)) et si u(E)=0alors F € Sp et E€S.

Remarquons que la positivité et la linéarité de A entraine que si f et g dans C.(X) vérifie f < galors Af < Ag.

+oo
Lemme 1.21. Soient (E;)i>1 des parties de X. Alors p (U Ez) < Z“(El)

i=1 i>1
Démonstration. Si p(E;) = 400 pour I'un des i, alors la conclusion du lemme 1.21 est trivialement vraie.
On les supposera donc tous les (p(E;)i>1 finis.
Montrons d’abord que u(E; U Es) < u(E7) + u(E2) si By et Eo sont ouverts. Choisissons g telle que
g < E1 U Es. Alors par le théoreme 1.18, pour i € {1,2}, on construit f; < E; et telles que f1 + fo =1 sur
le support de g. Ainsi g = gf1 + gfo et

Ag = A(gf1) + A(gf2) < p(Er) + pu(Eo).

En prenant le supremum de cette inégalité sur 'ensemble des g < E1U Es, par (1.6), on obtient pu(FEyUFE3) <

u(Er) + p(E2). ,
Soit € > 0. Par (1.7), pour tout ¢ > 1, il existe V; ouvert contenant E; tel que u(V;) < p(E;) + 27", Soit

V= U V;. Choisissons f < V. Comme f est de support compact, il existe n > 1 tel que f < Vi U---UV,,.
i>1
En appliquant I'inégalité pour deux ouverts, on calcule

Af<p(ViU--UVo) < p(Va) + - 4 p(Va) <Y (B +e.
i>1

+oo
Ceci étant vrai pour tout f <V et comme U E;,CV,ona
i=1

+00
m (U E) <u(V) <Y wE) +e.
i=1 1>1
Comme ¢ > 0 est arbitraire, ceci acheve la preuve du lemme 1.21. O

Lemme 1.22. Si K est compact alors K € Sp et p(K) = Ii{nff Af.
<

Le point 2 du théoreme 1.19 est une conséquence immédiate de ce lemme.
Démonstration. Pour K < f et 0 < o < 1, on définit Pouvert V, := {z € X; f(z) > a}. Ainsi, K C V, et
ag < fsig=<V,. Donc,

1
p(K) < p(Va) = sup Ag < —Af.
g=Va «

En laissant tendre o vers 17, on obtient
(1.9) u(K) <AfsiK < f.

Ainsi p(K) < +00. Comme (1.8) est clairement vraie pour E = K, on voit que K € Sp.

Par (1.7), pour € > 0, il existe V' O K tel que u(V) < p(K)+ €. Par le lemme d’Urysohn (le théoreme 1.17),
on construit f telle que K < f < V. Ainsi Af < (V) < u(K) + ¢. En laissant € tendre vers 07, on obtient
Ii(riff Af < u(K) ce qui complete la preuve du lemme 1.22. O
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Lemme 1.23. Sp contient tous les ouverts sur lesquels p est finie (i.e. on a (1.8) pour tout E ouvert tel
que p(E) < +00).

Démonstration. Soit E ouvert et o < u(E). Alors il existe f < E tel que a < Af. Pour tout U ouvert
contenant K, le support de f, ona f < U donc Af < u(U). Ainsi Af < p(K). On trouve ainsi un compact

K C E tel que a < p(K). Ceci nous donne (1.8). O
+oo
Lemme 1.24. Supposons que E = U E; ot pour tout i > 1, E; € Sp et pour tout i # j, E;NE; = (. Alors
i=1
(1.10) p(E) = u(E).
i>1

Si, de plus, u(E) < 400, alors E € Sp.
Démonstration. Montrons d’abord que si K et Ky sont des compacts disjoints alors
(1.11) p(K1 U K2) = p(Kq) + p(Ks).

Soit € > 0. Par le lemme d’Urysohn, il existe f € C.(X) telle que fig, =1, fix, =0et 0 < f < 1. Par le
lemme 1.22, il existe g € C.(X) telle que K1 U Ky < g et Ag < pu(K; U K3) 4+ €. On remarque que K; < fg
et Ko < (1 — f)g. Comme A est linéaire, de (1.9), on tire

(K1) + p(K2) < A(fg) + A((1 = f)g) = Ag < p(K1 U K3) + €.

Comme € > 0 est arbitraire, en se souvenant du Lemme 1.21, on a démontré (1.11).
Si u(E) = 400 alors 1'égalité souhaitée découle du lemme 1.21. Soit € > 0 et supposons que u(E) < 400
donc F; € Sp pour tout 7. Pour tout ¢, il existe donc H; C F; compact tel que

(1.12) p(H;) > p(E;) — 27,

Posant K,, = Hy U---U H,, de (1.11), on tire
(1.13) p(E) > p(Ky) = > p(Hi) > > p(E) — .

Ceci étant vrai pour tout n et tout € > 0, en se souvenant du lemme 1.21, on obtient (1.10).
Montrons enfin que E vérifie (1.8) (et donc que E € Sp) si p(E) < +oo. Pour € > 0, par (1.10), il existe
N > 0 tel que

N
(114) u(B) < " u(E) + =
i=1
Donc, par (1.13), on a pu(E) < u(Kn) + 2¢ ce qui prouve que E vérifie (1.8). Ainsi E € Sp. O

Lemme 1.25. Si E € Sp et € > 0, il existe K compact et V ouvert tel que K C ECV et p(V\K) <e.

Démonstration. D’apres nos définitions, on sait qu'il existe K C E et V D E tels que pu(V) —¢/2 < pu(E) <
w(K) +¢/2. Comme V \ K est ouvert, il est dans Sp par le lemme 1.23. Alors le lemme 1.24 nous dit que

p(K) + p(VAK) = p(V) < p(K) +e.

Ceci démontre le lemme 1.25. O
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Lemme 1.26. Si (A1, A2) € Sp x Sp alors A1\ A2, A1 U Ay et Ay N Ag sont dans Sp.

Démonstration. Soit € > 0; par le lemme 1.25, il existe (K;);c(1,2) compacts et (Vi)ieq1,2y ouverts tel que
K; C A CcViet w(V;\ K;) < e pour i€ {1,2}. Comme

A\ Ay C I\ K> C (Vi \ K1) U (Vo \ K2) U (K \ Va),
le lemme 1.21 montre que
p(Ar\ Az) < 2e + p(K1\ Vo).

Or Kj \ V; est un compact de A; \ Ao, ceci prouve de A; \ Ay satisfait (1.8) et, ainsi, Ay \ Az € Sp.
Comme A; UAg = (A1 \ A2) U Ag, on applique le lemme 1.24 pour obtenir que A; U Ay € Sp. Enfin, comme
A1 NAy= A1\ (A1 \ A2), on a aussi que A; N Ay € Sp. O

Lemme 1.27. S est une o-algebre contenant tous les boréliens de X.

Démonstration. Dans toute la preuve, K est un compact de X. Si A € S alors ANK = K\ (ANK);
AN K est donc élément de Sp comme différence de deux éléments de Sp. Ainsi A € S.
Supposons que A = U A; ou A; € S. Posons By = A1 N K et

i>0
B,=(A,NK)\ (Bi1U---UB,_1) pour n>2.
+oo
Alors, par le lemme 1.26, les (B;);>1 sont des éléments de Sp deux a deux disjoints et AN K = U B;. Ainsi
i=1

ANK € Sp par le lemme 1.25 et A € S.

Enfin, si F' est fermé dans X alors F'N K est compact donc élément de Sp. Donc F' € S. En particulier
X € 8. Ainsi S est une g-algebre contenant tous les fermés de X ; elle contient donc la o-algebre engendrée
par ces fermés c’est-a-dire la o-algebre des boréliens de X. Ceci acheéve la preuve du lemme 1.27. O

Lemme 1.28. Sp est l'ensemble des éléments E de S tels que u(E) < +oo.

Ceci nous donne le point 4 du théoreme 1.19.

Démonstration. Si E € Sp, alors les lemmes 1.22 et 1.26 montrent que £ N K € Sp pour tout K compact
de X. Ainsi F € S.
Réciproquement, si £ € S tel que u(E) < 400 et si e > 0, il existe V O E ouvert tel que pu(V) < +o0;
Par les lemmes 1.23 et 1.24, il existe K C V compact tel que u(V \ K) < e. Comme EN K € Sp, il existe
H C EN K compact tel que

p(ENK)<pu(H)+e.

De T'inclusion £ C (ENK)U (V' \ K), on tire
W(B) < W(E N K) + p(V \ K) < p(H) + 22,
Ainsi F € Sp. O

Comme conséquence des lemmes 1.22, 1.24 et 1.27, on obtient le
Lemme 1.29. p définit une mesure sur S.
Enfin, pour achever la démonstration du théoréme de représentation de Riesz, il nous suffit de démontrer le

Lemme 1.30. Pour f € C.(X), on a Af = [y fdpu.
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Démonstration. 11 suffit de démontrer ’égalité pour f & valeurs réelles (par linéarité des deux membres de
Pégalité). En fait, en échangeant f avec —f, on voit qu’il suffit de démontrer, pour f € C.(X) & valeurs
réelles, 'inégalité

(1.15) Af < /deu-

Soit K le support de f € C.(X) a valeurs réelles. Soit [a,b] un intervalle contenant I'image de f (qui est
compacte car f € C.(X)). Soit € > 0. Prenons (y;)o<i<n tels que max (yi —yi—1) <cet
<i<n

(1.16) YP<a<y <y <---<yp=>o

Pour 1 <7 < n, posons
(1.17) By ={z; yi1 < f(z) Sy} NK.

Etant continue, f est Borel mesurable; les ensembles (E;)i<i<pn sont donc des boréliens disjoints dont la
réunion vaut K. Pour 1 <4 <n, on peut trouver V; D E; ouverts tels que fjy; <y; +¢ et

(1.18) n(Vi) < u(E;) + %

Par le théoreme 1.18, on construit, pour 1 < ¢ < n, h; < V; telles que hy + -+ + h, = 1 sur K. Ainsi
f=hif+---4 hpf et le lemme 1.22 nous dit que

0o (£0) S
=1 =1

Comme h;f < (y; + €)h; et y; —e < f sur E;, on calcule

n

Af= ZA(hJ) < Z(yi +e)Ahi = (lal +yi +e)Ah; — |a] Y Ab
; ] =1 i=1

<Z lal + i + &) (u(E; |a|ZAh = 30— ) + 25uE) + £ 3l i+

i=1 i=1
< / fdp~+eu(K) + la| +b+¢).
X
Comme € > 0 est arbitraire, la preuve de (1.15) est complete. O

Ceci acheve la preuve du théoreme 1.19. O

1.3 Mesures de Borel positives

Définition 1.31. 1. Une mesure p définie sur la o-algebre des boréliens B d’un espace de Hausdorff
localement compact, disons, X est appelée une mesure borélienne sur X.

2. On dit qu’elle est intérieurement réguliere si VE € B, u(E) = sup{u(K); K C E, K compact}.
3. On dit qu’elle est extérieurement réguliere si VE € B, u(E) = inf{u(V); E CV, V ouvert}.

4. On dit qu’elle est réguliere si elle est intérieurement réguliere et extérieurement réguliere
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La mesure construite dans le Théoreme 1.19 n’est pas forcément réguliere dans le sens défini ci-dessus : elle
est extérieurement réguliere mais la régularité intérieure n’est vraie que sur des ensembles spéciaux. Cela ne
peut étre amélioré sans hypothese supplémentaire (voir [0, Chapitre 2, exercice 17]). On va maintenant voir
qu’avec un léger renforcement des hypotheses, ce probleme disparait.

Définition 1.32. 1. Un sous-ensemble F d’un espace topologique est dit o-compact s’il est la réunion
dénombrable de compacts.

2. Un sous-ensemble E d’un espace topologique est appelé F, s’il est réunion dénombrable de fermés.

3. Un sous-ensemble F d’un espace topologique est appelé Gy s’il est intersection dénombrable d’ou-

verts.

4. Un sous-ensemble E d’un espace mesuré (X, p) est dit o-fini s’il est la réunion dénombrable d’en-
sembles de mesure finie.

Exercice 1.33. Montrer qu’'un espace vectoriel (sur R) de dimension finie muni d’une norme est o-compact.

Théoréme 1.34. Supposons que X est un espace de Hausdorff localement compact, o-compact. Supposons
que S et p sont respectivement une o-algebre sur X et une mesure positive sur cette o-algébre satisfaisant
auzx propriétés (2)-(5) du Théoréme 1.19.
Alors § et u vérifient

1. pour tout & € S et pour tout e > 0, il existe IV, fermé de X, et V', ouvert de X, tels que F C ECV

et u(V\F)<e;
2. la mesure p est une mesure de Borel réguliere ;
3. si B €8, il existe des ensembles A et B tels que A est un F,, B un G5, AC E C B et u(B\A) =0.

Démonstration. On sait que X = Kj UKy UK3zU--- ou (K;);>1 sont des compacts. Si E € S et € > 0 alors,
pour n > 1, u(K, N E) < +oo et il existe V,, ouvert tel que V;, D K,, N E et

w(Vy \ (K, NE)) <27 le

SiV = U Vy alors V\ E C U(Vn\(KnﬂE)) ainsi

n>1 n>1
(1.19) p(V\E)<e/2.

De méme pour E° on peut trouver un ouvert W O E° tel que u(W \ E¢) < €/2. On pose alors F' = W¢.
Ona FC Eet E\F =W\ E°. Ceci démontre le point 1.

Tout fermé de X est lui aussi o-compact (car I'intersection d’un fermé et d’un compact est compact dans un
espace de Hausdorff). Ainsi le point 1 implique la régularité intérieure de p (la régularité extérieure ayant
été supposée vraie) ; on a donc démontré le point 2.

Pour j > 1, on peut choisir ¢ = 1/j dans (1.19); on obtient ainsi, pour j < 1, F}; fermé et V; ouvert tels
que F; C E C Vj et u(Vj\ Fj) < 1/j. Posons A = U;F; et B = N;V;. Alors A est un F,, B un Gs et
u(B\ A) =0 car u(B\ A) < u(V;\ Fj) < 1/j ceci pour tout j > 1. Ceci démontre le point 3 et acheve la
preuve du théoreme 1.34. ]

On va utiliser ce résultat pour obtenir le

Théoréme 1.35. Soit un espace de Hausdorff localement compact dans lequel tout ouvert est o-compact.
Sur cet espace, toute mesure borélienne positive vérifiant que tout compact est de mesure finie est réguliére.

Exercice 1.36. Soit X un espace vectoriel (sur R) de dimension finie muni d’une norme. Montrer que tout
ouvert de X est o-compact.
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Démonstration. Pour f € C.(X), on peut définir Af := / f(z)dp(z). Comme p(K) est finie pour K

X
compact, l'intégrale est bien convergente et on a |[Af| < u(supp f) || f||co- Par linéarité de I'intégrale, A est
une forme linéaire sur C.(X) ; comme p est positive, A est positive. Par le théoreme 1.19, on peut lui associer
une mesure borélienne A qui vérifie alors

(1.20) /de)\:Af:/deu.

Pour démontrer le théoreme 1.35, il suffit de montrer que X et p coincident.

Soit V' un ouvert de X. Alors par hypothese, il existe (K;);>1 des compacts de X tels que V = UKj. Par le
lemme d’Urysohn (le théoreme 1.17), pour j > 1, on peut trouver f; € C.(X) telle que K; < f; < V. Soit
gn =max(f1, -+, fn). On a g, € Co(X) et gn(x) /1y (x) en tout point z € X. Ainsi (1.20) et le théoréme
de convergence monotone impliquent

n—-+o0o n—-+o0o

(1.21) A(V)= lim gndX = lim gndp = pu(V).
X X

Soit £ un borélien de X et £ > 0. En appliquant le théoreme 1.34 a u, on construit F' fermé et V' ouvert
telsque FCEC Vet u(V\F)<e. Ainsi p(V) < u(F)+e < pu(E) +e.
Or V' \ F est ouvert ; donc, par (1.21), on a A(V '\ F') < € c’est-a-dire A(V') < A(E) + ¢. Par conséquent,

NE) SAV) = (V) < p(E)+2 et p(B) < u(V) = A(V) < A(B) +¢

ainsi [A(E) — u(E)| < e pour tout € > 0. Donc A(E) = u(E). Ceci prouve le théoréme 1.35. O

1.3.1 La mesure de Lebesgue

Nous allons maintenant construire la mesure de Lebesgue qui est un cas particulier des mesures positives
construites dans le chapitre précédent.

Définition 1.37. 1. On appelle boite un sous-ensemble de R? de la forme [ay, by [x [ag, ba[X - - - X [ag, bg|
(o1 a; < b; pour 1 < i <d).
2. Le point (ay,--- ,aq) est appelé le coin de la boite.
3. Le volume de la boite B := [a1,b1[X[ag,ba[x -+ X [ag, by est le réel positif ou nul (b — a1)(ba —
az) - (bg — aq) ; il est noté Vol(B).
4. Pour 6 >0 et (ay,--- ,aq) € RY, la §-boite de coin (ai,--- ,aq) est la boite  x [a;, a; + 0.
1<i<d

On construit la mesure de Lebesgue sur R par le

Théoreme 1.38. Il existe une unique mesure compléte \g définie sur une o-algébre S sur R vérifiant les
propriétés suivantes :

1. X\g(B) =Vol(B) pour toute boite B ;

2. la o-algébre S contient tous les boréliens; plus précisément, E € S si et seulement s’il existe des
ensembles A et B tels que A est un Fy, B un G5, A C E C B et u(B\ A) = 0; de plus, A\q est
réguliére ;

3. A\q est invariante par translation i.e. si E€ S et x € RY, alorsx + E € S et \g(x + E) = M\g(E).

De plus, g vérifie

4. si p est une mesure borélienne positive sur RY, finie sur tout compact qui, de plus, est invariante

par translation, alors il existe ¢ > 0 telle que p=c- Mg ;
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5. pour T : R — RY une application linéaire et E € S, on a T(E) € S et N(T(E)) = |det(T)| \(E)
(ot det(T') désigne le déterminant de l’application linéaire T').

Démonstration. Commengons par construire un analogue multidimensionnel des sommes de Riemann. Pour
n > 1, on note P, = 27 "Z% i.e. P, est 'ensemble des points dont les coordonnées sont toutes des multiples
entiers relatifs de 27", Soit {2, la famille des 27"-boites dont les coins se trouvent en un point de P,. On
vérifie facilement les trois propriétés suivantes de €2, :

1. pour n fixé, chaque point de R? appartient & exactement une boite de €, ;
2. siBeQ, et B €, etr<nalorssoit BC B’ soit BNB' =0;
3. si B € Q, alors vol(B) = 2774 ¢t si de plus n > r, B contient exactement 2("~")4 points de P,,.

De plus les familles (£2,,),>1 vérifient

Lemme 1.39. Tout ouvert non vide de R% est une union disjointe dénombrable de boites dans Q1 UQoU- - - .

Démonstration. Soit V un ouvert. Clairement V' est la réunion des boites contenues dans V' et appartenant
a 'un des €2,. De ces boites, on peut séparer celles appartenant a €; de celles appartenant a Qs UQ3 U - - - ;
par la propriété 2, on peut choisir ces dernieres boites de facon qu’elle ne rencontrent aucune des boites dans
Q1. Puis, on considere les boites appartenant a (2o que 'on sépare de celles appartenant a Q3 U Qq U -+ ;
on peut encore appliquer la propriété 2 a ces dernieres boites. En continuant cette procédure on obtient la
décomposition souhaitée pour 'ouvert V. 0

Pour f € C.(R%), on définit

(1.22) Anf=2"13" f(a).

zEPn

ou P, est ’ensemble des coins des cubes dans §2,,. Comme f est & support compact, la somme dans (1.22)
ne contient qu’un nombre fini de termes. A, est linéaire et positive.

Montrons que A, f converge vers, disons, Af qui sera donc linéaire et positive. On peut sans perte de
généralité supposer que f est a valeurs réelles. Pour x € P, soit B I'unique boite de €2,, dont le coin est x.
On définit

AffF=273 " sup fy) et A, =277 inf f(y).

n
cep, YEBE z€Py” °

Comme f est a support compact, ces sommes sont finies. Clairement, par la propriété 2 des boites de 2y,
on a

Apf<Apf et A;rﬂf SATF et ALF <A <SATS

Comme f est uniformément continue, pour tout € > 0, il existe N > 0 tel que, sin > N

VO e€Q,, 0<supf—inff<e
C C

Si f est a support dans [k, k[? (pour k € N*), on estime donc, pour n > N,

ATf—Ajf=27" ) (sgp f—inf f) < 27 d(2k) 12 = (2k)de.

CeQn
CN[—k,k[4£0

Les suites (A, f)n et (A} f), sont donc adjacentes. Ainsi la suite (A, f), converge vers une limite que 'on
note Af. Celle-ci est bien str linéaire et positive.
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Remarque 1.40. La somme A, f est une somme de Riemann pour f. Nous venons donc juste de construire
l'intégrale de Riemann d’une fonction continue & support compact sur R¢.

Le théoréme 1.19 nous donne alors une g-algebre S et sur S, une mesure Ay représentant A. Vérifions qu’elle
a les propriétés annoncées dans le théoreme 1.38. Cette mesure est complete et le théoreme 1.35 nous donne
le point 2 du théoreme 1.38.
Montrons 1. Soit B = X [a;, b;[ une boite et E,, la réunion des boites de €2,, dont ’adhérence est contenue
1<i<d
- o
dans lintérieur de B. Soit f,, telle que E,, < f,, < B. On pose g, = max(fi,- -+, fn). On a alors que g,, 1109

ponctuellement quand n — +o0o. Par la construction de A, pour n tel que 112121 (bi —a;) >2"" ona
<i<s
d
[T = ai —27"*") < Afn < Agn < vol(B)
i=1

[}
Ainsi liminf, 4 Af, >vol(B) et, par convergence croissante, Ag, = / gndAg /" N\g(B) par convergence
X

(o]

croissante. Ainsi \j(B) =vol(B). Donc A\g(B) > A\s(B) =vol(B). De plus, pour € > 0

o

(1.23) Ai(B) < Ag(B+] —,e[h) = \g (B + [o—s,s[d> = vol (B + [—5,5[d) = vol(B) + O(e).

En laissant ¢ — 07, on obtient le point 1.

Pour prouver 3, 4 et 5, on observe que, si A est une mesure de Borel positive sur R? telle que A(E) = A\y(E)

pour toute boite E alors cette égalité reste vraie pour tout E ouvert de R? (par le lemme 1.39) et, donc,

pour tout E borélien comme \ et Ay sont régulieres (par le théoreme 1.35).

Pour montrer 3, on fixe 2 € R? et on définit A\, (E) := \g(E + z) pour E borélien. Clairement, ), est une

mesure borélienne positive. Par le point 1, A, (E) = Ag(E) pour toute boite, donc, pour tout borélien E, on

a Ag(E) = A\g(E +z) (d’abord par le Lemme 1.39 pour les ouverts puis par régularité extérieure). Enfin, par

le point 2, cette égalité reste vraie sur S.

Supposons que A vérifie les hypotheses de 4. Pour n > 1, [0, 1[¢ se partitionne de la fagon suivante [0, 1[d:
U z +10,27"[ on la réunion est disjointe. On en déduit que

xEPLN[0,1[¢

2"I([0,27") = A([0,1[*) = eXa([0, 1[*) = 2"Aa([0,27"[)

oit ¢ := A([0, 1[?). Donc, par invariance par translation, pour tout @ € Q,, AM(Q) = cAg(Q). Le lemme 1.39
et la o-additivité impliquent alors que pour tout ouvert E de R?, on a AE) = ¢ Ag(FE). Ceci prouve 4.
Démontrons 5. Commencons par le démontrer pour 7' = U ot U est une isométrie i.e. UU =t UU = 1.
L’application E +— A\g(U(E)) définit une mesure borélienne qui satisfait a toutes les conditions du point 4.
Il existe donc une constante c¢(U) telle que \g(U(E)) = c(U)Aq(E). Pour E = B3(0, 1) la boule euclidienne
centrée en 0 de rayon 1, on a bien sir U(E) = E. Ainsi ¢(U) = 1.
Soit maintenant 7" linéaire sur R?. Si T n’est pas bijective, alors I'image de T est contenue dans un hyperplan
de R?. 11 existe donc une isométrie U telle que E := U(ImT) C {x = x(1,--- ,24); 1 = 0}. On a donc pour
tout € > 0,

EcC |JPue ott P =[-e2790 D ggmdt D [_gn gn[d—]

n>1
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Ainsi ImT C A, = U 'U(P,.). Clairement A. C A si e < €. De plus, par ce qui vient d’étre montré
n>1
pour les isométries, on a

Ada(Ae) < Z Ai(Pne) < e Z g—d(n+1)+d+n(d—1) _ _

n>1 n>1

Donc Im T est contenue dans ﬂ Ay qui est de mesure nulle. Comme Ag est complete, Im 7" est mesurable
n>1
et A\g(Im7T") = 0. On obtient donc 5 quand det (") = 0.
Supposons maintenant que det (7') # 0. Par le raisonnement fait pour une isométrie, on sait que \g(T'(F)) =
c(T)Xa(E) pour tout borélien. On en déduit que si 7" et 7" inversible alors ¢(T'T") = ¢(T)c(T"). D’autre
part, T peut se décomposer en un produit de matrices T' = 11 15 - - - T}, ou chacune des matrices T; est de
'une des trois types suivants (ici {eq, ez, -- ,eq} désigne la base canonique de R?) :
1. {Tey,Tes,--- ,Teq} est une permutation de {e,ea,--- ,eq}; dans ce cas, si C' = [0, 1], on voit que
T(C) = C et donc ¢(T) = 1; clairement, on a det T = 1; donc ¢(T) = |det T'|;
2. Tey = aey pour a # 0 et Te; = ej si 2 < j < d; dans ce cas, on voit que T(C) = [0, a[x[0,1[¢"?
sia>0et T(C) =]a,0] x [0,1[*! si a < 0; ainsi ¢(T) = |a|; clairement, on a detT = «; donc
e(T) = |det T'| ;
3. Te; =ej+eg pour v # 0 et Te; = e; si 2 < j < d; dans ce cas, on voit que T'(C) = {(z1,z2); x1 <
vy <m+1, 2 €[0,1[} x [0,1[% 2 donc T =Ty UTp ou Ty = TN{xgs <1} et Th = T N{xg > 1};
onaTiNTy = et sion pose So =Th—eg,onaTiNSy =0 et T1USy = C'; done \g(T(C)) = A\g(C)
c’est-a-dire ¢(T") = 1; clairement, on a det 7" = 1; donc ¢(T) = |det T'|.

Comme T'=T1T5---T,,, on calcule
(T)=c(Th) c(Ta) - - - e(Tyy,) = |det T | |det To| - |det T}, | = |det T'|.

Ceci acheve la preuve du théoreme 1.38. 0

1.3.2 Continuité et mesurabilité

Si la topologie et la o-algebre auxquelles réferent les deux termes du titre de la section ne sont pas reliées,
il n’y a bien str pas lieu d’espérer une relation entre ces notions.

Sur un espace de Hausdorff localement compact, il en va tout autrement si la mesure p et S, la og-algebre
associée vérifient les propriétés (2)-(5) du théoreme 1.19. Nous nous placerons désormais, et pour toute cette
section, dans ce cadre.

Théoréme 1.41. (Théoréme de Lusin) Soient f : X — C mesurable et A € S tels que u(A) < 4oo et
flz)=0siz & A. Soit e > 0. Alors, il existe g € Co(X) telle que

(1.2 plf € X; (o) £ g(@) <=

On peut de plus choisir g de fagon que

(1.25) sup [g(z)| < sup |f(z)].
zeX zeX

Démonstration. Soit f > 0 mesurable positive. On construit une suite croissante de fonctions mesurables
simples (i.e. de la forme Z a;ilp, ot a; € Cet E; € S), disons, (s,)n>1 telle que s, — f simplement sur
1<i<n
X. Pour cela, pour n > 1, on définit
27"k, ou ky,, est 'unique entier tel que 27"k, <t < 27"(k, + 1) quand ¢ € [0, n],
en(t) =
0 quand t > n.
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On vérifie que chaque fonction ¢, : RT — RT est borélienne, que

(1.26) 0< inf (t—pa(t) < sup (t—@u(t) <27
t€[0,n] t€[o,n]

et sin > m, on a ¢, < @,. On pose alors s, = ¢, o f; la suite (s,),>1 satisfait aux conditions requises.

Remarque 1.42. Notons que (1.26) montre que si f est bornée alors la convergence de (sy), vers f est
uniforme.

Pour démontrer le théoreme, commencons par supposer que 0 < f < 1. On pose alors t] = sy et t,, = Sp—5n—1
si n > 2. Par construction des (sy)n, 2", est 'indicatrice d’un ensemble 7}, et

(1.27) f@) =) ta(z), VzeX.

n>1

Supposons de plus que A est compact. Soit € > 0 et V' un ouvert relativement compact contenant A. Par
le théoreme 1.17, on peut trouver des compacts (K,)n,>1 et des ouverts (V,,)p>1 tels que, pour n > 1,
K,cT,cV,cVetu(V,\Ky) <2 "e. Parle lemme d’Urysohn, pour n > 1, on construit une fonction
gn telle que K, < g, < V,,. Posons

(1.28) glz) => 27"gu(x), VzeX.

n>1

La série converge uniformément sur X et définit donc une fonction continue dont le support est compact

(car contenu dans V). Comme 2~ "g,(z) = t,(x) pour = € (V,, \ K,,), par (1.27) et (1.28) on sait que f et g

coincide sauf au plus sur U (Vi \ Kp). Or on a p( U (Vi \ K,)) < Z p(Vi \ Kp,) < e. On a ainsi démontré

n>1 n>1 n>1

le théoréme 1.41 si f est & valeurs dans [0, 1] et A compact.

Supposons maintenant que A est compact et que f est bornée. On se rameéne au cas ou f est a valeurs

réelles en passant aux parties réelle et imaginaire de f. Pour f a valeurs réelles, bornée a support compact,

soit M son supremum supposé non nul. Prenons A < g. Alors on applique le résultat déja démontré a

f = (f + M g)/2M pour obtenir celui annoncé pour f.

Si f est bornée mais que A vérifie seulement p(A) < +oo alors, pour tout € > 0, il existe K C A compact tel

que pu(A\ K) < e/2. Puis, on applique le résultat déja obtenu pour f et K. Ceci démontre donc le premier

énoncé du théoreme 1.41 quand f est bornée.

Pour obtenir le second énoncé dans ce cas, il suffit de modifier g de la facon suivante. Pour z € C, posons

¢(z) = zsi |z| < R:=sup|f(x)| et p(z) = Rz|z|7! si |z| > R. Alors ¢ est une application continue de C
zeX

dans le disque centré en 0 de rayon R. Si g satisfait (1.24) alors g1 = ¢ o ¢ satisfait (1.24) et (1.25).

Enfin, si f n’est pas bornée, on a N,>1{z; [f(z)] > n} = 0. Donc, comme u({z € A; |f(x)] > 0}) <
w(A) < +oo, on a u({z € 4; |f(z)] >n}) \y 0T quand n — +oo par convergence croissante. On peut alors
appliquer le résultat déja démontré a f - 1, |f()|<n} (qui est bornée) pour n suffisamment grand pour que
w({z; |f(z)] >n}) < e/2 et conclure.

Ceci acheve la preuve du théoreme 1.41. O

Corollaire 1.43. Sous les hypothése du théoréme 1.41, si sup |f(z)| < 1 alors il existe une suite (gn)n>1
rzeX

dans Co(X) tels que, pour n > 1, sup |gn(x)| <1 et, pour p-presque tout x, f(z) = lm g,(x).
zeX n—r+o00
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Démonstration. Par le théoreme de Lusin, pour chaque n > 1, on peut trouver g, € C.(X) telle que
|gn ()] < 1 sur X et tel que p({z; f(z) # gu(x)}) < 27" Comme Y u({z; f(x) # ga(x)}) < +00, on a

n>1

ul{as #{n; f(2) # gu(@)} = +o0}) = p | () U (& f(2) # gu(2)} | = 0.

m>1n>m
Ainsi, pour presque tout x, a partir d'un certain rang, la suite (g, (z)), est constante et égale a f(z). Ceci

acheve la preuve du corollaire. ]

Théoréme 1.44. (Théoréme de Vitali-Carathéodory) Soit f € L*(p), f a valeurs réelles. Soit e > 0. Alors,
il existe deux fonctions u et v telles que u < f < v, u est semi-continue supérieurement, v est semi-continue
inférieurement et

(1.29) /X(v —u)dp < e.

Démonstration. Supposons d’abord que f > 0. En reprenant la construction des suites (s,)n et (t,), faite
au début de la preuve du théoréme 1.41 (voir en particulier, (1.27)), on voit que

(1.30) f=Y calg,
n>1

ou (Ey), sont des boréliens et les (¢y,), sont strictement positifs.
Par linéarité de l'intégrale, on obtient

(1.31) /X fdu="3 can(E)
n>1

ainsi comme f est intégrable, la série du membre de droite de (1.31) converge. Soit £ > 0. Par le théoreme 1.17,
on construit des compacts (K;)n>1 et des ouverts (V,,)n>1 tels que, pour ¢ > 1, K,, C E,, C V, et

(1.32) cnpt((Vi \ Kp) < 27" le.
Choisissons N tel que
€
(1.33) 'Z ent(En) < 5
i>N+1
et posons

N
(1.34) v = chlvn et uwu= chlKn.
n=1

n>1

Alors, par les remarques suivant la définition 1.12, u est semi-continue supérieurement et v est semi-continue
inférieurement. La définition des (K, )y et (Vi,), et (1.30) impliquent que u < f < v. Enfin, on calcule

N
(1.35) v—u=Y cn(ly, —1g,)+ > el > ea(lyng,)+ Y. calg,.
n=1 n>N-+1 n>1 n>N+1

Ainsi (1.32) et (1.33) impliquent (1.29).

Dans le cas général, on décompose f = f+ — f~ ou (f*) sont positives mesurables. On construit u® et v*
comme ci-dessus pour f* et on pose u = ut — v~ et v = v —u~. En se souvenant de l’exercice 1.13, on
voit que u et v ont les propriétés requises. Ceci prouve le théoreme 1.44. O

Exercice 1.45. Montrer qu’on ne peut pas en général prendre u et v continues.
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1.4 Espaces L”.

Dans toute cette section !, (X, S, 1) désigne un espace mesuré quelconque. Lorsque des hypotheses supplémentaires
seront nécessaires, elles seront précisées.

1.4.1 Inégalités de Holder
Proposition 1.46 (Inégalité de Holder). Soit f,g : X — [0, +00] deux fonctions mesurables positives et

t €]0,1[. Alors on a )
/fl_tgtduﬁ (/fdu) _t</gdu)t.

De plus, si 0 < [ fdu, [ gdu < +oo, il y a égalité si et seulement si il existe X > 0 tel que g = \f p-pp.
Remarque 1.47. Vous noterez que l'inégalité est bien homogene en f et g.

Remarque 1.48. Pour une fonction positive f et r > 0 on a

/frdn>o<:>u<{f¢0}>=u<{xex; f(x) #0}) £0,

ce qui veut dire qu'il existe A € S, avec u(A) # 0 tel que f > 0 sur A. On écrit aussi " f # 0 p-pp” qu’il
faut comprendre comme ” f n’est pas égale a une fonction nulle p-pp”.

Démonstration. D’abord, on remarque que l'inégalité devient une égalité lorsque f = g.

Si [ fdu = +oo, il n'y arien & montrer. De méme, si [ fdu = 0 alors f =0 p-pp et l'inégalité est triviale.
Idem avec g. On supposera donc que 0 < [ fdpu, [ gdp < +oo.

On va utiliser deux fois le Lemme 4.2. Tout d’abord, pour tout A > 0 et tout z € X on a

F(@) ()t < (1— AT f(z) + A T g(x)

et donc en intégrant on trouve que pour tout A > 0,
/f”gt du < (1 — AT /fdu+tA1 /gdu~

En prenant I'infimum sur les A, ou trouve donc bien [ f1~tgtdy < <f fdu)l t(fgd,u>t.

Pour la réciproque, on suppose donc que les intégrales sont non-nulles et finies. On reprend la démonstration
ci-dessous mais au lieu de prendre 'infimum sur les A, on suppose qu’on a pris, des le début le A =
Ao > 0 optimal pour lequel linfimum est atteint (la valeur valeur exacte, dont on n’a pas besoin, est

tH(1—t)
Ao = ({?Zﬁ) > (). Alors on a

([ran) ™" ([adn) = [ 119 du= [ 10 - 0N 500+ 03 @) = 1) (o)

Le terme sous l'intégrale est positif, et donc pour que son intégrale soit nulle, il faut qu’il soit nul u-pp.
1 1

Mais par I'étude des cas d’égalité dans l'inégalité arithmético-géométrique, cela implique que \y™" f = A, *g

{-Pp- [

Il y a beaucoup de formulations équivalentes de I'inégalité de Holder. En voici une pour ceux qui préferent
les p,q. On rappelle que p/q = p — 1.

1. Cette section est tirée du polycopié [1] et reproduite ici avec 'aimable autorisation de son auteur.
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1 1
Proposition 1.49 (Inégalité de Holder). Soit p,q €]1,+o0o[ tels que — + — =1 et f,g: X — [0, +00] deux
p q

fonctions mesurables positives sur X. Alors,

1/p 1/q
/fgduﬁ (/fpdu) (/quu) :
avec égalité lorsque g = fP~1. De plus, lorsque 0 < J fP dp, [ g%du < +o0 il y a égalité si et seulement si il
existe X > 0 tel que g9 = \fP (i.e. g = X fP~1 pour un A >0).
Démonstration. On applique la proposition précédente en remplagant (1 — ¢) par %, et donc t par %, et en
I'appliquant a fP a la place de f et ¢g? a la place de g. O

Le cas le plus rencontré est le cas p = ¢ = 2, et I'inégalité s’appelle alors inégalité de Cauchy-Schwartz.

Remarque 1.50. Le cas du couple p = 1 et ¢ = 0o est trivial et s’énonce comme suit : si f, g sont deux
fonctions mesurables positives sur X, alors

/fgdué (Supg)/fdp.

Remarque 1.51. Une conséquence de l'inégalité de Holder est que si on se donne p et ¢ dans |1, 400 avec

1 1
—+-=1et f:X — [0,+00] une fonction mesurable positive avec [ fPdu < +oo, alors
P q

1/p /fgdu
(/fp du) =sup - = sup fgdp.
9>0 (/gq dﬂ) 9>0, [ g7 du<l

olt les sup sont pris sur les fonction mesurables positives telles que 0 < [ ¢g?du < +00). De plus ce sup est

/ fgdu 1/p

1 < (ffp du) , et donc idem pour le sup
(o an)
sur g. On voit par ailleurs qu’il y a égalité si g = fP~! par exemple (si f est non nulle; si f est nulle yu-pp, on
prend n’importe que g), ce qui donne a la fois I’égalité voulue, et le fait que le sup est atteint. La deuxieme
inégalité découle par homogénéité.

On retrouvera une formule similaire lors de I’étude de la dualité LP — L9.

atteint. En effet, I'inégalité de Hélder montre que

1.4.2 Inégalité de Minkowski

Proposition 1.52. Soit p €]1,4+00]. Si f,g: X — [0,400] sont deuzx fonctions mesurables positives sur X,

(fircara) ™= (fra)™s(fra)"

Si0< [ fPdp, [ gPdu < +oo, alors il y a égalité si et seulement si il existe A > 0 tel que g = Af p-pp.

Démonstration. Soit ¢ > 1 tel que ;1) + % = 1. On rappelle que ¢(p — 1) = p. Si f ou g est nulle p-pp, il
n’y a rien a montrer; on supposera donc que ce n’est pas le cas. Idem si I'une des intégrales de droite vaut
+o00. On suppose donc les intégrales du terme de droite sont finies et que l'intégrale du terme de gauche est
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non-nulle.

On a
(1.36) Va,b € [0, +o0], (a+b)P < 2p_1(ap + 7).

On montrera cette inégalité plus loin. Cela permet de voir, en appliquant & a = f(z) et b = g(x) et en
intégrant sur X par rapport a du(x) que si les intégrales de droites sont finies, 'intégrale de gauche aussi.
Alors, par le cas d’égalité (trivial) dans I'inégalité de Holder, on sait qu’il existe H > 0 tel que

(/(f+g)pdu)l/p=/(f+g)Hdu et /qunz1.

|
(J(f +g)Pdu)"

(/(f+g)pdﬂ>1/P:/fHd,u—i—/nguS 1 x (/fpdu)l/erl x (/gpd;L)l/p,

ol l'on a utilisé deux fois 'inégalité de Holder. Cela montre 1'inégalité voulue.

On voit qu’il y a égalité si g = Af u-pp. Réciproquement, pour qu’il y ait égalité, il faut que dans la preuve
ci-dessus, il y ait égalité dans les deux inégalités de Holder utilisées. Et donc, il faut que pu-pp f = A\ HP~!
et g = M HP™! avec A\, Ay > 0. Donc il faut que g = \f pour un certain A > 0. O

(f +¢)P~! sur X. On a donc,

De fagon explicite H =

1.4.3 Espace LP et espace L

Si f est une fonction mesurable a valeurs dans K = R ou C, on note, pour p € [1, +00[

1£ 1l = </E|f!pdu>p,

qu’on appelle? norme L£P de f, et lorsque p = oo,

[ f lloo := inf{a >0; u({| f| = a}) = 0},

qu’on appelle?® supremum essentiel de f.

Définition 1.53 ( p € [1,400[ ). On note LP(E,S, 1), ou LP(u), I'ensemble de toutes les fonctions mesu-
rables & valeurs dans ans K = R ou C telles que | f |P est p-intégrable, i.e. telles que || f||, < +oo.

Définition 1.54 ( p = oo ). On note L>(E,S, 1), ou L>(u), 'ensemble de toutes les fonctions mesurables
f a valeurs dans K = R ou C qui sont pu-essentiellement bornées, c’est-a-dire telles qu’il existe a > 0 pour
lequel p({| f| > a}) = 0, soit encore telles que || f]lco < +00.

On remarquera que pour f € £°(u) on a

P> [ flloc}) = 0.

1
En effet, on a p({|f| > || fllec}) = ,u( U {\f| > || flloe + 7}) et on conclut par convergence monotone. En

n
n>1
particulier, pour toute partie mesurable A on a p(A) = p(AN{|f| < ||fllec})-

2. mais dont nous verrons qu’il ne s’agit en fait que d’une semi-norme
3. mais on devrait dire pu-supremum essentiel
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Remarque 1.55. Si on éprouve le besoin de préciser que l'on travaille avec des fonctions réelles ou des
fonctions complexes, on peut ajouter ”espace LP-réel” ou ”espace LP-complexe”.

Remarque 1.56. Dans les deux définitions ci-dessus, on peut autoriser la fonction |f| & prendre la valeurs
+oo (en particulier on peut considérer des fonctions & valeurs dans RU{+00}). Cela ne change rien du point de
vue de l'intégration par rapport & u, car pour une fonction dans £P, cela ne peut avoir lieu que sur un ensemble
de p-mesure nulle. En effet, si p est fini, | f|P p-intégrable entraine que p({|f| = +o0}) = 0. Pour p = o0, si
|| f]loo < 400, cela veut dire qu’il existe a > 0 fini tel que pu({|f| > a}) = 0, et u({|f| = +o0}) < u({|f] > a}).

Proposition 1.57. Pour tout p € [1,+0], on a, pour A € K et f,g € LP, on a

1AMy = A1 Nlps et
2.1+ gllp < [£llp + llgllp-
En particulier, (LP,|| - ||p) est un espace vectoriel.

Démonstration. Le premier point est évident par linéarité de I'intégrale si p < co. Si p = 400,

laf llo = inf{m > 0: p({|af | = m}) = 0} = |a| inf{m' > 0: p({|af| = |a|m'}) = 0}
= lalinf{m">0:p({| f|Zm'}) =0} =|al ]| f oo

Le deuxiéme point est évident pour p = 1 & partir de I'inégalité |f + g| < |f| + |g|. Pour p €]1,+o0[, on
combine cela avec I'inégalité de Minkowski. Pour le cas p = oo, on remarque que si a > ||f|loo + ||gloo on a,

p(lf +gl = a}) < p({lfl+1g] = a}) = M({!fl + gl = a} n{lf] < Il N {lgl < HgHoo}) = u(0) =0,

et donc [1f + glloo < [1fllso + l9llco- -

Par ailleurs, si f est la fonction nulle, on a || f||, = 0. Alors que manque-t-il & || - ||, pour étre une norme sur
LP 7 Pas grand chose, mais le probleme vient du fait que pour f € £P on a

Ifllp=0<= f=0 p-p.p.

Cela est clair pour p < +oo, puisque dire que la fonction positive |f|P a une intégrale nulle, cela veut dire

1
qu’elle est nulle p-pp. Pour p = oo, si || f|lec = 0, alors u({|f| > 0}) = u( ﬂ {|f] = —}) =0, par convergence
n
n>1
monotone.

Ainsi, on veut construite un espace tel que f nulle u-presque partout veut dire que f est le vecteur nul. Pour
cela, on fait le quotient de L£P par la relation d’équivalence suivante

frg<=f=g ppp <= |f—yglp,=0.

Ainsi, on considere 'ensemble quotient £P(u)/~ (que l'on notera LP(y)) formé par les classes d’équivalences
modulo ~. Notez que la relation d’équivalence associée a chaque || - ||, ne dépend pas de p et est la méme
pour tous les espaces LP : la classe d’une fonction f est constituée par les fonctions qui coincident avec f
p-presque partout.

Si on note N I’ensemble des fonctions mesurables nulles p-presque partout, on peut aussi écrire

fr~ge= f—geN.

Or N est un espace vectoriel (et un sous-espace vectoriel de tout £P(u)), et il est classique de voir que les
structures d’espace vectoriel passent au quotient. En résumé, on obtient la
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Définition 1.58. Pour p € [1,+400], on note LP(E, S, i), ou LP(u), ensemble des classes d’équivalence des
éléments de LP(u) par la relation d’équivalence définie par I’égalité p-p.p.

Soit f ={g; g= f u-p.p.} la classe d’équivalence de f. Les opérations classiques s’étendent aux classes
d’équivalence, avec af =af et f +9=f+39.

On peut également définir || - ||, sur LP(u) par || f ||, = || f ||p, qui ne dépend pas du représentant choisi, car

f =g p-p.p. implique || f ||, = || g [|,-

Remarque 1.59. On fera systématiquement ’abus de notation qui consiste a ne pas différencier fonctions
et classes d’équivalences, c’est-a-dire a utiliser le méme symbole pour une fonction f et pour sa classe
d’équivalence f.

C’est une question d’habitude. La seule maniére de comprendre L, c’est de 1'utiliser. En fait, sur LP(u) on
pense plutot ”LP(u)”, c’est-a-~dire a des fonctions, plutot qu’a des classes d’équivalences, mais on se souvient
que les objets ne sont définis que pu-pp. Ainsi, par exemple, on a coutume de dire que deux fonctions f et g
sont égales dans LP si elles coincident p-pp (méme si on devrait simplement dire qu’elle définissent la méme
classe d’équivalence dans LP(u)).

On a alors immédiatement ce que I'on cherchait.
Théoréeme 1.60. L’ensemble (LP(p),|| - ||p) est un espace vectoriel normé.

Exemple 1.61. On note £,(N) ou simplement ¢, I'espace LP(N, P(N), m), ol m est la mesure de comptage.
On distingue parfois les espaces réels KE(N)et complexes Zg(N).

Soit u € ¢P. Si p < o0, alors
%
lullpy={ D lunl”)

n
tandis que si p = 400,

[ulloo = sup|un |-
n

Il n’est pas besoin ici de quotienter £P car ||u ||, = 0 implique u = 0.
On a la méme chose pour ¢P(Z) = LP(Z,P(Z),m).

1.4.4 Convergence dans LP et convergence simple

Rappelons que la topologie usuelle d’un espace vectoriel normé est la topologie relative a la distance d(f, g) =
|| f — g||. Ainsi on dira que la suite (f,,) converge (vers f) dans LP si

a) pour tout n € N, f, € LP et f € LP;

b) lim, | £ — fulp = 0.
On rappelle que la suite (f,,) converge simplement vers f si lim,, f,(x) = f(z) pour p-presque tout x.
On remarque que si (f,) converge dans L!(u) vers f, alors [ f,du — [ fdu. La réciproque est fausse en
général.
Le théoréme de convergence dominée est généralement énoncé en terme de fonction intégrable, mais on peut
aussi en donner une version (équivalente) LP.

Proposition 1.62. Convergence LP-dominée Soit p € [1,+o0[. Si fr, = f pu-p.p. et qu’il existe g € LP tel
. LP
que | fr | < g pour tout entier n, alors fn, = f.

Démonstration. On applique le théoréme de convergence dominée. En effet, | f, — f [P < (| fu |+ | f])P <
2P| g |P p-p.p., et par hypothese | g |P est intégrable, donc comme | f,, — f |P — 0, u-p.p., on a la convergence
vers 0 de [| fr, — f [P dp. O
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Proposition 1.63 (Extraction d’une sous-suite convergeant simplement). Soit p € [1,+00]. Si f, = f,
alors il existe une suite extraite de (f,) qui converge vers f p-p.p.

Dans le cas p = 400, on a bien sur beaucoup mieuxr : f, — f uniformément en dehors d’un ensemble
négligeable (en particulier, f, — f p-p.p., pas besoin de sous-suite).

Démonstration. On traite d’abord le cas 1 < p < +o00. Si (fy,) converge vers f dans LP(u), on peut trouver
une sous-suite (fy, )g>0 tel que pour tout k£ > 1,

| frr — fllp < 27K

Introduisons la suite de fonctions positives ux = |fn, — f|P. Par le théoreme de Beppo-Levi (convergence
monotone) on a
[ w@dnte) =3 [y dnte) < S@7)F < o
k>0 k>0 k>0

Par conséquent, il existe un ensemble de mesure nulle N tel que Vo € X \ NV, Ekzo ug(z) < 400. Donc,
pour z € X \ NV la série réelle Y up(x) est convergente, et donc son terme général tend vers zéro, c’est a
dire fy,, () = f(z).

Pour p = 400, c’est la définition de la convergence dans L>(u). O

Exemple 1.64. Dans le cas de l'espace /P (pour p < o), une suite (de fonctions, aussi appelées suites ici...)

(u(™) converge vers la fonction u € P si Y, | u,g") P < o0, sl Y |ug|P < ooetsi

hé“Zlui”) —u|[” = 0.
P

Ceci implique en particulier que u,(g") — ug, lorsque n — oo. En conclusion, dans 'espace ¢P (vrai aussi si

p = 400 par b)ii)),
fn 4 f = fo—f simplement (partout).

E,)videmment7 on n’a pas la réciproque, comme on peut le voir sur le contre-exemple u(™ = 1 {n}- Alors la

suite (u(")) converge simplement vers la fonction nulle car u,gn) = 0 pour tout £ > n. Néanmoins pour tout n,

la fonction u(™ est & distance 1 de la fonction nulle : || u™ — 0|, = (32, | u,(:) [P)1/P = 1 pour tout p (méme
p = 00), et donc ne converge pas vers la suite nulle dans /P. En effet, ici la plus petite fonction dominant la
suite (u(”)) est la fonction v constante a 1. Pour p < oo, cette fonction n’est pas dans P, donc on ne peut
pas appliquer a). De plus, v € £°°, ce qui montre aussi que la Proposition 1.62 n’est pas valide en général
pour p = oo.

Corollaire 1.65. Soit p € [1,+0o0|. Sil’on a la convergence de la suite (fy,) vers f dans LP et vers g p-p.p.
alors f et g sont égales p-p.p.

Démonstration. On sait qu'il existe une suite extraite (fy(,)) qui converge u-p.p. vers f. Or la suite (fn)
converge pi-p.p. vers g, donc la sous-suite (f,(n)) également. Ainsi f = g p-p.p. O
1.4.5 Complétude des espaces L”

Théoréme 1.66 (Théoreme de Riesz—Fisher). Pour tout p € [1,4+o00|, LP(u) est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (f,) une suite de Cauchy de LP(u). On veut montrer qu’elle converge dans LP. Remar-
quons qu’il suffit de montrer qu’une sous-suite (fy, )r converge. En effet, si f est la limite de cette sous-suite
on a alors pour tout n, k,

[ = Fllp < W = Fuillp + 1 fni = Fullps
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et chaque terme peut étre rendu petit, le premier en prenant k assez grand (par définition de la limite), et
le deuxiéme en prenant k (puisque ng > k) et n assez grands, par le caractére de Cauchy.
Le caractere de Cauchy nous permet de trouver une sous-suite (fy, ) tel que

VE>0,  |fap — Fallp <275

Posons alors
Uy = frgs et pour K > 1 wup = fo, — frp 1>

de sorte que pour N > 0, la somme partielle vérifie
(ﬁv:==UO+-U1—%...+-UN'Zian.

On se demande donc si la série ) uy, converge dans LP(u).
Posons, pour (presque tout) z € E, et N >0,

N
Vi(z) = Jug()]-
k=0

Pour z fixé, c’est une suite croissante qui converge vers une limite que 'on note V(x) :

+oo
V(z) =) |up(z)] € [0, +00].
k=0

La suite croissante Vi (z)P converge elle vers V' (z)? lorsque N — +00o (en convenant que (+00)P = +00) et

comime N N N
[ty aut =[S twl] < (3 tusl)” < (Il + Yo 27)" = b < oc,
k=0 k=0 k=0

on a par convergence monotone

/V(az)p du(x) < M < +oo.

Cela force I'ensemble N := {V? = 400} = {V = 400} & étre de mesure nulle. Pour z ¢ N, on a

+00
V(z) = Z lug ()| < 400,
k=0

ce que veut dire que la série dans K, Y ug(z) est elle aussi convergente, car absolument convergente (K = R
ou C est complet). Pour = ¢ N, on pose

“+oo
fla) = kZO uj(e) = Jim Un(z) = lim foy(z)

la somme de cette série convergente. On peut poser f(z) = 0 pour x € N, si on veut, mais ce n’est
pas nécessaire si on raisonne pu-pp. Notez que f est une fonction mesurable comme limite simple (presque
partout) d’une suite de fonctions mesurables. Par ailleurs, on a u-pp, par convergence simple,

+00 p
1< (Y tl ) = v
k=0

et donc f € LP(u). Il reste & montrer la convergence dans LP(u). On a que Uy converge simplement vers
fet|Uv| <V <V.Comme V € LP(u), on peut conclure par convergence dominée dans LP(u) que Uy
converge vers f dans LP(u) dans le cas p < +00. On a donc bien montré que la sous-suite (fy,, ) convergeait
dans LP(u). O
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1.5 Approximation

Théoréme 1.67. (Approximation par des fonctions simples) Soit (X,S, ) un espace mesuré.

Soit S l'ensemble des fonctions s simples a valeurs complezxes (i.e. s = Z ailg, oty € Cet E; € S)
1<i<n

telles que pu({x; s(x) #0}) < +o0.

Pour 1 <p < +o00, S est dense dans LP(p).

Démonstration. Clairement S C LP(u) pour tout 1 < p < +o0o. Soit maintenant f € LP(u) telle que f > 0.
On peut alors construire une suite de fonctions simples (sy)n,>1 qui converge en croissant vers f (voir le
début de la preuve du théoreme 1.41). Pour tout n > 1, 0 < s,, < f. Ainsi |f — s,|P < fP et le théoreme de
convergence dominée nous dit que || f — sp[|, — 0 quand n — +o00. Donc f est dans I'adhérence de S pour
la norme || - ||,. Pour f & valeurs complexes, on la décompose en partie réelle et imaginaire, puis ses parties
réelle et imaginaire en différence de partie positive et négative. O

Théoréme 1.68. (Approximation par des fonctions continues) Supposons que (X,S,u) est un espace de
Hausdorff localement compact mesuré tel que la mesure p et la o-algébre associée vérifient les propriétés
(2)-(5) du théoréme 1.19.

Alors, pour 1 < p < +00, C.(X) est dense dans LP(u).

Remarque 1.69. Dans ce cadre, on peut considérer ’espace vectoriel C.(X) muni de la norme || - ||,. Alors,
LP(p) est le complété de cet espace.

Démonstration. Définissons S comme dans le théoreme 1.67. Pour s € S et € > 0, par le théoreme 1.41 | le
théoreme de Lusin, il existe g € C.(X) tel que g et s coincident sauf sur un ensemble de mesure majorée par
e et, de plus, ||g]lco < [|5]eo- Ainsi, pour 1 < p < 400, ||g — slp < 26'/7||s||0- Le théoreme 1.68 est alors un
corollaire immédiat du théoreme 1.67. O

Corollaire 1.70. Considérons RY muni de la mesure de Lebesque et p € [1,+oco]. Pour f € LP(R?) et
r € R, on définit f,: y € R — f(y —x). Alors fx‘ |—> f dans LP(R?).
z|—=0

Démonstration. Soit g € C.(R?). En effet, les supports des fonctions (g, — 9)jz|<1 sont tous contenu dans un
compact fixé et ces fonctions sont majorées par 2||g||c. Par continuité, on a g, — ¢ —>00 en tout point. Le
r—r

théoreme de convergence dominée nous dit alors que ||g — g|p —>OO pour tout p € [1,4o00].
z—

Comme C.(R?) est dense dans LP(R?), cette convergence s'étend & LP(R?). En effet, si f € LP(R?) et
g € Cc(RY), on a |[fz = fllp < llge = gllp + 211 = gllp- -

Remarque 1.71. Le corollaire 1.70 nous dit que, pour f € LP(R?), I'application z € R? i f, € LP(R?) est
continue sur R.

Définition 1.72. Soit X un espace de Hausdorff localement compact. Soit v : X — C. On dit que u
s’annule a linfini si, pour tout € > 0, 'ensemble {z; |u(x)| > €} est compact.
L’ensemble des fonctions continues sur X s’annulant a l'infini est noté Co(X).

Théoréme 1.73. Si X est un espace de Hausdorff localement compact, alors Co(X) est la complétion de
Ce(X) pour la métrique définie par la norme || f|loco = sup |f(z)].
zeX

Démonstration. Soit f € Co(X) et € > 0. Par définition, il existe K compact tel que |f(z)| < esiz ¢ K.
Par le lemme d’Urysohn, il existe g € C.(X) tel que 0 < g < 1 et gjx = 1. Donc h := fg € Cc(X) et
1f = Blloo < supygre (1 — 9)(2) £(2)] < supygrc 1£(2)] < 2. Done, Co(X) est dense dans Co(X).
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Soit (fn)n de Cauchy dans Co(X). Alors, pour x € X, (fn(z))n est de Cauchy donc converge vers f(x).
Comme (f,,)n de Cauchy pour || ||, on a que f, converge uniformément vers f donc f est continue. Enfin,
pour ¢ > 0, il existe n tel que || f — fnllco < €/2 et K, un compact tel que Vo € K, |fn(z)| < €/2. Donc,
Vo & Ky, |f(x)] < e. Ainsi f € appartient & Co(X) qui est donc complet. Ceci complete la preuve du
théoreme 1.73. O

Remarque 1.74. Remarquons que Co(R?) C L>®(R%) mais Co(R?) # L>(RY).
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Chapitre 2

Mesures a valeurs complexes et
dérivation de mesures

On s’est pour I'instant intéressé a des mesures positives. On va maintenant considérer des mesures a valeurs
complexes ou mesures complexes. Ce passage est analogue au passage des séries a termes positifs aux séries
a termes complexes.

2.1 Mesures complexes - Variation totale

Définition 2.1. Soit S une o-algebre sur un espace X.
Une mesure complexe sur (X,S) est une application p : S — C telle que, si E € S et (E;)ien est une

partition de E dans S (i.e. Vi, E; € S,Vi# j, E;NE; =0 et U E;=F),ona
€N
(2.1) u(B) =3 (B,
1€N

Remarque 2.2. D’abord la définition implique que tout ensemble mesurable est de mesure u(FE) finie.
L’égalité (2.1) requiert implicitement que ), |14(E;)| < +00; en effet, pour une partition données, dans la
réunion définissant F, on peut réordonner les termes de facon arbitraires. Donc la somme dans le membre
de droite de (2.1) doit converger vers la méme valeur ce quelque soit la permutation des termes. Ceci impose
que la somme converge absolument (voir [5, Théoreme 3.56]).

Exercice 2.3. Soient A une mesure positive sur (X,8S) et h € L1()\). Pour E € S, on pose

(2.2) WE) = [E hdA.

Montrer que u est une mesure complexe sur (X, S) que 'on notera du = hdA.

Définition 2.4. Soit ; une mesure & valeur complexe. On définit sa variation totale notée |u| : S — RT
de la fagon suivante : pour £ € S, on pose

ul(E) = sup > ().

(Ej)jen partition de EjEN
Cette définition nous donne immédiatement que

(2.3) VEES, |n(E)| < |ul(E).
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Théoréme 2.5. La variation totale d’une mesure complexe p sur S est une mesure positive sur S.

Démonstration. Soit E € S et E = U;E; une partition de E dans S. Pour ¢ tel que |u|(E;) > 0, soit
ti < |p|(E;). Ainsi, E; admet une partition (A;;); telle que Z |n(Aij| > t;. Comme (A;j);; fournit une
J

th‘ < Z (Aiz| < [pl(E).

En faisant t; — |u|(E;) pour chaque i tel que |u|(E;) > 0, on obtient

(2.4) Z |1l (Ei) < |ul(E).

partition de F, on a

Montrons I'inégalité réciproque. Pour cela, soit (A;); une seconde partition de E. Alors, pour i fixé, (4;NE;);
est une partition de E; et pour j fixé, (A4; N E;); une partition de A;. Ainsi

PNIEDIEDD <D D (AN E) =) ) (AN E)| <Y |ul(E)
J J Jj ot T ] {
Comme ceci vaut pour toute (A;); partition de E, on a

ul(E) < Z |ul(E

En se souvenant de (2.4), on voit que |u| est o-additive.
Un calcul trivial donne |u|(@) = 0. Ainsi |u| est une mesure. O

Théoréme 2.6. Si p est une mesure complexe sur X, alors |p|(X) < +o0.

Démonstration. On commence par prouver le

Lemme 2.7. Soient z1,...,z, des nombres complexes. Alors, il existe A C {1,...,n} tel que
1
Doz == Y Il
jeA 1<j<n
Démonstration. On peut écrire z; = |zj|e?i. Pour —7 < 6 < 7, soit A(f) I'ensemble des j pour lesquels

cos(; — ) > 0. Ainsi

Z zj| = Z e 2| > Re Z e 0z Z|z]|max(cos(9 —0),0).

JEA(D) JEA(D) JEA(O j=1

On choisit maintenant pour 6 la valeur dans [—7, 7] qui maximise la fonction dans le membre de droite de
la derniere égalité. La valeur de cette fonction en ce maximum est supérieure a la moyenne de cette fonction
sur [—7,m]. On obtient ainsi pour ce 6 que, si on pose A = A(f) alors

N
1 (7 1
E g |z]| max(cos(f; — 0),0)dd = o max(cos(f),0)df E |z | = — E |25].

jea -7 j=1 1<j<n
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Revenons a la preuve du théoréme 2.6. Supposons qu'il existe £ € S tel que |u|(E) = +oo Soit t =

m(1+|u(E)|). Comme |pu|(E) > t, il existe (E;);>1, une partition de E et un entier N tels que Z |u(Es)| > t.

=1
On peut alors appliquer le lemme 2.7 aux complexes z; = u(E;), ¢ = 1,--- , N. Ceci nous donne l'existence

t
d’un ensemble A C E (A est réunion de E; bien choisis) tel que |u(A)| > — > 1. Mais en posant B = E'\ A,
T

on calcule

[(B)| = [1(E) = p(A)| = |(A)] = |u(E)]| > % —|(E) = 1.

On a donc partitionné E = AUB, ANB = 0 ot |u(A)| > 1 et |u(B)| > 1. Evidemment, on a soit
[1u|(A) = 400 ou |u|(B) = +oo.

On peut maintenant réappliquer le méme procédé a celui de A et B qui est de mesure |u| infinie. En
procédant ainsi, par récurrence, on construit une suite d’ensembles mesurables, disons (C; ) deux a deux

disjoints tel que pour tout j, [1(Cj)| > 1. La o-additivité de p nous dit que p(U;C; Z w1(Cj). Mais ceci

ne se peut car cette derniere série ne converge évidemment pas. On obtient la contradlc‘mon souhaitée pour
achever la preuve du théoreme 2.6. O

Proposition 2.8. L’application p — ||| := |u|(X) définit une norme sur ’espace vectoriel des mesures
complezes sur (X,S) (muni de ses opérations naturelles).

Exercice 2.9. Démontrer la proposition 2.8.

Définition 2.10. Pour une mesure réelle u, on définit ses wvariations positive et négative respectivement

1 1
comme les mesures positives pu* = 5(!@] +p)et pm = §(|u| — ).

Onap=p"—pu et|u =p" + p . Cette décomposition est la décomposition de Jordan de la mesure p.

2.2 Absolue continuité

2.2.1 Définitions et premieres propriétés

Soient A une mesure positive et p une mesure quelconque (positive ou complexe) sur (X, S).

Le but de ce chapitre va étre de comparer ces deux mesures, plus précisément, essayer d’en définir le quotient ;
ce n’est bien sir pas toujours possible.

Commencons par introduire quelques définitions.

Définition 2.11. On dit que p est absolument continue par rapport a A si et seulement si, pour £ € S,
AME)=0 = u(E)=0. On note alors p < A.

Exemple 2.12. Soit A une mesure positive sur X et f € L!'()\). Alors la mesure p := fd\ définie par
w(E) = fE fdX pour E € S est absolument continue par rapport a A.
En passant des fonction indicatrices d’ensembles mesurable aux fonctions simples puis aux fonctions me-

surables positives, on voit que p est définie par la propriété / gdu = / gfdX pour toute g mesurable
X X

positive ou pour toute g telle que fg est A-intégrable.

Définition 2.13. 1. S’l existe A € S tel que, pour tout E € S, u(F) = u(E N A), on dit que u est
concentrée sur A. De fagon équivalente, on peut demander que p(E) =0 dés que EN A = ().

2. On dit que pq et po, deux mesures sur (X, S), sont mutuellement singuliéres si elles sont concentrées
sur des ensembles disjoints. On note alors py L po.
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Proposition 2.14. Supposons que X\, p, 1 et py sont des mesures sur (X,S) et que X est positive. Alors :
1. si p est concentrée sur A, |u| Uest aussi;
2. sipy L ope alors |pa] L |pel;
3. sipp LA et ua L X alors pg 4+ po L A;
4. 80 p1 K X et pg K X alors py + pa < A
5. st p << A alors |p] < A
6. st uy << et pg L X alors pp L po;
7. stp<< et Xalors p=0.

Démonstration. On démontre les propriétés dans l'ordre.
1. Si ENA =0 et que (E}); est une partition de E alors u(E;) = 0 pour tout j. Ainsi |u|(E) = 0.
2. Ceci suit immédiatement de 1.

3. Pour i € {1,2}, il existe A; et B; disjoints tels que u; est concentrée sur A; et A\ sur B;. Ainsi
1 + po est concentrée sur A = A; U As et A est concentrée sur B = By N Bs. Or AN B C
(A1 N By) U (42N By) = 0.

4. C’est clair.

5. Si A(F) =0 et que (E}); est une partition de E, alors A(E;) = 0 pour tout j. Comme p < A, on a
p(E;) = 0 pour tout j. Ainsi Z |(E;)] = 0. On a donc |p|(E) = 0.

J

6. Comme pug L A, il existe A tel que A(A) = 0 et uo concentrée sur A. Comme pp < A, pour tout
E C A, ;n(E) =0. Ainsi p1 est aussi concentrée sur le complémentaire de A.

7. Par le point 6, les hypotheses du point 7 impliquent que g L p. Donc p = 0.

2.2.2 Le théoréme de Lebesgue-Radon-Nicodym
Ce résultat est le principal de ce chapitre. Il établit la comparaison évoquée ci-dessus.
Théoréme 2.15 (Théoréme de Lebesgue-Radon-Nicodym). Soient A\ une mesure o-finie positive et y une

mesure complexe sur (X,S). Alors

1. il existe une unique paire de mesures complexes g et ps sur (X,S) telles que
(2.5) W= fla + s, fa < A, ps LA

st p est positive alors g et us le sont aussi;

2. il existe une unique fonction h € LY()\) telle que du, = hd\.

La paire (uq, pts) est appelée décomposition de Lebesque de p par rapport a A. La fonction h est appelée
dérivée de Radon-Nicodym de p par rapport a A.

Le point (2) du théoreéme 2.15 est appelé Théoreme de Radon-Nikodym. Si A est o-finie, il démontre que si
1 est absolument continue par rapport a A alors p est de la forme donnée dans I’exemple 2.12.

Démonstration. Commencons par démontrer I'unicité de la paire (g, pts). Supposons que (), (%) est une
autre paire ayant les mémes propriétés. Alors g, — pl, = ps — plh. Or pg — pl, < X et ps — ply L X donc
o — i, = ps — pl, = 0 par les points 3, 4 et 7 de la proposition 2.14.

Pour démontrer 'existence de la décomposition, on va d’abord se ramener au cas A\(X) < +oo et, pour cela,
démontrer le
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Lemme 2.16. Soit \ une mesure positive o-finie sur une o-algébre S sur un ensemble X . Alors, il existe
une fonction w € LY(\) telle qu’en tout x € X, on a 0 < w(z) < 1.

Démonstration. Comme g est o-finie, on peut décomposer X = U;>1E; ou E; € S et A(E;) < +00. Alors,
1p

i

en utilisant le théoréeme de convergence monotone, on vérifie que la fonction w = Z P R
= 2114+ MNE;))

convient O

Sgit A comme dans ’énonce du théoreme 2.15. Avec w choisie comme dans le lemme 2.16, la mesure
dX := wdA\ est finie et elle a les mémes ensembles de mesure nulle que A c¢’est-a-dire que A < A < A. En

effet, si S\(E) = / wdA = 0 alors, comme elle est positive, w est nulle A-presque partout sur E or w ne

s’annule nulle part ; c’est donc que A(E) = 0.
Soit p comme dans I’énoncé du théoréme 2.15. Commengons par supposer que p positive et finie. Alors la
mesure dv = du—+wd\ est aussi positive et finie. Par définition (voir 'exemple 2.12), pour toute f mesurable

positive, on a
/fdyz/fd,u—i—/fwd)\z/fdu.
X X X X

Comme v est finie, on sait que L?(v) C L'(v) C L'(u) (par I'inégalité ci-dessus). Donc si f € L?(v), en
utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on calcule

‘ /. fdu‘ﬁ [ s < [ 151dr <o Iz

Ainsi application linéaire f — / fdu est une forme linaire bornée sur L?(v). Par le théoréme de Riesz-
X

Fisher (cf [I, Chapitre 4.4]), il existe g € L?(v) telle que, pour f € L?(v), on a

(2.6) /de,u:/xfgdy.

Remarquons que g € L?(v) n’est définie que v-presque partout.
Comme 0 <y < v, en appliquant (2.6) & f = 1g ou E € S tel que v(E) > 0, on obtient

1 n(E)
Oéwm/ﬁd“:uw) =1

On en déduit que v-presque partout, on a 0 < g < 1. On peut donc supposer sans modifier (2.6) que g est
a valeurs dans [0, 1]. En se souvenant de dv = du + wd\, réécrivons (2.6) comme

(2.7) | a=asdu= [ rgwar

Posons A := {x; 0 < g(x) < 1} et S := {x; g(z) = 1} et définissons deux mesures i, et ps par pq(E) =
wWANE) et us(F)=pu(SNE) pour E € S.

Pour f = 1g, le membre de gauche de (2.7) s’annule et celui de droite devient [ wd\. Comme w est positive
et ne s’annule pas, on voit que A(S) = 0. Donc ps L A.

Comme g est bornée, dans (2.7), on peut remplacer f par (1+ g+ -+ ¢")1g pour un entier n arbitraire
ce qui nous donne

(2.8) | a=gdu= [a-gydu= [argttaguir
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Comme en tout point x € A, g"(z) N\ 07 quand n — +oo, le membre de gauche de (2.8) converge vers
AN B) = pia(E).

La suite ((14+ g+ ---+ ¢") gw), est positive et croissante; elle converge donc vers une fonction mesurable
positive que 1’on notera h. Ainsi, par le théoréme de convergence monotone, le membre de gauche de (2.8)
converge vers fE hd)\ quand n — +oo. Pour E = X, comme ), est finie, on obtient que h € L'()).
Ceci prouve le point 2 du théoreme 2.15. Mais ce point 2 implique immédiatement que p, < A (voir
lexemple 2.12). Ceci achéve la preuve du théoréeme 2.15 quand p est positive.

Pour 1 complexe, on écrit u = p, 414 p; ol pyr et p; sont des mesures réelles, puis, on applique la construction
précédente aux variations positives et négatives de ces mesures.

Le théoreme 2.15 est démontré. [

Remarque 2.17. Si u est positive et o-finie, les conclusions du théoréme 2.15 pour A et u restent presque
toutes vraies : simplement, la fonction h n’est plus nécessairement intégrable mais elle est mesurable a
valeurs positives. Pour voir cela, on décompose X = U, X,, ou (u + A)(X,,) < 00 pour tout n. Sur chaque
Xy, i.e. pour A\|x, et yx,, on applique le théoreme 2.15 pour obtenir A, sur X, ; 'unicité nous permet de
dire que si A(Xy, N Xin) # 0, alors (hy)|x,nx,, = (Am)|x,nx,,- La famille (h,, X,), définit donc bien une
fonction h positive et mesurable qui vérifie la propriété souhaitée. De plus, elle est également “localement”
intégrable au sens ou, pour tout n, an hd\ < +o0.

Remarque 2.18. On ne peut pas simplement omettre I’hypotheése de o-finitude sur A. Par exemple, sur
[0,1] on peut supposer que p est la mesure de Lebesgue et A la mesure de comptage (toutes deux sur la
o-algebre de Lebesgue). Alors 1 n’a pas de décomposition de Lebesgue par rapport & A et, bien que A soit
bornée et 1 < A, il n’existe pas de fonction h € L'(u) telle que dp = hd.

Théoréme 2.19. Soient A\ et pu deux mesures sur (X,S) respectivement positive et complexe. Les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

1. p <A
2. Ve > 0,30 >0 tel que sup |u[(E) <e.
EeS
AE)<S

Remarque 2.20. Dans le théoreme 2.19, si p est une mesure positive mais de masse totale infinie, on n’a
pas forcément (1) = (2). On peut par exemple prendre p égale a la mesure de Lebesgue sur (0, 1) et poser

wE) = / Yz pour E C (0,1) Lebesgue mesurable.
E

Démonstration. Supposons 2. Si A(E) = 0 alors A(E) < § pour tout § > 0. Donc |u|(E) < & pour tout € > 0
c’est-a-dire |p|(E) = 0, soit encore, p(E) = 0. On obtient donc le point 1.

Supposons que le point 2 est faux. Alors, il existe € > 0 et pour tout n > 1, E,, € S tel que A\(E,) < 27" et
|pe|(Ey) > €. Posons

Vn>1,A4, = UEm et A:ﬂAn.

m>n n>1
Alors A(4,,) < 27"l et A1 C A,. Donc, par convergence monotone A(A) = 0 et |u|(A) = ll}rll || (An) >

e > 0 (comme |u|(Ay) > |p|(Ey)). Ceci contredit |u| < A et, en utilisant le point 5 de la proposition 2.14,
cela contredit également le point 1.
Ceci acheve la preuve du théoréeme 2.19. ]

2.2.3 Conséquences du théoreme de Lebesgue-Radon-Nicodym

Les mesures que nous considérons sont o-finies.
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Théoréme 2.21 (Décompostion polaire d’une mesure complexe). Soit p une mesure complexe sur (X,S).
Alors il existe h mesurable telle que |h(x)| =1 pour tout x € X et du = hd|p|.

Ce résultat est le pendant pour les mesures complexes de la décomposition polaire des nombres complexes.

Démonstration. On a bien siir u < |u|. Donc le théoréme 2.15 garantit 'existence de h € L(|u|) telle que
dp = hd|pl|.
Pour r > 0, soit A" = {z; [h(z)| <7} et soit (A7); une partition de A”. Alors

/ hlyl
AT

J

S A =3

J

< 2_rlul(47) = rlu|(Ar).

En maximisant sur les partitions, on obtient que 7|u|(A4,) > |p|(A4;). Donc si r < 1, |u|(Ar) = 0. Ainsi
|h| > 1 |u|-presque partout.
D’autre part, si |p|(E) > 0, comme du = hd|u|, on a

(2.9) ‘@/Ehdw‘ =

Ainsi |h| < 1 |p|-presque partout. En effet, supposons qu'il existe ¢ > 0, |u|({1/e > |h(z)| > 14+¢}) > 0. On
éerit h(x) = @ |h(x)| avec § mesurable & valeurs dans [0, 27[. Ainsi, pour tout n > 0, il existe un entier
1 <k <n tel que |u|(Ene) >0 ouon aposé B, :={1l/c > |h(z)| >1+¢c et nf(x) € 2n[k — 1, k[}; alors

B _
ul(E) =

(E)

1 / 2k 1 / 1 0(z) _ 2irk/
L[ =L e [ @) (%@ — Bk g,
1] (Ene) En.e 1 (Ene) En.e |1l (Ene) En.e ( )

Ainsi, si n est assez grand, on obtient

5,
L[ hap
1| (Ene) En e

Donc, pour tout € > 0, |u|({1/e > |h(z)| > 1 +¢}) = 0. Donc, comme h € L(|u|), on a |h| < 1 |u|-presque
partout.

On voir que, |u|-presque partout, |h| = 1. On peut donc prendre |h| = 1 en tout point sans modifier la
validité de du = hd|u|. Ceci achéve la preuve du théoreme 2.21. O

1
>14+e——>1.
ne

Théoréme 2.22. Soient A une mesure positive sur (X,S) et g € LY()\). Si on pose du = gd\ alors
dlp| = [g] dA.

Démonstration. Par le théoreme 2.21, on peut écrire du = hd|u| avec |h| = 1. Par hypothese, du = gdA et
IA| = A (comme X est positive). Ainsi d|p| = hdp = hgd\. Or X et u sont positives; donc hg est positive
A-presque partout ; comme |h| = 1, A\-presque partout, on a hg = |g|. O

Théoréme 2.23 (Décompostion de Hahn). Soit p une mesure réelle sur (X,S). Alors il existe deux en-
sembles AT et A~ mesurables tels que AT UA™ = X, AT N A~ =0 et tels que les variations positives et
négatives de p vérifient du™ = 14+ dy et du= = 14— dpu.

Ce théoreme nous dit que I'on peut trouver deux ensembles disjoints tels que I'un porte toute la masse
positive de p et 'autre toute sa masse négative.
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Démonstration. Par le théoreme 2.21, on écrit du = hd|p| ot |h| = 1. Comme p est réelle, h I’est aussi. Donc
h ne prend que les valeurs 1. Posons AT = {x; h(z) = £1}. Comme put = 1/2(|u|+pu) et [1/2(h+1)]ja+ =1
et [1/2(h+ 1)]j4- =0, pour £ € S, on a

1
nHE) =5 fE(l + h)d|u| = ﬁmﬁ hd|p| = p(E N AT).

Donc du™ =1 4+ dpu.
Comme p(E) = p(ENAT)+u(ENA™) et comme pp=pt —p~, onaduy™ =1,-dpu. O

Corollaire 2.24. Si = pu1 — po ot pu1 et po sont des mesures positives, alors py > put et pus > p—.

On voit ainsi que p™ et p~, les variations positive et négative de p, sont minimales parmi toutes les
décompositions possibles de p en différence de deux mesures positives.

Preuve du corollaire 2.24. Supposons que 4 = pu; — po. En conservant les notations du théoreme 2.23 et de
sa preuve, comme i < fi1, On a

pH(E)=p(ENAT) < M(ENAT) <\ (E).

Clairement on a u~ = (—u)™" ; I'inégalité s > p~ suit. O
Le dual de LP())

1
Soit 1 < p < oo et A une mesure positive sur (X,S). Soit ¢ 'exposant conjugué de p i.e. — 4+ — = 1. Alors,

toute fonction g € L9(\) fournit une forme linéaire continue (bornée) ®,: LP(\) — C définie par

(2.10) <I>g(f):/ngd)\, Vf € LP(N).

C’est un corollaire immédiat de I'inégalité de Holder (proposition 1.46).

Quand p = 2, on est dans le cadre hilbertien et on sait que ce résultat a une réciproque : par le théoreme de
Riesz (cf [1, Chapitre 4.4]), toute forme linéaire continue sur L?()\) peut étre représentée sous la forme (2.10)
ot g € L2(\).

Nous allons maintenant voir que cela reste vrai quand 1 < p < 4o00.

Théoréme 2.25 (Le dual de L? est isométriquement isomorphe a L9). Soient p € [1,+o0[ et A une mesure
o-finie positive sur X. Soit ® une forme linéaire continue sur LP(X). Alors il existe une unique fonctions g

1 1
dans LY(X) (ot — 4 — = 1) telle que & = ®, définie par (2.10). De plus, on a || P| = |/g]lq-
p q

Démonstration. 1 L’unicité est claire : si on a deux telles fonctions, disons, g et §, alors / flg—g)dr=0
X
pour toute f dans LP(\); soit E telle que \(E) < +oo alors la fonction f définie par
g(@) —g(x) _
1g —— si g(z) # g(),
f@)y =1 g gty IO 7 I

0 sinon.

est dans LI(\) et [y f(g— g)d\ = [5]g — gldX. Ainsi g — § s’annule sur tout ensemble de mesure finie. Par
o-finitude, elle est nulle.
Pour construire g, commencgons par supposer que A(X) < 4+00. Pour £ C X mesurable, on définit u(E) =
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®(1g). Comme @ est linéaire, p est additive. Montrons qu’elle est o-additive. Soit E mesurable partitionné
en £ = U;>1E;. Posons Aj, = Uj<j<ipFj. Comme Ay C E, on a ||[1g — 14, |, = ()\(E\Ak))l/pk — 0 par
- T ——+o00

convergence monotone. Comme ® est continue, on a p(Ag) = Z w(E k w(E). Ainsi p est o-additive.
%Jroo

Clairement, si A\(F) = 0 alors u(E) = 0 (car 1g est nulle \- presque partout). Ainsi p < A et le théoreme 2.15
garantit l'existence de g € L'()\) telle que pour, tout £ C X mesurable, on a

<I>(1E):/gd)\:/ 1pgdX.
E X

Par linéarité, on a

(2.11) B(f) = /X fgdn.

si f est simple et mesurable, puis, pour f € L*()\). En effet, comme toute fonction dans L (\) est limite
uniforme d’une suite de fonctions simples par la remarque 1.42 et que la convergence uniforme implique celle
dans LP(\) comme A(X) < 400, on obtient I’égalité comme résultat de la continuité de .

On veut maintenant montrer que g € L9(\). On va distinguer deux cas selon que p=1ou 1 < p < 400

Cas 1 : p = 1. Alors, pour A(E) €]0, +o0[, (2.11) implique, en posant f(z) = 1gn{a;|g(x)>0} (¥)9(x)/|g()]

7) [RAl! el _
/! | dA )_H<1>H ME )_H<I>H ME) = [|®]-

On a alors que |g(x)| < ||®|| presque partout i.e. que ||g]|cc < ||P]].

9(@) |

l9()]

et ag = |g|. Pour n > 1, on définit E, = {z; |g(x)| < n} et f, = 1g, |g|7 'a. Alors |fu|P = |g|¢ sur E,,
fn € L(N) et (2.11) nous dit que

1/p
/[ lgftir = [ frgir= (i) < o ( / n rgrqu> |

/ 15, g7 < [[B]°.
X

Cas 2 : 1 < p < +oo. La fonction o = 1y, gz)—0y + 1a; g(x)0} €st mesurable et satisfait |af = 1

Ainsi

On peut maintenant appliquer le théoreme de convergence monotone pour obtenir ||g|l; < ||®||.

On a donc obtenu que g € LI(\) et que sa norme satisfait ’égalité annoncée dans le théoreme 2.25.

Ceci nous dit que les deux cotés de 1’égalité (2.11) sont continues sur LP(\) mais elles coincident sur L>(\) qui
dense dans LP(\) (car A(X) < +00) ; elles coincident donc sur LP(\) ce qui achéve la preuve du théoréme 2.25
quand A(X) < +oo0.

Quand A(X) = +00 et A o-finie, on prend w € L'()\) comme dans le lemme 2.16. Alors d\ = w d\ est une
mesure positive finie sur S. Comme w est strictement positive, Papplication f — w'/? f est une isométrie
linéaire de LP()) & valeurs dans LP()). Ainsi W(-) = ®(w'/? ) est linéaire et bornée sur LP()) et satisfait

H‘I’”Lp(j\) = ||®||zp(n)- Donc il existe h € LI(N) telle que U(f) = / f hdX. Posons g = w'/h. Alors
X

_ Y q _ q
Jlalran= [ inras = i, = 191,
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D’autre part, pour f € LP(\), on calcule

o(f) = w(wrp) = |

w—l/Pfth:/ fgdn.
X X

Ceci complete la preuve du théoreme 2.25. ]

Remarque 2.26. La construction faite dans la preuve précédente est, dans le cas p = ¢ = 2, celle qui a
permis la preuve du théoreme de Lebesgue-Radon-Nicodym. Et celui-ci est la clé de votte de la preuve du
cas général. La preuve dans le cas p = 2 repose elle sur le théoreme de représentation de Riesz pour les
espaces de Hilbert.

Le théoréeme de représentation de Riesz : le dual de Cy(X)

Soit X un espace de Hausdorff localement compact. On va maintenant voir le pendant du théoreme de
représentation de Riesz des fonctionnelles positives (théoreme 1.19) dans le cas complexe. Pour pallier le
manque de positivité, il est crucial d’ajouter une hypothese de continuité des formes que 1’on veut représenter.
On va donc représenter les formes linéaires bornée sur C.(X) (muni de la norme uniforme). Comme Cy(X)
est le complété de C.(X) pour la norme uniforme, une forme linéaire continue sur C.(X) se prolonge de fagon
unique en une forme linéaire continue sur Cy(X). On travaillera donc sur cet espace.

On dit qu'une mesure borélienne complexe p est réguliére si sa variation totale |u| l'est (au sens de la
définition 1.31).

Clairement, si p est une mesure de Borel complexe sur X, la forme

(2.12) Fes /X Fdu

est bien définie et continue sur Co(X). En effet, par le théoreme 2.21, on peut écrire du = hd|u| on
ainsi

hl=1;

/ fdu‘ _ ]/ fhdlul‘ < 117 Rlloo Il () = 1) (X) e
X X

Voyons maintenant que la réciproque est vraie.

Théoréme 2.27 (Le théoreme de représentation de Riesz). Soit X un espace de Hausdorff localement
compact. Alors toute forme linéaire bornée sur Co(X), disons, ® peut étre représentée d’une unique maniére
par une mesure de Borel complexe régquliere, disons, u, au sens ot

(2.13) o(f) = [ fau

pour tout f € Co(X). De plus, on a alors ||P|| = |p[(X).

Démonstration. Commengons par démontrer 'unicité. Par linéarité de 1’expression (2.13) en p, il suffit de
montrer que, si p est une mesure de Borel complexe réguliere telle que [ + fdp =0 pour tout f € Co(X)
alors u = 0. Pour cela, par le théoreme 2.21, on décompose p = h|u| ou |h| = 1. Pour f € Cy(X), on a alors

(2.14) ) = [ B~ pohdlul < [ [F - flndiul

X X
Or h € L'(Ju|) (car |u[(X) < +00) et Co(X) est dense dans L!(|u]). On peut donc faire tendre f vers h
dans (2.14) ce qui donne |p|(X) = 0. Ainsi |p] = 0 donc p = 0.

Soit ® une forme linaire bornée sur Cyp(X). On peut supposer que ||®| = 1. On démontre
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Lemme 2.28. I] existe A, une forme linéaire positive sur C.(X), telle que

(2.15) [ RN < AUSD < [flloos Y € Ce(X).

Supposons ce résultat démontré. Alors, le théoreme 1.19 définit une mesure de Borel positive, disons A qui
représente A au sens du point 1 de ce théoréme. Par le théoréeme de convergence monotone, comme X
localement compact, on sait que A(X) = sup{Af; 0 < f <1, f € C.(X)}. De (2.15), on tire alors que
A(X) <1 et le théoréeme 1.19 nous que A est réguliere.

De (2.15), on tire aussi que

(2.16) B(F)| < A(f]) = /X FlAA V€ Cu(X).

Comme C.(X) est dense dans L'()\) par le théoréme 1.68, on peut prolonger ® en une forme linéaire bornée
sur L'()\) que I'on appellera aussi ® dans la suite : en effet, pour f € L'()\), on prend (f,), une suite dans
C.(X) approchant f; comme (fy,), est de Cauchy dans L'()\), (2.16) nous dit que (®(f,)), est de Cauchy
dans C, donc, converge vers, disons, ®(f); on voit facilement que ®(f) ne dépend pas de la suite utilisée
pour approcher f, que f — ®(f) est linéaire et continue sur L'()\) (grace a (2.16)).

Comme ® est continue sur L!()), le théoréme 2.25 nous dit qu’il existe g € L () telle que

(2.17) @(f):/xfgd)\, Vf € Co(X).

L’inégalité (2.16) nous dit alors que ||g]/co < 1.

Les deux cotés de (2.17) étant continus sur Cy(X), la densité de C.(X) dans Cy(X) nous dit que (2.17)
s’étend aux fonctions f de Co(X) ce qui n’est autre que (2.13) si on pose du = g dA.

Comme ||®|| = 1, par (2.17), on sait que

(2.18) /X lgldA > sup{|(f)] - f € Co(X), [Iflloo <1} = 1.

D’autre part, on sait déja que A(X) < 1 et ||g]lco < 1. Ainsi (2.18) n’est possible que si A(X) = 1 et |g(z)| =1

pour A-presque tout z. Par le théoréme 2.21, on a alors d|u| = |g[d\ = d\, donc aussi, |u|(X) = AM(X) = 1.
Pour achever la preuve du théoreme 2.27, il ne nous reste donc qu’a démontrer le lemme 2.28.

Preuve du lemme 2.28. Notons CJ (X) I’ensemble des fonctions dans C.(X) & valeurs positives. Pour f €
CF(X), posons alors

(2.19) Af =sup{|®(h)|; h € Cc(X), |n] < f}.

On voit que A vérifie (2.15). De plus, clairement Af > 0 (ce qui entraine que Af > Ag pour f > g > 0) et
A(cf) = cAf si c est un réel positif.

Montrons que A est additive i.e. A(f+g) = A f+Ag. Soit f et g dans C(X). Soit & > 0. Il existe u € Co(X)
et v € Co(X) tels que |ul < f, Jv] < g, Af <|P(u)|+eet Ag < |P(v)] +e. Soit a et S tels que |a| = || =1
et a®(u) = |P(u)| et BP(v) = |P(v)|. Alors

Af+Ag<|P(u)]+|P)|+ 2 =¢(au+ Lv)+2e < A|u] + |[v]) +2e < A(f + g) + 2.

En laissant ¢ tendre vers 0, On obtient donc que A est sur-additive i.e. A f + Ag < A(f + g).
Soit maintenant h € C.(X) telle que |h| < f+get V :={x; f(x)+ g(x) > 0}. Posons

fh gh

fi= ly et g1 =
f+yg f+yg

1y.
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Clairement f; et g1 sont continues sur X et a support compact. Comme f; + g1 = h et que [fi| < f et
lg1] < g, ona
[D(h)| = [@(f1) + (1) < [2(f1)| + |(g1)| < Af + Ag.

Par (2.19), on obtient que A est sous-additive i.e. A(f +g) < A f+ Ag. Ainsi, A est additive.
Pour prolonger A aux fonctions f € C.(X) & valeurs réelles, comme f = 3(|f|+ f) — 3(|f| — f) et que |f|+ f
et | f| — f sont positives et dans C.(X), on pose

Af = SAQS+ ) = 5AUf] - )

En utilisant la propriété d’additivité de A pour les fonctions positives, on vérifie alors facilement que si on
décompose f = f+ — f_ o fi sont continues positives, alors, on a Af = A f+ — Af_. Ceci entraine que A
est R-linéaire sur l’espace vectoriel des fonctions de C.(X) a valeurs réelles.

Enfin, pour f € C.(X) a valeurs complexes, on pose

Af=A(Ref)+iA(Im f).

On vérifie alors simplement que A ainsi définie est C-linéaire sur C.(X) et vérifie (2.15) ce qui acheve la
preuve du lemme 2.28. 0

La preuve du théoreme 2.27 est donc maintenant complete. O

Exercice 2.29. Soit ¢ une mesure de Borel positive sur X un espace de Hausdorff localement compact. On
considere j : L (du) — (Co(X))* définit par j(f) = fdu, f € L(du).
1. Montrer que j est isométrique.

2. Montrer que j est injective si et seulement si supp dy = X.

2.3 Différentiation

2.3.1 Dérivée d’une mesure

Le prochain résultat sert a motiver les définitions qui lui font suite.

Théoréeme 2.30. Soient A1 la mesure de Lebesgue sur R et p une mesure de Borel complexe sur R. On
définit F),, la fonction de répartition de p : pour x € R, F,(z) = pu(] — oo, z[).
Pour x € R et z € C, les deux assertions suivantes sont équivalentes

1. F, est dérivable en x et F)(z) = 2

(1)

)\1(1) <eE.

2. Ye >0, 36 > 0 tel que, pour I intervalle ouvert contenant x, si0 < A\ (I) < § alors

—Z

Démonstration. Sans perte de généralité, nous supposons = 0 et z = 0 : pour voir cela, on choisit y
une fonction continue & support compact égale & 1 au voisinage de x et on considére la mesure complexe
dp — z x d\1 que l'on translate de fagon a déplacer le point = en 0.

Supposons 1. Si F), est dérivable en 0, elle est continue en ce point donc pu({0}) = 0. D’autre part, si
x<z'<0,ona

Fu(0) = Fu(z)  Fu(0) — Fu(a') — (F(0) - FM(:C/)):E/ -z F,(a) — F,(x)
(2.20) x v ;’”f’x IS
B0 By Pty )l



Pour € > 0, il existe 6 > 0 tel que si —§d <z < 2’ <0, on a

L B0~ )

ZL‘I

50 - Foo) .

X

Pour tout z €] — 4,0[, on peut choisir 2’ proche de z tel que |2/ — z| + |u(Jz,2'[)] < e|x|/2. Ainsi, tout

pl{z}) pldeh)

x €] —6,0[, par (2.20), on obtient ‘ < e. On a donc montré que
x r—0~

T

Donc, pour I =]a,b[> 0, on a

p() 0D +u(04) b Fu(b)~ F0)
A1) b—a b—a b b—a a a b—a

Or —1<ab—a)t<0<bb—a)t<1lcara<0<b. Ainsi

p(1)
w)’ =

Fu(0) = Fu(a)

[t

a

On obtient donc 2.
Réciproquement, supposons 2 vérifié. Alors clairement ;({0}) = 0 et F), est continue en 0. Pour x # 0, on a

(2.21)

x

F(x)— F,00) [#0D 450,
wlz0l g 5 < 0.

Si 2 est vérifié alors on a également 2 ou I =|a, b[ est remplacé par ]a,b|, [a,b[ ou [a,b]; pour voir cela par
exemple pour [a,b], on calcule pour [a,b] Cla’, V']

(2.92) pla’, o) pla b)) _ pa b)) ple,b)) _ pla’alUfo, b))  p(a’,bDY —bta—d

Ma 0 M(ab]) b —d b—a b—a b —ad b—a

Soit I =Ja,b] vérifiant 2 (pour £/3 et §). Alors on peut choisir |a’,b'[D [a,b] tel que A\ (Ja/,b'[) < 0,
lu(]a’, alU)b, V') <e/3(b—a) et (V) —b+a—da') < (b—a)/3. Par (2.22), on obtient

wlla,B]) | | pQa 0D | | |pQdalup oD | | | ua’ ¥])
’M([a,b])'gxlqacb’[)" b—a +‘b'—a'

V—b+a—ad
b—a

<5+

<
3

De la méme fagon, on voit que si 'on prend a = 0 ou b =0 (et a # b) dans 2, la conclusion reste vraie pour
des intervalles I de la forme |a, b[, |a,b], [a,b] ou [a,b]. Ceci nous dit que le quotient défini en (2.21) tend
vers 0 quand x tend vers 0. Ainsi F), est dérivable en 0 et sa dérivée y est nulle.

Le théoreme 2.30 est démontré. O

Le théoreme 2.30 suggere de définir la dérivée de la mesure p en z comme la limite de pu(I)/A(I) quand
I'intervalle I rétrécit vers le point x. En dimension plus grande, la généralisation naturelle est de comparer
les mesures sur des voisinages symétriques d’un point.

Définition 2.31. Soit 1 une mesure de Borel complexe sur R?. On rappelle que \g est la mesure de Lebesgue
sur RY.

1. La dérivée symétrique de p en x € R? est définie, quand celle-ci existe, comme la limite

(2.23) Dp(z) := lim



B
2. La fonction mazimale de p en x € R? est définie comme M p(z) := sup M
r>0 )\d(B(xa ’l“))

3. Pour f € LY(R%), la fonction mazimale de f est la fonction maximale de la mesure fd)g; elle est
notée M f.

Remarquons que, par définition, My = M |p|.
Lemme 2.32. La fonction maximale My est semi-continue inférieurement, donc, mesurable.

Démonstration. Quitte a la remplacer par |u|, on peut supposer que p est positive. Soient 7' > 0 et E =
{z; Mp(x) > T}. Fixons x € E. Alors, il existe r > 0 et t > T tel que u(B(z,7)) = tAq(B(x,7)) et on peut
trouver & > 0 tel que (r 4 6)? < rét/T. Aussi, si |z —y| < 8, on a B(z,r) C B(y,r + J); par conséquent

T

r+0

d
u(B(y,r+5))ZtAd(B(x,r))zt[ ] Xa(B(y,m +0)) > T \a(B(y,r + 0)).

Donc B(z,d) C E. E est donc ouvert. O
On va commencer par estimer la mesure des ouverts {x; Mu(z) > t}.

Théoréme 2.33. Soit ;1 une mesure de Borel complexe. Alors pour t > 0, on a
(2.24) Na{z; Mu(x) > ) <3%Hull od ]l = |ul(RY).

Démonstration. On commence par montrer le

Lemme 2.34. Soit W = U B(zi,r;). Alors il existe S C {1,...,N} tel que
1<i<N

1. les boules (B(z,1;))ics sont deuz a deuz disjointes ;

2. W C U B(.CEZ,3T'Z) ;
€S
3. A(W) < 3" " Ng(B(ai,m4)).
€S

Démonstration. On notera B; = B(x;,r;), 1 < i < N, les boules composant W. On suppose que leurs
rayons sont ordonnés de fagon décroissante : ry > r9 > --- > ry. Posons i; = 1. Ecartons toutes les boules
rencontrant B;,. Soit B;, la premiere qui en est disjointe. Ecartons toutes les boules rencontrant B;, et soit
i3, I'indice de la premiere boule ne rencontrant ni B;, ni B;,. On poursuit ce processus jusqu’a épuisement
de la famille de boules considérée (qui est finie). On appelle S = {i1,i2,--- } les indices ainsi construits.
On a clairement 1. D’autre part, chaque boule écartée rencontrant I'une des B;; est contenue dans B (:):i]. , 314, ).
Ceci nous donne 2. Enfin 3 est une conséquence de 2 car \g(B(x,3r)) = 39\y(B(z,7)). O

Fixons p et t. Soit K un compact de {z; Mu(x) > t}. Pour chaque point x de K, il existe une boule B
centrée en x telle que |u|(B) > tA;(B). On peut de ce recouvrement de K par des boules ouvertes extraire
un recouvrement fini, disons, K C By U---U B, ; pour S construit comme dans le lemme 2.34, on a alors

Aa(K) <38 Na(Bi) < 3% |ul(Bi) < 3% |ul)-
i€S i€S

Dans la derniere étape, on a utilisé le fait que les (B;)1<i<n sont deux a deux disjointes. On obtient alors (2.24)
en prenant le supremum sur les compacts K par la régularité intérieure de la mesure de Lebesgue.
Ceci acheve la preuve du théoreme 2.33. O
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Définition 2.35. Soit f Lebesgue mesurable sur R%. On dit que f est faiblement intégrable ou appartient
L' faible si la fonction z +— x Ag({y € RY; |f(y)| > x}) est bornée sur |0, +oo].
L’ensemble des fonctions mesurables faiblement intégrables sur R? est noté L. (R?).

L’inégalité (de Markov)

(2.25) Ml{y € RY [f(y)] > a}) < a7V f]ly

garantit qu'une fonction intégrable est faiblement intégrable.

Le théoreme 2.33 dit lui que l'opérateur maximal i.e. I'application f +— Mf va de L'(RY) dans L} (R9) :
pour tout f € L'(R?) et tout ¢ > 0, on a

Mal{z € R Mf(z) > t}) < 37 f]h.

2.3.2 Points de Lebesgue
Définition 2.36. Soit f € L'(R?). On dit que z € R? est un point de Lebesgue de f si

1

(2.26) Tgﬁkﬂm%m%é@”va—ﬂ@uM@w:a

Clairement, un point de continuité de f est un point de Lebesgue de f. Mais il n’est pas clair a priori qu’une
fonction intégrable ait un point de Lebesgue. Néanmoins on démontre

Théoréeme 2.37. Pour f € L'(RY), presque tout point de R? est point de Lebesgue de f.

Démonstration. Pour z € R% et > 0, on pose

1

@21)  (LH@) = ey

[ 1) - s@lah) et (T5)() = lmsup(T, o)
B(z,r) ™0

On veut donc démontrer que T'f = 0 A\g-presque partout.

Remarquons d’abord que si g € C.(R%) alors T'g est nulle.

Soit n > 1. Il existe g € C.(RY) telle que si h = f — g alors ||h|l; < 1/n. On calcule

1

(Trh)(l‘) S )\d(B(.’L’, 7”))

/ ()] dra(y) + k(@)
B(z,r)

donc en prenant le supremum sur 7 > 0, on obtient Th < Mh + |h|. Comme T, f < T,g + T, h, on en déduit
Tf < Mh + |h|. Ainsi pour y > 0, on a

(2.28) {z e RY Tf(z) > 2y} C {x € RY Mh(z) >y} U{z € RY |h(z)| >y}

Notons E(y,n) la réunion dans le membre de droite de (2.28). Comme ||h||; < 1/n, le théoréme 2.33 et
I'inégalité (2.25) assurent que

(2.29) M(E(m) < (374 1)

Le membre de gauche de (2.28) étant indépendant de n, on a {z € RY Tf(zx) > 2y} C ﬂ E(y,n). Or
n>1
par (2.29), cette intersection est de mesure de Lebesgue nulle. La mesure de Lebesgue étant complete,
I'ensemble {z € R?; T'f(x) > 2y} est mesurable de mesure nulle. Ainsi U {z e R Tf(x) > 1/n} est de
n>1
mesure nulle; donc T'f est nulle presque partout. Le théoreme 2.37 est démontré. O
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Le théoréme 2.37 va nous donner acces a beaucoup d’information sur la dérivation de mesures.

Théoréme 2.38. Soit u une mesure de Borel complexe sur R® absolument continue par rapport & la mesure
de Lebesgue. Soit f sa dérivée de Radon-Nikodym par rapport d la mesure de Lebesque. Alors Dy = f
Lebesgue presque partout ; pour tout borélien E de R?, on a

(2.30) u(E) = /E (Dy)dAs

Ceci nous dit que la dérivée de Radon-Nicodym d’une mesure absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue peut aussi étre obtenue par la limite (2.23).

Démonstration. Le théoréme 2.19 nous dit que (2.30) est vraie avec Dy remplacée par f € L'(R?). En tout
point x qui de Lebesgue pour f, on a

F()dra(y) = tim PBE)

f(z) = lim M (Bl

1
r—0 Ad(B(ma 7')) /B(ac,r)
Ainsi, presque partout, (Du)(z) existe et vaut f(z). On a donc (2.30). O

Définition 2.39. On dit qu’une suite de boréliens de R¢, disons (Ej)j>0, converge gentiment vers le point
z € R? 'l existe o > 0 et une suite de rayons (rj)j>0 réels positifs tendant vers 0 tels que, pour tout j > 0,
E; C B(z,r;) et A\g(E;) > 047"?.

Remarque 2.40. Pour qu’une suite converge gentiment vers un point x il n’est pas nécessaire que x soit
dans I'un des éléments de la suite, pas méme dans 'adhérence de I'un des éléments.

Théoréme 2.41. A tout x € R?, associons une suite de boréliens, disons (E;(x)) >0 qui converge gentiment
vers le point x. Soit f € Ll(Rd). Alors, en tout point x qui est de Lebesque pour f (donc, en particulier,
pour presque tout x € ]Rd), on a

i 1
(2.31) flx) = jggloo Wj(iﬂ)) /Ej(x) fd\g.

Démonstration. Soit x un point de Lebesgue de f. Soient a(z) et B(x,r;) le nombre positif et la boule
associés a la suite (E;(z)); par la définition 2.39. Comme E;(z) C B(z,r;), on a

a(z)

1
< S0 o MO~ @0 < 5 [ 15w = i)

Comme r; — 0 et que x est un point de Lebesgue de f, le membre de droite de cette inégalité tend vers 0.
Le membre de gauche tend aussi vers 0. On a donc démontré (2.31). O

0

X

Corollaire 2.42. Pour f € L'(R) et z € R, on pose F(z) = / fdA. Alors F est dérivable en tout point
—00

de Lebesque de f et, en ces points, F'(x) = f(x).

Démonstration. Soit x un point de Lebesgue de f et (g;)i<o une suite strictement positive tendant vers 0.
Si on pose Fj(x) =[x,z + &) (resp. Eij(z) = [x — &, x]), le théoreme 2.41 nous dit que la dérivée a droite
(resp. gauche) de F' en x existe et vaut f(x). On a donc démontré le corollaire. O

Définition 2.43. Soit E C R? Lebesgue mesurable. On appelle densité métrique de E en z € R la limite
I Ma(E N B(z,r))
im

r—0  Ag(B(z,7))

lorsqu’elle existe.
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En appliquant le théoreme 2.38 a la fonction indicatrice de E, on obtient la

Proposition 2.44. La densité métrique de E vaut 1 en presque tout point de E et 0 en presque tout point
de son complémentaire.

Remarque 2.45. En considérant £ = QQ, on voit qu’on ne peut en général pas obtenir ’égalité donnée par
la proposition 2.44 en tout point.

Pour l'instant on a étudié les mesures absolument continues par rapport a celle de Lebesgue. Tournons
nous vers celles singulieres.

Théoréme 2.46. A tout x € R?, associons une suite de boréliens, disons (Ej(x))j>0 qui converge gentiment
vers le point x.
Soit i une mesure de Borel complexe telle que p 1 Ag. Alors, pour Lebesgue presque tout x, on a

(2.32) lim  (E5(@)

I (B @)

Démonstration. En décomposant p en ses partie réelle et imaginaire puis en utilisant la décomposition de
Jordan de celles-ci (voir le commentaire suivant la définition 2.10), on voit qu’on peut supposer que p est
positive. Dans ce cas, en suivant le preuve du théoréme 2.41 et en en conservant les notations, on a

a(z) p(Ei(x)) _  pEi(x) _ Bz, i)
Aa(Ei(x))  — Ma(B(z,r:) ~ Ma(B(z, 1))

Ainsi, (2.32) sera une conséquence de
(2.33) Dp(z) =0 Ag-presque partout

que nous allons maintenant démontrer.
Définissons la dérivée supérieur Dty comme

. B(z,r))
Vz eRY DTu(x)= lim su u(i’ )
N( ) n—+00 [O<T<Ii/n )‘d(B(x7T)>

C’est une fonction borélienne comme la quantité dans le crochet est semi-continue inférieurement (voir la
démonstration du lemme 2.32).

Soit t > 0 et € > 0. Comme g L Ay, o est concentrée sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle. Comme
w est réguliere (par le théoreme 2.6), il existe K compact tel que A\g(K) =0 et u(K) > ||pu]| —e.

Soit pi(E) = pu(K N E) pour E borélien. Posons pa = p — py. Alors 2] < € et pour z ¢ K, on a
DFp(z) = Drpo(z) < (Mpg)(z). Ainsi {z € RY DYpu(z) >t} ¢ KU {z € R (Mus)(z) > t} et le
théoreme 2.33 montre que A\g({z € R%; DT pu(x) > t}) < 3% 7| ua|| < 3% e, ceci pour tout ¢ > 0 et € > 0.
On en déduit que Dy = 0, A\g-presque partout. O

En combinant ce résultat avec le théoreme 2.38, on obtient le

Corollaire 2.47. A tout z € R, associons une suite de boréliens, disons (E;(x));>0 qui converge gentiment
vers le point x. Soit u une mesure de Borel compleze.
Si la décomposition de Lebesque de p s’écrit dy = f dhg + dus alors, pour Lebesque presque tout x, on a

(B ()

jiiﬂm )\d(E](x)) - f(x)

En particulier pn L A\g si et seulement si (Dp)(x) =0 pour Lebesque presque tout x.
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Sur les ensembles qui ne sont pas p négligeables, Dy se comporte tout-a-fait différemment comme le montre
le

Théoréme 2.48. Si p une mesure de Borel positive telle que p L A\g alors (Dp)(x) = +00 pour p-presque
tout x.

Démonstration. 11 existe un borélien S C RY tel que A\y(S) = 0 et u(R4\ S) = 0. Pour j > 1, soit V; D S un
ouvert tel que \g(V;) < 1/5.

Pour n > 1, soit E, l'ensemble des = € S pour lesquels il existe une suite de rayons (7;);>1 = (ri(z))i>1
strictement positifs tendant vers 0 tels que

(2.34) w(B(z,1i)) < nig(B(z,1)).

Alors, on a (Du)(z) = +oo pour tout = € S\ U E,. 1l suffirait donc de démontrer que p U E,| =0.
n>1 n>1

Fixons pour I'instant n et j. Tout point E,, est le centre d’une boule ouverte B, C V; satisfaisant (2.34).

Soit B la boule de centre x de rayon un tiers celui de B,. La réunion de ces boules (), est un ouvert noté

Wj.n qui contient E, et qui se trouve dans V;. On a

Lemme 2.49.
p(Wjn) < 3'n/j.
Si on pose Q, = N;Wj, alors E, C Q, Q, est un G5, 1(Q,) = 0 et (Dp)(z) = +oo en tout point de
S\ U Q,, qui est total pour u. Ceci acheéve la preuve du théoreme 2.48. ]
n>1
Preuve du lemme 2.49. En effet, soit K C W, , compact. On peut le recouvrir par un nombre finie de 3,.
Le lemme 2.34 assure qu’il existe F' C E, fini tel que

1. les éléments de {f;; = € F'} sont deux a deux disjoints,
2. K CUyep B

Ainsi
W(E) <Y p(By) <0 Aa(Be) =3 Ma(Be) < 3T nXa(V;) < 3%nj "
el zeF zeF
Ceci prouve le lemme 2.49. O

2.3.3 Primitives et dérivées

On sait que, si f : [a,b] — C est continue alors, pour tout nombre complexe F'(a), la fonction définie par

(2.35) F(z) = F(a) + / o

sur [a,b] est contintiment dérivable et F'(z) = f(z). F est une primitive de f. Ceci peut aussi s’exprimer
par le fait que si F' est une fonction continiment dérivable sur [a, b] alors elle est une primitive de sa dérivée.
On veut comprendre comment ceci s’étend au cadre de l'intégrale de Lebesgue; voici quelques questions
naturelles que I'on peut se poser :

— pour que F' soit une primitive suffit-il de supposer que f est intégrable?

— si F est continue et dérivable presque partout sur [a,b], a-t-on (2.35) avec f = F".

Remarque 2.50. Deux exemples :
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1
1. Soit f(z) = x?sin(x~2) sur R* et £(0) = 0. Elle est dérivable en tout point mais / |f/(t)|dt = +o0.
0

2. Supposons F continue sur [a,b], F' dérivable presque partout sur [a,b] et F’ intégrable. Cela
implique-t-il que (2.35) pour f = F’'?
La réponse est non! En effet, soit (0y)n>0 strictement décroissante & termes positifs. Posons
Co = [0,1]. Pour n > 0, si C), est la réunion de 2" segments de longueur 27"4,, construisons
Ch+1 & partir de C), en 6tant de chacun de ces segments en leur centre un segment de fagon que
la partie restante soit la réunion de deux segments de longueur 27715, 1 (ceci est possible car
8 > 6pt1). Alors Cpyq est la réunion de 2"*! segments de longueur 277716, 1.
Alors Cy D Cy D -+ D Cyp D -+, |Cy| = I, et si on pose C = ﬂ C,, alors C est compact et

n>1

|IC| = %13% dpn. C est un ensemble de Cantor.

1
On définit alors f, : x € [0,1] — [ gn(t)dt ot gy, := 5

n
constante sur le complémentaire de Cy,, f,(0) = 0 et f,(1) = 1. D’autre part, si I est 'un des 2"

1¢c,. On voit alors que f, est croissante et

segments composant Cy,, on a / 1c, (t)dt = /1Cn+1(t)dt. Ainsi pour z € Cp, on a fp(x) = fr41(2)
1 I

et, pour x € I I'un des segments composant Cy,, | frn(x) — fnt1(x)| < / |gn— gna1|(t)dt <271 Par
le théoreme de Dini la suite (fy,)r>0 converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction continue f

telle que f(0) =0, f(1) =1et f'(z) =0siz ¢ C. Ainsi f’ sannule presque partout si lir% op = 0.
n—

Définition 2.51. Soient I := [a,b] et f: I — C. On dit que f est absolument continue si Ve > 0, 30 > 0
tel que

(2.36) D OIB) — flay) <e
i=1
pour tout n et toute famille de segments dans I, disons, |ay, B1], ..., |an, Bn], deux & deux disjoints vérifiant
n
Z(B] — Ozj) <.
i=1

Une fonction absolument continue est en particulier continue, la réciproque n’étant pas vraie comme le
montre le second exemple de la remarque 2.50. On constate que ’ensemble des fonctions absolument conti-
nues sur [a,b] (muni de 'addition et du produit de fonctions ainsi que du produit par un scalaire) forme un
sous-algebre et un sous-espace vectoriel de I’ensemble des fonctions continues sur [a, b].

Démontrons d’abord le résultat simple suivant.

Proposition 2.52. Soit f € L'([a,b]). Soit F(a) € C. Si sur |a,b], on définit F par (2.35) alors F est
absolument continue sur [a, b].

Démonstration. Considérons la mesure du = f dA\;. Comme p < A1, le théoreme 2.19 nous dit que pour tout
e > 0, il existe § > 0 tel que, pour E mesurable, si \y(E) < § alors |u|(E) < e. En particulier, en prenant
FE comme une réunion disjointe dénombrable de segments, on voit que F' est absolument continue. O

On va démontrer une réciproque a la proposition 2.52.

Théoréme 2.53. Soient I := [a,b] et F : I — R continue croissante. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. F est absolument continue.
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2. L’image par F' d’un ensemble de mesure de Lebesque nulle de I est de mesure de Lebesgue nulle.

3. F est dérivable presque partout sur I, f:= F' est Lebesque intégrable et on a (2.35).

Remarque 2.54. L’hypothese de continuité est nécessaire pour montrer obtenir les propriétés 1 ou 3 a
partir de 2 comme le montre I’exemple suivant : considérer la fonction F' : [0,2] — R définie par F(z) =z
sizel0,1] et F(x)=xz+1siz€]l,2.

On peut noter que la fonction f construite dans le second exemple de la remarque 2.50 envoie I’ensemble de
Cantor qui est compact de mesure de Lebesgue nulle sur I'intervalle [0, 1]. Elle n’est donc pas absolument
continue.

Démonstration. La proposition 2.52 dit que 3=-1. Il suffit donc de montrer 1=2=-3.

On appelle S la g-algebre des sous-ensembles Lebesgue mesurables de R.

Supposons que F est AC sur I = [a,b] et soit B C I, E € S tel que \{(E) = 0. On veut montrer que

F(E) e S et \i(F(E)) =0. Sans perte de généralité, on peut supposer que {a,b} N E = {).

Soit € > 0. Soit § > 0 associé a F' et € par la définition 2.51. Il existe V ouvert tel que A\;(V) < ¢ et

EcCV clI AlorsV =|Jlou, Bi[. Ainsi Y (8; — o) < 6 et done » (F(8;) — F(eu)) < e. Comme E CV,

i>1 i>1 i>1

ona F(E) C U [F(c;), F(5;)]. Donc, F(E) est contenu dans un borélien de mesure arbitrairement petite. Il
i>1

est donc contenu dans un ensemble de mesure nulle. La mesure de Lebesgue étant compléte, il est Lebesgue

mesurable et de mesure de Lebesgue nulle. Ceci prouve 1=-2.

Supposons 2 vraie. Soit G(z) = z+ F(z) pour a < z < b. Comme elle est continue et strictement croissante,

G est bijective bicontinue de [a,b] dans [G(a), G(b)]. F' étant continue et croissante, elle est surjective de

[a,b] dans [F'(a), F'(b)].

Lemme 2.55. Comme F satisfait la propriété 2, G la satisfait aussi.

Démonstration. Montrons cela par la contraposée. Soit E tel que A\ (E) = 0 et \(G(E)) > 0. 1l existe
donc K Compact de [G(a) G(b)] tel que K C G(E) et \(K) =: § > 0. Comme “K est ouvert, on a

‘K= U [ out la réunion est dénombrable et disjointe. On calcule donc
(2.37) M(°K) = G(b) = Gla) =0 = Y _G(B;) = Glow).
On a donc G(°FE) = ) C U G(Bi)]; ainsi °E C U]ai,ﬁi[. D’ot, comme A\;(E) = 0, on voit que

Zﬁi — a; = b — a. Par (2.37) et la définition de G, on a

i

F(b)—F(a)—5=ZF(5i)— (i >Z/\1 FBI) =2 M (Uﬂ[%&]))

>\ (F <U]Oéi,5i[>> > M(F(°R)).

Or comme F est surjective, on a “F(E) C F(°E) C [F(a),F(b)] et comme F satisfait le point 2, on a
M(CF(E)) = F(b) — F(a) = M (F(°E)). Au vu de (2.38), on obtient F'(b) — F(a) — 6 > F(b) — F(a) ce qui
contredit § > 0. O

(2.38)
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Soient E C I, E mesurable. Comme G est bijective bicontinue de [a,b] dans [G(a),G(b)], on sait que G~*
est continue donc mesurable ; ainsi G(E) = (G71)71(E) est mesurable.

Soit E C [a,b], £ mesurable. On définit la fonction d’ensemble p par p(E) := M (G(E)) pour E C [
mesurable. Comme G est injective, les images par G d’ensembles disjoints sont disjointes. Donc, comme A;
est o-additive, p ’est aussi. Ainsi pu est une mesure positive bornée ; comme G satisfait 2, elle est absolument
continue par rapport a A;. Donc, par le théoreme de Radon-Nikodym, du = gd)\; avec g € L'(I) (pour la
mesure de Lebesgue).

Pour E = [a,z], on a G(E) = [G(a), G(z)]. Ainsi

Comme G(z) = z + F(x), on obtient immédiatement que F(z) — F(a) = / (g(t) — 1)dt ot g — 1 € LY(I).

Ainsi, par le corollaire 2.42; F est dérivable Lebesgue presque partout et F'(t) = g — 1. Ceci prouve 2=3 et
acheve la preuve du théoreme 2.53. ]

Théoréme 2.56. Soient I :=[a,b] et f: I — C absolument continue. Pour x € I, on définit

N
(2.39) F(r) = sup D O1f(ty) = F(t5-0)
NeN* —
a=to<t1<--<ty=zJ
Alors les fonctions F, F'+ f et F'— f sont absolument continues sur I.
Si f est a valeurs réelles alors les fonctions F', F + f et F' — f sont de plus croissantes.

La fonction F' définie par (2.39) est appelée fonction de variation totale de f. Pour f : [a,b] — C une
fonction arbitraire, si F'(b) < +o00, on dit que f est a variation bornée sur [a,b] et F(b) est alors appelée la
variation totale de f.

Preuve du théoréme 2.56. Vérifions d’abord que F(z) est finie pour tout x. Considérons une partition de
[a, ] comme celles intervenant dans (2.39). Par I'inégalité triangulaire, on voit que la somme dans le membre
de droite de (2.39) augmente si on raffine la partition i.e. si on y ajoute des points (¢;);. Pour tout 6 > 0,
on peut ajouter des points de fagon que I’ensemble des intervalles {]t;,¢;+1[;0 < ¢ < N — 1} se partitionne

en {Jti,ti1;0<i < N—1} = |J {Jti,tisa[si € I;} o, pour 1 < j <m, onad/2< > (tipr —t) <9,

1<j<m iel;

Clairement, m, le nombre total des classes, est majoré par 2(b—a)d~!. Par absolue continuité de f sur [a, b],
N

on choisit § > 0 tel que sup Z |f(tix1)—f(t;)] < 1. On obtient alors que Z | (t)—f(tj—1)| < 2(b—a)s .
Isjsm e j=1

Ainsi F(z) <2(b—a)é~ .
Comme a =ty <ty <--- <ty =z, poury > x,ona

N
F(y) > [f(y) = f@)]+ D 1ft;) = ft-0)] = |f () = f(2)| + F(a).
j=1

Ainsi, si f est a valeurs réelles,

F(y) > F(x), F(y)>—f(y)+F(x)+ f(z) et F(y) > fly) + F(x) - f(=).

Ainsi les fonctions F', F'+ f et F' — f sont croissantes.
Il suffit maintenant de montrer que F' est absolument continue sur I, les fonctions absolument continues sur
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I constituant un espace vectoriel.
Soit Ja, B[C I. Alors

N
(2.40) F(B) — F(a) = sup DoLf() = ft-)l-
NeN* —
a=tg<t1<--<ty=p7
Soit € > 0 et § > 0 associé a f et € par la définition 2.51. Choisissons des intervalles deux a deux disjoints
(a5, B5))j>1 tels que Z(Bj — o) < 6. Alors , en utilisant pour chacun des ((a;, 55));>1, la formule (2.40)

Jj=1
et notre choix de ¢ dans la définition 2.51, on obtient Z(F(BJ) — F(oj)) <e.
Jj=1
Ainsi F est absolument continue et la preuve du théoréme 2.56 compléte O

Exercice 2.57. Soit BV espace des fonctions sur [a, b] & variation bornée.
1. Montrer que toute fonction & valeurs réelles, monotone sur [a, b] est & variation bornée.

2. Montrer que si f € BV est a valeurs réelles, alors il existe f et f_ monotones bornées sur [a,b]

telles que f = fy — f_.
Indication : on pourra s’inspirer de la preuve du théoreme 2.56.

3. Montrer que si f € BV alors f admet une limite a droite et a gauche en tout point. Au point x,
on les notera f(x £0).

4. Montrer que si f est de plus continue & droite, alors dans la décomposition précédente, on peut
choisir fi et f_ continues a droite.

5. Montrer que si f € BV est continue a droite en tout point de [a, b[, il existe une mesure de Borel
sur [a, b], disons, us telle que

f(l') - f(a) = Mf([awr]) pour € [a7 b]

pr est la mesure de Stieltjes-Lebesgue associée a f.
Indication : prenons [a,b] = [0, 1] ; on pourra s’inspirer de la construction de la mesure de Lebesgue
et considérer la suite de formes linéaires (My,)n>1 définies par

2m—1

Ma(¢) = > (f(G+1)27") = f(i27) ¢(j27™), ¢ €C([0,1]).

J=0

On vérifiera que ces formes linéaires sont continues, que la suite (My)p>1 converge vers M, une
forme linéaire continue que l'on peut par le théoréme 2.27 représenter par une mesure complezxe L.
On en déduira les propriétés requises sur .

6. Vérifier que |us|([a,b]) =var(f).

7. Montrer que F' définie en (2.39) est une fonction de répartition (celle continue & gauche) de |p¢|,
la variation totale de piy (voir définition 2.4).

8. Montrer que p1f < A1 si et seulement si f est absolument continue sur [a, b].

9. Montrer que toute f € BV est dérivable Lebesgue presque partout et que f' € L([a, b]).
On peut maintenant démontrer le

Théoréme 2.58. Soit F' : [a,b] — C absolument continue. Alors F est dérivable presque partout sur |a,b],
f:=F' est Lebesgue intégrable et on a (2.35).
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Démonstration. Clairement, par linéarité, il suffit de démontrer cela pour F' a valeurs réelles ce que 1'on
supposera dorénavant. Soit alors F la variation totale de F' (voir le théoreme 2.56). Posons F'y = 1/2(F +F)
et F_ = 1/2(F — F). On peut alors appliquer le théoreme 2.53 & Fy et F_ qui satisfont le point 1 de ce
résultat. Elles en satisfont donc aussi le point 3 ; donc F' = Fy — I satisfait aussi le point 3 du théoreme 2.53.
Ceci prouve le théoreme 2.58 O

La prochain résultat démontre les mémes conclusions sous un jeu d’hypotheses différent avec une méthode
de preuve différente.

Théoréme 2.59. Soient I := [a,b] et F': I — C est dérivable en tout point de I et telle que f := F' est
Lebesgue intégrable alors on a (2.35).

Notez que dans ce résultat on demande que F' soit dérivable en tout point; par contre, on ne suppose rien
sur l'absolue continuité de F' qui est, par la proposition 2.52, un corollaire du résultat.

Démonstration. 11 suffit de démontrer que (2.35) est vraie pour z = b; on supposera sans perte de généralité
de f est a valeurs réelles. Soit € > 0. Par le théoreme de Vitali-Carathéodory (théoreme 1.44), il existe g
semi-continue inférieurement sur [a, b] telle que g > f = F' et

(2.41) / ’ t)dt < / " Koyt + e

b b
On a alors g +¢/2(b—a) > f et/ (g(t)+2(b€—a)> dt</ f(t)dt—l—g.

On peut donc supposer que g > f sur [a,b] et qu’elle vérifie (2.41).
Pour n > 0 et = € [a, b], on pose

(2.42) Fy(a) = / " g(t)dt — () + F(a) + n(z — a).

Comme F’ = f, comme g est semi-continue inférieurement et que g > f, & chaque x € [a, b] correspond d,
tel que

Vit €|z, x + 0], g(t) > f(x) et
Donc pour ¢ €]z, z + d,[, on a
t
(2.43) Fy(t) — Fy(x) = / g(u)du— F(x) + F(t) +n(x—1t) > (t—x)f(z) = (t—2)(f(x) +n) +n(t —z) = 0.
Comme F(a) = 0 et que F}, est continue, I'ensemble des points {z € [a,b]; F,(z) = 0} admet un plus grand

élément, disons, xy. Si x4 < b, le calcul (2.43) entraine que F;(t) > 0 pour ¢t €]z, b]. On voit donc que
F;,(b) > 0. Ceci étant vrai pour tout n > 0, (2.41) et (2.42) impliquent

F(b) — F(a) g/bg(t)dt</bf(t)dt+5.

En laissant ¢ — 0T, on obtient
b
FO) - F@) < [ (o
a
En changeant f et —f, on obtient que F et f satisfont (2.35) en x = b.

La preuve du théoreme 2.59 est complete. O
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Chapitre 3

Analyse harmonique

L’analyse harmonique est I'analyse des < harmoniques > c’est-a-dire de la décomposition d’un signal en
superposition de signaux élémentaires.

3.1 Séries de Fourier

Soit T = R/27Z; ¢’est un groupe commutatif pour addition car il en ainsi pour R et que 27Z est un sous-
groupe de R pour l'addition. On peut identifier T avec [0, 27] et les fonctions sur T avec les fonctions 27-
périodiques sur R. Cette identification définit la mesure de Lebesgue sur T en utilisant [; f(¢)dt = 027T f(x)dx
ol on a noté par la méme lettre f la fonction sur T et son prolongement 2m-périodique sur R (supposé
localement intégrable). L’invariance par translation de la mesure de Lebesgue se traduit alors par

(3.1) / £t —to)dt = / F(t)dt
T T
pour tout g € T et f intégrable sur T.

3.1.1 Coeflicients de Fourier

Soit L(T) I'ensemble des fonctions & valeurs complexes Lebesgue intégrables sur T. On le munit de

1
I = 5= [ 1o

qui est une norme sur L!(T). On sait que (L!(T), | - ||1) est un espace de Banach.
Pour f € L'(T) et n € Z, on définit le n-ieme coefficient de Fourier de f par

(3.2) fn) = % /T F(t)e it dt.

On a

Proposition 3.1. Soient f et g dans L*(T). Alors, pour n € Z, on a

— TH+gm) =Fn)+in);
— siaeC, af(n)=af(n); .
— i [ est la conjuguée complexe de f, f(n) = f(_fl) 4

— pour T € T, si on définit f-(t) = f(t —7) alors f-(n) = F(n) e ;
— f) < f1h-
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Corollaire 3.2. Soit (f;);>0, f; € L*(T) telle que ||f; — f0||1 S 0 alors f]( n) —+> fo(n) uniformément
= j—
en n.

Théoréme 3.3. Soit f € LY(T) telle que f( 0) = 0. Définissons F(t / f(r

Alors F est absolument continue, 2mw-périodique et F(n) = —f(n) pour n # 0.
mn

Démonstration. L’absolue continuité suit de la proposition 2.52. On calcule
t++2m
F(t—|—27r)—F(t)—/ f(r)dr =2xnf(0) =0.
t

Enfin, en utilisant le théoreme de Fubini, si n # 0, on calcule

. 1 2T 1 27 2T )
F(n)= By F(t)e —int g = 271'/0 ( ; f(’]')].[oﬂ (T)d’]’) et

27T o : 2T ’ A
- % o f(7) (/O Lir2n) (t)e—mtdt> dr = 2;”/0 F(7) (e 1) dr = L,

Convolution sur L'(T)
On va utiliser la structure de groupe de T.

Théoréme 3.4. Si f et g mtégmbles sur ’]1‘ alors pour presque tout t € T, la fonction T — f(t —7)g(T) est
intégrable sur T et si on pose (f * g)( / f(t —1)g(r)dT alors f*g € LY(T).

On a alors || f = gll1 < ||fll1llgllx et pour tout n, f g( ) = f(n)g(n)

Démonstration. La fonction (t,7) € T? + f(t—7)g(7) est intégrable sur T? car mesurable et, par le théoreme
de Fubini et (3.1),

L/(/ﬁft—T ]m>dt /'ut—T o(r)dt dr
-/ ( / If(tT)Idt> grldr = 2x [ 1 lslg(r)ldr = 2151 gl

Ceci démontre la premiére assertion et 'estimation sur || f * ng en constatant que

&< G /</w |m>ﬁ

L’égalité sur les coefﬁcients de Fourier est obtenue comme suit en utilisant le théoreme de Fubini

Featn) = oz | ( [ ra- T)g(T)dT> et

If*gll1= T)dT

A~

(/ft—T fﬂﬁ><)-mw7:ﬂmgmy
0

Corollaire 3.5. LY(T) muni de l’addition et de la convolution est une algébre commutative (i.e. la loi * est
interne, commutative, associative et distributive).

La preuve est laissée en exercice.
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Série trigonométrique

t

Définition 3.6. On appelle série trigonométrique une expression de la forme Z ane™ ot (ay)nez est une

ne”
suite & valeurs complexes. Les (ay,)necz sont appelés coefficients de la série.

n

La série trigonométrique conjuguée de la série trigonométrique E ane™ est par définition la série trigo-

neEZ
nométrique E —isgn(n)a,e™.
nez
Une série trigonométrique est un polynome trigonométrique si au plus un nombre fini de ses coeflicients sont

non nuls. Son degré est alors le maximum des valeurs absolues des indices des coefficients non nuls.

On peut noter que I’ensemble des polynome trigonométriques est un sous-espace vectoriel L!(T) stable par la
convolution (par le dernier point du Théoréme 3.4) et qu’a ce titre, il constitue une sous-algebre commutative
de (LY(T),+, -, *).

A une fonction f intégrable sur T on associe naturellement sa série de Fourier, la série trigonométrique
Z f(n)eint'

nez

On va maintenant étudier les relations entre f et sa série de Fourier.

3.1.2 Convergence des séries trigonométriques

Définition 3.7. Soit (k,)n>0 une suite de fonctions intégrables sur T. Cette suite est appelée approzimation
de Uidentité si elle satisfait

1
1. Vn >0, /k:n(t)dt: 1,
T

2
1
2. sup/ e (£)]dt < o0,
n>0 27 JT
2w —4
3.¥6>0, lim e (6)]dt = 0.
n—+oo Js

Théoréme 3.8. Soit f € L'(T) et (kn)n>0 une approximation de lidentité. Alors ||f — ky * fll1 — 0 quand
n — 400.

Démonstration. Supposons || f||1 # 0 sinon il n’y a rien a faire. On calcule

I~k sl = [ \ [0 = = D)oy a

(33) 2 —0
kn(t)|dt - — fr kn, dt.
S/T' Ol s S f\1+2\|f||1/6 e ()]t

U[2r—é,27

Par le corollaire 1.70 I'application 7 — ||f — f-||1 est continue en 0 et en 27 (par périodicité de f).

Pour € > 0, il existe donc § > 0 tel que sup \f— frlh < et pour cette valeur
[0,8]U[27—5,27] 28upy,> [y [kn(t)|dt
27—4§ c
de ¢ il existe ng tel que pour n > ng on ait |k (t)|dt < 7L
1 1
Ainsi, par (3.3), pour n > ng, on a ||f — ky * f|1 < e. O
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Le noyau de Fejér

On définit le noyau de Fejér par

. 2 n . n J
(34) Fn(t) = n—li- 1 <Sln(s(l7:1(—;/12))t/2)> = Z <1 - n’—ji—’l> €ijt — n—l‘rl g _Z.eikt.

j=-n =0 k=—j

La vérification de ces égalités est laissée au lecteur.
Lemme 3.9. (F},),>0 est une approzimation de l’identité.

Le lemme se vérifie aisément. On calcule alors pour f € L'(T)

n

(3.5) Fuxf(t)=)_ (1— il )f(j)e“‘t-

n—+1

j=—n
Théoréme 3.10 (Théoréme d’unicité). Si f € LY(T) et que f(n) =0 pour tout n € Z, alors f = 0.

Démonstration. Par (3.5), si f € L*(T) et que f(n) = 0 pour tout n € Z, alors F,  f = 0. Donc f = 0 par

le théoreme 3.8. O
Théoréme 3.11 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soit f € L'(T). Alors f(n)l ‘—> 0.
n|—-+o0o

Démonstration. Pour n € Z et m € N, On a
(3.6) [F ()] < |5 f(0)| + | E 5 f(n) = f(n)] < B * f(n)] + | Fo 5 f = £
Soit € > 0. Fixons m tel que ||Fy, x f — f]l1 < e. Or F, x f] est un polynoéme trigonométrique de degré au
plus m par (3.5), donc si |n| > m, on a |F, * f(n)| = 0. Ainsi |f(n)| <e. O
Soit K C L'(T) compact. Alors, pour ¢ > 0, il existe Py,---, Py polynomes trigonométriAques tel que
VfeK,3j, 1<j<N tel que ||f — Pj|li <e. Sin est supérieur au max (degPj), on a sup |f(n)| <e. On

1<j<N FeK

a donc démontré le

Lemme 3.12 (Lemme de Riemann-Lebesgue uniforme). Soit K C LY(T) compact. Alors

3.7 lim sup |f(n)| = 0.
(3.7) Jim_sup Fn)

Remarque 3.13. Considérons la somme de Fourier partielle d’ordre n de f dans L'(T) i.e. [Sn(f)](t) :=
Z f(j)eVt. On vérifie

j=—n
Foxf=—S78()

n—}—lj:O

et

n

Su(f) = Dy # f olt Dy(t) := Y €' =

j=—n

sin((n + 1/2)t)

sin(t/2) est le noyau de Dirichlet.

On notera que (Dy)n>0 n'est pas une approximation de l'identité : si la condition 1 de la définition est
vérifiée, 2 et 3 ne le sont pas.
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Définition 3.14. Un espace de Banach homogéne sur T est un sous-espace vectoriel B de L'(T) muni d'une
norme || - ||g > || - |1 qui en fait un espace de Banach et tel que

1.si feBetTeTalors fr € Bet || fr]s=|fls;
2. pour f € B, lim||fy — fllg = 0.
t—0

Remarque 3.15 (Intégration d’une fonction continue & valeurs dans un espace de Banach). Grace a la
condition 1, la condition 2 implique 7}im Il fe — flls = 0 pour 7 € T. Ainsi application 7 € T — f. € B est
—T

continue.

Exemples d’espaces de Banach homogenes :
1. C(T), l'espace des fonction continues sur T muni de la norme || - || ;
2. C™(T), l'espace des fonction n fois continiment différentiables sur T muni de sa norme naturelle ;
3. LP(T) muni de sa norme naturelle pour 1 < p < +00.

Notez que L>°(T) n’est pas un espace de Banach homogene.

Proposition 3.16. Soit B un espace de Banach homogéne sur T. Soient g € L'(T) et f € B. Alors f+g € B
et [|f = glls < llgll1llfl5-

Démonstration. On peut supposer que || f||z # 0 sinon il n’y a rien a faire. Le résultat de la proposition
découle du cas quand g est la fonction indicatrice d’un intervalle, disons, g = 1(,;. Comme on a ’égalité

f; flt—7)dr = é)_a ft—7—a)dr = (f_a fa(t — T)dT, pour ce cas-la, il suffit pour cela de démontrer le
Lemme 3.17. Pour a € (0,27, t — I,(f)(t) = / f(t —7)dr est dans B et satisfait || I,(f)|lg < al|f5-
0

Supposons le lemme 3.17 prouvé et démontrons la proposition 3.16. Pour g € C(T), on commence par
montrer que

2r-1 m(k+1)2-"F!
(3.8) fxg(t) = ngr-sl-loo kzo g (2mk27") /7|-k2—n+1 f(t—T7)dr.

L’expression ci-dessus converge ponctuellement (par convergence dominée) mais aussi dans L! et dans B;
en effet, pour m > n, on calcule

2m—1 m(k+1)2-mH 21 m(k+1)2-7+1

Z g (2mk27™) / fit—m7)dr — Z g (2mk27™) / fit—m7)dr
k=0 mk2—m+1 k=0 mk2—n+1 B
on_12m-n_1 2m (k27" 4(j+1)27™)
= Z Z g (2mk2™™) — g (2m(k27™ + j27™))] / f(t—m7)dr
=0 =0 o (k2" —452-m)
B
gn_19m-n_j
<> Y 2"fls swp g —grlleo = lfl5 sup g = grlloo
=0 =0 0<r<2—" 0<r<2-n
ou l'on a utilisé le lemme 3.17 dans la derniére estimation.
2r—1 m(k+1)27 "+
Ainsi, la suite Z g (27rk2_”) / f(t—71)dr. est de Cauchy dans B, donc converge dans BB
k=0 k2T n>1
vers la méme limite que dans L'. On a donc (3.8). D’autre part, comme ci-dessus, on estime
2m—1 n(k+1)2-m+1 2m—1
> g(27rk2_m)/ ft=mydr| <27 > [g (2nk27™)| |1 flls
k=0 mk2Tm B k=0
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Or comme ¢ est continue, par convergence des sommes de Riemann, le membre de droite de l'inégalité
ci-dessus converge vers ||g||z1]| f||5. On obtient donc que, pour g continue, fxg € Bet ||f*gllz < |91l f]5-
Pour finir la preuve de la proposition 3.16, il suffit d’approcher alors les fonctions intégrables par des fonctions
continues. O

Preuve du lemme 3.17. Rappelons que, pour f € B, on a sup || frr — frarlla = ||f — f-lB = 0. Donc, pour
'eT T—

tout n > 1, il existe j, > 1 tel que sup || f— f-llg < 27" f||5. On peut prendre la suite (jy, ), strictement
|7|<279n

croissante. ‘

On définit la fonction S, f =27/ Z fro—in . Elle est dans B comme combinaison linéaire de fonctions

0<k<a2in
de B. De plus, on calcule
(3.9) I1Suflls <2797 > | fro-inlls < @227 f]l5 = al f5-
0<k<a2in

D’autre part, on calcule

ISnf = Sniaflls = |27 > > e = Frgminsiz-inn

0<k<a2in pg<]<2In+1=in 5
< 27 Int1 Z kagfjn - fk27jn+127jn+1 HB = 27 In+1 Z ||f_f127jn+1 HB
0<k<a2in 0<k<a2in
0§l§2jn+1_j" OélgzjnJrl_jn

< 27 In1 g 2In i I fl| g = a27"|| f |-

ou l'on a utilisé la propriété définissant j, dans la derniere majoration.
On en déduit que S, f = S1f+ Z Sk+1f — Sk f converge dans B (qui est un espace de Banach) vers une
1<k<n—1

limite notée Sf. Par (3.9), on sait que ||Sf|ls < al|f|l5.- Comme L! est un Banach homogene, on sait que
Sf est dans L' et que ||Sf||;1 < al|f|/z:.- Quand f est une fonction continue, 'approximation de 'intégrale
par des sommes de Riemann nous dit que Sf(t) = [ f(t — 7)dr. Comme S est bornée sur L' et que les
fonctions continues y sont denses, ceci reste vrai pour f dans L' donc dans B. Ceci achéve la preuve du
lemme 3.17. O

On en déduit
Théoréme 3.18. Soit B un espace de Banach homogéne et (ky)n>0 une approximation de lidentité. Alors

pour f € B, ona |k, x f— fllg — 0.

n—-4o0o

Démonstration. Supposons ||f||g # 0 sinon il n’y a rien a faire. On calcule

Hf—M*ﬂm=‘

/ (F() = F( = 7)k(r)dr
T
(3.10) SANf—ﬁM%AﬂMT

B

27 —0
< / ka@ldt- sup 1 — folls + 2115 / e ().
T [0,9] ] )

U[2r—8,2m

Mutatis mutandis, on conclut comme dans la preuve du théoreme 3.8. O
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Corollaire 3.19. Soit B un espace de Banach homogéne contenant les polynomes trigonométriques. Alors
lespace des polynomes trigonométriques dans B est dense dans B.

Corollaire 3.20 (Le théoreme d’approximation de Weierstrass). Toute fonction continue 2m-périodique est
limite uniforme d’une suite de polynémes trigonométriques.

Remarque 3.21. D’autres approximations de l'identité :
— le noyau de de la Vallée Poussin :

(3.11) Va(t) = 2Fp41(t) — Fiu(t).
— le noyau de Poisson : pour 0 < r < 1,

Lo 1—¢2 1+ re't
£ = 7] gt = Re| ——— ).
) j%r € 1—2rcost+1r2 N1 et

Si (rn)n>0 est une suite & termes positifs tendant vers 1, alors (P(ry,t))n>0 est une approximation

de l'identité ; en effet
x f = Zrmf(j)eijt.
JEZ

Convergence ponctuelle de F, * f
Théoréme 3.22 (Théoreme de Fejér). Soit f € L*(T) et ty € T.
1. Silim f(to+h)+ f(to— h) =: 2fo existe dans R (condition de Fejér) alors lim (F, * f)(to) = fo-
h—0 n—+00

2. Si f est continue en tout point d’un intervalle compact I, F,, x f converge uniformément vers f sur
1.

3. Si f > 0 presque partout alors F, x f > 0 presque partout pour tout n.

Remarque 3.23. Clairement le point (3) reste vrai si 0 est remplacé par un réel arbitraire ou si l'inégalité
> est remplacée par <. Ceci suit de la positivité de F;, et de I’égalité 1. de la définition 3.7.

Démonstration. On suppose que la limite }llir% f(to+ h) + f(to — h) =: 2fy existe et est finie. Le cas quand
%

elle est infinie se traite de la méme maniére.
Soit 4 > 0. On calcule

Fux f(t0) ~ fo= 5~ / Fu(r)(f(to —7) — fo dT—(/ / 6) (flto - 1) — fo)dr

L) (e )

Pour obtenir la derniere égalité on a utilisé la parité de Fi,.
Pour € > 0 fixé on choisi

— 6> 0 tel que, si |h| < § alors |f(to + h) + f(to — h) — 2fo] <¢,

— puis ng > 0 tel que pour n > ng, sup |F,(t)|dt <e.

te[d,2m—0)

Par (3.12), pour n > ng, on a |F, * f(to) — fo| <& +¢llf — follL1(m)- Ceci achéve la preuve du point 1.
Le point 2. est une conséquence immédiate du calcul précédent et de I'uniforme continuité de f sur I.
Enfin le point 3. est une conséquence immédiate de la positivité de Fi,. ]

(3.12)
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Remarque 3.24. Dans la preuve du Théoreme de Fejér, on a utilisé que 'approximation de l'identité
(Fn)n>0 était positive (i.e. pour tout n, la fonction F,, est & valeurs positives), paire et qu’elle vérifie :

Vo >0, lim sup |F,(t)] =0 (ce qui est plus fort que point 3. de la définition 3.7).
n—=+00 (5,27 —6]

Corollaire 3.25. Si f est continue en tg et si la série de Fourier de f converge en ce point alors sa somme

est f(to).
On peut affaiblir la condition de Fejér que la limite flLiH%) f(to+ h) + f(to — h) =: 2fy existe. En effet celle-ci
—

implique

o1

Mais cette derniere condition est beaucoup moins restrictive que celle de Fejér : en effet, par le corollaire 1.70,
pour f € L'(T), on sait que (3.13) est vraie pour presque tout ¢y € T si on choisit fo = f(to).

h f(tO—I_T)—;f(tO_T) 7’]('0 dr = 0.

Théoréme 3.26 (Lebesgue). Si (3.13) est vraie alors F, * f(to) Nt fo. En particulier, comme les points
n—-+0o0

de Lebesgque sont de mesure totale, Fy, x f converge vers f presque partout.

Démonstration. D’apres (3.4), comme sin(7/2) > 7/msi0 < 7 < m, on a

2
(3.14) 0 < Fo(7) < min (n +1, (714‘1)7'2) .

Le calcul (3.12) et la positivité de F}, nous donne

L to—7) + fto+ 7
(3.15) Foe st~ ol < 2 ([ 4 [7) mot [P0 = DL SOED g
T 0 FY 2
La seconde intégrale du membre de droite est alors majorée par
I flto—7)+ f(to+7)
. — n — L
(3.10 [ ] : fofr < T 171 + 1)

Ce qui tend vers 0 si on prend par exemple § = n~1/4,

Pour estimer la premiere intégrale du membre de droite de (3.15), on pose

(to+7)+ flto—7)
2

h
(3.17) o(h) ::/0 — foldT

Alors, en utilisant (3.14) et le fait que ¢ est absolument continue (cf section 2.3.3), on estime

1/ 'fto—7)+f(tg+7)_f0
s
/n _
(/1 / > flto =)+ fltotm) _
3.18) Y ?
3. <n+1 o(1/n) + T S ¢/ (1)
- n—l—l l/n 7‘2 T
n+1 w [é(7) o 2m o o(7)
<2 ¢(1/n>+n+1[}1/n+n+1 [ L
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La derniére étape du calcul a consisté en une intégration par partie, licite comme ¢ est absoluement continue.

L’hypothese (3.13) nous assure alors que pour € > 0, il existe n. > 0tel sin >n. et 0 <7< 0 = n~1/4
alors 0 < ¢(7) < er. En remplagant ceci dans le dernier terme de (3.18), on obtient

I to — t 1 2 S d

/ F () f(to T)+f(0+7’)_f0 dTgs(wH— )+7ren+ 775/ —T§47T€.

T Jo 2 n n+1l n+1fy,?
Ceci acheve la preuve du théoreme 3.26. ]

Corollaire 3.27. Si la série de Fourier de f intégrable sur T converge sur un ensemble E de mesure
strictement positive, alors elle vaut f presque partout dans E. En particulier, si une série de Fourier converge
vers 0 presque partout, alors les coefficients de Fourier sont tous nuls.

On peut obtenir des résultats de convergence un peu plus fort pour le noyau de Poisson. Pour f intégrable
sur T, on pose

P(h) =

/Oh (f(t0+7)+f(t0—7)

5 — fo) dr.

En comparant avec (3.17), on constate que [y (h)| < ¢(h).

Théoréme 3.28 (Fatou). Si¢(h) = o(h) quand h — 0 alors 111{1 E f(n)rPleinto — g,
r—1-
nez

La preuve qui se fait sur le modele de celle du théoréme 3.26 est laissée au lecteur (voir aussi la section 3.3).
On voit en particulier qu’en tout point de Lebesgue (donc presque partout), voir la définition 2.36 et le
théoreme 2.37), on peut appliquer le théoreme 3.28.

3.1.3 Ordre de grandeur des coefficients de Fourier

Pour f € LYT), on sait que sup|f(n)] < ||f|li et f(n)| — 0 par le lemme de Riemann Lebesgue
n n|—+oo
(théoreme 3.11). Dans cette section, nous allons nous intéresser a des questions du type

1. peut-on améliorer le lemme de Riemann Lebesgue et obtenir un taux de décroissance minimal pour
(f(n))nez & Vinfini ?

2. toute suite (ap)nez tendant vers 0 a I'infini est-elle la suite des coefficients de Fourier d’une fonction
intégrable 7

3. Comment les propriétés de f (par exemple le fait qu’elle est bornée, continue, dérivable, etc) se
reflete-t-il sur la suite (f(n))nez ?

Les réponses aux questions 1. et 2. sont négatives comme nous le verrons. Pour la question 3. nous aurons des
éléments de réponse mais nous verrons qu’en général il n’y a pas de caractérisation nécessaire et suffisante
des propriétés de régularité de f par la taille de ses coefficients de Fourier. L’espace de fonctions de carré
intégrable est un contre-exemple notable a cet état de fait.

Théoréme 3.29. Soit (ap)nez une suite paire de nombres positif tendant vers 0 a l'infini. Supposons que
(3.19) Vn >0, apy1+apn—1— 2a, >0.
Alors il existe une fonction positive f intégrable sur T telle que Vn € Z, f(n) = ay.
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Démonstration. Clairement Z(an — ant1) = ap; d'autre part par (3.19), la suite (an — ap+1)n>0 est

n>0
N
décroissante. Donc hr_sr_l n(ap—an+1) = 0. Par conséquent Z n(ap—1+ant1—2a,) = ap—any—N(ay—an+1)
n—-+0oo
n=1
converge vers ag quand N — +o00. On pose
(3.20) F) = nlan-1+ anp1 — 2an)F1 (1)

n>1

Comme ||F,[l1 = 1 pour tout n, la série (3.20) converge dans L!; étant & termes positifs, sa limite est
positive. En utilisant (3.4), on calcule

F) = S nlancr + s = 200)Faa(i) = Y nloncs +anin ~200) (1= ) =y
n=1 nx|jl+1
Ceci acheve la preuve du théoreme 3.29. 0

~ ~ 1 -
Théoréme 3.30. Soit f € L'(T). Supposons que f(n) = —f(—n) >0, Vn > 0. Alors Z Ef(n) < 400.
n>0

Démonstration. On a f( 0) = 0. On pose F(t / f(r)dr. Alors F' est continue sur T et ses coefficients de

Fourier d’indice non nul sont donnés par F'(n) = L f(n) (théoréme 3.3). Comme F est continue, le théoréme
de Fejér appliqué pour F en ty = 0 nous dit que

N )
lim 2n:1 <1 - NZ 1) f(n”) = i(F(0) — F(0)) = —iF(0).

. 1.
Comme f(n) > 0, ceci implique g —f(n) < +oc. O
n
n>0

Corollaire 3.31. Sia, >0 et > an/n = 400 alors Y a,sinnt n'est pas la série de Fourier d’une fonction
intégrable. Il existe donc des séries trigonométriques dont les coefficients tendent vers 0 qui ne sont pas des
séries de Fourier.

Par le théoreme 3.29, la série trigonométrique
cosnt etnt
T; @ N 22 2logn
est la série de Fourier d’une fonction intégrable alors que par le théoreme 3.30, sa série trigonométrique

conjuguée
Z slln nt Z zllgn(n) pint
4 logn oSy 2log ]

n’en est pas une.
On va maintenant développer quelques résultats simples sur la taille des coefficients de Fourier pour des
fonctions ayant diverses propriétés de régularité.

Théoréme 3.32. Soit f absolument continue sur T alors f(n) = o(n™}).
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Démonstration. Comme f est absolument continue, par le théoreme 2.58, f est dérivable presque partout
1.

sur I, f" est Lebesgue intégrable et on a f(t) = ) + fo f'(t)dr. Donc, pour n # 0 f(n) = — f'(n) par
in

le Théoreme 3.3. Comme, par le Lemme de Riemann—Lebesgue, f’ (n) = 0 quand |n| — +o00, la preuve est

achevée. ]

Si on suppose maintenant que f est k-fois dérivable et que f~1 est absolument continue (c’est-a-dire que
f®) e LY(T)) alors

(3.21) f(n)=o(n"*) quand n — +oo.

~

£ (n), on sait que

Sous les mémes hypothéses, comme par récurrence pour 0 < j < k, on a f (n) = )

(3.22) [f(n)] < =T ‘j”f(])Hl

On a donc démontré

Théoréme 3.33. Si f est k-fois dérivable et que f*~1) est absolument continue alors, pour n # 0,

()] < 1P

0< <k: \n\i

Si f est indéfiniment différentiable, alors

. 1 .
inf ——1| £
[£(n)] < jnf |n|ij 1

Théoréme 3.34. Si f est de variations bornées (voir la section 2.3.3 et Uexercice 2.57) sur T alors, pour

n#0, |fm) < Yortd),

m[n|

Démonstration. Soit p la mesure construite dans I'exercice 2.57 a partir de f. Notons que, comme f est

périodique, / dp(u) = 0. En utilisant le théoreme de Fubini, on calcule
T

Lo L ([ema)oe

1 —inu |:u| (T) VaI‘(f)
~ | 2inn /T(l—e )d,u(u)‘g [n|m - In|m

[f(n)] =

—int _
o /0<t<27r dp(u) dt| =
{t< <27T

Définition 3.35. Soit f € C(T). On définit le module de continuité de f, noté w(f,-) par

pour h € RT,  w(f,h) = sup [|f(-+y) = flloo = sup sup |f(7 +y) — f(7)|.
ly|<h ly|<h TET

Soit f € L(T). On définit le module de continuité intégral de f, noté Q(f,-) par

323 powrheRT, Q) = sup £ )= fl = swp 5o [ 17 +9) = S(0lar
ly|<h ly|<h

On vérifie facilement que si f est continue sur T, Q(f,h) < w(f, h) pour h > 0.
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Démonstration. Par changement de variable, on calcule

f(n) = ;ﬂ/Temtf(t)dt = i </T e f(t)dt — Aein(t-ﬂ/"pf(t)dt) = 417T/]1-€mt <f(t) —f <t + ;,)) dt.

En prenant le module de part et d’autre et en le faisant passer sous le signe intégrale dans le membre de
droite, on acheve la preuve du résultat énoncé. O

3.1.4 Séries de Fourier de fonctions de carré intégrable

Théoréme 3.37. Soit f € L*(T). Alors

r}]ﬂmﬁzgﬁﬁw&m

neEL

2. f= lim Z f €™ ou la convergence est entendue dans le sens de la norme de L*(T) ;
N%Jroo

3. Uapplication f € L*(T) A (n))nez € F2(Z) est un isomorphisme isométrique ;

4. pour g € L*(T ,ona/ Zf )g(n

ne’l

Démonstration. On sait que L?(T) muni de la norme |f[|> = 5= [ |f(t)]?dt est un espace de Hilbert.
Un calcul immédiat nous dit que la famille (e ),ecz forme un systeme orthonormal dans cet espace. Du
théoreme 3.18, on tire qu’il est total i.e. 'adhérence de I’espace vectoriel engendré par ce systeme est total.
Le théoreme suit alors de résultats classiques sur les espaces de Hilbert et leurs bases hilbertiennes. On
pourra consulter le chapitre 4 du polycopié du cours d’Analyse Fonctionnelle de .3 3M210. O

On en déduit immédiatement le

Corollaire 3.38. Soit f € L*(T). Alors il existe f une unique fonction de L*(T) ayant pour série de Fourier
la série conjuguée de celle de f (voir la définition 3.6). L’application f € L*(T) — f € L*(T) est continue
de norme 1.

3.1.5 Série de Fourier sur L*(T)

1 1
Théoréme 3.39 (Th. de Hausdorff-Young). Soit 1 < p <2 et q lexposant conjugué de p i.e. —+ — = 1. Si
P q

7 & (T) alors |(F(m)nez [, < 1S

Remarque 3.40. Ce théoréme ne peut pas s’étendre a p > 2 : dans ce cas, si f € LP(T), comme LP(T) C
L?(T) si p > 2, on obtient seulement que les coefficients de Fourier de f sont de carré sommable. Ceci
est optimal car on peut montrer que si (¢,)nez est positive de carré sommable alors il existe une fonction
continue telle que |f(n)| > ¢, pour n € Z.
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3.1.6 Coefficients de Fourier “généralisés”

On va maintenant étendre la notion de coefficient de Fourier au dela de 1'espace L!(T). Soit B un espace
de Banach homogene contenant les polyndomes trigonométriques. Soit B* son dual i.e. ’espace des formes
linéaires continues sur B. La norme naturelle sur B* définie par |u||g- = sup lu®)]
ves\{0} |0l
structure d’espace de Banach (cours d’Analyse Fonctionnelle de M1). Posons maintenant {u,b) = p(b).
Pour p € B* et n € Z, on définit le n-ieme coefficient de Fourier de p comme fi(n) := p(e™ ). On notera que
= (u(n))nez est anti-lindaire (alors que b € B — (b(n))nez est linéaire).
Par définition, on a

le munit d’une

(3.24) VneZ, |am)| < ulls e s

B*
Cette définition est cohérente dans le cas ou p s’identifie naturellement avec une fonction intégrable. Par
1 1
exemple, si B = LP(T) (1 < p < 4+00). Alors, par le théoreme 2.25, B* = L(T) ou — + — = 1. Une fonction g
p q
dans L9(T) est identifié a la forme linéaire f € LP(T) / f(t)g(t)dt. Et Pon a bien que le n-iéme coefficient
T

de Fourier de la forme associée a g est le le n-ieme coefficient de Fourier de la fonction g.

Théoréeme 3.41 (Théoreme de Parseval). Soient f € B et p € B*. Alors

N

: n| \ s =

2 = 1 1-— .

(3.25) o) = ytim Y (1 ) Fooat
n=—N
N N
Démonstration. Pour P(t) = Z P(n)e™, on calcule par linéarité que (i, P) = Z P(n)ji(n).
n=—N n=—N
Par le théoreme 3.18, on sait que pour f € B, f = Nlim Fn « f dans la norme || - ||g. Par continuité de ,
—+00

la remarque ci-dessus et le calcul explicite des coefficients de Fourier de Fiy * f, on calcule

N

(. f) = Jim ZFN*f i = Jim > (1= " ) i

o0
Exercice 3.42. Si la série Z f(n)ﬂ( ) converge, alors (u, f) = Z f

n=—oo n=—oo

On déduit du théoreme 3.41
Corollaire 3.43. SiVn € Z, i(n) =0 alors u = 0.

Pour f € B et u € B*, on peut définir f * u de la fagon suivante f * u(t) = (u, fr) (ou fi(1) = f(r —1t)). Par
la définition 3.14, on sait que f * u est une fonction continue. On a alors

N

Fospt)= Y <1 - N‘Tﬂ 1) f(—n)e™,
n=—N
(3.26) N
Dpxp(t)= Y Aa(—n)e™.
n=—N
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L’application Fy : f € B+ Fx * f est linéaire bornée de B dans lui-méme; de méme, Fy : p € B* —
Fx * p est linéaire bornée de B* dans lui-méme. Par le théoreme 3.41, Fy; est I'adjoint de Fy i.e. 'unique
endomorphisme de B* tel que, pour f € Bet u € B*, (u, Fn(f)) = (Fp(w), f). Les applications Fn et Fy
ont la méme norme (I'une dans B, 'autre dans B*) qui vaut 1 par la proposition 3.16.

De méme, Dy, : p € B* — Dy x p € B* est 'adjoint de . Dy : f € B— Dy * f € B.

Théoréeme 3.44. Soit B un espace de Banach homogéne contenant les polynémes trigonométriques. Soit
(an)nez une suite de nombres complexes.
Les deux conditions sutvantes sont équivalentes :

1. il existe p € B* telle que ||p||p < C et Vn € Z, fi(n) = ap ;

2. pour tout polynome trigonométrique P, on a

Z P(n)a,

nel

< C|[P|s-

Démonstration. L’'implication 1 = 2 est une conséquence immédiate du théoreéme 3.41, la formule de Par-
seval.
Supposons 2. Alors 'application P +— Z P(n)a, définie sur les polynomes trigonométriques est une forme

nez
linéaire continue pour la norme || - ||g. Par le corollaire 3.19, elle s’étend a tout I’espace B en une forme
linéaire continue bornée par C'; appelons la p € B*. Par sa définition sur les polynomes trigonométriques,
on a i(n) = {1, ") = an 0

oo
Corollaire 3.45. Une série trigonométrique S ~ Zanemt est la série de Fourier de p dans B* tel que
—00

N

n| ) in-
E 1— ——|a,e™
N( N+1

n=—

llpllg < C si et seulement si < C pour tout N.

B*
Remarque 3.46. Les polynomes trigonométriques définissent de facon naturelle des formes linéaires conti-

nues sur B. Dans le corollaire précédent on a identifié les polynomes trigonométriques aux formes qu’ils
définissent.

o
Preuve du corollaire 3.45. Soit S ~ Z ane™ et supposons qu’il existe y dans B* tel que ||p|g < C et Vn €

—0o0

N
Z, i(n) = ay. Alors Fy(p) = Z <1 - N|7j_| 1) ane™ . Donc par la discussion suivant le corollaire 3.43,
n=—N

on a [|[Fx(Ws < [lulls- < C.
La réciproque suit du théoreme 3.44 et du calcul

N
P(n)an - NLHJI:OO < N (1 B N+1 ane™, P

ne” n=-—

ou P est un polynoéme trigonométrique. O

On va s’intéresser au cas des mesures de Borel sur T. On sait que pour B = C(T) l'espace des fonctions
continues, le dual B* est I'espace M(T) des mesures de Borel (complexes finies) sur T (voir le théoreme 2.27) ;

on prendra l'identification (u, f) = / fdp (qui est une variante de celle prise dans le théoreme 2.27).
T

70



Les coefficients de Fourier d’'une mesure sont appelés coefficients de Fourier-Stieltjes. L’application f €
LY(T) — (27)71f(¢)dt est un injection linéaire isométrique de L!(T) dans M(T) (voir I'exercice 2.29). Elle
n’est pas surjective : par exemple, la masse de Dirac Jy i.e. la mesure définie par (dg, f) = f(0) n’est pas dans
LY(T). En effet, pour (f,)n>1 une suite de fonctions continues bornées par 1 telle que suppf, C [~1/n,1/n]
et (80, fn) = fn(0) = 1, pour tout g € LY(T), on a (g, f,,) — 0 (par convergence dominée).

On calcule 50(71) = 1 pour tout n € Z. On voit que la suite des coefficients de Fourier-Stieltjes de dp ne tend
pas vers 0.

oo
Théoréme 3.47. Une série trigonométrique S ~ g ane™ est la série de Fourier-Stieltjes d’une mesure

—00

N
positive si et seulement si Z 1-— i ane'™ >0 pour tout N e N et t € T.
— N+1

Démonstration. Si a,, = fi(n) pour tout n (ou u est une mesure positive), alors, pour f continue positive

N

;r/jrf(t)f%k/l(t)dt: ZN <1— N"L) f(n)ﬂ(n):/TFN*fd,u: (1, Fy % f) > 0

n=—

car Fiy x f > 0.
Comme f est arbitraire continue positive, ceci implique que la fonction continue Fy * p est positive.

N
n .
Réciproquement, si Z <1 — il > ane™ >0 pour tout N e Nett €T, on a
= sup
fec(T)

i N +1
N N
n| in- 1 / 7| int
1— m _ 1— " mn
2. ( N+1)° or Jo ZN N1 e | Wt
MM o=t "
N
= 1 Z 1-— il ane™ | dt = ag.
2’7'(' T — N + 1

n=—N
Donc par le corollaire 3.45, la suite (a,)nez est la suite des coefficients de Fourier-Stieltjes d’une mesure
borélienne p. Pour f continue positive, par le théoreme 3.41, on a

N N
_ : |n’ NI () — 13 _ |n’ in
/de“’ - Nlirfoon:w (1 TN+ 1) fi(n) = B -] F(#) ( ZN (1 N+ 1) n€ t> dt 2 0.

n=—

Donc u est positive. O

Définition 3.48. Soit (a,)nez une suite dans C. On dit que (ay, )nez est positive si pour toute suite complexe
(2n)nez nulle exceptée pour un nombre fini d’indices, on a

(3.27) > monimZn > 0.
(m,n)eZ?

Théoréme 3.49 (Théoreme de Herglotz). Une suite complexe (an)ncz est positive si et seulement si il
existe une mesure borélienne positive p sur T telle que Vn € Z, a, = fi(n).
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Démonstration. Supposons que Vn € Z, a, = ji(n) pour p une mesure borélienne positive sur T. Alors

2
(3.28) Z oy Zm 2, = Z /e—i(m—n)tzmznduz/ Ze—imtzm
T T

(m,n)ez? (m,n)€Z? meZ

dp > 0.

D’autre part, si (an)nez est définie positive, pour N > 1 et ¢t € T, on pose

e™ si|n| < N,
Zn = ]
0 sinon.

Alors Z Or—n ZmZn = ZajCNJeijt ou Cn; = max(0,2N + 1 — |j|) i.e. le nombre de facon de
(m,n)€Z? JEZ
décomposer j = m —n avec |n| < N et [m| < N. Donc,

2N in| . 1
> <1_2N+1>a”emt: IN + 1 D AmonzmZ; 0.
n=—2N (m,n)€Z?

On obtient I'existence de u en appliquant le théoreme 3.47 et son unicité par le corollaire 3.43. ]

3.1.7 Le théoreme spectral pour les opérateurs unitaires et auto-adjoints bornés

Soit H un espace de Hilbert séparable sur C muni du produit scalaire (-,-). Soit A : H +— H un opérateur
borné (i.e. un endomorphisme continu); on notera L£(H) 'espace de Banach des opérateurs bornés sur H
muni de sa norme induite par celle de H). On rappelle que KerA = {v € H; Av = 0} et ImA = {Av;v € H}.
On définit 'adjoint de A, noté A*, comme 'unique endomorphisme vérifiant (Au,v) = (u, A*v) pour tout
(u,v) € H2. L’existence et 'unicité sont garanties par le théoréme de représentation de Riesz.

On vérifie facilement

Lemme 3.50. Soit A € L(H). On a
— (A=A
— N Allr—m = A" I 5
— KerA* = (ImA)* et KerA = (Im A*)*.

Démonstration. Le premier point est évident par la définition de ’adjoint. Le deuxiéme est une conséquence
de cette définition et de la formule ||A|x—xn = sup [(Au,v)|.

|u|=|v|=1
Enfin
ulImA<=YveH, (Avyu)=0<= WY e H, (v,Au) =0<<= A*u = 0.

Ainsi Ker A* = (Im A)*. Donc, Ker A =Ker (4*)* = (Im A*)*. O

dans la suite, pour simplifier les notations, on identifiera ’opérateur identité sur H avec 1 i.e. pour z € C,
on écrire simplement z a la place de z Id.

Définition 3.51. On dit que z € C est dans l'ensemble résolvant de A, noté p(A), si A — z est inversible
d’inverse borné sur H. Le spectre de A, noté p(A), est le complémentaire de ’ensemble résolvant de A i.e.

o(4) = C\ p(A).

Lemme 3.52. Soit A € L(H).

Si 29 € p(A), alors D(z0,70) := {2 € C; |z — 20| <70} C p(A) ot m9 = ||(A — 20) || L.

L’ensemble p(A) est un ouvert de C contenant C\ D(0, ||Allx—3) et Uapplication z € p(A) — (A —2)7! est
développable en série entiére sur p(A).
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Démonstration. Soit zg € p(A). Alors
A—z=(A-2)(1—(2—20)(A— 20)71).

Donc si |z — 2g|||[(A — 20) 7' ||s% < 1, un inverse de A — z est immédiatement donné par le série de Neuman

(3.29) (A=2)'=> (z—2)"(A—2) """
n>0
qui converge normalement (car || A"||y—y < [|Al5,_4)- Ainsi D(z0,70) := {2z € C; |z — 20| <10} C p(A) ot
ro = ||[(A — 20) 71| 7T et (3.29) nous le développement en série entiere annoncé au voisinage de zo.
Pour |z| > ||Al|x—%, on utilise le développement de Neuman (au voisinage de !'infini)

(A - 2)71 — szlann

n>0

qui converge normalement. Donc {|z| > [|A|n—un} C p(A). O

Le lemme 3.52 implique immédiatement que o(A) est fermé dans D(0, || A||%—7), donc, compact.
Définition 3.53. On dit que A est auto-adjoint si A* = A. On dit que A est unitaire si AA* = A*A =1
Les opérateurs auto-adjoints et unitaires sont intimement liés.

Lemme 3.54. Soit A auto-adjoint sur H. Alors A—i = (A+i)* est inversible et U := (A+i)((A+i)*)"! =
(A+i)(A—4)"! est unitaire et 1 € p(U). U est la transformée de Cayley de A.

Soit U unitaire sur H tel que U—1 est inversible d’inverse borné (i.e. 1 € p(U)). Alors A :=i(U+1)(U—1)"!
est borné et auto-adjoint.

On vérifie que les deux transformations introduites dans le lemme précédent sont l'inverse 'une de 'autre.
Le point ¢ ne joue pas de role particulier dans la transformation de Cayley : on peut le remplacer par un
complexe quelconque hors de la droite réelle. La transformation inverse dépend bien str de ce point.

Preuve du lemme 3.54. Soit A auto-adjoint sur H. Montrons que A —i est inversible. Il est injectif car, pour
u € H,

(A = dyull? = [ Aull® + ul]* — (Au, iu) — (iu, Au) = [ Aul|* + [u]]* - i{Au, w) + i(Au, u)

(3.30)
= [ Au|? + fJull.

On montre de méme que Ker(A + i) = {0}.
Il est surjectif. Remarquons qu’il suffit de montrer que ImA — ¢ est fermée. En effet si c’est le cas alors par
le dernier point du lemme 3.50, on sait que Im (A — i) = (Ker(A + 1))+ = H.
Soit v € Im (A — 7) et (up)n>0 dans H tel que (A —i)u, Wl U E H. Alors par (3.30), on a |ju, — up||? <
(A —=1%)(tp —p)||>. Donc (uy)n est de Cauchy et donc converge vers u € H. Comme A est borné, on obtient
que (A —id)u=wv. Ainsi v €Im (A — 7). Ainsi Im (4 — i) = H.
Vérifions que U := (A+1i)(A—i)~! qui est borné comme composé d’opérateurs bornés est unitaire. Comme
A est auto-adjoint, (A=44)* = AF 4. D’autre part, A —i et A+ i commutent, donc (A —4)~! et A+ aussi.
Ainsi

UU* = (A+i)(A—i) A+ (A—i) = (A—9) HA+i)(A+i) H(A—i) =1
Enfin on calcule U — 1 = (A +i)(A —4)"! =1 =2i(A — i)~ ce qui prouve que U — 1 est inversible.
Pour la seconde assertion, en utilisant le fait que U est unitaire, on calcule

A = —i(U*+1)(U* - 1) ' =—i(1+ ) U U ' 1-U) ' =i U+ 1)U -1)"" = A
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Lemme 3.55. Soit A auto-adjoint. Alors o(A) CR et, siz € C\R, on a

1
|Imz|  dist(z,R)’

(3.31) (A = 2) Ml <

Si U est unitaire alors o(U) C {|z| = 1} et, pour |z| # 1, on a

1 1
— 1| dist(z, {|z] = 1})°

(332 U = 2 o < 1

Démonstration. La démonstration du premier point suit celle de I'inversiblité de A — ¢ dans la preuve du
lemme 3.54 et (3.30) devient

(3.33) 1(A = 2)ull® = | Aull® + [Im 2[*[|ul|® > [Tm 2[||u]|*.
Ainsi |Ju| > [Tm z||[(A — 2) " tul|.
Soit U unitaire ; donc ||U]| = 1. Pour |z| > 1, U —z = z(2~'U — 1) est donc inversible par la série de Neuman
normalement convergente (U — z)~! = — Z =17y, Donc, pour |z| > 1,
n>0

s
T—[2[1 -1

U = 2) aom <Y |27 =

n>0

De méme, pour |z| < 1, U —z = U(1 — zU™) est inversible par la série de Neuman normalement convergente
(U—2)"1=—- Zz”(U*)"H. Dong, pour |z]| < 1,
n>0

1
-1 -n
— < —
I =) o < Sl = 1=
n>0

Soit £ C H un sous espace vectoriel.
Définition 3.56. On dit que £ est invariant ou stable par A linéaire borné si AE C &.
Lemme 3.57. Si £ fermé et invariant par U unitaire (resp. A auto-adjoint), alors Ujg : € — & est unitaire

(resp. Ajg : € — &€ est auto-adjoint) ; ici £ est muni de la structure hilbertienne induite par celle de H DO &.

L U 0
De plus dans ce cas U (resp. A) se décompose sur la somme directe orthogonale €& & E*L en < 65 U )
e+

(resp. </B|g A|(‘)€L>) ot £+ est lorthogonal de €. On a alors que o(U) = o(Ug)Ua(Ugr) (resp. o(A) =
O'(A|g) U O'(Algj_)).
M

Démonstration. Si UE C &, on peut considérer Uje : € — £. On a bien sir, pour u € &, [|Uul]* = [|Ujgul|* =
|u||? ; donc par I'identité du parallélogramme, pour (u,v) € £2

(Ue) Ujgu,v) = (Ugu, Ujgv) = (Uu, Uv) = (u,v).
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Ainsi (Ujg)*Uje = 1; de méme Ujg(Ujg)* = 1. De plus on voit que (Ug)* = (U")¢.

De plus, £+ est stable par U ; en effet, si v € £, Vu € £, (Uv,u) = (v,U*u) = 0 car U*u € &.

D’autre part ceci Si A est auto-adjoint et £ sous-espace stable par A,, le fait que A¢ est clair par la définition.
De plus, £+ est aussi stable par A : en effet, si v € &1, Vu € £, (Av,u) = (v, Au) = 0 car Au € &. Ceci
donne donc la décomposition annoncée.

Enfin, I'assertion sur les spectres découle du calcul

Z—U|g 0 (Z—U|g)_1 0 . Id‘g 0 —1d
0 z-Upg 0 (z=Ug)™) 0 Idg) 7F

O]

Définition 3.58. Soit U unitaire sur H et v € H. L’espace cyclique pour U engendré par u est la cloture
de I'espace vectoriel engendré par les vecteurs (U™u)pez.

On dira qu’un espace & est cyclique pour U s’il est ’espace cyclique pour U engendré par un certain vecteur
u. Dans ce cas on dira que le vecteur u est cyclique pour U et E.

Lemme 3.59. Soit U unitaire. Alors il existe N C N et (E,)nen une famille au plus dénombrable de sous-
espaces de H cycliques pour U deuz ¢ deux orthogonaux tels que H soit la somme directe de ces sous-espaces

1
r.e. H= @ne\/g”’

Démonstration. Si H = {0}, il n’y a rien a faire. Sinon soit (e, )mear une base hilbertienne de H (ot M
est un intervalle d’entiers non nuls contenant 1).

On pose fi = e; et m; = 1. Considérons &; 'espace cyclique pour U engendré par fi. Si & = H, on a
fini. Sinon on peut trouver mo € M tel que pour m < mo, e, € & et fo := H5%6m2 # 0 (ou HglL est la
projection orthogonale sur Sf l'orthogonal de &;). Considérons & 'espace cyclique pour U engendré par fs.
Alors & 1 &. En effet, comme U est unitaire, pour tout (n,m) € Z2, (U™ f1,U™fy) = (U™ f1, f2) = 0.
Ainsi I'espace vectoriel engendré par les vecteurs (U" f1)nez est orthogonal a celui engendré par les vecteurs
(U™ fa)nez. Et on conclut pour les clotures par bicontinuité du produit scalaire. D’autre part, on sait que
{em; 1 <m < mg} C EBEs. En effet, par hypotheése sur ma, on sait que {e,,; 1 <m < mgo—1} C & C E1BEs.
Et epm, =g em, + Hgllem2 €& @&,

Par récurrence, on construit ainsi une suite strictement croissante (my,)penr dans M et (&, )nen une famille
(au plus dénombrable) de sous-espaces de H fermés deux a deux orthogonaux tous cycliques pour U tels

que, pour tout n, {e;;1 <m<m,} CE G- BE,.
L L
On obtient ainsi que {en;m € M} C @, cpén- Or B, cpEn est un sous-espace fermé de H car tous les
i
(En)nen le sont. Donc, @, \En contient la cloture de 'espace vectoriel engendré par {e,,;m € M} qui est

H car (em)mem est une base hilbertienne de H.
Ceci acheve la preuve du lemme. ]

Théoréme 3.60 (Théoreme spectral pour les opérateurs unitaires). Soit U un opérateur unitaire sur H un
espace de Hilbert séparable.

Alors il existe N C N et une mesure de probabilité borélienne sur T x N, disons, u, appelée mesure
spectrale et U : H ~ L*(u) un opérateur unitaire tel que UUU* soit Uopérateur de multiplication par
et L%(u) — L*(w) ie pour f € L%(u), [UUU*f](t,n) = e f(t,n) pour (t,n) € T x N. De plus
o(U)={e"; IneN, (t,n) € suppu}.

Ceci correspond a la diagonalisation des matrices unitaires lorsque H est de dimension finie.
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Démonstration. Le théoreme spectral pour les opérateurs unitaires est une conséquence directe des lemmes 3.57
et 3.59 et du théoréme suivant.

Théoréme 3.61 (Théoreme spectral pour les opérateurs unitaires dans le cas cyclique). Soit U un opérateur
unitaire sur H un espace de Hilbert séparable que ’on supposera cyclique pour U.

Alors il existe une mesure de probabilité borélienne sur T, disons, u, appelée mesure spectrale et U : H —
L?(p) un opérateur unitaire tel que UU U* soit l'opérateur de multiplication par €' : L?*(u) — L%(u) i.e.
pour f € L2(p), [UUU* f](t) = € f(t). De plus o(U) = {€"; t € supppu}.

En effet, par les lemmes 3.57 et 3.59, U se décompose en la somme directe GnenUlg, correspondant a la

1
décomposition en somme directe H = @ e/\/g"' On peut alors pour chaque n dans N considérer la mesure
n

spectrale y, (sur T) et 'opérateur unitaire U, : &, — L?(ju,) obtenus par le théoréme 3.61 et définir la
mesure p sur T x N de la fagon suivante : si A est un borélien de T x N,

_CNZ/1AM n + 1)~ 2dpun (1)

neN
ot (en)7 ! = Z(n 4+ 1)72. Alors y est une mesure de probabilité et L?(u) est Pespace des fonctions
neN
f: T xN — C mesurables telles que / Z |£(t,n)2(1 +n)"2dp,(t). On peut alors considérer 'opérateur
Tren

U: H s L?(u) définie par

pour e = Z en ol ey € &y, Ue)(t,n) = (n+ 1) [Un(en)] (2).

1
neN N VN
On calcule
U = [ 3 WP+ 1) o) = [ 3 Wbl Oda®) = 3 lleall = lel
T hen T nen neN

De plus, par le théoreme 3.61, en utilisant les mémes notations, on a

UUe)(t <Z Ue, en) (t,n) = Z U, (U|5nen Z e’tl/{ (en) (1) = = ¢t Z Uy, (en)

neN neN neN neN
= e"'U(e)(t,n).
Ainsi, pour f € L?(u), [UUU* f](t,n) = ' f(t,n) pour (t,n) € T x N.

Pour démontrer la derniére assertion du théoréeme 3.60, il suffit de constater que o(U) = U o(Ug,) (par

neN
le lemme 3.57 et le fait que spectre et support est sont fermés) et d’utiliser la définition de p en terme des

(ttn)nen et la derniere assertion du théoreme 3.61.
Ceci acheve la preuve du théoreme 3.60. O

Preuve du théoréme 3.61. Soit U unitaire sur H un espace de Hilbert séparable que 1’on supposera cyclique
pour U et soit f un vecteur cyclique tel que || f|y = 1.

Pour n € Z, posons a,, := (U f, f). Alors la suite (a,)nez est définie positive (cf définition 3.48. En effet,
pour toute suite & support compact (2zp)nez, comme U est unitaire, on calcule

> zaU™f

meZ

2
> 0.

(3.34) Z Cm—nZmZn = Z (U™ f,U" f)zmZn =

(m,n)€Z? (m,n)€Z?
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Par le théoreme 3.49, il existe alors une mesure positive borélienne sur T, disons, u telle que fi(n) = a,. On
a u(T) = j1(0) = ap = ||f||* = 1. Donc p est une mesure de probabilité.
Par le calcul (3.34), pour toute suite a support compact (zy)nez, on calcule

2

m _ mt
szU f _/11‘ sze

meZ meZ
Donc, si on pose U(U™f) := €™ on peut étendre U & espace vectoriel engendré par la famille (U™ f),ez en
une application linéaire & valeurs dans L?(). Par (3.35), on voit donc que I définit une isométrie de I’espace
vectoriel engendré par la famille (U™ f),ez a valeurs dans L?(x). Comme par hypothese, I’espace vectoriel
engendré par la famille (U™ f) ez est dense dans H, elle s’étend en une isométrie a H tout entier. Elle est
clairement injective. Elle est aussi surjective. En effet, I'image de U/ contient le sous-espace vectoriel des
polynomes trigonométriques qui est dense dans L?(p) par application des théorémes 1.68 et 3.18; de plus,
I'image est fermée : si (Uun)nen converge vers v, alors (Uup )nen est de Cauchy et, comme |[Uty,—Utim || 2,y =
|t — wml|, (un)nen Uest aussi; elle converge donc, disons, vers u et par continuité, v = Uu.
Ainsi U est unitaire.
D’autre part, pour toute suite & support compact (zy,)nez, on calcule

U <Z ZmUmf> —y <Z ZmUm+1f> _ Z Zmei(m+1)t _ eitu

MEZ MEZ mEZ

2

(3.35) dp(t).

U

> zUTf|

mEZ

Par densité et continuité, cette relation s’étend a tout H ; on vient donc de montrer que UUU™* est I'opérateur
de multiplication par la fonction ¢ +— e® sur L?(u).

Montrons que o(U) = {eit; t € supp ,u}. Clairement, si z ¢ {eit; t € supp ,u}, alors I’application t — |e® — 2|
est minorée par ¢ > 0 sur supp u. Ainsi, dans L?(p), Iopérateur f ~ (e — z)f est inversible d’inverse
I'opérateur borné f +— (e — z)~!'f. En conjuguant par 'opérateur unitaire U, on obtient que dans H,
I'opérateur f + (U — z)f est inversible d’inverse 'opérateur borné f +— (U — 2)~1f. Ainsi z & o(U).
Réciproquement, si z € {e'; ¢t € suppp}, alors Ve > 0, u(T.) > 0 ot Tr = {t; €' € D(z,e) N {|2'| = 1}}.

Donc, si on pose u, = ———=—=U"(17.), on calcule
n(T:)
o\ (T) |
9 ude 2 it 2 2
uel|g; = — | du(t)=—+%5 =1 et [[(U—-2)u :/ e’ — z|"du(t) < e
Juc /T< um)) 0 =7 0 = el = e [ e = aute)

Ainsi, si z € o(U) alors (U — z)~! existerait et serait borné, disons, par C > 0 et ainsi
1= Jluella = (U = 2)7H(U = 2)ue|lp < Ce

ceci pour tout € > 0 ce qui est absurde. Donc z € o(U).
Ceci conclut la preuve du théoreme 3.61. O

Comme corollaire du théoreme 3.60, on obtient

Théoréme 3.62 (Théoreme spectral pour les opérateurs auto-adjoints bornés). Soit A un opérateur auto-
adjoint borné sur H un espace de Hilbert séparable.

Alors il existe N C N et une mesure de probabilité borélienne sur R x N, disons, u, appelée mesure
spectrale et U : H +— L?(u) un opérateur unitaire tel que U AU* soit Uopérateur de multiplication par
t: L) — L%(p) ie. pour f € L?(u), UUU*f](t,n) = tf(t,n) pour (t,n) € R x N. De plus o(A) =
{t; Ine N, (t,n) € suppu}.
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Démonstration. Suivant le lemme 3.54, on construit I'opérateur unitaire U := (A +i)(A —4)~! et par le
théoréme 3.60, i la mesure spectrale sur T x A associée & U ; appelons U I’application unitaire associée de
H dans L?(u) qui conjugue U en la multiplication par e (donnée par le théoréme 3.60). Comme 1 € p(U),
on sait qu’il existe € > 0 tel que le support de ji ne rencontre pas I'ensemble {(e,n); n € N, t € [—¢,¢]}.
Comme A :=i(U +1)(U — 1)71, pour f € L?(ji), on calcule

et +1

(3.36) UAU f(t,n) = ieit — 1f(t, n) = cotan(t/2) f(t,n).

Posons ¢ : T x N'— R x N l'application définit par ¢(t,n) = (cotan(¢/2),n). Soit u = ¢.(j1) la mesure
image de fi par . On définit V : L2(u) — L%(f1) par V(f)(t,n) = f o o(t,n). Alors

IV = / 1f o @ (t,m)dji(t,n) =

/ 2 m)dpt m) = 112
nEN

neN

Comme le support de fi ne rencontre pas I'ensemble {(e,n); n € N, t € [—¢,¢]}, on voit que ¢ est
bijective bicontinue de supp ji dans supp u. Ainsi V est unitaire de L?(;) dans L?(jz). Si maintenant on pose
U =V~U, on obtient que U est unitaire de H dans L?(u) et la relation (3.36) devient, pour f € L?(u),

UAUf(t,n) = tf(t,n).

Le calcul de o(A) étant immédiat par le théoreme 3.60 et I'inverse de la transformée de Cayley, ceci acheve
la preuve du théoréeme 3.62. O

Le théoréeme 3.62 correspond a la diagonalisation des matrices hermitiennes lorsque H est de dimension finie.

3.2 Convergence des séries de Fourier

La convergence des séries de Fourier est un probléeme qui se révele épineux, surtout, celui de la convergence
ponctuelle. Souvent les convergences dans certaines normes fonctionnelles sont plus simples a traiter. La
question de la convergence est reliée a celle de 'existence et des propriétés de la fonction conjuguée (voir la
section 3.1.1).

3.2.1 Convergence en norme dans les espaces de Banach homogénes

Soit B un espace de Banach homogene sur T. Pour f € B, on rappelle que
(3.37) Sn(f) = (Dn* f)(t Z F(5)e.
]7—7’1
Définition 3.63. On dit que B a la propriété de convergence en norme si, pour f € B, on a

(3.38) Lm ISk (f) = flls = 0.

On a déja vu que L?(T) a la propriété de la convergence en norme. On veut maintenant caractériser les
espaces de Banach homogenes 'ayant.

L’application Sy, : f +— S,(f) est bien définie et laisse B invariant. Comme son image est de dimension finie
2n + 1, elle est bornée et on note ||S,||® sa norme.
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Théoréme 3.64. Un espace de Banach homogéne B a la propriété de convergence en norme si et seulement
si la suite (|| Sy||®)n>1 est bornée c’est-a-dire si et seulement s’il existe K > 0 telle que

(3.39) V=1,V feB, |[Su(fls < K|fls.

Démonstration. D’une part, si (S, (f))n>1 tend vers f pour tout f dans B, alors par le théoréme de Banach-
Steinhaus (cf Th. 3.3.2, polycopié de JY. Chemin 4M005), on sait que (3.39) est vraie.

Réciproquement, supposons (3.39). Pour ¢ > 0 et f € B, soit P un polynéme trigonométrique tel que
If — Pllg < e/(K + 1) (leur existence est garantie par le théoréme 3.18 appliqué au noyau de Fejér). Pour
n supérieur au degré de P, on a bien sur S,(P) = P. Donc

150 (f) = flls < [[Sn(f) = Su(P)ls + [|1P — flls < Ke/(K+1) +e/(K+1) =e.
Ceci acheve la preuve du théoreme 3.64. O
Comme S, (f) = Dy * f, on a [|Sy(f)llz < ||Dnll1llf|lz par la proposition 3.16. Ainsi
(3.40) 1015 < I Dals.

Les nombres L,, := ||D,||1 sont appelées constantes de Lebesgue.
) 4
Exercice 3.65. Montrer que L, = — logn + O(1).
T

Quand B = L'(T), (3.40) est une égalité. En effet, on a vu que || F,|l1 = 1 (cf lemme 3.9 et définition 3.7).
1 n
T (Dn — Dy)
k=0

1 .
Done, [SlE > [1Sn(Fw)lls = 1D * Fnlls = [[Fyn # Dolly = HD s = bone,

1
par (3.40), [|Su[X" = || Dul1.
Ainsi L'(T) n’a pas la propriété de convergence en norme.

Exercice 3.66. Montrer que ||S,||°™ = || Dy |1
Indication : pour cela, on pourra étudier Sy (1) ot 1, est une fonction continue bornée en module par 1 qui
prend comme valeur en t le signe de D, (t) sauf en des voisinages assez petits des points ot celui-ci change.

3.2.2 Relation avec I’existence d’une fonction conjuguée

On va maintenant relier la propriété de convergence en norme a l’existence d’une fonction conjuguée.
Dans la définition 3.6, on a appelé série trigonométrique conjuguée de la série trigonométrique g ane™ la
nez

s . Ly . int

série trigonométrique E —isgn(n)ape™.
nez

Si f € LY(T) et que la série conjuguée de g f(n)e™ est la série de Fourier d’'une fonction g, on dit que g
est la conjuguée de f; on la note f. Ceci ne définit a priori pas la fonction conjuguée pour toute fonction
intégrable ; on verra une généralisation au chapitre suivant.

Définition 3.67. Un espace de fonction B C L'(T) est stable par conjugaison si, pour f € B, f est définie
et appartient & B.

Lemme 3.68. Soit B un espace de Banach homogéne stable par conjugaison. Alors f — f est une application
linéaire continue sur B.
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Démonstration. La linéarité vient clairement de la définition de la série conjuguée. Le fait que f +— f est
bornée suit du

Théoréme 3.69 (Théoreme du graphe fermé). Soit B un espace de Banach et T : B — B une application
linéaire. T est bornée si et seulement si Gr(T) .= {(f,Tf); f € B}, le graphe de T, est fermé dans B x B.

1l suffit de montrer que {(f, f); f € B} est fermé. Soit (f,g) dans 'adhérence de Gr(T). 11 existe donc
(fn)n>1, fn € B tel que f, — f et fn — g. Alors par continuité, pour tout entier m, fn( ) j f(m).

n—-+o00
D’autre part,

§(m)= lim_fu(m)= lim —isgn(m)fu(m) = —isgn(m) lim_fo(m) = ~isgu(m)f(m) = f(m).

n—-+400o n—-+4o0o n—-4o00
Ainsi par le théoréme 3.10, g = f c’est-a-dire que (f,g) € Gr(T). O
Prewve du Théoréme du graphe fermé. Supposons T' borné. Soit (un)n>1 une suite d’éléments de B est telle
que (up,Tu,) — (u,v) dans B x B. Alors
n—-+00
[Tu—wv|| < lm (||Tu—Tuy| +||v—Tuyl) =0
n—-+oo

Donc (u,v) €Gr(T). Ainsi le graphe de T est fermé.

Réciproquement, supposons que le graphe de T est fermé. Alors Gr(T') est un espace de Banach muni de la
norme de B x B. Pour n > 0, on pose F,, := {(u,Tu); ||Tul|lg < n}. Les (Fy,)n>1 sont fermés dans Gr(T) et
UnFEy, =Gr(T). Par le lemme de Baire (cf Th. 1.2.3, polycopié JY. Chemin 4M005), il existe n > 1 tel que

F,, est d’intérieur non vide. Comme F,, = —F,, il existe € > 0 tel que si ||ul| < e, on a ||Tu||p < 2n. Ainsi si
u # 0, en posant v = eu/[|u|s, on a IITUHB = [[Tv]ls(lulls/e) < (2n/e)|ulls-
Ainsi T est borné et la preuve du théoreme 3.69 complete. ]

Théoréme 3.70. Soit B un espace de Banach homogéne tel que pour f € B etn € Z, on a €™ f € B et

(3.41) le™ flls = [I£1ls.
Alors B est stable par conjugaison si et seulement s’il admet la convergence en norme.

Démonstration. Considérons 'application

(3.42) fe =210+ f+zf Zf et

1
2
Si B est stable par conjugaison, alors cette application est linéaire bornée de B dans lui-méme.
Réciproquement, si cette application est bien définie (i.e. pour tout f € B, la série trigonométrique du
membre de droite de (3.42) est la série de Fourier d’'un élément de B), alors B est stable par conjugaison.
Supposons qu’il existe K > 0 tel que sup HSnHB = K < 4o00. On définit alors

n>0

(3.43) )ellt = et G, (e7 M f).

Il
<. o
[
~

Par (3.41), on a sup HSELHB =
n>0

Pour € > 0 et f € B, soit P un polyndme trigonométrique tel que ||f — Pz < &/2K. Alors
b b
157(f) = Sn(P)lls < /2.
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Notons que si n et m sont supérieurs au degré de P alors S%(P) = S (P). Ainsi
b b
157(f) = Sn(f)lls < e

Donc (S (f))n est de Cauchy et converge dans B vers f* € B. On voit que f” ~ Z f(n)e™.

n>0
Réciproquement, si 'application f — f° est bien définie et donc bornée par, disons, K, (par le raisonnement
menant au lemme 3.68), on voit que

Sybl(f) _ fb _ (i2n+1)- (e—i(2n+1).f>b

et, donc, que ||S%||® < 2K;. Or par (3.41) et (3.43), on a ||S2||® = |[|S,||® ce qui achéve la preuve du
théoreme 3.70. 0

Dans le chapitre suivant, nous étudierons la conjugaison plus en détails et prouverons que, pour 1 < p < 400,
Pespace LP(T) est stable par conjugaison et, donc, le

Théoréme 3.71. Pour 1 < p < 400, l'espace LP(T) a la propriété de convergence en norme.

3.2.3 Convergence et divergence en un point

Théoreme 3.72. Il existe une fonction continue dont la série de Fourier diverge en au moins un point.

Premiére preuve. Les formes f — [S,,(f)](0) sont continues sur C(T). Par le théoréeme de Banach-Steinhaus
(cf Th. 3.3.2 poly JY. Chemin 4M005), si ((S,(f)](0))n est bornée pour toute f, ces formes sont uniformément
bornées. Notons que Sy, (f)(to) = Sn(fi,)(0) ou fi,(-) = f(to + -). Donc, si ((Sn(f)](0))n était uniformément
bornée sur C(T) alors (||S,||°™),, serait bornée. Ceci ne se peut par les résultat des exercices 3.65 et 3.66. Il
existe donc f telle que ((S,(f)](0))n n’est pas bornée c’est-a-dire que la série de Fourier de f € C(T) diverge
au point 0. ]

Seconde preuve du théoréme 3.72. On va maintenant donner une preuve plus constructive. Dans 'exer-
cice 3.66, on construit une suite de fonctions, disons, (¢,), continues sur T telles que, pour n assez grand,

(3.44) [Unlloo <1 et [Sp(n,0)| > =L, > logn

1
10

N |

Posons ¢,, = F,2 * 1, ; ce sont des polynomes trigonométriques de degré au plus n? vérifiant

ot o

(3.45) lonlloo <1 et [Snp(pn,0) = Sn(¥n,0)] <

En effet, S,(pn) — Sn(tn) = (Fp2 ¥ Dp — Dy) * ¢y, et

FraeDa Dl = || =L 570, — D) < 2 S Dy D € 2 S gy = MnHD 6
[ Fp2%Dp—Dh |00 = mZ( i — Dn) = n2+1j§_%|| i n‘|00n2_i_1j§_%(n_])_ng_’_l5'
= - = =

Ainsi, pour n assez grand,

1 6
4 n(¢n,0)] = —logn — .
(3.46) Sulspns0)] = 15 logn — 2
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Pour A, := 23", on pose

(3.47) £ =3 e, ()

n>1

Par (3.45), cette somme converge normalement dans C(T) et définit donc une fonction continue. Montrons

iApmt

que sa série de Fourier diverge en 0. En remarquant que ¢y, (Ant) = Z ©x, (m)e , on voit que la

meZ
croissance raplde de ()\ )n garantit que, si m < n alors Sy2 (pa,,(Am)) = A, (Am:) et si m > n alors
P (

Sxz (Pam(Am?)) = ). On calcule donc

1
[Sx2 (f,0)] = |Sxz (Z —5 P (A >+ > 290,\m

m=1 m>n—+1
(3.48)
— 1 1 1 1 6
— = — — o > ——logh,— — — —.
Z m )\m + nQ SAn (QDAn)O) + Z m2 QOAm (0) - 10”2 Og n 6 5
m=1 m>n+1
qui tend vers 400 quand n — 400 par construction de (A,)y-
Ceci acheve la seconde preuve du théoreme 3.72. ]

On va maintenant donner quelques criteres de convergence ponctuelle.

Théoréme 3.73. Soit f intégrable sur T telle que
A 1
(3.49) f(n)=0 (n) quand n — +00.

Alors, pour tout t € T, S,,(f)(t) et F,, * f(t) ont le méme type de convergence, et quand elles existent, leurs
limites sont égales. De plus, si F,, x f(t) converge uniformément sur un sous-ensemble de T alors il en est
de méme pour Sp(f)(t).

Démonstration. Comme F,  f(t) est une moyenne de Cesaro de (Sp,(f)(t))o<m<n, il est clair que la conver-
gence de (S, (f)(t)), implique celle de (F, * f(t))n. Pour la réciproque, on choisit A > 1 et, en utilisant (3.4),
on calcule

(350) Su(F)(t) = [An] +1 n+1 [An] +1 Z (1 [m|

P B 10— R () - - ) e

n<|m|<An
ou [-] désigne la partie entiere de -
La propriété (3.49) implique que, pour tout € > 0, il existe A > 1 tel que lim sup Z |f(m)| < e. Pour

_>
nrteo n<|m|<An
ce choix de A, on a

(3.51) sup M Z (1 — [|m|> f(m)eimt = sup Z Wf(m)eimt <e.

An|—n An| +1
teT |[An] n<[ml<An ]+ t€T | < fmlan

Ainsi, si (F, % f(t)), converge vers a, (3.50) donne

[An] +1 n+1

[Sn(f)(t) —al < WIF[,\n]*f(t)—a]—i— Bl = | P x f(t) —al +2 < 2

si on choisit n assez grand.
Ceci prouve le premier point du théoreme 3.73. L’uniformité suit de 'uniformité en ¢ dans la borne (3.51). [
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Corollaire 3.74. Si f est de variations bornées (voir section 2.3.3), alors, en tout pointt, Sp(f)(t) converge
1
vers —(f(t+0)+f(t—0)) et vers f(t) auz points de continuité. La convergence est uniforme sur les intervalles

compacts sur lesquels f est continue.

Démonstration. Le théoreme 3.34 nous dit que les coefficients de Fourier de f a variation bornée vérifient (3.49).
Le théoreme de Fejér, i.e. le théoreme 3.22, nous permet alors de conclure en utilisant I’exercice 2.57. O

Lemme 3.75. Soit f € L'(T) telle que t — f(t)/t est aussi intégrable sur T. Alors S,(f)(0) — 0.

n—+o0
Démonstration. Par (3.37), en utilisant la formule d’addition du sinus, on calcule

1 f(t) f( )cos(t/2) .

(3.52) Sn(f)(0) = 21 Jo sin(t/2) 27r sin(t/2)

sin((n + 1/2)t)dt n(nt)dt + — / f(t) cos(nt)d

Comme, par hypothese, t — f(t) et t — % sont intégrables sur T, le résultat du lemme suit

directement du lemme de Riemann-Lebesgue. O

Théoréme 3.76 (Principe de localisation). Soit f € LY(T) qui s’annule dans un intervalle ouvert I. Alors
Sn(f)(t) converge vers 0 pourt € I et, cette convergence est uniforme sur les compacts de I.

Démonstration. La convergence vers 0 est un conséquence immédiate du lemme 3.75. Pour 7 € T, on a

1/ f(t+ 1) cos( t/2)
27 J\[—e,e] sin(t/2)

Sp(f)(1) = in(nt)dt + — / f(t+ 7) cos(nt))dt.
f(-+7)cos(:/2)
sin(-/2)
Ihypothese faite sur f et I (et par le corollaire 1.70). Si K C I est compact, alors les images de K par
ces applications sont des compacts de L!(T) auxquels on peut appliquer le lemme de Riemann-Lebesgue
uniforme, lemme 3.12 ce qui donne la convergence uniforme annoncée. O

Les applications t € T + f(-+7) € LY(T) et t € I € LY(T) sont continues par

Une autre conséquence immédiate du lemme 3.75 est le

t+1ty) — (T
Théoréme 3.77 (Critére de Dini). Soit f intégrable sur T. Si t — J(t+ Oi f(to)

alors Sy (f)(to) nj_oof(tg).

est intégrable sur T

3.3 Fonctions harmoniques

Pour z € C, on note z = z + iy.

Définition 3.78. Soit U C C un ouvert. On dit que u € C(U) est harmonique sur U si en tout point de D,
ses dérivées partielles O et O existent et vérifient A O%u + O%u 0
s dériv rti xistent et vérifient Au:= — + — = 0.
P 022 " oy 022 " Oy

Pour qu’'une fonction soit harmonique, il faut et il suffit que ses parties réelle et imaginaire le soient.

Remarque 3.79. On rappelle que si f : U — C est holomorphe (c’est-a-dire C-différentiable i.e. pour
20 € U, il existe f'(29) € C tel que f(z) = f(20) + (2 — 20) f'(20) + o(z — 29) au voisinage de z() alors elle est
indéfiniment différentiable en (z,y). La fonction f vérifie alors dans U ’équation de Cauchy-Riemann

(3.53) of == (ai-i- ai) 0.
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De plus, si on note df := % (gi - zZi), alors f(29) = 0f(z0).

Réciproquement, si f est continue et vérifie I’équation de Cauchy-Riemann sur U alors elle est holomorphe

dans U.

Rappelons, enfin, que f est holomorphe dans U si et seulement si f est développable en série entiere au
voisinage de chaque point de U.
On calcule

(3.54) 400f = 400f = Af.
Ainsi une fonction holomorphe dans U est harmonique dans U.

L’égalité (3.54) implique que la partie réelle (ainsi que la partie imaginaire) d’une fonction holomorphe est
harmonique. On verra un peu plus loin que ce résultat admet une réciproque.

3.3.1 Le noyau de Poisson

Pour 0 <r <1letteT,le noyau de Poisson est la fonction

G 1 — 2 1 it
(3.55) P(r,t) = 3 rlileiit = Y Re (*) .

, 1—2rcost+1r2 1 — reit
JEZ

On vérifie facilement que
1. P(r,t) >0,
2. P(r,—t) = P(r,t),
1 27
3. — P(r,t)dt =1,
27 0
4. pour 0 <6 < [t| <m, ona P(r,t) < P(r,d),
5. P(r,0) — 0 quand r — 1~ (avec 0 < § <)
Ainsi, si (ry,), est une suite positive telle que r,, — 17 la suite (¢t — P(rp,t)), est une approximation de
I'identité (voir la définition 3.7).
On note D = {z € C; |z| < 1}, le disque unité ouvert, et D sa cloture, le disque unité fermé. En posant
2z =re € D, on calcule

e — o ’6”—2”2.

T 1— 2
(3.56) P(r,t —7) :Re<e ”) 12
3.3.2 L’intégrale de Poisson
En posant z = €%, on identifie T avec le cercle unité {z; |2| = 1} du plan complexe. Pour f € L(T), on

note f(re), r < 1, son intégrale de Poisson (voir la remarque 3.21),

(3.57) f(re®) == P(r,-)* f(t) = Z rinlet™ f(n).

ne”L

On va considérer cette fonction comme une fonction de la variable complexe z = re’ dans D.
Si f est a valeurs réelles, alors

eZT+Z

e — 2

1

(3.58) f(z) = f (re") =Re [%/T

f(eiT)dT] :
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Par le théoreme différentiation sous le signe somme, la fonction

1 T )
z»—)/e +zf(e”)d7‘
T

o2 o €T — 2

est holomorphe dans D. Ainsi z +— f(re') est harmonique dans D si f est & valeurs réelles. Ceci reste vrai
pour f intégrable sur T en la décomposant comme la somme de ses parties réelle et imaginaire. On a donc
démontré

Proposition 3.80. Pour f € LY(T), l'intégrale de Poisson f(re') est une fonction harmonique dans D.
On a

Théoreme 3.81. Soit u une fonction continue a valeurs réelles sur D harmonique dans D. Alors, dans D,
u est l'intégrale de Poisson de sa restriction a T et elle est la partie réelle de la fonction holomorphe

1 eT+z
3.59 = — . Md eD.
(359) 1) = 5= | S e,
Démonstration. Par le théoreme de différentiation sous le signe somme, la fonction f définie par (3.59) est
holomorphe dans D. Il nous suffit de montrer que u = u; ou u; =Re f.
Montrons d’abord que u; se prolonge continiiment sur D et que (u1);r = w. Il suffit donc de montrer que

1 iT it ) )
(3.60) lim — / Re%u(e”)cﬁ = u(e™).
T €7 —re

En utilisant les propriétés de P(r,t) (voir les points 1-5 dans la section 3.3.1), pour § positif petit arbitraire,
on calcule

1 e+ rett it 1 e’ 4 rett , it
%ARGMU(GZT)dT — U(el ) = % /ERGM (U(CZT) — U(el )) dr
< o /- P(r,t —7) lu(e’™) — u(e")| dr
1 . . .
< — sup |u(e”) —u(e™)| + 2sup|u(e’)| sup P(r,t).
2ﬂ|b~ﬂ§6 teT [t|>6

teT

La continuité uniforme de u sur D nous permet de conclure (3.60).

Posons h = u — uy. Alors h est continue sur D, harmonique dans D et nulle sur T. Supposons qu’il existe
20 € D tel que h(z) > 0. Soit 0 < € < h(zp). Pour 2 € D, posons g(z) = h(z)+¢|z|%. Alors g(20) > h(z0) > ¢
or gip = €. Donc il existe un point 21 € D ot g admet un maximum local. Ainsi en ce point d2g <0 et
(95 g < 0. Mais le calcul direct montre que Ag = 4 > 0 (comme Ah = 0).

Ainsi h = u — u; < 0. Le méme argument montre que u; — u < 0 c’est-a-dire que u = wuy. Ceci acheéve la
preuve du théoreme 3.81. O

Le théoreme 3.81 montre que, si u est harmonique dans D, il existe f holomorphe dans D tel que u =Re f.
En effet, u est continue dans D ; pour 0 < r < 1, on peut donc appliquer le théoreme précédent & la fonction
z +— u(rz) ce qui définit une fonction z +— f.(rz) holomorphe sur D. Ainsi u(z) =Re f(z) sur rD. Si
0<r<r <1 onaRe(f— frr)(z) =0 sur rD. Donc, f, — f est une fonction holomorphe & valeurs
purement imaginaires sur rD ; elle est donc constante et cette constante peut étre choisie nulle. Ainsi f,+ est
un prolongement holomorphe de f, & r’D. On construit ainsi une fonction holomorphe sur D = U rD

0<r<1
telle que u =Re f. On peut étendre ce résultat a un ouvert connexe.
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Théoréme 3.82. Soit U un ouvert et u: U — R harmonique. Alors il existe f: U — C holomorphe telle
que u = Re f. De plus, si U est connexe, pour zg € U, f est définie de facon unique par la valeur f(zp).

Démonstration. Pour tout zg € U et 19 > 0 tel que zg + 19D C U, le raisonnement fait ci-dessus construit
une fonction, disons, f, r, holomorphe sur zo+7oD telle que u|,o1r,p = Re fog - Si 20+r0DNzy+1roD # 0,
on peut, quitte a les modifier par une constante imaginaire pure, garantir que f.; ., = fz(’),r(’) sur 2o +roD N
2, + 4 D. La collection de fonctions (f, r,) définit alors une fonction holomorphe sur U telle que
u =Re f.

Supposons U est connexe et f et f telles que u =Re f =Re f. Alors, pour ¢ € R, {z € U; f(z) — f(z) =c}
est fermé car f — f est continue et ouvert car f — f est holomorphe. Donc, comme U est connexe, {z €
U; f(z) = f(z) =ct=0ou{zeU; f(z)— f(z) =c} =U. Ainsi si f et f prennent la méme valeur en un
point, elles sont égales sur U.

Ceci acheve la preuve du théoreme 3.82. O

zo+roDCU

Corollaire 3.83. Soient U et V des ouverts de C. Si f est holomorphe de V' dans U et que g est harmonique
de U dans C alors g o f est harmonique sur V.

Démonstration. En décomposant g en partie réelle et imaginaire, il suffit de prouver le corollaire pour g a
valeurs réelles. On écrit alors ¢ = Re G ou G est holomorphe sur U. Donc go f = Re(G o f) et Go f est
holomorphe sur V. La conclusion du corollaire suit. ]

Exercice 3.84. Démontrer le corollaire en calculant directement A(g o f).

Définition 3.85. Soient u : U — R harmonique et v : U — R. On dit que v est une conjuguée harmonique
de u (sur U) si est seulement si u + iv est holomorphe sur U.

Le théoreme 3.82 garantit I'existence d’une conjuguée harmonique. Si U est connexe, elle unique & une
constante réelle pres.

Remarque 3.86. Dans D, la conjuguée harmonique de (3.57) est la fonction

(3.61) flre®) = —i Zsignnr'"‘emtf(n) =Q(r,-) x f(t)
nez

ou l'on a posé

2rsint
1—2rcost+1r?

(3.62) Q(r,t) = —i Zsignn plnlgint —

nez
Q est la conjuguée harmonique du noyau de Poisson P (normalisé de facon que Q(0,t) = 0).
Du théoreme 3.82 et de la remarque 3.79, on déduit immédiatement le

Corollaire 3.87. Une fonction harmonique est indéfiniment différentiable.

3.3.3 La propriété de la moyenne et le principe du maximum

Théoreme 3.88. Soit U un ouvert de C.
Une fonction u : U — C continue est harmonique sur U si et seulement si elle vérifie la propriété de la
moyenne en tout point de U i.e. Vzg € U, ¥r > 0 tels que zo + 1D C U, on a

1

27
(3.63) u(z0) = / u(zo + re)dt.
2T 0
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Démonstration. Supposons u harmonique dans U. Sans perte de généralité, on peut supposer que u est a
valeurs réelles. Soient zg € U et g > 0 tels que zg + roD C U. La formule de Poisson pour u dans zy + roD
s’écrit alors, pour 0 < r <rget z € D,

1 T )
u(zo +102) = Re [ / c_* Zf(zo + roe'”)dr

21 Jp €T — 2

soit encore en écrivant z = rry Leit pour 0 < r < rg,

. 1 r2 — 2 ;
3.64 u (2o + re’t) = / 0 2o + roe'”)dr.
( ) (O ) 2 Tr8—2rrocos(t—7')+r2f(0 0c”)
En prenant r = 0, on obtient (3.63).
Réciproquement, soit « continue sur U et y vérifiant la propriété de la moyenne. Soient zg € U et rg > 0
tels que zg + roD C U. La formule de Poisson construit une fonction harmonique a valeurs réelles, disons, @
qui coincide avec u sur le cercle zg + roT. Soit v = u — 4. La fonction v vérifie la propriété de la moyenne.

Supposons m := max_v(z) > 0. v étant continue et zy + roD compact, ce maximum existe et est atteint.
zo+roD
Comme il est strictement positif, il est atteint dans zg + rgD. Soit Zy un tel maximum. Soit 7y tel que

%0 + 70D C 29 + roD. Par la formule de la moyenne, pour 0 < r < 7, on a
1 .

(3.65) m=uv(zp) = — / v(Zp + re)dt < m.
27'(' T

Or v est majorée par m dans zg + 79D. Comme v est continue, elle est constante égale & m sur %y + rT pour
0 < r < 7o, c’est-a-dire, sur le disque Zy + 7oD. On voit ainsi que 'ensemble {z € 29 + roD; v(z) = m} est
ouvert ; il est clairement fermé ; ainsi, comme zy + 9D est connexe, v est constante sur zg + roD. Or, sur le
bord zg + 7T, elle est nulle; ainsi m < 0. Comme on peut appliquer le méme raisonnement & —v, on obtient
v est identiquement nulle et que u et @ coincident sur zg + roD. Enfin, comme zy et rg sont arbitraires tels
que zg + oD C U, on obtient que v = @ sur U.

Ceci acheve la preuve du théoréme 3.88. ]

Remarque 3.89. En intégrant (3.63) par rapport au rayon du cercle, on voit que si u vérifie la propriété
de la moyenne (3.63) sur U, elle vérifie aussi

(3.66) u(zp) = % / N 5u(z)alxdy

wr

sizg+rD CU.
Une autre propriété importante des fonctions harmoniques est
Théoréme 3.90 (Le principe du maximum). Soit U un ouvert conneze borné et u: U — R continue et

harmonique dans U. Alors maxu = max u et s’il existe xy € U tel que u(xg) = maxu alors u est constante
U U

égale a u(x).

Démonstration. Comme u est continue sur U compact, il existe 9 € U tel que u(xp) = maxu. En prenant
v = u dans la preuve du théoreme 3.88, on obtient immédiatement I’énoncé du théoréeme ?[)].90. ]
Une conséquence de la formule de la moyenne est le

Théoréme 3.91 (Théoreme de Harnack). Soit (uy), une suite de fonctions harmoniques dans un ouvert
connezxe U.
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1. Siu, — u localement uniformément dans U (i.e. uniformément sur tout compact de U ) alors u est
harmonique sur U.

2. Siup <wug < --- alors soit (uy)n, converge localement uniformément dans U soit elle diverge vers
400 sur tout U.

Démonstration. Démontrons 1. Comme (uy, ), converge uniformément vers u sur tout compact de U, u est
continue et elle vérifie la propriété de la moyenne (comme conséquence du théoreme de convergence dominée
et car tous les (uy), la vérifient). Donc u est harmonique.

Démontrons 2. Quitte a soustraire uq & tous les éléments de la suite, on peut supposer u; > 0. Posons
U = sup Up. Soit zg + 179D C U. Alors, pour 0 < 7 < 7, le noyau de Poisson satisfait &

o — 1T 7‘%—72 o+ T

ro+r ~ rd—=2rrgcos(t —7)+1r2 " ro—71
Ainsi, par la formule de Poisson (3.64), pour tout n, on obtient

ro—7T

n(20) < up (20 + re') < rotr

(3.67) ro+7r To—T

un(z0) (Inégalité de Harnack).

La méme inégalité reste donc vraie pour u. On en déduit que soit u(z) = +oo sur tout zg + 79D soit
u(z) < +oo (et donc (up), converge) sur tout zg + 79D. Si m est le supremum de u dans zg + 79D,
linégalité (3.65) pour v = u reste vraie. Donc I'ensemble des points z ou u est fini (c’est-a-dire ou (uy)n
converge) est ouvert et fermé dans U connexe; il est donc vide ou égal a U tout entier. S’il est U tout entier,
on peut appliquer le théoréeme de convergence monotone a la formule de Poisson pour les (u,), ce qui nous
dit que w vérifie la formule de Poisson dans U et ainsi est harmonique dans U. L’uniformité de la convergence
sur tout compact provient par exemple de (3.67) appliqué & u — u,, qui donne, pour 2o + roD C U,

ro—T ro+ T
(u—un)(20) < sup (u—un)(z) < (u = un)(20)
70 +r z€z0+roﬁ To—T
Ceci acheve la preuve du théoreme 3.91. O

3.4 La fonction conjuguée

Nous allons maintenant étudier la fonction conjuguée d’une fonction intégrable sur T.

3.4.1 Définition

Soit f € LY(T). A f, par la formule de Poisson (3.57), on peut associer une fonction harmonique dans D
que l'on notera aussi f. Le théoréme de Fatou ‘(théor\eme 3.28) et la remarque qui le suit nous disent qu’en
tout point de Lebesgue de t — f(e™), on a f(e) = lim f(re™).

r—1-

Exercice 3.92. Montrer qu'en tout point de Lebesgue de t — f(e'), on a f(2) — f(e) quand z — €%,
|z| < 1 non tangentiellement (i.e. si z reste dans un secteur de la forme {z € D; |arg(l — ze~%)| < a} (on
0 < a < 7 est arbitraire).

La conjuguée harmonique de f (normalisée par la valeur 0 au point 0) est alors définie par (3.61) ; on la note
flre®) (0 <r < 1,teT). On va montrer que, pour presque tout ¢ € T, cette fonction harmonique admet

une limite radiale en e’ i.e. la limite lim f(re) existe.
r—1-
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Lemme 3.93. Toute fonction harmonique bornée sur D est la transformée de Poisson d’une fonction bornée
sur T.

Démonstration. Soit F' harmonique et bornée sur D. Soit (r,), une suite positive telle que r, — 17. Posons
fn(e) = F(rpe'). La suite (f,), est bornée dans L>(T). Comme L°°(T) est le dual de L!(T), il existe une
sous-suite (fn,);>1 qui converge faiblement (i.e. pour tout g € L*(T), ((fn,,9))j>1 converge) vers, disons,
F(e'). Soit pe'™ € D. Alors

1 .
o | F(e"t)P(p, 7 —t)dt = (F, P(p,7 —-)) = lim (fn;, P(p,7 —"))
21 Jr J*>+ J
= lim / [, (€D P(p, 7 —t)dt = lim F(rp, pe’ ) = F(pe').
oo 21 I j—r+oo
Ainsi F(re') est bien la transformée de Poisson de F' ce qui prouve le lemme 3.93. O

Lemme 3.94. Soit f € LY(T) et soit f(re) définie par (3.61). Alors, pour presque tout t, f(re) a une
limite quand r — 17

Démonstration. On peut décomposer f = fi — fo+ifs —ifs out (fj)1<j<a sont intégrables et positives. Par
linéarité de l'application f f (re') on peut supposer que f est positive.

Par définition de la conjuguée harmonique, la fonction F(z) := e~ f(®)7/(2) est holomorphe (donc aussi
harmonique) dans D. L’intégrale de Poisson d’une fonction positive est positive; la conjuguée harmonique
d’une fonction a valeurs réelles est a valeurs réelles. Ainsi |F (z2)] < 1 dans D. Par le lemme 3.93 (et le
théoreme 3.28), F' admet une limite radiale de module e —f(e) presque partout. Cette limite est non nulle
presque partout car f est intégrable. Et en chaque point ou cette limite est non nulle, comme F' admet une
limite radiale, la fonction f (re'’) admet une limite radiale. Ceci achéve la preuve du lemme. O

Définition 3.95. La fonction conjuguée d’une fonction f intégrable sur T est la limite radiale de f (ret).

Remarque 3.96. On notera que la fonction conjuguée d’une fonction a valeurs réelles est elle aussi a valeurs
réelles (voir la preuve du Lemme 3.94).

Si la série conjuguée de la série de Fourier de f intégrable est la série de Fourier d’une fonction g intégrable,
alors, clairement, I'intégrale de Poisson de g est f (re') qui converge radialement vers g(e') presque partout
(théoreme 3.28). On a alors que f = g¢: ainsi, la définition 3.95 généralise la définition donnée dans la
section 3.2.2.

cosnt L. .
est une série de Fourier

A la suite du théoreme 3.30 et du corollaire 3. 31, nous avons vu que Z

n>2

, . . , sinnt
alors que sa série conjuguée g 1 n’en est pas une. Comme E
ogn

n>2 n>2

innt .
1 converge en tout point (par le
n

cosnt

critere des séries alternées), sa somme est la fonction conjuguée de f = E et on peut vérifier que

n>2

1 n’est pas intégrable. Il existe donc des fonctions intégrables dont la fonction conjuguée n’est
n>2

pas 1ntegrable.

Remarque 3.97. Le fait que Z n’est pas une série de Fourier ne suffit pas & démontrer qu’elle ne
n>2
définit pas une fonction intégrable. Néanmoins on montrera plus loin que si f et f sont intégrables, alors

f (re) est I'intégrale de Poisson de f Ceci permet alors de démontrer que si f est intégrable alors sa série

log
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de Fourier est la série conjuguée de celle de f; ainsi si cette série n’est pas une série de Fourier alors f ne
peut étre intégrable.

Ce qui nous fait défaut ici est que nous n’avons que la convergence radiale ponctuelle (presque partout);
nous ne pouvons donc pas controler la convergence d’intégrales de telles fonctions.

3.4.2 Fonction de répartition
La mesure de Lebesgue de E C T est notée |E]|.

Définition 3.98. La fonction de répartition d’une fonction sur T mesurable a valeurs réelles est la fonction
m(x) =my(x) ={teT; f(t) <z}, zeR

Les fonctions de répartitions sont croissantes et continues a droite; elles tendent vers 0 en —oo et vers 27
en +o0o. On peut donc associer & my sa mesure de Stieltjes-Lebesgue notée dmy (voir I'exercice 2.57). C’est
une mesure de Borel positive (car my croit) de masse totale 27. dmy est la mesure image par f de la mesure
de Lebesgue sur T.

Lemme 3.99. Pour F': R — R continue bornée ou continue positive, on a

(3.68) /T PU(1)dt = / F(a)dm  (x).

R

n
Démonstration. Si F' est une fonction en escalier i.e. F = kal]
k=1

apsapsq]s (3:68) est clairement vrai par la

définition de m; : en effet,

n

(3.69) Amewz;ﬁ%g%mﬂﬂmﬁzzmmw%m—mmm=4mewn

k=1

Supposons maintenant que F' est continue bornée (non identiquement nulle). Les deux intégrales dans (3.68)
sont bien définies. Pour € > 0, on sait qu'il existe X, > 0 tel que m¢(—X.) + (27 — ms(X:)) < e/(4]|F||so)-
Ainsi on a

(3.70) A;FU@»Nlmy:Xg*HﬁpXJdﬁ+<ArwyX4+A;aﬂd>umﬂwmf@)ﬁ€ﬂ-

D’autre part, on construit F. en escalier nulle hors de | — X, X,]| telle que  sup |F(t) — F:(t)| < /8.
—X.<t<X.

Ainsi, par (3.69) et (3.70), on calcule

/fuww—/memm
T R
/EU@W—/K@WW@
T R

<

# [ xaF — B
+/ |F — F.(x)|dms(x) +e/2 <e.
]—Xe, X]

Comme € > 0 est arbitraire, on obtient (3.68) quand F' est continue bornée.
Supposons F' est continue positive. Pour n > 1, on définit la fonction

x = Fu(z) = F(z) [L_pn[+ Leno1-n(@ +n+1) + 1 ppy(n+1—2)] .
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La suite (F},), est une suite croissante de fonctions positives continues bornées qui converge ponctuellement
vers F. Par le théoreme de convergence monotone et ce qui vient d’étre montré pour les fonctions continues
bornées, on sait que

/TF(f(t))dt:nErfoo TFn(f(t))dt:nEI—iI-loo A x)dmg(x / F(x)dmy(x
Ceci acheve la preuve du lemme 3.99. O

Définition 3.100. Pour 0 < p < 400, on dit qu'une fonction mesurable f est de type LP faible s’il existe
une constante C' > 0 telle que, pour tout A > 0

(3.71) [{t € T; |f(x)] > A} = 27 — myy(A) < CAP.

Toute fonction dans LP(T) est de type LP faible. En effet, par le lemme 3.99, pour A > 0, on a

1 [tee 1 [t N AP
(3.72) Hf”g = 271_/0 P dmm(x) > 2/}\ P dm|f‘(1:) > /}\ dm|f|($) — (27 — mm()\))

T 2T 2

On voit que I'on peut prendre C' = 27 || f|}.
11 est facile de trouver des fonction de type LP faible qui ne sont pas LP; t € T — |sin t]fl/ P est un exemple.

Lemme 3.101. Si f est de type LP faible alors f € LY (T) si 0 < p/ < p.

Démonstration. En intégrant par parties et en utilisant (3.71), on calcule
/ +OO / +OO /
I = [ @ dmig @) <)+ [ a7 dong @)
/ +oo / Foo /—1
= mm(l) - [(L’p (27‘( — mm(az))] L +p /1 (271' - m|f|(x))xp “dx

+o0o ,
< 2r+ C’p’/ 2P Py < 4o00.
1

3.4.3 L’opérateur de conjugaison

On va maintenant étudier la conjugaison en tant qu’application linéaire. On verra, en particulier, qu’elle
envoie les fonctions intégrables dans celles de type intégrable et qu’elle est continue sur LP(T) pour tout
1 < p < 400 (théoreme de Riesz).

Théoréme 3.102. Si f est intégrable alors f est de type L' faible.

Démonstration. Supposons que f est a valeurs positives et que ||f|; = 1. Soit A > 1. On veut estimer la
mesure de Lebesgue de I'ensemble des points ¢ ot |[f(t)] > A. Par la définition de f(t) et le théoréme de
convergence dominée, il suffit pour cela d’estimer |{|f(re)| > A}| pour 0 < r < 1

Pour cela, on considere la fonction

— A Z— 1A
=1 I 1
+ —Im log PR

1 =z
Hy(z) =1+ ey

Elle est harmonique et a valeurs positive dans le demi-plan {z; Rez > 0} (ici le logarithme est la branche
principale du logarithme complexe). Ses lignes de niveau {z; H(z) = x} sont des arcs de cercle passant par

91



les points i\ et —i\. La ligne de niveau {z; Hy(z) = 1/2} est le demi-cercle {\e??; —7/2 < 6 < 7/2}. Ainsi,
si |z| > A on a Hy(z) > 1/2. D’autre part, on a

2 2
Hy(1)=1- ;arctan/\ <5

La fonction Hy(f(z) +if(z)) est une fonction harmonique (cf 3.83) bien définie dans D ; la propriété de la
moyenne nous dit alors que, pour 0 < r < 1,

2w N )
(3.73) 3 | e+ if et = H(0) = B < =
en se souvenant que f(0) / f(et)dt = || f|l1 =1 et que f(0) = 0 par définition.

Comme Hy(f +if) > 1/2si ]f+zf| > )\, on obtient que, pour 0 < r < 1,

{17t > 3| < [{s 15ty + e = 3| < |f ety + et >

2w

<2 [ H\(f(ret) +if(ret))dt < §
0

Ainsi, par homogénéité, pour f > 0, on a

{t 1ty > a}| < B0,

Pour traiter le cas général i.e. quand f intégrable a valeurs complexes, on décompose f = f1 — fo+ifs —1ify
olt (f;)1<i<a sont mesurables positives et fi fo = f3fs = 0. Alors ||fili < [|f|1 et, par lindarité, on a
f=hH—fo+ifs—ifs. Ainsi

[t 1fre] > 2} < Z\{ Fire")] > A/}

Ainsi, par homogénéité, on obtient que, pour f € L'(T) et A > 0, on a

- 27
(374) {t: 17y > 2} < 2L
Ceci acheve la preuve du théoréme 3.102. ]

On déduit un corollaire direct de ce résultat et du lemme 3.101.
Corollaire 3.103. Si f est intégrable sur T alors f € LP(T) pour tout 0 < p < 1.

La méthode employée dans la preuve du théoreme 3.102 fournit des renseignements supplémentaires si f est
supposée bornée.

Théoréme 3.104. Si f est a valeurs réelles telle que || f|loo < 1 alors pour 0 < a < 7/2, on a

1 2w

) g <

3.75 .
( ) 2 Jo T cos
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Démonstration. Posons F(z) = f(z) — if(z). Comme cos(a f(z)) > cos(a) et que f et f sont & valeurs
réelles, on a

(3.76) Re (eaF(Z)> = e cos(af(z)) > e* ) cosa.

De plus, comme z € D — Re (eO‘F(Teit)) est harmonique et que f(O) =0,pour 0 <r <1,0ona

1 2 i A
i Re (eaF(re t)) dt — Re (eOéF(O)> = COS (af(O)) S 1.
2w 0
Ainsi, par (3.76), on a
i o eaf(mit)dt < 1
27 Jo ~ cosa
De méme on démontre
1 2m it 1
_ el (re™) gy < )
2 Jo ~ cosa
Enfin, (3.75) est obtenue en sommant ces deux inégalités et en laissant r tendre vers 17. O

4
Corollaire 3.105. Si <lona:mzA)>21|1— e_)‘>.
Il < > (12

Démonstration. On décompose f en partie réelle et imaginaire i.e. f = f, + if;. Comme f=Ff+if; s
|f(re®)| > X alors soit |f,(ref)| > \/v/2 soit | fi(re®)| > A/v/2. Ainsi, par (3.75) pour a = /2, on obtient

T
e
Ccos \/i

ce qui prouve le corollaire 3.105. O

pour e {i,r}

{t 1futre) > 0v2) | <

On va maintenant voir que la fonction de répartition de la fonction conjuguée de I'indicatrice d'un ensemble
mesurable ne dépend que de la mesure (de Lebesgue) de cet ensemble et non de I’ensemble lui méme.

Théoréme 3.106. Soient 0 < a <7 et E C T un ensemble de mesure 2a.. Soit 15 sa fonction indicatrice

et 11_qqf celle de | — a,af. Posons mpg := mi, et mg = ml]fv[. Alors mg = mq.

Démonstration. Comme elles sont de mesure totale finie, pour montrer que les mesures boréliennes dmpg et
dm,, coincident, il suffit de montrer que

(3.77) / e dmp(x) = / e dme(z), VEER.
R R

En effet, supposons (3.77). On a alors aussi pour b € R

/ei(x_b)fde(l‘) _/ei(z_b)gdma($)7 Ve ER.
R R

On peut alors multiplier cette équation par e—a’e?/4 (pour a > 0) et intégrer en £ sur R en utilisant le
théoreme de Fubini pour obtenir

—a?§? /A+i(z—b)¢
_ —a?¢? /4+i(x—b)¢
/R (/ER df) dmpg(x) /R </Re df) dmg(x)
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soit encore

/e(af/2+i(azb)/a)2d€/ea_2(xb)zde(:c) :/e(a§/2+i(xb)/a)zdéh/ea_2($b)zdma(x)'
R R R R

Comme a/ e*(“g/ﬂi(x*b)/aydﬁ = 2¢/7 pour tout a > 0 et b € R, on a, pour ces mémes a et b,
R

/ea2(xb)2de(a:) —/ea2(xb)2dma(a:).
R

R

Soit ¢ : R — R une fonction continue a support compact. On peut alors multiplier I’équation précédente
par ¢(b) et intégrer en b sur R pour obtenir par le théoréme de Fubini et par un changement de variable,
pour tout a > 0, ’égalité suivante

/R et ( /R go(a:—at)de(x)> dt = /R ( /R ea_Q(xb)ng(b)db) dmp(z)
_ /R ( /R e—“(w—b%(b)db) dm(z) = /R ot ( /R gp(x—at)dma(x)) dt.

—¢2

En laissant a tendre vers 0, comme / e "dt = \/m, le théoréme de convergence dominée nous dit que, pour

R

toute ¢ continue a support compact, on a /

o(z)dmg(z) = / w(x)dmq(z). Ainsi, par le théoreme 1.35,
R

onamg = Mqy. R i
Démontrons maintenant (3.77). Fixons ¢ € R et considérons la fonction z +— F¢(2) 1= (/) F()) analytique

dans D. Pour f = 1p, par la formule de la moyenne pour 0 < r < 1, on a

2meSH™ = 2mFe(0) = / Fe(re™)dt = / e gy 4 65/ eiefre) g
T T

\E E

En laissant r tendre vers 1, on obtient
(3.78) omefe/T — / ST gy 4 o / ST gy,
T\E E

En écrivant la méme équation pour —¢£ et en passant au complexe conjugué, on obtient

(3.79) / e €F e g + €_£/ iF (e gt = ope=ta/m,
T\E E

De (3.78) et (3.79), on tire

e £ 0 h 1— & YN in >~
(3.80) / elF ) gy = 2#8«7”) et / SO M et
T\E sh E §

On peut maintenant décomposer m F=n1t+ng ou

ni(A) = [EN{t; f(e”) <A} et na(A) = [(T\ E)N{t; f(e") < A}
A in & A heé(l — @
Ainsi, (3.80) se réécrit /ewfdnl(x) = 27T81_ni7r et /e“”gdng(x) = ZWM. Donc ny et ny sont
R sin R sh¢

déterminées par la seule valeur de a. Elles sont donc les mémes pour f et 1)_, o[- On obtient ainsi que les

P

fonctions de répartition de f et 1)_, q[ coincident. En fait, on voit de plus que les fonctions de répartition

de f| g et celle de (1}/;:;[)| coincident également. 0

]_CV?O‘[
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. - . sinna « sin na
Par un calcul direct, la série de Fourier de 1)_, o[ est g e = _— 42 E cosnt. Donc, pour
™ T

™
nez n=1
0<r<l,ona

— X sinna | <X cos n(t —a) — cosn(t + «)
1 q(re”) =2 Z r"——sinnt = 2 Z r"
™m

n=1 n=1 ™
= = i(t—a)
_ 1 L in(t—a) 1, in(t+a) | _ 1 1—re
VRG(%%” —2 e = F o8l e
1 1+7%—2rcos(t — a)
= —log )
2 1472 —2rcos(t + «)

Donc, en prenant la limite quand » — 17, on trouve

— 1 1 —cos(t — a)

.81 1 = —log ——— 2.
(3:81) J-aval(€”) o 01 — cos(t + «)

On va maintenant estimer la mesure de I'ensemble {t; ‘1]/_;7/&[(6“)’ > A} Comme 1= 11 _gjufan] + H—aa]

on a 1]/:\0;[(6#) = —1[_7:;]/U[a’7r](eit). Or |[m, —a] U |, ]| = 2(7 — «). Donc, par le théoreme 3.106

‘%

Lo mmal ()] > M| = [ [T (€] > 2]

On peut donc supposer que « €]0, /2.
D’autre part, comme 1}_a7a[(e“) est impaire, il suffit d’estimer {¢; 1]_a7a[(eit) > A}. Pour cela, on développe
cos(t — a) = cos(2a) cos(t + a) + sin(t + «) sin(2ar) et comme sin 2« > 0, on calcule

{t; ]1:,/06[(6“) > )\} — {t; M > 627r)\}

1 — cos(t + «)
c s cos2c(1l — cos(t + ) + 1 — cos2a + /1 — cos?(t + ) sin2a 5
; > e
’ 1 —cos(t + «)
9 i .
Ct sma V2cosa + s > 2™ — cos2a
1 —cos(t + «) 1 —cos(t + «)
2
cos sin o 1/ 9na 9
CKt + >*<W+Slna)
{ ( V2 1—cos(t+a)> 2

Ainsi,

T sin o \/ﬁ_
{t, 1_qa(e”) > )\} C { \/m < e?™ 4 sin” « cosa) > \/ish(ﬂ')\)}

c{tn+y< < Sma)}
; a| < arccos
2sh?mw\

{ yt+ay<f }
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>>‘H <4\/§|sina|

Corollaire 3.107. Soit E C T de mesure 2a. Pour A > 0, on a Ht; 15(e™) o
shm

Revenons & L1(T). On définit log™ x = max(logx,0) si # > 0 et 0 sinon.
Théoréme 3.108. Si f mesurable telle que f log*|f| € L'(T) alors f € LY(T).

Démonstration. On rappelle que f +— f est bornée de L?(T) dans lui-méme et que sa norme est majorée
par 1 (voir le corollaire 3.38. De (3.72) pour p = 2, on déduit

(3.82) mj(A) = 2m(1 = || FI3A72).

Soit f € L'(T) telle que f log™ |f| € L'(T). Pour montrer que f € L(T), par le lemme 3.99, il suffit de
+o0 R

montrer de montrer que / Admy fl()‘) < 400 soit encore que la fonction R — / Admy fl()‘) < 400 reste
1
bornée quand R — +o00. En intégrant par parties comme dans la preuve du lemme 3.101, on obtient

R

R +00 R R
/ A, (3) = [—)\/ dmﬂ()\)} +/ (2 — m 7 (\)dA < 27r+/ (2 — m(\)dA
1 A 1 1 1
Il suffit donc de montrer que

R
(3.83) lim sup/ (2m —m 7 (A))dA < +o0.
R—4o00 J1

Pour estimer 27 — mm()\), on décompose f = g+ h ou g = f15<y. Par linéarité, on a f=g+hcequi
implique

(3.84) {t; 1F(O1 > A} € {t; 13(0)] > A2} U{ts |h(D)] > A/2}.
Comme g € L(T), on a

A
(3.85) [{t; [9(t)] > N/2}] < 87A7%g]13 = 87T/\2/0 = dmj ) (@).

D’autre part, (3.74) nous donne

- +oo
It (0] > A/2}] < 2567"Y[h||x = 256)\A z dmy(a).

Or pour £ < A > 1, on a y/logx > +/log A; donc

- 256 too
(3.86) 1t 1h(D)] > A/2}] < )\\/@/A 2+v/log @ dmy 5 (z).

Par (3.84), (3.85) et (3.86), on a

A +o00
256
27T—m~)\§87r)\2/ 2% dm a:—i—/ x/log x dmys ().
7N ; 71(@) + 5 Toax ), LVl 171(2)

Pour obtenir (3.83) et le théoreme 3.108, il nous suffit donc de montrer que

(3.87) /1+°O A2 (/0A 22 dmf|(:v)> dr + /1+OO (A\/ﬁ)@ /)\Jroo:r\/@dmﬂ(x)) A\ < 4o
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On sait que la mesure dmy est positive, de masse totale 27 et, par notre hypothese, que

+o0
(3.88) / xlog x dm, g (7) < +o00.
1

Pour démontrer (3.87), on applique le théoréme de Fubini de la fagon suivante. Le domaine d’intégration de
la premiere intégrale est le trapeze {(z,A); 1 < A < 400, 0 < x < A}; en intégrant d’abord en A, on calcule

+00 A 1 +o0o +o0
/1 AT (/O z” dm|f|(x)> dA—/O z* dmf|(96)+/1 v dmf|(96)—27f+/1 zdmys)(2) < +00

Le domaine d’intégration de la seconde intégrale dans (3.87) est la bande {(z,\); 1 <A < +o0, A <z};en
intégrant d’abord en A, on calcule

—+00

00 1 +0c0
—_— xy/logx dmr(z ) d\ = 2/ xlogx dmys(x) < 4o00.
/1 <A ﬁogA/A % 141(2) . 141(2)

Ceci acheve la preuve du théoreme 3.108. O

On peut adapter cette analyse aux fonctions intégrables sur R. On remplacera alors la fonction de répartition
que nous avons définie par une autre de ces versions [{x € R; |f(z)| > A}|; elle a 'avantage d’étre finie pour
tout A > 0 pour une fonction f intégrable sur R.

Il est utile de définir une discrétisation de la fonction de répartition.

Définition 3.109. Soit (X, S, \) un espace mesuré. Pour f mesurable sur X et n € Z, on pose

mn = my(f) = A{z € T; 2" < | f(x)] < 27}).

Comme
IAIE, <> 2% ma(f) < 20|11,
nez
(3.89) et, pour ¢t > 0, Z mn(f) < AM{zx e Tt < |f(2)|}) < Z Mp—1(f)
nez nez
>t 27>t

pour 1 < p < +o0, 0n a
1. f est de type LP-faible si et seulement si la suite (my,(f)2"),cz est bornée.

2. f € LP()) si et seulement si Z 2"my (f) < 4o0.
nez

En utilisant une technique similaire & celle employées dans la preuve du théoreme 3.108, nous démontrons
Théoréme 3.110 (Riesz). Pour 1 < p < 400, lapplication linéaire f f est continue sur LP(T).

La preuve du théoreme 3.108 utilise une méthode d’interpolation. Par sa définition (voir la définition 3.6),
application linéaire f — f est continue sur L2 (T) de norme 1. D’autre part, dans le théoreme 3.102, on a
obtenue que cette application envoie L!(T) dans L!-faible. Dans la preuve du théoréme 3.108, on a utilisé
ces deux informations pour obtenir une information sur le comportement de cette application linéaire sur
l'espace Llogt L(T) = {f € L}(T);|f(:)|log™ | f(:)| € L*(T)}, un espace intermédiaire entre L?(T) et L!(T)
i.e. L%(T) C Llog™ L(T) C L*(T).
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Preuve du théoréme 3.110. Soit 1 < p < 4o00. Comme dit, on sait que 'application f +— f est une applica-
1 1

tion linéaire continue sur L?(T). D’autre part, si — + ~ = 1, pour f € L2(T) N LP(T) et g € L*(T) N LY(T),
p g

on calcule

(3.90) (Frg) = / F@)g@yde = 3 —isen(n) £ (m)3(n) = — / f@)F@)dz = —(f.5).

neL

Supposons que l'on ait montré que f — f est bornée par C' sur LP(T) pour 1 < p < 2, I’équation ci-dessus
nous dit que § définit une forme linéaire continue sur L?(T) N LP(T) pour la norme LP qui vérifie

(£, 9)] < Cllgllzall £l e

Cette forme se prolonge donc contintiment & LP(T) (comme L?(T) N LP(T) contient les fonctions continues
qui sont denses dans LP(T))). Par le théoréme 2.25, on obtient que, si g € LI(T) C L?(T) alors § € LI(T) et

que [|g]|ze < Cllg]|La-
Il nous suffit donc de démontrer le théoreme 3.110 pour 1 < p < 2.

Remarque 3.111. L’égalité (3.90) montre que, sur L2(T), Papplication linéaire f — f est lopposée de son
adjoint ; ceci reste vrai sur LP(T), I'adjoint agissant sur LI(T), le dual de LP(T).

On suppose donc que 1 < p < 2. Par le premier encadrement dans (3.89), il nous suffit d’estimer les
(mn(f))nez- Décomposons f = fi + gn 01 fr := f 1z f(a)>2n)- Comme 1 < p < 2, on sait que f, € LY(T)

et g, € L*(T). Par (3.89), on a donc || fallr < Y 2"my(f) et |lgnllre < Y 2%"my(f). Par lindarité,
L k>n+1 k<n

f = fu+ gn, Donc, par 'analogue de (3.84), on a
(3.91) M1 (F) < 146 fal = 277} 4 {55 1ga] > 2771},
Ainsi, par (3.74), on a

{5 1fal > 27 <27 fulln <2727 D 25mu(f).

k>n+1

D’autre part, comme la conjugaison est de norme 1 sur L?(T), on a

[{t:1Gn] > 271} < 272742l g [l 2 < 42727 2%y (f).

k<n

Par (3.91) et (3.89), on en déduit

A, <> 27Pma(f) <22 27 [ 270 S 2Fmy(f) + 27 ) 2% m(f)

nez nez k>n+1 k<n

<99 Z 2(n—k)(p—1)2kpmk(f)+ Z 2(?—2)(n—k)2kpmk(f)

(k,n)ez (k,n)ez
k>n k<n
< 929 Z Z o(n=k)(p-1) | Z 9(p—2)(n—Fk) 2kpmk;(f)
keZ \n<k n>k
1 1
9 P
<2 (15 + g ) I
Ceci acheve la preuve du théoreme 3.110. 0
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Chapitre 4

Appendice

4.1 Inégalités

Siz,y € R, on a |z —y|?/2 > 0, ce qui s’écrit aussi xy < %a:Q + %yQ. On peut aussi réecrire cela en
disant que

11
(4.1) Va,b>0, Vab< 50+ 5b

L’inégalité suivante, qui est & la base de la plupart des inégalités de ce chapitre, est une version pour une
combinaison plus générale. Elle exprime que le logarithme est concave.
Il peut étre pratique d’autoriser la valeur +o00. Si besoin, on conviendra que 0 - (+00) = 0.

Proposition 4.1 (Inégalité arithmético-géométrique). Soit ¢t €]0,1] et a,b € [0,400] . Alors
(4.2) a7 < (1 —t)a+tb

avec, lorsque a et b sont finis, égalité si et seulement si b = a.

L’inégalité est aussi vraie, mais triviale, lorsque t = 0 ou t = 1.

Démonstration. Sia =0 ou b = 0, 'inégalité est vraie, et il y a égalité si et seulement si b = 0. Si a = +o0
ou b = oo, l'inégalité est trivialement vraie. On peut donc supposer 0 < a,b < 4+00. Introduisons la fonction
C* sur )0, +oo[ définie par

(4.3) Va >0, fla)=a""""—(1—t)a—tb
t
Ona f'lla)=1—-t)a ' —(1—-t)=(1—-1) [(2) — 1] Ainsi, f est (strictement) croissante sur |0,0] et

(strictement) décroissante sur [b, +oo[, ce qui veut dire qu’elle atteint son maximum en a = b. Or f(b) =0
et donc f < 0. La stricte monotonie assure que f ne s’annule que en b. O

Pour A > 0, on peut multiplier a par A= et b par 1/>\1/t et on obtient le
Lemme 4.2 (Inégalité arithmético-géométrique bis). Soit ¢t €]0, 1[. Alors, pour a,b € [0,+00] et A >0 on a

b

(4.4) a =t < (1 — AT+
A

o+ =
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1
et, lorsque a et b sont finis, il y a égalité si et seulement si AT-ta = %.
[3

A
En particulier, si 0 < a,b < +00, il y a égalité pour un certain X > 0, ce qui peut se résumer par :

. 1 b . 1 b I—tyt
(4.5) )1\1;% (1 —t)ATta + t)\—% = min (1 —t)ATta + t/\—% =a 'V
b t(1—t)
Démonstration. 11 suffit donc de prendre A := (a) . O

On préfere parfois introduire p = ﬁ €ll, +oo| et ¢ = % €1, +o0[, qui vérifient % + % =1 -on dit que
ces nombres sont conjugués'—, et remplacer a par a” et b par b?, de sorte qu’on trouve le

Lemme 4.3 (Inégalité arithmético-géométrique bis bis). Soit p,q > 1 avec % + é = 1. Alors, pour a,b €
[0,400] et A >0 on a

(4.6) ab < XPaP/p+X"1b7/q

et, lorsque a et b sont finis, il y a égalité si et seulement si \PaP = A~9b4.
En particulier, si 0 < a,b < +00, il y a égalité pour un certain X > 0, ce qui peut se résumer par :

4.7 inf (APa? /p + tA~%7/q) = min (NPa? /p + tA~97/q) = ab.
(4.7) ;go( a?/p + /q) rgg( a’/p + /q) = a

Sous cette derniere forme, 'inégalité arithmético-géométrique s’appelle aussi inégalité d’Young. L'inégalité
la plus simple et la plus classique (liée & Cauchy-Schwartz) correspond a ¢t = 1/2, c’est-a-dire p = ¢ = 2.

1. par exemple p=¢g=2oup=1et ¢ =400 (ici non considéré)
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