Démonstration. Par le théoreme de Lusin, pour chaque n > 1, on peut trouver g, € C.(X) telle que
|gn ()] < 1 sur X et tel que p({z; f(z) # gu(x)}) < 27" Comme Y u({z; f(x) # ga(x)}) < +00, on a

n>1

p({a; #{n; (@) # gn(@)} = +oo}) = p | [ J{z: f@) #gn(2)} | =0.

m>1n>m
Ainsi, pour presque tout x, a partir d’un certain rang, la suite (g,(z)), est constante et égale a f(z). Ceci

acheve la preuve du corollaire. ]

Théoréme 1.44. (Théoréme de Vitali-Carathéodory) Soit f € L*(p), f a valeurs réelles. Soit e > 0. Alors,
il existe deux fonctions u et v telles que u < f < v, u est semi-continue supérieurement, v est semi-continue
inférieurement et

(1.29) /X(v —u)dp < e.

Démonstration. Supposons d’abord que f > 0. En reprenant la construction des suites (s,)n et (t,), faite
au début de la preuve du théoreme 1.41 (voir en particulier, (1.27)), on voit que

(130) f = chlEn
n>1

ou (Ey), sont des boréliens et les (cy), sont strictement positifs.
Par linéarité de I'intégrale, on obtient

(1.31) / fap=">" cap(Ey,)
n>1

ainsi comme f est intégrable, la série du membre de droite de (1.31) converge. Soit £ > 0. Par le théoreme 1.17,
on construit des compacts (K;)p>1 et des ouverts (V,)n>1 tels que, pour ¢ > 1, K,, C E,, C V, et

(1.32) enpt((Vi \ Kp) < 27" te.
Choisissons N tel que Z entb(Bn) < Z Comme V,, = (V,\ En)UE, C (V,,\ K,,) UE,, (1.32) nous donne
n>N-+1
(1.33) > ean(Va) S Y can(Ba)+ Y 27 le< s
n>N+1 n>N+1 n>N+1
Posons
N

(1.34) v= Z cnly, et u= Z enlk, .

n>1 n=1

Alors, par les remarques suivant la définition 1.12, u est semi-continue supérieurement et v est semi-continue
inférieurement. La définition des (K, )n et (Vi,), et (1.30) impliquent que u < f < v. Enfin, on calcule

N
(1.35) veu=Y ca(ly, —1k,)+ Y. aly, =Y ellyng)+ Y. cnly,.
n=1

n>N+1 n>1 n>N+1

Ainsi (1.33) garantit (1.29).

Dans le cas général, on décompose f = f+ — f~ on (f*) sont positives mesurables. On construit u* et v*
comme ci-dessus pour f* et on pose u = ut — v~ et v = v — u~. En se souvenant de l'exercice 1.13, on
voit que u et v ont les propriétés requises. Ceci prouve le théoreme 1.44. 0

Exercice 1.45. Montrer qu’on ne peut pas en général prendre u et v continues.
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1.4 Espaces L”.

Dans toute cette section !, (X, S, 1) désigne un espace mesuré quelconque. Lorsque des hypotheses supplémentaires
seront nécessaires, elles seront précisées.

1.4.1 Inégalités de Holder
Proposition 1.46 (Inégalité de Holder). Soit f,g : X — [0, +00] deux fonctions mesurables positives et

t €]0,1[. Alors on a )
/fl_tgtduﬁ (/fdu) _t</gdu)t.

De plus, si 0 < [ fdu, [ gdu < +oo, il y a égalité si et seulement si il existe X > 0 tel que g = \f p-pp.
Remarque 1.47. Vous noterez que l'inégalité est bien homogene en f et g.

Remarque 1.48. Pour une fonction positive f et r > 0 on a

/frdn>o<:>u<{f¢0}>=u<{xex; f(x) #0}) £0,

ce qui veut dire qu'il existe A € S, avec u(A) # 0 tel que f > 0 sur A. On écrit aussi " f # 0 p-pp” qu’il
faut comprendre comme ” f n’est pas égale a une fonction nulle p-pp”.

Démonstration. D’abord, on remarque que l'inégalité devient une égalité lorsque f = g.

Si [ fdu = +oo, il n'y arien & montrer. De méme, si [ fdu = 0 alors f =0 p-pp et l'inégalité est triviale.
Idem avec g. On supposera donc que 0 < [ fdpu, [ gdp < +oo.

On va utiliser deux fois le Lemme 4.2. Tout d’abord, pour tout A > 0 et tout z € X on a

F(@) ()t < (1— AT f(z) + A T g(x)

et donc en intégrant on trouve que pour tout A > 0,
/f”gt du < (1 — AT /fdu+tA1 /gdu~

En prenant I'infimum sur les A, ou trouve donc bien [ f1~tgtdy < <f fdu)l t(fgd,u>t.

Pour la réciproque, on suppose donc que les intégrales sont non-nulles et finies. On reprend la démonstration
ci-dessous mais au lieu de prendre 'infimum sur les A, on suppose qu’on a pris, des le début le A =
Ao > 0 optimal pour lequel linfimum est atteint (la valeur valeur exacte, dont on n’a pas besoin, est

tH(1—t)
Ao = ({?Zﬁ) > (). Alors on a

([ran) ™" ([adn) = [ 119 du= [ 10 - 0N 500+ 03 @) = 1) (o)

Le terme sous l'intégrale est positif, et donc pour que son intégrale soit nulle, il faut qu’il soit nul u-pp.
1 1

Mais par I'étude des cas d’égalité dans l'inégalité arithmético-géométrique, cela implique que \y™" f = A, *g

{-Pp- [

Il y a beaucoup de formulations équivalentes de I'inégalité de Holder. En voici une pour ceux qui préferent
les p,q. On rappelle que p/q = p — 1.

1. Cette section est tirée du polycopié [1] et reproduite ici avec 'aimable autorisation de son auteur.
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1 1
Proposition 1.49 (Inégalité de Holder). Soit p,q €]1,+o0o[ tels que — + — =1 et f,g: X — [0, +00] deux
p q

fonctions mesurables positives sur X. Alors,

1/p 1/q
/fgduﬁ (/fpdu) (/quu) :
avec égalité lorsque g = fP~1. De plus, lorsque 0 < J fP dp, [ g%du < +o0 il y a égalité si et seulement si il
existe X > 0 tel que g9 = \fP (i.e. g = X fP~1 pour un A >0).
Démonstration. On applique la proposition précédente en remplagant (1 — ¢) par %, et donc t par %, et en
I'appliquant a fP a la place de f et ¢g? a la place de g. O

Le cas le plus rencontré est le cas p = ¢ = 2, et I'inégalité s’appelle alors inégalité de Cauchy-Schwartz.

Remarque 1.50. Le cas du couple p = 1 et ¢ = 0o est trivial et s’énonce comme suit : si f, g sont deux
fonctions mesurables positives sur X, alors

/fgdué (Supg)/fdp.

Remarque 1.51. Une conséquence de l'inégalité de Holder est que si on se donne p et ¢ dans |1, 400 avec

1 1
—+-=1et f:X — [0,+00] une fonction mesurable positive avec [ fPdu < +oo, alors
P q

1/p /fgdu
(/fp du) =sup - = sup fgdp.
9>0 (/gq dﬂ) 9>0, [ g7 du<l

olt les sup sont pris sur les fonction mesurables positives telles que 0 < [ ¢g?du < +00). De plus ce sup est

/ fgdu 1/p

1 < (ffp du) , et donc idem pour le sup
(o an)
sur g. On voit par ailleurs qu’il y a égalité si g = fP~! par exemple (si f est non nulle; si f est nulle yu-pp, on
prend n’importe que g), ce qui donne a la fois I’égalité voulue, et le fait que le sup est atteint. La deuxieme
inégalité découle par homogénéité.

On retrouvera une formule similaire lors de I’étude de la dualité LP — L9.

atteint. En effet, I'inégalité de Hélder montre que

1.4.2 Inégalité de Minkowski

Proposition 1.52. Soit p €]1,4+00]. Si f,g: X — [0,400] sont deuzx fonctions mesurables positives sur X,

(fircara) ™= (fra)™s(fra)"

Si0< [ fPdp, [ gPdu < +oo, alors il y a égalité si et seulement si il existe A > 0 tel que g = Af p-pp.

Démonstration. Soit ¢ > 1 tel que ;1) + % = 1. On rappelle que ¢(p — 1) = p. Si f ou g est nulle p-pp, il
n’y a rien a montrer; on supposera donc que ce n’est pas le cas. Idem si I'une des intégrales de droite vaut
+o00. On suppose donc les intégrales du terme de droite sont finies et que l'intégrale du terme de gauche est

24



non-nulle.

On a
(1.36) Va,b € [0, +o0], (a+b)P < 2p_1(ap + 7).

On montrera cette inégalité plus loin. Cela permet de voir, en appliquant & a = f(z) et b = g(x) et en
intégrant sur X par rapport a du(x) que si les intégrales de droites sont finies, 'intégrale de gauche aussi.
Alors, par le cas d’égalité (trivial) dans I'inégalité de Holder, on sait qu’il existe H > 0 tel que

(/(f+g)pdu)l/p=/(f+g)Hdu et /qunz1.

|
(J(f +g)Pdu)"

(/(f+g)pdﬂ>1/P:/fHd,u—i—/nguS 1 x (/fpdu)l/erl x (/gpd;L)l/p,

ol l'on a utilisé deux fois 'inégalité de Holder. Cela montre 1'inégalité voulue.

On voit qu’il y a égalité si g = Af u-pp. Réciproquement, pour qu’il y ait égalité, il faut que dans la preuve
ci-dessus, il y ait égalité dans les deux inégalités de Holder utilisées. Et donc, il faut que pu-pp f = A\ HP~!
et g = M HP™! avec A\, Ay > 0. Donc il faut que g = \f pour un certain A > 0. O

(f +¢)P~! sur X. On a donc,

De fagon explicite H =

1.4.3 Espace LP et espace L

Si f est une fonction mesurable a valeurs dans K = R ou C, on note, pour p € [1, +00[

1£ 1l = </E|f!pdu>p,

qu’on appelle? norme L£P de f, et lorsque p = oo,

[ f lloo := inf{a >0; u({| f| = a}) = 0},

qu’on appelle?® supremum essentiel de f.

Définition 1.53 ( p € [1,400[ ). On note LP(E,S, 1), ou LP(u), I'ensemble de toutes les fonctions mesu-
rables & valeurs dans ans K = R ou C telles que | f |P est p-intégrable, i.e. telles que || f||, < +oo.

Définition 1.54 ( p = oo ). On note L>(E,S, 1), ou L>(u), 'ensemble de toutes les fonctions mesurables
f a valeurs dans K = R ou C qui sont pu-essentiellement bornées, c’est-a-dire telles qu’il existe a > 0 pour
lequel p({| f| > a}) = 0, soit encore telles que || f]lco < +00.

On remarquera que pour f € £°(u) on a

P> [ flloc}) = 0.

1
En effet, on a p({|f| > || fllec}) = ,u( U {\f| > || flloe + 7}) et on conclut par convergence monotone. En

n
n>1
particulier, pour toute partie mesurable A on a p(A) = p(AN{|f| < ||fllec})-

2. mais dont nous verrons qu’il ne s’agit en fait que d’une semi-norme
3. mais on devrait dire pu-supremum essentiel
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Remarque 1.55. Si on éprouve le besoin de préciser que l'on travaille avec des fonctions réelles ou des
fonctions complexes, on peut ajouter ”espace LP-réel” ou ”espace LP-complexe”.

Remarque 1.56. Dans les deux définitions ci-dessus, on peut autoriser la fonction |f| & prendre la valeurs
+oo (en particulier on peut considérer des fonctions & valeurs dans RU{+00}). Cela ne change rien du point de
vue de l'intégration par rapport & u, car pour une fonction dans £P, cela ne peut avoir lieu que sur un ensemble
de p-mesure nulle. En effet, si p est fini, | f|P p-intégrable entraine que p({|f| = +o0}) = 0. Pour p = o0, si
|| f]loo < 400, cela veut dire qu’il existe a > 0 fini tel que pu({|f| > a}) = 0, et u({|f| = +o0}) < u({|f] > a}).

Proposition 1.57. Pour tout p € [1,+0], on a, pour A € K et f,g € LP, on a

1AMy = A1 Nlps et
2.1+ gllp < [£llp + llgllp-
En particulier, (LP,|| - ||p) est un espace vectoriel.

Démonstration. Le premier point est évident par linéarité de I'intégrale si p < co. Si p = 400,

laf llo = inf{m > 0: p({|af | = m}) = 0} = |a| inf{m' > 0: p({|af| = |a|m'}) = 0}
= lalinf{m">0:p({| f|Zm'}) =0} =|al ]| f oo

Le deuxiéme point est évident pour p = 1 & partir de I'inégalité |f + g| < |f| + |g|. Pour p €]1,+o0[, on
combine cela avec I'inégalité de Minkowski. Pour le cas p = oo, on remarque que si a > ||f|loo + ||gloo on a,

p(lf +gl = a}) < p({lfl+1g] = a}) = M({!fl + gl = a} n{lf] < Il N {lgl < HgHoo}) = u(0) =0,

et donc [1f + glloo < [1fllso + l9llco- -

Par ailleurs, si f est la fonction nulle, on a || f||, = 0. Alors que manque-t-il & || - ||, pour étre une norme sur
LP 7 Pas grand chose, mais le probleme vient du fait que pour f € £P on a

Ifllp=0<= f=0 p-p.p.

Cela est clair pour p < +oo, puisque dire que la fonction positive |f|P a une intégrale nulle, cela veut dire

1
qu’elle est nulle p-pp. Pour p = oo, si || f|lec = 0, alors u({|f| > 0}) = u( ﬂ {|f] = —}) =0, par convergence
n
n>1
monotone.

Ainsi, on veut construite un espace tel que f nulle u-presque partout veut dire que f est le vecteur nul. Pour
cela, on fait le quotient de L£P par la relation d’équivalence suivante

frg<=f=g ppp <= |f—yglp,=0.

Ainsi, on considere 'ensemble quotient £P(u)/~ (que l'on notera LP(y)) formé par les classes d’équivalences
modulo ~. Notez que la relation d’équivalence associée a chaque || - ||, ne dépend pas de p et est la méme
pour tous les espaces LP : la classe d’une fonction f est constituée par les fonctions qui coincident avec f
p-presque partout.

Si on note N I’ensemble des fonctions mesurables nulles p-presque partout, on peut aussi écrire

fr~ge= f—geN.

Or N est un espace vectoriel (et un sous-espace vectoriel de tout £P(u)), et il est classique de voir que les
structures d’espace vectoriel passent au quotient. En résumé, on obtient la
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Définition 1.58. Pour p € [1,+400], on note LP(E, S, i), ou LP(u), ensemble des classes d’équivalence des
éléments de LP(u) par la relation d’équivalence définie par I’égalité p-p.p.

Soit f ={g; g= f u-p.p.} la classe d’équivalence de f. Les opérations classiques s’étendent aux classes
d’équivalence, avec af =af et f +9=f+39.

On peut également définir || - ||, sur LP(u) par || f ||, = || f ||p, qui ne dépend pas du représentant choisi, car

f =g p-p.p. implique || f ||, = || g [|,-

Remarque 1.59. On fera systématiquement ’abus de notation qui consiste a ne pas différencier fonctions
et classes d’équivalences, c’est-a-dire a utiliser le méme symbole pour une fonction f et pour sa classe
d’équivalence f.

C’est une question d’habitude. La seule maniére de comprendre L, c’est de 1'utiliser. En fait, sur LP(u) on
pense plutot ”LP(u)”, c’est-a-~dire a des fonctions, plutot qu’a des classes d’équivalences, mais on se souvient
que les objets ne sont définis que pu-pp. Ainsi, par exemple, on a coutume de dire que deux fonctions f et g
sont égales dans LP si elles coincident p-pp (méme si on devrait simplement dire qu’elle définissent la méme
classe d’équivalence dans LP(u)).

On a alors immédiatement ce que I'on cherchait.
Théoréeme 1.60. L’ensemble (LP(p),|| - ||p) est un espace vectoriel normé.

Exemple 1.61. On note £,(N) ou simplement ¢, I'espace LP(N, P(N), m), ol m est la mesure de comptage.
On distingue parfois les espaces réels KE(N)et complexes Zg(N).

Soit u € ¢P. Si p < o0, alors
%
lullpy={ D lunl”)

n
tandis que si p = 400,

[ulloo = sup|un |-
n

Il n’est pas besoin ici de quotienter £P car ||u ||, = 0 implique u = 0.
On a la méme chose pour ¢P(Z) = LP(Z,P(Z),m).

1.4.4 Convergence dans LP et convergence simple

Rappelons que la topologie usuelle d’un espace vectoriel normé est la topologie relative a la distance d(f, g) =
|| f — g||. Ainsi on dira que la suite (f,,) converge (vers f) dans LP si

a) pour tout n € N, f, € LP et f € LP;

b) lim, | £ — fulp = 0.
On rappelle que la suite (f,,) converge simplement vers f si lim,, f,(x) = f(z) pour p-presque tout x.
On remarque que si (f,) converge dans L!(u) vers f, alors [ f,du — [ fdu. La réciproque est fausse en
général.
Le théoréme de convergence dominée est généralement énoncé en terme de fonction intégrable, mais on peut
aussi en donner une version (équivalente) LP.

Proposition 1.62. Convergence LP-dominée Soit p € [1,+o0[. Si fr, = f pu-p.p. et qu’il existe g € LP tel
. LP
que | fr | < g pour tout entier n, alors fn, = f.

Démonstration. On applique le théoréme de convergence dominée. En effet, | f, — f [P < (| fu |+ | f])P <
2P| g |P p-p.p., et par hypothese | g |P est intégrable, donc comme | f,, — f |P — 0, u-p.p., on a la convergence
vers 0 de [| fr, — f [P dp. O
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Proposition 1.63 (Extraction d’une sous-suite convergeant simplement). Soit p € [1,+00]. Si f, = f,
alors il existe une suite extraite de (f,) qui converge vers f p-p.p.

Dans le cas p = 400, on a bien sur beaucoup mieuxr : f, — f uniformément en dehors d’un ensemble
négligeable (en particulier, f, — f p-p.p., pas besoin de sous-suite).

Démonstration. On traite d’abord le cas 1 < p < +o00. Si (fy,) converge vers f dans LP(u), on peut trouver
une sous-suite (fy, )g>0 tel que pour tout k£ > 1,

| frr — fllp < 27K

Introduisons la suite de fonctions positives ux = |fn, — f|P. Par le théoreme de Beppo-Levi (convergence
monotone) on a
[ w@dnte) =3 [y dnte) < S@7)F < o
k>0 k>0 k>0

Par conséquent, il existe un ensemble de mesure nulle N tel que Vo € X \ NV, Ekzo ug(z) < 400. Donc,
pour z € X \ NV la série réelle Y up(x) est convergente, et donc son terme général tend vers zéro, c’est a
dire fy,, () = f(z).

Pour p = 400, c’est la définition de la convergence dans L>(u). O

Exemple 1.64. Dans le cas de l'espace /P (pour p < o), une suite (de fonctions, aussi appelées suites ici...)

(u(™) converge vers la fonction u € P si Y, | u,g") P < o0, sl Y |ug|P < ooetsi

hé“Zlui”) —u|[” = 0.
P

Ceci implique en particulier que u,(g") — ug, lorsque n — oo. En conclusion, dans 'espace ¢P (vrai aussi si

p = 400 par b)ii)),
fn 4 f = fo—f simplement (partout).

E,)videmment7 on n’a pas la réciproque, comme on peut le voir sur le contre-exemple u(™ = 1 {n}- Alors la

suite (u(")) converge simplement vers la fonction nulle car u,gn) = 0 pour tout £ > n. Néanmoins pour tout n,

la fonction u(™ est & distance 1 de la fonction nulle : || u™ — 0|, = (32, | u,(:) [P)1/P = 1 pour tout p (méme
p = 00), et donc ne converge pas vers la suite nulle dans /P. En effet, ici la plus petite fonction dominant la
suite (u(”)) est la fonction v constante a 1. Pour p < oo, cette fonction n’est pas dans P, donc on ne peut
pas appliquer a). De plus, v € £°°, ce qui montre aussi que la Proposition 1.62 n’est pas valide en général
pour p = oo.

Corollaire 1.65. Soit p € [1,+0o0|. Sil’on a la convergence de la suite (fy,) vers f dans LP et vers g p-p.p.
alors f et g sont égales p-p.p.

Démonstration. On sait qu'il existe une suite extraite (fy(,)) qui converge u-p.p. vers f. Or la suite (fn)
converge pi-p.p. vers g, donc la sous-suite (f,(n)) également. Ainsi f = g p-p.p. O
1.4.5 Complétude des espaces L”

Théoréme 1.66 (Théoreme de Riesz—Fisher). Pour tout p € [1,4+o00|, LP(u) est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (f,) une suite de Cauchy de LP(u). On veut montrer qu’elle converge dans LP. Remar-
quons qu’il suffit de montrer qu’une sous-suite (fy, )r converge. En effet, si f est la limite de cette sous-suite
on a alors pour tout n, k,

[ = Fllp < W = Fuillp + 1 fni = Fullps
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et chaque terme peut étre rendu petit, le premier en prenant k assez grand (par définition de la limite), et
le deuxiéme en prenant k (puisque ng > k) et n assez grands, par le caractére de Cauchy.
Le caractere de Cauchy nous permet de trouver une sous-suite (fy, ) tel que

VE>0,  |fap — Fallp <275

Posons alors
Uy = frgs et pour K > 1 wup = fo, — frp 1>

de sorte que pour N > 0, la somme partielle vérifie
(ﬁv:==UO+-U1—%...+-UN'Zian.

On se demande donc si la série ) uy, converge dans LP(u).
Posons, pour (presque tout) z € E, et N >0,

N
Vi(z) = Jug()]-
k=0

Pour z fixé, c’est une suite croissante qui converge vers une limite que 'on note V(x) :

+oo
V(z) =) |up(z)] € [0, +00].
k=0

La suite croissante Vi (z)P converge elle vers V' (z)? lorsque N — +00o (en convenant que (+00)P = +00) et

comime N N N
[ty aut =[S twl] < (3 tusl)” < (Il + Yo 27)" = b < oc,
k=0 k=0 k=0

on a par convergence monotone

/V(az)p du(x) < M < +oo.

Cela force I'ensemble N := {V? = 400} = {V = 400} & étre de mesure nulle. Pour z ¢ N, on a

+00
V(z) = Z lug ()| < 400,
k=0

ce que veut dire que la série dans K, Y ug(z) est elle aussi convergente, car absolument convergente (K = R
ou C est complet). Pour = ¢ N, on pose

“+oo
fla) = kZO uj(e) = Jim Un(z) = lim foy(z)

la somme de cette série convergente. On peut poser f(z) = 0 pour x € N, si on veut, mais ce n’est
pas nécessaire si on raisonne pu-pp. Notez que f est une fonction mesurable comme limite simple (presque
partout) d’une suite de fonctions mesurables. Par ailleurs, on a u-pp, par convergence simple,

+00 p
1< (Y tl ) = v
k=0

et donc f € LP(u). Il reste & montrer la convergence dans LP(u). On a que Uy converge simplement vers
fet|Uv| <V <V.Comme V € LP(u), on peut conclure par convergence dominée dans LP(u) que Uy
converge vers f dans LP(u) dans le cas p < +00. On a donc bien montré que la sous-suite (fy,, ) convergeait
dans LP(u). O
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1.5 Approximation

Théoréme 1.67. (Approximation par des fonctions simples) Soit (X,S, ) un espace mesuré.

Soit S l'ensemble des fonctions s simples a valeurs complezxes (i.e. s = Z ailg, oty € Cet E; € S)
1<i<n

telles que pu({x; s(x) #0}) < +o0.

Pour 1 <p < +o00, S est dense dans LP(p).

Démonstration. Clairement S C LP(u) pour tout 1 < p < +o0o. Soit maintenant f € LP(u) telle que f > 0.
On peut alors construire une suite de fonctions simples (sy)n,>1 qui converge en croissant vers f (voir le
début de la preuve du théoreme 1.41). Pour tout n > 1, 0 < s,, < f. Ainsi |f — s,|P < fP et le théoreme de
convergence dominée nous dit que || f — sp[|, — 0 quand n — +o00. Donc f est dans I'adhérence de S pour
la norme || - ||,. Pour f & valeurs complexes, on la décompose en partie réelle et imaginaire, puis ses parties
réelle et imaginaire en différence de partie positive et négative. O

Théoréme 1.68. (Approximation par des fonctions continues) Supposons que (X,S,u) est un espace de
Hausdorff localement compact mesuré tel que la mesure p et la o-algébre associée vérifient les propriétés
(2)-(5) du théoréme 1.19.

Alors, pour 1 < p < +00, C.(X) est dense dans LP(u).

Remarque 1.69. Dans ce cadre, on peut considérer ’espace vectoriel C.(X) muni de la norme || - ||,. Alors,
LP(p) est le complété de cet espace.

Démonstration. Définissons S comme dans le théoreme 1.67. Pour s € S et € > 0, par le théoreme 1.41 | le
théoreme de Lusin, il existe g € C.(X) tel que g et s coincident sauf sur un ensemble de mesure majorée par
e et, de plus, ||g]lco < [|5]eo- Ainsi, pour 1 < p < 400, ||g — slp < 26'/7||s||0- Le théoreme 1.68 est alors un
corollaire immédiat du théoreme 1.67. O

Corollaire 1.70. Considérons RY muni de la mesure de Lebesque et p € [1,+oco]. Pour f € LP(R?) et
r € R, on définit f,: y € R — f(y —x). Alors fx‘ |—> f dans LP(R?).
z|—=0

Démonstration. Soit g € C.(R?). En effet, les supports des fonctions (g, — 9)jz|<1 sont tous contenu dans un
compact fixé et ces fonctions sont majorées par 2||g||c. Par continuité, on a g, — ¢ —>00 en tout point. Le
r—r

théoreme de convergence dominée nous dit alors que ||g — g|p —>OO pour tout p € [1,4o00].
z—

Comme C.(R?) est dense dans LP(R?), cette convergence s'étend & LP(R?). En effet, si f € LP(R?) et
g € Cc(RY), on a |[fz = fllp < llge = gllp + 211 = gllp- -

Remarque 1.71. Le corollaire 1.70 nous dit que, pour f € LP(R?), I'application z € R? i f, € LP(R?) est
continue sur R.

Définition 1.72. Soit X un espace de Hausdorff localement compact. Soit v : X — C. On dit que u
s’annule a linfini si, pour tout € > 0, 'ensemble {z; |u(x)| > €} est compact.
L’ensemble des fonctions continues sur X s’annulant a l'infini est noté Co(X).

Théoréme 1.73. Si X est un espace de Hausdorff localement compact, alors Co(X) est la complétion de
Ce(X) pour la métrique définie par la norme || f|loco = sup |f(z)].
zeX

Démonstration. Soit f € Co(X) et € > 0. Par définition, il existe K compact tel que |f(z)| < esiz ¢ K.
Par le lemme d’Urysohn, il existe g € C.(X) tel que 0 < g < 1 et gjx = 1. Donc h := fg € Cc(X) et
1f = Blloo < supygre (1 — 9)(2) £(2)] < supygrc 1£(2)] < 2. Done, Co(X) est dense dans Co(X).
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Soit (fn)n de Cauchy dans Co(X). Alors, pour x € X, (fn(z))n est de Cauchy donc converge vers f(x).
Comme (f,,)n de Cauchy pour || ||, on a que f, converge uniformément vers f donc f est continue. Enfin,
pour ¢ > 0, il existe n tel que || f — fnllco < €/2 et K, un compact tel que Vo € K, |fn(z)| < €/2. Donc,
Vo & Ky, |f(x)] < e. Ainsi f € appartient & Co(X) qui est donc complet. Ceci complete la preuve du
théoreme 1.73. O

Remarque 1.74. Remarquons que Co(R?) C L>®(R%) mais Co(R?) # L>(RY).
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Chapitre 2

Mesures a valeurs complexes et
dérivation de mesures

On s’est pour I'instant intéressé a des mesures positives. On va maintenant considérer des mesures a valeurs
complexes ou mesures complexes. Ce passage est analogue au passage des séries a termes positifs aux séries
a termes complexes.

2.1 Mesures complexes - Variation totale

Définition 2.1. Soit S une o-algebre sur un espace X.
Une mesure complexe sur (X,S) est une application p : S — C telle que, si E € S et (E;)ien est une

partition de E dans S (i.e. Vi, E; € S,Vi# j, E;NE; =0 et U E;=F),ona
€N
(2.1) u(B) =3 (B,
1€N

Remarque 2.2. D’abord la définition implique que tout ensemble mesurable est de mesure u(FE) finie.
L’égalité (2.1) requiert implicitement que ), |14(E;)| < +00; en effet, pour une partition données, dans la
réunion définissant F, on peut réordonner les termes de facon arbitraires. Donc la somme dans le membre
de droite de (2.1) doit converger vers la méme valeur ce quelque soit la permutation des termes. Ceci impose
que la somme converge absolument (voir [5, Théoreme 3.56]).

Exercice 2.3. Soient A une mesure positive sur (X,8S) et h € L1()\). Pour E € S, on pose

(2.2) WE) = [E hdA.

Montrer que u est une mesure complexe sur (X, S) que 'on notera du = hdA.

Définition 2.4. Soit ; une mesure & valeur complexe. On définit sa variation totale notée |u| : S — RT
de la fagon suivante : pour £ € S, on pose

ul(E) = sup > ().

(Ej)jen partition de EjEN
Cette définition nous donne immédiatement que

(2.3) VEES, |n(E)| < |ul(E).
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Théoréme 2.5. La variation totale d’une mesure complexe p sur S est une mesure positive sur S.

Démonstration. Soit E € S et E = U;E; une partition de E dans S. Pour ¢ tel que |u|(E;) > 0, soit
ti < |p|(E;). Ainsi, E; admet une partition (A;;); telle que Z |n(Aij| > t;. Comme (A;j);; fournit une
J

th‘ < Z (Aiz| < [pl(E).

En faisant t; — |u|(E;) pour chaque i tel que |u|(E;) > 0, on obtient

(2.4) Z |1l (Ei) < |ul(E).

partition de F, on a

Montrons I'inégalité réciproque. Pour cela, soit (A;); une seconde partition de E. Alors, pour i fixé, (4;NE;);
est une partition de E; et pour j fixé, (4; N E;); une partition de A;. Ainsi

PNIEDIEDS <D D (AN E) =) ) (A0 E)| < |ul(E)
J J Jj ot T ] {
Comme ceci vaut pour toute (A;); partition de E, on a

ul(E) < Z |ul(E

En se souvenant de (2.4), on voit que |u| est o-additive.
Un calcul trivial donne |u|(@) = 0. Ainsi |u| est une mesure. O

Théoréme 2.6. Si p est une mesure complexe sur X, alors |p|(X) < +o0.

Démonstration. On commence par prouver le

Lemme 2.7. Soient z1,...,z, des nombres complexes. Alors, il existe A C {1,...,n} tel que
1
Doz == Y Il
jeA 1<j<n
Démonstration. On peut écrire z; = |zj|e?i. Pour —7 < 6 < 7, soit A(f) I'ensemble des j pour lesquels

cos(; — ) > 0. Ainsi

Z zj| = Z e 2| > Re Z e 0z Z|z]|max(cos(9 —0),0).

JEA(D) JEA(D) JEA(O j=1

On choisit maintenant pour 6 la valeur dans [—7, 7] qui maximise la fonction dans le membre de droite de
la derniere égalité. La valeur de cette fonction en ce maximum est supérieure a la moyenne de cette fonction
sur [—7,m]. On obtient ainsi pour ce 6 que, si on pose A = A(f) alors

N
1 (7 1
E g |z]| max(cos(f; — 0),0)dd = o max(cos(f),0)df E |z | = — E |25].

jea -7 j=1 1<j<n
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Revenons a la preuve du théoréme 2.6. Supposons qu'il existe £ € S tel que |u|(E) = +oo Soit t =

m(1+|u(E)|). Comme |pu|(E) > t, il existe (E;);>1, une partition de E et un entier N tels que Z |u(Es)| > t.

=1
On peut alors appliquer le lemme 2.7 aux complexes z; = u(E;), ¢ = 1,--- , N. Ceci nous donne l'existence

t
d’un ensemble A C E (A est réunion de E; bien choisis) tel que |u(A)| > — > 1. Mais en posant B = E'\ A,
T

on calcule

[(B)| = [1(E) = p(A)| = |(A)] = |u(E)]| > % —|(E) = 1.

On a donc partitionné E = AUB, ANB = 0 ot |u(A)| > 1 et |u(B)| > 1. Evidemment, on a soit
[1u|(A) = 400 ou |u|(B) = +oo.

On peut maintenant réappliquer le méme procédé a celui de A et B qui est de mesure |u| infinie. En
procédant ainsi, par récurrence, on construit une suite d’ensembles mesurables, disons (C; ) deux a deux

disjoints tel que pour tout j, [1(Cj)| > 1. La o-additivité de p nous dit que p(U;C; Z w1(Cj). Mais ceci

ne se peut car cette derniere série ne converge évidemment pas. On obtient la contradlc‘mon souhaitée pour
achever la preuve du théoreme 2.6. O

Proposition 2.8. L’application p — ||| := |u|(X) définit une norme sur ’espace vectoriel des mesures
complezes sur (X,S) (muni de ses opérations naturelles).

Exercice 2.9. Démontrer la proposition 2.8.

Définition 2.10. Pour une mesure réelle u, on définit ses wvariations positive et négative respectivement

1 1
comme les mesures positives pu* = 5(!@] +p)et pm = §(|u| — ).

Onap=p"—pu et|u =p" + p . Cette décomposition est la décomposition de Jordan de la mesure p.

2.2 Absolue continuité

2.2.1 Définitions et premieres propriétés

Soient A une mesure positive et p une mesure quelconque (positive ou complexe) sur (X, S).

Le but de ce chapitre va étre de comparer ces deux mesures, plus précisément, essayer d’en définir le quotient ;
ce n’est bien sir pas toujours possible.

Commencons par introduire quelques définitions.

Définition 2.11. On dit que p est absolument continue par rapport a A si et seulement si, pour £ € S,
AME)=0 = u(E)=0. On note alors p < A.

Exemple 2.12. Soit A une mesure positive sur X et f € L!'()\). Alors la mesure p := fd\ définie par
w(E) = fE fdX pour E € S est absolument continue par rapport a A.
En passant des fonction indicatrices d’ensembles mesurable aux fonctions simples puis aux fonctions me-

surables positives, on voit que p est définie par la propriété / gdu = / gfdX pour toute g mesurable
X X

positive ou pour toute g telle que fg est A-intégrable.

Définition 2.13. 1. S’l existe A € S tel que, pour tout E € S, u(F) = u(E N A), on dit que u est
concentrée sur A. De fagon équivalente, on peut demander que p(E) =0 dés que EN A = ().

2. On dit que pq et po, deux mesures sur (X, S), sont mutuellement singuliéres si elles sont concentrées
sur des ensembles disjoints. On note alors py L po.
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Proposition 2.14. Supposons que X\, p, 1 et py sont des mesures sur (X,S) et que X est positive. Alors :
1. si p est concentrée sur A, |u| Uest aussi;
2. sipy L ope alors |pa] L |pel;
3. sipp LA et ua L X alors pg 4+ po L A;
4. 80 p1 K X et pg K X alors py + pa < A
5. st p << A alors |p] < A
6. st uy << et pg L X alors pp L po;
7. stp<< et Xalors p=0.

Démonstration. On démontre les propriétés dans l'ordre.
1. Si ENA =0 et que (E}); est une partition de E alors u(E;) = 0 pour tout j. Ainsi |u|(E) = 0.
2. Ceci suit immédiatement de 1.

3. Pour i € {1,2}, il existe A; et B; disjoints tels que u; est concentrée sur A; et A\ sur B;. Ainsi
1 + po est concentrée sur A = A; U As et A est concentrée sur B = By N Bs. Or AN B C
(A1 N By) U (42N By) = 0.

4. C’est clair.

5. Si A(F) =0 et que (E}); est une partition de E, alors A(E;) = 0 pour tout j. Comme p < A, on a
p(E;) = 0 pour tout j. Ainsi Z |(E;)] = 0. On a donc |p|(E) = 0.

J

6. Comme pug L A, il existe A tel que A(A) = 0 et uo concentrée sur A. Comme pp < A, pour tout
E C A, ;n(E) =0. Ainsi p1 est aussi concentrée sur le complémentaire de A.

7. Par le point 6, les hypotheses du point 7 impliquent que g L p. Donc p = 0.

2.2.2 Le théoréme de Lebesgue-Radon-Nicodym
Ce résultat est le principal de ce chapitre. Il établit la comparaison évoquée ci-dessus.
Théoréme 2.15 (Théoréme de Lebesgue-Radon-Nicodym). Soient A\ une mesure o-finie positive et y une

mesure complexe sur (X,S). Alors

1. il existe une unique paire de mesures complexes g et ps sur (X,S) telles que
(2.5) W= fla + s, fa < A, ps LA

st p est positive alors g et us le sont aussi;

2. il existe une unique fonction h € LY()\) telle que du, = hd\.

La paire (uq, pts) est appelée décomposition de Lebesque de p par rapport a A. La fonction h est appelée
dérivée de Radon-Nicodym de p par rapport a A.

Le point (2) du théoreéme 2.15 est appelé Théoreme de Radon-Nikodym. Si A est o-finie, il démontre que si
1 est absolument continue par rapport a A alors p est de la forme donnée dans I’exemple 2.12.

Démonstration. Commencons par démontrer I'unicité de la paire (g, pts). Supposons que (), (%) est une
autre paire ayant les mémes propriétés. Alors g, — pl, = ps — plh. Or pg — pl, < X et ps — ply L X donc
o — i, = ps — pl, = 0 par les points 3, 4 et 7 de la proposition 2.14.

Pour démontrer 'existence de la décomposition, on va d’abord se ramener au cas A\(X) < +oo et, pour cela,
démontrer le
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Lemme 2.16. Soit \ une mesure positive o-finie sur une o-algébre S sur un ensemble X . Alors, il existe
une fonction w € LY(\) telle qu’en tout x € X, on a 0 < w(z) < 1.

Démonstration. Comme g est o-finie, on peut décomposer X = U;>1E; ou E; € S et A(E;) < +00. Alors,
1p

i

en utilisant le théoréeme de convergence monotone, on vérifie que la fonction w = Z P R
= 2114+ MNE;))

convient O

Sgit A comme dans ’énonce du théoreme 2.15. Avec w choisie comme dans le lemme 2.16, la mesure
dX := wdA\ est finie et elle a les mémes ensembles de mesure nulle que A c¢’est-a-dire que A < A < A. En

effet, si S\(E) = / wdA = 0 alors, comme elle est positive, w est nulle A-presque partout sur E or w ne

s’annule nulle part ; c’est donc que A(E) = 0.
Soit p comme dans I’énoncé du théoréme 2.15. Commengons par supposer que p positive et finie. Alors la
mesure dv = du—+wd\ est aussi positive et finie. Par définition (voir 'exemple 2.12), pour toute f mesurable

positive, on a
/fdyz/fd,u—i—/fwd)\z/fdu.
X X X X

Comme v est finie, on sait que L?(v) C L'(v) C L'(u) (par I'inégalité ci-dessus). Donc si f € L?(v), en
utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on calcule

‘ /. fdu‘ﬁ [ s < [ 151dr <o Iz

Ainsi application linéaire f — / fdu est une forme linaire bornée sur L?(v). Par le théoréme de Riesz-
X

Fisher (cf [I, Chapitre 4.4]), il existe g € L?(v) telle que, pour f € L?(v), on a

(2.6) /de,u:/xfgdv.

Remarquons que g € L?(v) n’est définie que v-presque partout.
Comme 0 <y < v, en appliquant (2.6) & f = 1g ou E € S tel que v(E) > 0, on obtient

1 n(E)
Oéwm/ﬁd“:uw) =1

On en déduit que v-presque partout, on a 0 < g < 1. On peut donc supposer sans modifier (2.6) que g est
a valeurs dans [0, 1]. En se souvenant de dv = du + wd\, réécrivons (2.6) comme

(2.7) | a=asdu= [ rgwar

Posons A := {x; 0 < g(x) < 1} et S := {x; g(z) = 1} et définissons deux mesures i, et ps par pq(E) =
wWANE) et us(F)=pu(SNE) pour E € S.

Pour f = 1g, le membre de gauche de (2.7) s’annule et celui de droite devient [¢wd\. Comme w est positive
et ne s’annule pas, on voit que A(S) = 0. Donc ps L A.

Comme g est bornée, dans (2.7), on peut remplacer f par (1 + g+ -+ ¢")1g pour un entier n arbitraire
ce qui nous donne

(2.8) | a=gdu= [a-gdu= [argraguin
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Comme en tout point x € A, g"(z) N\ 07 quand n — +oo, le membre de gauche de (2.8) converge vers
AN B) = pia(E).

La suite ((14+ g+ ---+ ¢") gw), est positive et croissante; elle converge donc vers une fonction mesurable
positive que 1’on notera h. Ainsi, par le théoréme de convergence monotone, le membre de gauche de (2.8)
converge vers fE hd)\ quand n — +oo. Pour E = X, comme ), est finie, on obtient que h € L'()).
Ceci prouve le point 2 du théoreme 2.15. Mais ce point 2 implique immédiatement que p, < A (voir
lexemple 2.12). Ceci achéve la preuve du théoréeme 2.15 quand p est positive.

Pour 1 complexe, on écrit u = p, 414 p; ol pyr et p; sont des mesures réelles, puis, on applique la construction
précédente aux variations positives et négatives de ces mesures.

Le théoreme 2.15 est démontré. [

Remarque 2.17. Si u est positive et o-finie, les conclusions du théoréme 2.15 pour A et u restent presque
toutes vraies : simplement, la fonction h n’est plus nécessairement intégrable mais elle est mesurable a
valeurs positives. Pour voir cela, on décompose X = U, X,, ou (u + A)(X,,) < 00 pour tout n. Sur chaque
Xy, i.e. pour A\|x, et yx,, on applique le théoreme 2.15 pour obtenir A, sur X, ; 'unicité nous permet de
dire que si A(Xy, N Xin) # 0, alors (hy)|x,nx,, = (Am)|x,nx,,- La famille (h,, X,), définit donc bien une
fonction h positive et mesurable qui vérifie la propriété souhaitée. De plus, elle est également “localement”
intégrable au sens ou, pour tout n, an hd\ < +o0.

Remarque 2.18. On ne peut pas simplement omettre I’hypotheése de o-finitude sur A. Par exemple, sur
[0,1] on peut supposer que p est la mesure de Lebesgue et A la mesure de comptage (toutes deux sur la
o-algebre de Lebesgue). Alors 1 n’a pas de décomposition de Lebesgue par rapport & A et, bien que A soit
bornée et 1 < A, il n’existe pas de fonction h € L'(u) telle que dp = hd.

Théoréme 2.19. Soient A\ et pu deux mesures sur (X,S) respectivement positive et complexe. Les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

1. p <A
2. Ve > 0,30 >0 tel que sup |u[(E) <e.
EeS
AE)<S

Remarque 2.20. Dans le théoreme 2.19, si p est une mesure positive mais de masse totale infinie, on n’a
pas forcément (1) = (2). On peut par exemple prendre p égale a la mesure de Lebesgue sur (0, 1) et poser

wE) = / Yz pour E C (0,1) Lebesgue mesurable.
E

Démonstration. Supposons 2. Si A(E) = 0 alors A(E) < § pour tout § > 0. Donc |u|(E) < & pour tout € > 0
c’est-a-dire |p|(E) = 0, soit encore, p(E) = 0. On obtient donc le point 1.

Supposons que le point 2 est faux. Alors, il existe € > 0 et pour tout n > 1, E,, € S tel que A\(E,) < 27" et
|pe|(Ey) > €. Posons

Vn>1,A4, = UEm et A:ﬂAn.

m>n n>1
Alors A(4,,) < 27"l et A1 C A,. Donc, par convergence monotone A(A) = 0 et |u|(A) = ll}rll || (An) >

e > 0 (comme |u|(Ay) > |p|(Ey)). Ceci contredit |u| < A et, en utilisant le point 5 de la proposition 2.14,
cela contredit également le point 1.
Ceci acheve la preuve du théoréeme 2.19. ]

2.2.3 Conséquences du théoreme de Lebesgue-Radon-Nicodym

Les mesures que nous considérons sont o-finies.
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