MATTRISE DE MATHEMATIQUES - KQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
Cours de M.BOUTET DE MONVEL
20 nov 2000, 14-17 h, Patio 16-25 salle J3

On identifie R? (coordonnées x,y) et C (2 = x + iy).

Premiere partie.

1. Pour quelles valeurs de I’entier n la fonction Z% est-elle localement intégrable?

e<|z|<1

Montrer que I, .(¢) a une limite pour € — 0 si ¢ est une fonction continue, ¢ = O(]z|"~!) au
voisinage de 0.

2. On note I, . l'intégrale :

3. Soit ¢ = 2PZ? (p+ ¢ < m). Montrer que I, (@) a une limite pour ¢ — 0; calculer cette
limite si p+ ¢ < n.

4. Pour ¢ € C§° on pose (E,,¢) = lim // Mdmdy : montrer que la limite existe.
<|z|

e—0 2"

Montrer que la fonctionnelle F,, ainsi définie est une distribution.

5. Onpose Ni(p) = sup |0%p(x, y)|+/ || Montrer que Ny est une norme continue
|| <k, (z,y)ER?

sur C§°(R?). Pour quelles valeurs de k E,, est-elle continue pour Ny, ?

Deuxieme partie.

On note E = E la distribution E = 1 (c’est une fonction localement intégrable).

6. On note Ay : C — C la similitude complexe z — Az. Comparer E et E(\z)

7. On pose % =1 (681 Zay) Calculer la distribution %—f en fonction de Es

8. On pose % = %(E + ia—y). Calculer la distribution %—g.

9. Soit f une distribution & support compact. Montrer que le produit de convolution E * f est
de classe C™ si f I'est. Montrer qu’on a toujours, au sens des distributions, %(E x* ) =Cf
ou C' est une constante qu’on calculera.

10. Montrer que E,, est une distribution tempérée (pour tout n). Calculer la transformée de
Fourier E.

Indications : penser a passer en coordonnées polaires , intégrer par parties , écrire des développements
limités comme polynomes de z,Z plutét que x,y . Comparer E et E(\z); on rappelle que si T
est une distribution, A : R? — R? une transformation linéaire, T4 = T(Az) est la distribution

telle que (T4, ) = |detA|< p(A™1z))).



Corrigé de I’épreuve du 20 nov 2000

I.1. Sur R? la fonction 2" est localement intégrable pour n < 2.

|n——1

2. En particulier si ¢ = O(|z|" !, pz~" est intégrable dans le disque |z| < 1, d’on

// 27 M — // z "¢ pour e — 0
e<|z|<1 |z]<1

3. Si ¢ = 2PZ% on a en coordonnées polaires:

1 2m
Ine(p) = / ppramntl / elpma=mil gy
€ 0

La deuxieme intégrale est nulle si p + ¢ — n # 0, en particulier si p + ¢ < n (p,q > 0), et alors
aussi la limite.

4. Ecrivons ¢ = Py_1 + 1y o0l Py = Z oLy

p+g<n—1

2Pz
' et r,_1 est le reste a l'ordre
plg!

n — 1 de la formule de Taylor.

Ona I, (P,_1) = 0 d’apres 2), donc D'intégrale proposée, qui est égale & I, o (rn—1)+ [2>12 "¢
a une limite pour € — 0 d’apres 3). La limite (E,, ¢) dépend linéairement, et aussi (forcément)
continument, de ¢: c’est une distribution.

5. Nj est une norme: c’est évidemment sous additif et homogene (semi-norme), et Ni(¢) =0
implique en particulier sup ¢ = 0 donc ¢ = 0.
On a |ry,_1] < cste Np_1(p) et |f‘z‘>1 27 "p < [ || donc

(o] = | / M+ / 2| < este Ny (If )
|z]<1 |z|>1

de sorte que E,, est continue pour la norme Nj si k > n — 1.
(Remarque: on peut montrer que E,, n’est pas continue pour la norme N,,_2)

6. On a E(A\z) = 1 E(z) (c’est une fonction intégrable).

Plus generalement ona E, =limy(2z7" ou x =0si |2] <1, x = 1si [z| > 1 (c’est une limite
de fonctions mtegrables) Alors E,(Az) = limx(Az)(Az)™™ = 1""limx(\z)z™" = A" "E,,.

7. On a %E = _?2 et 8 =FE = 0 en dehors de l'origine, mais il faut vérifier ce qui se passe a
Porigine ou E n’est pas une fonction dérivable: premiere méthode: on écrit

0 0

—E,0)=(E,—

(5,89 = (B, 5-0)
On écrit cette intégrale en coordonnées polaires, et on intégre par parties; on constate que le
terme bord (intégrale sur le cercle |z| = € tend vers 0. Deuxieéme preuve: de toute fagon la
distribution T' = %E + E5 est portée par l'origine (donc combinaisons de dérivées de §). En
outre elle est homogene de degré —2 et vérifie T(A\z = A\~2T, donc T = csted (5*) est homogene
de degré —2 — |a) et finalement T = 0 (parce que §(Az) = |A|728(2) et |A|72 # A72 si A n'est
pas réel.
9. Mémes remarques et mémes méthodes. Ici T = %E est homogene de degré —2 et T(A\z) =
AT (on a ZA(Nz) = %(%A)()\z). D(inc T = ¢d. On calcule ¢ en testant contre une fonction
test bien choisie, par exemple ¢ = e_zz(a%go =zp): on a

0

(zE9) = —(Ezp)= [p=m
doic=m
10. E, est une fonction bornée pour |z| < 1, donc c’est une distribution tempérée. On a
%E = 76 donc (i€ +i.in)E = 7 donc E = —2Z (¢ = £ +1n) (d’abord en dehors de Iorigine,

zeta

mais en fait partout parce que E est homogene de degré —1).



MAITRISE DE MATHEMATIQUES - EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
Cours de M.BOUTET DE MONVEL
29 Janvier 2001 - Durée 4 heures - Aucun document n’est autorisé

I.1. On note x = (x1,22) les points de R2. On pose

[ a7 s fz?P=2t+2d <1
@)= { 0 sinon

La fonction f est-elle intégrable?

2. On note E; € C~°°(R?)™) la distribution définie par f ((E1,¢) = [p. fe sip € CF°(R?))™).
Quel est le support de E1? Quel est son support singulier?

(On rappelle que le support singulier d’une distribution 7" est le plus petit fermé F' tel que la restriction
de T au complémentaire de F' soit C*°.)

3. Calculer la transformée de Fourier E; (&) de E; (on pourra montrer qu’elle ne dépend que
de [[§] = V& + &)
4. On note t,x1, z2 les coordonnées sur R3. On note g la fonction telle que

1

g(t,z1,22) = (= z]?)7=2 si t> |z
o 0 si t<|x| (en particuliersi ¢ <0)

g est-elle localement intégrable? One note E € C~°(R?) la distribution définie par g. Quel est
le support de E? Quel est son support singulier?

5. Calculer la transformée de Fourier partielle E(t, €) de E par rapport & x = (21, 22).

6. Soit 0 = 5z — 5= — 88—;2 l'opérateur des ondes. Montrer qu’on a JF = C§ ou C est une
1 2
constante qu’on déterminera.

7. Soit T une distribution sur R? telle que supp 7' soit contenu dans le demi-espace {t > to}
ou to est une constante donnée (instant initial). Montrer qu’il existe unique distribution S &
support dans le méme demi-espace, telle que (1S = T'.

II. On note (z,y) les coordonnées sur R?.
Si Z # 0 est un nombre complexe tel que Im Z > 0 on note Arg Z la détermination principale
de 'argument (0 < ArgZ < 7) . On pose

Z° =expslog Z = exp s(log |Z| + iArg Z)

1. Soit fs la fonction définie par

fs(xay) = (x + in)s pour (x,y) #0

Pour quelles valeurs de s la fonction f, est-elle localement intégrable sur R? : montrer qu’il
existe un nombre réel sy < —1, qu'on déterminera, tel que fs soit localement intégrable si
Res > sqp.

2. Pour Re s > s¢ la fonction localement intégrable f, définit une une distribution Fs ((Fs, ¢) =
[ fsosipeCs (R?))*). Quel est le support de Fy? Quel est son support singulier?

3. Pour € > 0 on pose fs. = (x + iy® +ic)*. Montrer f, . est continue, et fs . tend vers F; au
sens des distributions pour € — +0 si Res > sq.



4. Montrer qu’on a (%fg,a = sfs_1,.. Montrer que pour tout s, fs . tend pour € — 40 vers une
disribution limite Fs (celle qui a déja été définie si Res > sq).

5. On pose L = a% — 2iy%. Montrer qu’on a LF; = 0 pour tout s, au sens des distributions.

6. Calculer la transformée de Fourier de F_1 (y a-t-il un rapport avec I’équation de la chaleur?)

)+ On rappelle que C§° du cours = D du livre de Schwartz et du polycopié de J. Vaillant, et C~>° =
D'. (La lettre D est utilisée dans un grand nombre d’articles récents avec une autre signification).



E.D.P. - Corrigé de I’épreuve du 29.1.2001

I.1. f est est intégrable car elle est positive, C*° pour ||z| # 1, et on a (en passant en
coordonnées polaires)

1
d
f:27'r 77'7’ =27

R 0o V1—12

2. Le support de E est la boule unité. Le support singulier est la sphére unité (ou E est
discontinue).

3. E est invariante par rotation, donc aussi . On a donc

5 b el o ds
B(©) = B(-1¢).0) = [ ellan, [ A
-1 —/1=22 /1 — 27 — 235

Aprés le changement de variable 2o = y+/1 — 2% et simplification par y/1 — 2% ceci donne

B cillélen Wsinllé\l
B©) = / / \/7 =" el

4. On a g(t,z) = %f(%) C’est une fonction localement intgrable car elle est nulle pour ¢ < 0,
et pour t > 0 on a g, g(t,x)dx = 27t donc

0

T
/ g(t, z)dtdxr = 277/ tdt =nT? < oo
|t|<T

Le support de E est le cone d’onde d’avenir {t > [jz|| > 0}. E est C*° a l'intérieur de ce
cone (racine carrée d’une fraction rationnelle non nulle), et aussi a U'extérieur ou elle est nulle.
Elle est discontinue en chaque point du bord donc le support singulier est le bord de ce cone
{t =[] = 0}.

5. La transformée de Fourier partielle de E = 1 f(%) est

sin¢[|€]
1]l

B(t,€) = 5 £2f(16) =

6. La transformée de Fourier partielle en x de la solution élémentaire avancée F; de [J est la

fonction %”ng (cours) donc E = 2w E,.

7. Le demi-espace H = {t > ¢} et le cone d’onde d’avenir sont adaptés pour la convolution; si
T est a support dans H 1’équation 1S = T admet pour unique solution & support dans H la
distribution S = %E xT.



I1. 1. f, est continue (donc localement intégrable) en dehors de I'origine, et on a | f,| = (22 +y*)*?
avec 0 = Res.

Au voisinage de lorigine, et pour y > 0 (resp. y < 0) faisons le changement de variable

ly| = \/u: on a
1 2 2\2
- — 5 dud
/n2+y4<1 fs /ﬁQt;i<l 2\/6 (:C Tu ) rau

+y>0

La fonction sous le signe [ est localement intégrable en dehors de 0, homogene de degré o — %
Elle est donc intégrable, au voisinage de 0 si et seulement si o — % > —2. Ainsi f; est intégrable

au voisinage de 0 si et seulement si Res > —%.

2. On a fy(x,y) # 0 pour (x,y) # 0 donc le support de Fy est R? tout entier. f, n’est pas
C* a l'origine, donc suppsing Fs; = {0}, sauf si s est entier > 0: dans ce dernier cas c’est un
polynéme et suppsing F,; = .

3. On a |fse| < |fs| et fs,e — fs simplement en dehors de l'origine. Donc si Res > —% (i.e.
si fs est localement intégrable), fs. tend vers f; au sens des fonctions localement intégrables
(théoreme de Lebesgue), donc aussi au sens des distributions.

4. La formule %fs,a = sfs—1,e est évidente pour (z,y) # 0; elle implique (%F&8 = sFs_1.
(égalité au sens des distributions) si Res > f% car alors les deux membres sont localement
intégrables et on peut intégrer par parties dans 1’égalité de définition de la dérivée. Plus

P , . 1 N . _ 1
generalemer;t, par récurrence, on a F, o = sy el Fsi, et alalimite Fy = sy el Foig
si Res > —3.

5. Si Res > —% on a vu F; . tend vers F; pour ¢ — +0. Sinon on peut choisir k de sorte que
f% < Res+k <0, donc F, . a une limite au sens des distributions, comme F, ..

6. La solution élémentaire de ’équation des ondes est

P P = L~ §iT>0
(T, X) = (27) 2/6<T +X~>”+E2{ S o

Donc la transformée de Fourier de F_1 est

R e

T+ y?
(2m)? CrP 1% e
=Tl e =9 0 vamee T SE>
i 0 s £<0

(faire E =T,n =X, 2 = -7,y = —Z - on a & + iy* = i(—iz + y?)).
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I. On note z,y, 2 les coordonnées dans R?, et r = /22 + y2 + 22.

1. Soient A € C,s € R. On pose E) s = e:: (fonction continue pour r # 0).
Pour quelles valeurs de s cette fonction est-elle localement intégrable? Lorsque c’est le cas on
notera encore E) , la distribution ainsi définie; pour quelles valeurs de A est-ce une distribution

tempérée?

2. Onnote A = 88722 + 68—; + 68722 (Laplacien de R3). Soit f = f(r) une fonction invariante par
rotation sur R® — {0}, 2 fois dérivable pour r # 0. Montrer qu'on a Af = a% + b% +cf ou
a, b, ¢ sont des fonctions de r qu’on calculera.

3. Montrer qu'on a AE) 1 = aE) 1 + (30 ol «, 3 sont des constantes qu’on calculera (§ désigne
la masse de Dirac a l'origine).

4. Soit k un nombre complexe. On pose Hy, = A — k. Soit T' = T'(r) une distribution sur R?
invariante par rotation. Quelle équation différentielle en r T' doit-elle satisfaire pour qu’on ait
H, T =0, en dehors de l'origine?

5. Déterminer toutes les solutions élémentaires de Hy invariantes par rotation (on pourra tenir
compte des questions 1, 3, 4, avec k et A convenablement reliés)

6. Parmi celles-ci, quelles sont celles qui sont tempérées? (discuter selon les valeurs de k)

II. On note A = Y7 %22 le Laplacien de R™. Dans le probleme f désigne une fonction har-
monique sur R" (Af = 0).

1. On suppose f & croissance polynomiale (i.e. (1+ ||z||)~" f est bornée pour N assez grand).
Montrer que la transformée de Fourier f est bien définie (comme distribution). Quel est son
support? Montrer que f est un polynoéme.

Montrer que si f est bornée, elle est constante.

2. Montrer que pour tout R > 0 et tout vecteur z tel que ||z|| < R on a

/” B =12l ¢ aun(y) = CRF(2)

vi=r [z =y["

ot C' est une constante qu’on calculera en fonction du (n — 1)-volume de la sphere unité de R™
(dpg désigne le (n — 1)-élement de volume usuel de la sphere de rayon R).

3. Montrer que f se prolonge en une fonction holomorphe entiere. Soit f =Y fi le développe-
ment de Taylor de f, ou fi est un polynéme homogene de degré k: montrer que chaque polynéme
f1 est harmonique.



Maitrise de Mathématiques - Equations aux Dérivées Partielles
Corrigé de ’épreuve du 11 septembre 2001

1.1 E) s est localement intégrable ssi s < 3; alors elle est tempérée ssi Re A < 0.

2.0OnaAf= gjﬁ %% (cours).

3. Ona AE,; = AN Ey; — 4md (d’apre ce qui précede et A% = —47d, cours).

4. 1 faut 28 + 29T _ kT = .

5. Les solutions élémentaires invariantes par rotation sont de la forme aFEy; + bE_) 1 avec
N=Fka+tb= —ﬁ (toute solution élémentaire est somme d’une telle distribution, et d’une

distribution portée par 'origine et harmonique donc nulle).

6. Si k est réel négatif, toutes ces solutions élémentaires sont tempérées (e’ borné). Sinon il y

€

—Ar
a une seule solution tempérée : “~— ol A est la racine carrée de k telle que Re A > 0.

II. f est tempérée donc f est défini. On a £2f = 0 donc supp f C 0 (=si f #0). f est
alors combinaison linéaire de dérivées de § donc c’est un polynome. Si f est bornée c’est un
polynome borné donc constant.
n—1
2. C = QFW(TQ), le volume de la sphere unité: ceci est ’homothétique de la formule du cours
2

(cas R =1 - noyau de Poisson).

3. Dans cette formule la fonction sous le signe | se prolonge holomorphiquement de fagon
évidente au moins pour ||z| < £. Comme ceci est vrai pour tout R, f est entitre.

Si f =3 fx le développement de Taylor de Af est > Afr = 0 donc chaque fj est un polynéme
harmonique.



MAITRISE DE MATHEMATIQUES - KEQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
Cours de M.BOUTET DE MONVEL
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I. Dans le plan C = R? on note les coordonnées x,y et z = = + iy. On pose

L P R RN VY Y RN

0z 20x 0y’ 0z 2°0x Oy’ C0x?  Oy? 0207
1. La fonction f = log|z| est-elle localement intégrable? Pour quelle valeur de ¢; a-t-on
Af = c16 (comme distribution)?

2. Calculer les fonctions a, b telles qu’on ait, en coordonnées polaires (z = re®), pour r # 0 :
% = 05 T b

3. La fonction g(z,y) = % est-elle localement intégrable? Montrer qu’on a, au sens des distri-
butions 8 log |z| = c3g olt ¢3 est une constante:

(i) en dehors de {0} (calculer c3);

(ii) au voisinage de {0}; on pourra exploiter le fait que g est homogene de degré —1, ou, en
coordonnées polaires, faire une intégration par parties dans les couronnes {r > e},¢ — 0.

4. Déduire de ce qui précede qu’on a Fl = c40 ou ¢4 est une constante qu’on calculera.

IL. Si f est une fonction & support compact dans R?, localement intégrable dans R% — 0, on note
vp [ f la limite, si elle existe: !

vp / f= hm f
On définit la distribution vp f par la condition (vp f7 Lp) = vp[fe si cette limite existe pour
toute ¢ € C§°.

1. Soient s € C,k € Z; on pose fs = |2|°27%. Cette fonction est-elle localement intégrable
dans R% — {0}? Pour quelles valeurs de s € C, k € Z est elle localement intégrable au voisinage
de 07

2. Calculer Vintégrale Ipgsr(e) = [[._,_; fsx2PZ%. Quand a-t-elle une limite pour ¢ — 0?7 Pour
quelles valeurs de s, k a-t-elle une limite pour € — 0 quels que soient p, q7

3. Pour quelles valeurs de s € C, k € Z la distribution vp f; 5, est-elle bien définie? On pourra
utiliser le développement de Taylor :

p= Z wpg?P 21+ pN avec ppq =
pHa<N

1 ap-&-q(p

gl 92797 0), on = O(r) pour r — 0.

4. On note Ty la distribution vp 2z~*. Montrer qu’on a %Tk = ¢;Tk41 OU ¢j, est une constante
qu’on calculera.

5. Calculer 2 5z L; dans le cas k = 1 on pourra utiliser le résultat du premier probleme.

L yp est le sigle de ”valeur principale”.



MAITRISE DE MATHEMATIQUES - EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
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Corrigé de I’épreuve du 22 nov 2001

Remarques générales:

si on ne précise pas, ” f intégrable” (resp. localement intégrabl), veut dire que f est mesurable
au sens de Lebesgue (en pratique une fonction donnée par une formule explicite ’est toujours),
et [ |f| < oo resp. tout point a un voisinage V' tel que [, |f] < oc.

Sur R™ le fonction r® (s € C) est localement intégrable ssi Res +n > 0.

En particuiler sur R? :

I.1. logr est localement intégrable parce qu’il est continu en dehors de 0 et O(r~¢) pour tout
€ > 0 au voisinage de 0.

1.3 % est localement intégrable

I1.1 |z|*27" est loclement intégrable si Res — k +2 > 0

1.1 (suite) on a Alog|z| = 27§ (cours - on pouvait le redémontrer en inégrant par partie dans
la région {r > e}, comme dans le cours).

9
26

1.3. g = 1 est localement intégrable (voir plus haut).
()Pourz#OonaalogM 19 Jogez =11

(ii) On a f(Az) = f(z) + log A pour A > 0, d’ott (Zg)(\2) = +g au sens des distributions.

RILS

5 i 0 _ 100 _
[.2. En coordonnées polaires on a 5= = 3¢ (5,

Par suite (%f) — 39 est homogene de degré —1, de support C {0}, donc nulle. (une distribution
portée par 'origine est combinaison de dérivées de J; si elle est homogene, son degré est entier
< —2 puisque §(*) est homogene de degré —2 — |al).

On peut aussi le montrer en intégrant par parties et passant a la limite dans la région |z| > ¢ :

sip e C§® ona
b 2 )
/ —(logr ¢) = / eloge p(ee'®)dh.
|z|<e 02 0

Cette derniere intégrale tend vers 0 pour ¢ — 0, donc (%f, ) = —lim._, fIZI>€ logr %g@ =

lim._.g f\z\>a i@ = <9790>'

. 0 1 5 0
1.4 Par suite 952 82 9 logr = fA logr = 7é

(on peut aussi le démontrer en intégant par parties et passant & la limite comme ci-dessus).

1.2 L’intégrale vaut f petrta=ktlgy [T elp=a=k)if

Elle est nulle si p — g — k # 0.

Sik=p—qdoncs+p+q+2—Fk=s+2q+ 2, I'intégale vaut S+2q+2(1 — g312a4+2) pegp.
27 log 1 Z si s+2¢+2 = 0. Elle a donc une limite pour tous p,q ssi Res > —2 ; le résultat ne
dépend pas de k.

10



I1.3 La distribution vpfs s existe ssi la valeur principale vp f‘z‘ <1 fs,x2PZ% existe, donc d’apreés
la question précédente: ssi Res > —2

11.4 Par intégration par parties on a :

2w

[ @torron= [ dsed =5 [ getz=3 [ feeet)eea
r>e z>e v Jr=¢ 2 0

On applique ¢a avec f = 2% p € C5° et on développe ¢ en série de Taylor: l'intgrale sur le

petit cercle tend vers 0 parce que comme dans la question précédente, tous les termes qui ne

tendent pas évidemment vers 0 (exposant de £ de partie réelle > 0) sont identiquement nuls

(exposant de € non nul).

Autre preuve: I'application qui & s associe la distribution |z|*z~* est homomorphe pour Re s >
—2 (en fait se prolonge en une fonction méromorphe de s, avec des poles simples pour s =
—2,—4,...). Pour Res grand, f; j est de classe C! et on a 0, fs, = (5 —k)fsk—1: cette relation
se prolonge dans tout le domaine d’holomorphie, en particulier pour s = 0.

—1)k-1 1
II.5 On avu 825 =md. Daprés 14 ona wvpz F = ((k:—)l)' afflvp e Donc
e (DR
8Z’UpZ = m 6z 0.

11
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L. Sur R” on note = (21, ...,2,_1) les n—1 premieres coordonnées, y = x,,, 22 = 3+...22_,
1. Soit la fonction f = (22 —iy)~! (définie pour (x,y) # 0): f est-elle localement intégrable?
2. Calculer la transformée de Fourier partielle F,, f(x,n) de f par rapport & y.

3. Calculer la transformée de Fourier f (&) de f.
4

. Pour € > 0, on pose f. = (22 — iy + &)~ 1. Comparer D, fk et fi+! (D, = —ia%).
Montrer que pour tout entier k > 0, f* tend vers une distribution limite fj pour ¢ — —+0.
Quelle est la transformée de Fourier de fj?

5. Pour quelles valeurs de k la distribution fj est-elle une fonction localement intégrable?

II. Sur R™*! on note x = (x1,...,2,),t = Tpi1, Ay = 2827, A=0?+A,0=0?-A,.

1. On pose ¢, = (t2 + 22)*. Montrer qu’il existe une polynéome P(s), qu’on calculera, tel que
Aps = P(8)ps—1-

2. On pose fy = (12 — 2?)5 (0 si t* < z?). Montrer qu’il existe une polynéme Q(s) tel que
Of, = Q(5)f+_1; comparer P(s) et Q(s).

3. On note E; la distribution définie par la fonction Y (¢)(t* — 22)% (0 si t < ||z]|). De la
relation OF, = es(s + ”T’I)Es_l (c une constante), valable pour Re s assez grand, déduire que
la fonction s — FEj, se prolonge en une fonction méromorphe C — C'~°°, avec des poles au plus
doubles (simples si n est pair) aux points kg + k, k1 + k, k entier négatif, ko, k1 & déterminer.

4. Sur R™ on note g la fonction (1 — m2)1 Vérifier que pour Res > —1 on a, pour ¢ fonction
test sur R™+1:

<E8,¢>=/ dtt"/ d"2(1 — 22) (1, ).
0 lz]}<1

(on calculera o). Montrer que la transformée de Fourier de g5 vérifie la relation

0. =Cl) [ dm e =ty avee €)= [ ahy-yy

Bn—l

ol B,,_1 désigne la boule unité de R"~!, et o un exposant qu’on calculera I’en fonction de s et
n (penser au changement de variable z = (z1,z1y) avec y = (y2,...,y,) € R*"71).

5. Montrer, par prolongement analytique, que ce résultat est encore vrai, si n est pair, pour

s = —"T_l. Combien vaut alors ’'exposant «? Montrer que dans ce cas, on a F; = C(s)F ou E

est la solution élémentaire avancée de .

6. Appendice. Calculer C(s) (c’est un produit simple de valeurs de la fonction I'); en particulier
-1
pour s = —"5=.
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EDP - Corrigé de I’épreuve du 22 janvier 2002

I 1. f* est localement intégrable ssi 2k < n + 1 (ou (2 Rek < n + 1 si k est un nombre
complexe) parce qu’elle est semi-homogene de degré —2k avec x de degré 1, y de degré 2 (il
faut deg f¥dz; ...dx, 1dy = —2k + (n —1) +2 > 0).

2. La transformée de Fourier partielle est F, f(z,n) = 27Y (n) exp(—22n) (0 pour n < 0) parce
qu’elle est tempérée et vérifie (2% + 8,)F, f = F,(1) = 218(n). (Y est la fonction de Heaviside:
Y(n)=1sin>0,0sin<0).

n—1

3. f= (2m)"Y (n)(5) = exp f%. (Remarque: c’est la solution élémentaire de ’équation de la
chaleur, avec en plus le facteur (27)" de la transformation de Fourier).
4. On a Dyff = kfF+1 et pour e — 40, f. tend vers f au sens des distributions, ou de L.

puisque f est localement intégrable. Par suite f* tend vers la distribution f;, = ﬁD’;_l fe
pour € — +0.

5. fx est localement intégrable si k < 241 (cf. 1). Attention que pour k > %—i— 1)2 f* tend vers
fx au sens des distributions, mais évidemment pas au sens de L}, comme il est affirmé dans
beaucoup de copies.

II. 1. Aps =2s(2s+n — 1)ps—1 (Laplacien en coordonnées polaires, en dimension n + 1).
2. Ofs =2s(2s+n — 1) fs—1 (c’est la méme relation, pour = (ou t) imaginaire pur).
3. E est localement intégrable pour Res > —1. 2) implique qu’on a

n+1 n+1

ES:4’“(s+1)...(s+k)(s+1+T)...(s+k ImLy o

si Re s assez grand pour que E; soit de classe C?* (en fait pour Res > —1). Donc s +— F se
prolonge méromorphiquement; les poles sont les zéros des facteurs ci-dessus, i.e. les nombres
de la forme (—1— k) ou —(2 — k (k entier > 0). Ces derniers sont entiers si n+ 1 est pair, et
alors il s’agit de poles doubles; ils sont demi-entiers si n + I est impair, et alors tous les poles
sont simples.

. Tout le reste est déja dit dans I’énoncé.

4.0271,0425—}—"7“

5. La relation reste vraie par prolongement analytique partout ou celui-ci est défini, en parti-

—2=L si n est impair. Alors o = 0, l'intégrale vaut 0(5)25“‘1&"5' de sorte que

Es = C(s)x le solution élémentaire avancée de CJ.

culier pour s =

6. Appendice en coordonnées polaires on obtient

n—1

277 1T(s+DI(%3) 77 I(s+1)

(%) 2 I(s+2) T(s+2H)

1
C(s) =vp_1 / (1 — 725" 2dr =
0

13



MAITRISE DE MATHEMATIQUES - EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
Cours de M.BOUTET DE MONVEL
15 Septembre 2002 - Durée 4 heures - Aucun document n’est autorisé

I. 1.Soit P = P(D) un opérateur différentiel & coefficients constants sur R". Quand dit-on
qu’une distribution E est solutions élémentaire de P?

2. Soit D lopérateur de dérivation f — % sur R: trouver une solution élémentaire de D.
3. Trouver toutes les solutions élementaires de D,

4. Soit Popérateur P = D ... D¥» sur R™: trouver une solution élémentaire de P.

II. On rappelle que sur R™ le Laplacien, resp. l'opérateur de la chaleur, est 'opérateur
"L 92 0 "L 92
AP == -5 . C = —_— —_—
21: 3x§ resp 0x + 22: &T? '

Dans la suite P désigne I'un de ces deux opérateurs (P = A ou C).
1. Décrire une solution élémentaire de P (ga fait deux questions).

2. Soit T une distribution tempérée telle que P.T' = 0. Montrer que 7" est un polynéme. On
pourra examiner la transformée de Fourier de T.

3. Soit T une distribution tempérée telle que P.T soit nulle en dehors de l'origine. Montrer
que T est somme d’un polynome et d’'une combinaison linéaire finie de dérivées de E, ou E est
solution élémentaire tempérée de E. (On admettra, si on ne I’a pas vu au n°l, que la solution
élémentaire canonique (celle du cours) est tempérée).

4. Existe-t-il des opérateurs P = P(D) (a coefficients constants, non constants) autres que A
ou C pour lesquels la propriété du n°3 soit vraie (donner un exemple)?

14



MAITRISE DE MATHEMATIQUES - KQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
Cours de M.BOUTET DE MONVEL
21 nov 2002, 13h30-16h30, Patio 15-24 salle 4

I. 1. Soit T une distribution tempérée sur R™. On suppose T harmonique (AT = 0). Quelle
équation la transformation de Fourier T' vérifie-t-elle?

2. Quel est le support de T?

3. Montrer que T est un polynome (harmonique).

II. On note X = (x,y) la variable dans R2. Soit F la fonction définie sur R? par

1
FX)= —— || X|P=2+¢% <1, 0 sinon
1—a2—y?

1. montrer que F est intégrable. Elle définit une distribution a support compact, encore notée
F

2. On note = = (&, 7) la variable duale de X. Montrer que la transformée de Fourier F/(Z) est
une fonction analytique (entiere) de E.

3. Montrer que F(Z) ne dépend que de |2 = /€2 + 2.

4. Montrer qu’on a
N 1 Vi—z? d
F(E):/ da e””EH/ Y
-1

—Vi—az /1 — a2 —y?

et calculer F (comment, dans ’expression ci-dessus, la deuxiéme intégrale par rapport & y
dépend-elle de x7?)

III. On note z = x + iy la variable de C = R?.

1. (Question de cours)

(i) Pour quelles valeurs de s la fonction |z|* est-elle localement intégrable?

(ii) Soit la distribution (fonction localement intégrable) E' = log |z|. Montrer qu'on a AE =
C§6; quelle est la valeur de la constante C'?

s o’ e —1(0 ,;0y B8 _1(0 _ ;0 ; ’ _ 90,0 _
2. Rappelons qu’on pose 5= = 2(ax+zay)v 5 = 5(33 zay),debortequ onaA = Frems i

4 %22. Calculer la distribution %E ; montrer que c’est une fonction localement intégrable.
3. Montrer qu’il existe une constante C', qu’on calculera, telle que la distribution (fonction

localement intégrable) F' = g soit une solution élémentaire de ’opérateur de Cauchy-Riemann

2 (e L(2)=09).

15



E.D.P. 21 novembre 2002 - Corrigé

L. 1. Si T est tempérée la transformée de Fourier de AT est —(> 5?)? Donc AT = 0 équivaut a
1€17T =0

2. Alors T est nulle dans Pouvert {||¢[|2 # 0}, autrement dit suppT’ C {0}.

3. On sait (cours) que dans ces conditions T est combinaison linéaire de dérivées de &: T =
3" a8 (somme finie), donc T est un polynéme: T' = (2m) """ aq(—iz)®.

II.1. F est positive; en coordonnées polaires on trouve [ F = 27 fol \/% = 27 < o0, donc F est
intégrable; elle définit une distribution tempérée, & support compact (contenu dans le disque
unité).

2. Comme F est & support compact, la transformée de Fourier est F = (F,e *X-E). Clest
évidemment une fonction entiere (i.e. défini pour tout =, réel ou complexe, et holomorphe).

3. F est invariante par rotation (ne dépend que de r = /2% + y2), donc aussi F' (on sait (cours)
que si A est une transformation orthogonale, F'(A¢€) est la transformée de Fourier de F(Ax)).

4. On a donc F(Z) = F(—||Z|le1) (e1 désigne le premier vecteur de base). On calcule cette
intégrale double en intégrant d’abord en y puis en z (Fubini), ce qui donne l’expression de
I’énoncé. Le changement de variable y = v/1 — 22 u donne

/v 1-a dy L V1i—22du

—_— = =T
—Vitz? J1—22 — 92 1 V1I—22 V1 —wu?
qui est indépendant de x, d’olt ﬁ(E) = 7Tf01 dz eIEl = 7 W =2 Siﬂgf”
MI.1. (i) Sur C = R?, |2|* est localement intégrable pour Res > —2.
(ii) On a AE = 276 (cours).
2. On a E = }log(2z) d’out %—? = o, comme fonction, en dehors de 0. Parce que la fonction

% est localement intégrable, ceci est aussi vrai au sens des distributions: dans l'intégration par
parties:

oF Op 1 0p OF

it = —(E.2XY = lim — ——— = lim |I, -

(579 = (B 570 = lim /|z>e 2295~ am et /z>e 9z ¥

le “terme tout intégré” I. (qui est une intégrale sur le cercle de rayon €) tend vers 0 pour € — 0
(le vérifier) ;13 la limite on obtient (%7 ©) = [ 3¢, autrement dit %—g est la fonction localement
intégrable 5-.

3. On a, au sens des distributions: %% = %(2%—5) = LAlog|z| = 7. La constante C

- 2
demandée est C = %
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MAITRISE DE MATHEMATIQUES - EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
Cours de M.BOUTET DE MONVEL
21 janvier 2003, 14h-18h, tour 25-24 salle 301

I. 1. Soit a > 0 une constante réelle. Quelle est la transformée de Fourier de la fonction €,(x) =
e~ % sur R? Calculer le produit de convolution €, * €.

2. Sur R™ on note = (x1,...,Zp—-1),t = x,. Pour s € C on pose
Il 12
tSe”a sit>0
Fy(z,t) = ] .
0 sit<0

Montrer que Fj est localement intégrable pour Res > sg, ol sg est un nombre qu’on évaluera
le mieux possible.

3. On note I' = % — A Topérateur de la chaleur (A = Z?_l %22_). Calculer I'(F;) en dehors
de Vorigine (t = 0,z = 0).

4. Pour Res > sp on note Ty la distribution (localement intégrable) définie par Fs. Montrer
que pour Res > 5o+ 1 on a I'(Ty) = ¢(s)Ts—1 ou ¢(s) est une constante qu’on calculera (on
pourra d’abord examiner le cas ot Re s est assez grand).

5. Montrer que I'application s — T se prolonge de fagon méromorphe au plan complexe tout
entier. Quels sont les poles?

6. Calculer F(T_nT—l).

"2
II. 1. Sur R" onnote #’ = (x1,...,op—1) et u = u(z) = :rn—i—z'@ . Pour s € C, & # 0, u® est défini
par u® = exp slogu, ol on a choisi la détermination principale du log: logu = log |u| + iArgu
avec 0 < Argu < 7. Montrer qu’il existe ¢s > 0 tel que - |u|R°* < |u®| < ¢ |ulRes.

2. Montrer qu’il existe sy < —1 tel que la fonction u* soit localement intégrable pour Re s > sg.
On note alors Uy la distribution définie par u®.

3. Pour € > 0 on pose ue = u + ie. Montrer que, pour Res > sg, u? tend vers Us au sens des
distributions pour € — +0.

, WOHUS = P(s)Uys_1 ou P(s) est une constante qu’on

4. Montrer qu’on a, pour Res > sg + 1
déterminera.

5. Montrer que pour tout s, u? tend vers une limite au sens des distributions pour € — +0. On
notera encore la limite Us.

6. Calculer la transformée de Fourier partielle 7, U_;(2’,&,) de U_y par rapport & x,, et la
transformée de Fourier FU_1(¢',&,).

7. Question subsidiaire. On pose P; = xj% + iaf pour 1<j<n—-1et P, = u%.
n j "

Montrer qu’on a Pj(Us) = 0si j < n et P,(Us) = sUs. Inversement soit 7' une distribution
telle que P;(T) = 0 pour j < n, P,(T) = sT: montrer qu’il existe une constante ¢ telle que
T = cUs.

(On pourra d’abord montrer qu’il existe ¢ tel que S = T — cUs soit nulle en dehors de
lorigine; alors il existe N tel que xéVS =0 (j < n), et on pourra utiliser le fait que si f(x;) est

un polynéme de z; seul on a (P;f — fP;)S = i%’;S.)

17



Corrigé du probleme du 21 janvier 2003

22

, . _ a2 _1
I. 1. La transformée de Fourier de f, est vV2ma e™ =2 . On a €, * €, = i’fé’ e 2atb,

2. Fjs est intégrable dans le domaine 0 < t < 1,||z| > 1 (ou elle est majorée par exemple

z||2 z||2 n—
par (tse_é)e_HT” - le premier facteur est borné). On a [p, el = (47rt)T1 donc Fj est
localement intégrable (au voisinage de 0) ssi Re s + "T_l > —1lie Res> —"7“.
3. Pour t > 0nadF, = (5 + 2R, 0, F, = L2k, don AF, = (~251 + L) R, ef
. Pourt >0nadFs = (§+ 55 )Fs, 0p, Fs = = Fy dott AF, = (=25~ + 55 ) Fs et au

total T'(Fy) = (s + 25%) Fs_1.

4. F, définit une distribution localement intégrable T pour Res > f”T'H et il est clair que

Papplication s — T, est holomorphe sur ce domaine. Pour Res assez grand (par exemple
Res > 2), F; et ses dérivées premieres ou secondes comme ci-dessus sont continues; on peut
intégrer par parties et on obtient I'(Ty) = (s + "TH)TS,L

Par prolongement analytique cette relation reste vraie dans son domaine de définition, c’est
a dire pour I'instant Re (s — 1) > —2EL,

5. Cette relation montre par récurrence que s — Ty se prolonge de facon méromorphe dans

~ . . +1 o .
tout le plan complexe, avec des poles simples aux points —*3= — k, k =0,1,2,...:
T _ 1 T T.
_ S — k
s s+n-2|-1 s+1 (S+n-2|—1)(s+ n-2§—1 +1)(8+n—2~_1+k71) s+

n—1

6. (47)~ "= T_.-1 est la solution élémentaire de I' (cours), donc I'(T_n—1) = (47)"% 6.
2 2

II. 1. On au® = exp s(log |u| +iArgu) donc |u®| = exp(Re slog |u| —Im sArgu). Comme |Argu| <

—n|Im s| < [u?] < ew\lm s|

mT,onae e s <

2. u® est localement intégrable ssi |u|R¢ ® I'est. Comme u ou |u| est semihomogene de poids
1 quand on attribue & z, le poids 1 et & z’ le poids %, |u|R€ * est localement intégrable (au
voisinage de 0) ssi Res > —(1 + 251) = — 2L,

3. Alors u? tend vers u® au sens des fonctions localement intégrables donc des distributions.

4. On a noté U, la distribution, pour I'instant définie pour Res > —2&L. On a 887“ =1 donc

7
g;‘& = su®"!, au moins en dehors de l'origine. Pour Res > —"Tfl les deux sont localement
intégrables, on peut intégrer par parties et on obtient gzUs = sU,s_1 (au sens des distributions).

5. L’application s +— Uy est évidemment holomorphe pour Res > —”T'H et 4. montre qu’elle
se prolonge de facon méromorphe & C, avec au plus des poles pour s = —1,—2,... Comme elle
est en fait holomorphe au voisinage de s = —1 > —”TH (n > 2) il n’y a pas de pole du tout
(d’ailleurs on sait que la distribution lim._,1o(u + i€)® existe toujours).

6. Ona U_; = ﬁll\w’l\” dou Fp, U_1 = —iY(gn)e—%anx/HQ (solution élémentaire tempérée
nti
, ; 2wy ns —le? S s :
de (z% + £l|la’|?), et FU_ = —z(g—”) = Y(&)e % (A comparer & la solution élémentaire

de I’équation de la chaleur).

7. On a P;(Us) = 0; P,,(Us) = sU, pour Re s assez grand donc pour tout s. Supposons qu’une
distribution 7" vérifient ces mémes équations. Alors en dehors de l'origine on a Pju™°T =
P,u™T = 0 ce qui entraine évidemment Jyu~*T = 0 pour k = 1...n, donc en dehors de 0, on
a T = cUs avec ¢ = constante, puisque R™ — {0} est connexe (n > 2).

Alors S = T — cU, est portée par 0, et on a toujours ]-17\7[(5') = 0sij <n. Pour N assez grand
on a 2V S = 0; ceci implique (PyzY — 2N P)(S) = Nzl ™18 = 0 et par récurrence N!S = 0,
donc T = cUs.
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MAITRISE DE MATHEMATIQUES - F.QUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
Cours de M.BOUTET DE MONVEL
8 Septembre 2003, 14-18h - Patio 15-26—02 - Aucun document n’est autorisé

I. Soit f une fonction numérique localement intégrable sur R™ — {0}. On suppose qu’il existe
des nombres s € R, ¢ > 0 tels que f(x) < cljz||~* pour ||z < 1.

1. Pour quelles valeurs de s € R ces conditions assurent-elles que f est intégrable au voisinage
de 07

2. f définit une distribution sur R™ — {0}: montrer que celle-ci se prolonge toujours en une
distribution sur R™ tout entier.

3. Que peut-on dire de la différence f; — fo si fi et fo sont deux distributions prolongeant f a
R™?

II. 1. Quelle est la transformée de Fourier de la fonction e~ 3% sur R?

2. Soient aj,...,a, n nombres > 0. Quelle est la transformée de Fourier de la fonction
e~ 3 X aiT] gur R1?

3. Soit A = (a;;) une matrice n x n symétrique a coefficients complexes. A quelle condition la
distribution ®4 = e~ 3 (Az.x)
la partie réelle ReA).

est-elle tempérée? (montrer que cette condition ne porte que sur

—3(Az.z)

4. On suppose A réelle > 0. Montrer que la transformée de Fourier de &4 = e est

<I> = Ce~ 34768 6l C est une constante qu’on déterminera en fonction de A
5. Montrer qu'un résultat analogue est valable pour A complexe, detA # 0, ReA > 0.

6. Soit A = (a;;) comme ci-dessus. Sur R"*! (variables ¢t € R,z € R") on considere I'opérateur

différentiel: 5 o2
- a B Z i 83018907
Montrer que si A est inversible, ReA > 0, P admet une solution élémentaire de la forme
E=CthY(t) e (4 o)

ou C, k sont des constantes qu’on calculera en fonction de A et n.

Y (t) désigne la fonction de Heaviside: Y (¢) =1 si ¢t > 0, 0 sinon.
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CORRIGE

I.1.Pour s <n

2h&l24e prolonge toujours. Par exemple f f¢ est convergente si ¢ € C§° s’annule a 'ordre N
si N+n—s >0, et I'espace des fonctions test nulles d’ordre N est (fermé) de codimension
finie: on peut prolonger n’importe comment sur un supplémentaire.

3. f1, f2 différent par une distributions de support C {0}, i.e. combinaison linéaire de dérivées
de la masse de Dirc 6.

L. 1. 2re 3¢
2. (2m)% [1(a;) "2 exp(—1 3 &)

3. Si ¢(z) est une forme quadratique rélle les dérivées de e*? sont chacune majorée par une
puissance ||z||N pour ||z|| grand, de sorte que T est tempérée ssi T I'est. Le fait que e~ 3Az
soit tempéré ne dépend donc que de ReA. C’est évidemment tempéré (borné) si ReA > 0. La
réciproque est vraie parce que (& une variable) ete®® nest pas tempéré (cours).

4. (2m) 7 (det A)_% exptA~1€.£. On le voit en faisant le changement de varibles linéaire y = v/ Az
(ou, de fagon équivalents, en se ramenant & 2. en choisissant une base orthonormale convenable).

5. Par prolongement analytique et continuité le résultat vaut aussi si A est & coefficients
complexes, detA # 0, ReA > 0. 1l faut prendre la branche de v/det A qui est holomorphe dans
le domaine ainsi défini, et positive pour A réel positif.

6. P admet pour solution élémentaire tempérée la distribution E qui a pour transformée de

Fourir partielle en z
FoE =Y (t)e 1485

D’ou l'assertion de I'énoncé, avec k = —%,C = (2m)~ 2 (det 24)~z (il ne faut pas oublier le
acteur (27)~" pour la transformation de Fourier inverse).
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1.1)

I1.

MAITRISE DE MATHEMATIQUES - EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
Cours de M.BOUTET DE MONVEL
21 Novembre 2003, 8h30-11h30 - 55-56 salle 105 Aucun document n’est autorisé

Soient T une distribution tempérée sur R, T sa transformée de Fourier. Calculer la
transformée de Fourier de la distribution ¢***T et de la translatée 7,7 = T(z — b) en
fonction de T

On note d,, la masse de Dirac placée au point n € 7Z, et on définit une distribution P par
P=3 6, ((Po)=) o(n).
neE”Z
Montrer que P est tempérée, et qu’on a P(x — 1) = P, (2™ — 1)P = 0.
Montrer qu’on a lg(f—a) = ﬁ, (e?PE — 1)18 = 0 ol o, 3 sont des constantes, qu’on calculera.

Soient S une distribution, f € C*°(R) telles que fS = 0. On suppose que f a dans un
intervalle |a, b[ un seul zéro simple xg (f(zo) =0, f'(xg) # 0, f(z) # 0 pour = €|a,b[, z #
7g). Montrer que la restriction S|jq,p[ est de la forme ¢d,,, ot ¢ est une constante.

Montrer qu’on a P = C’EHEZ Ooxn, o C' est une constante.

Calculer la constante C.

Sur R? on note E la distribution (fonction localement intégrale) E = ﬁli\l’ f la fonction

caractéristique de la boule unité de R® (f(z) =1 si ||z|| < 1, 0 sinon), et F le produit de
convolution F' = E x f.

Calculer la distribution AF. Montrer que F' est une fonction continue.

Pour a,b € R soit X, la couronne a < {||z|| < b} de R3. Déterminer quelles sont les
distributions T sur X, harmoniques (AT = 0) et invariantes par rotation (”ne dépendant
que de ||z]]”).

Calculer F pour ||z|| > 1 (on pourra chercher un équivalent de F pour 2 — 00).

Montrer qu’il existe un nombre p tel que F — pulz||? soit harmonique pour [jz| < 1.
Montrer qu'on a F = pul|z||? + v pour ||z|| < 1, ot 7 est une constante. Calculer p et ~.

Mémes questions pour E xS ot S est la distribution (S, ¢) = meH:l ¢(x)do(z) (intégrals
de ¢ sur la sphere de rayon 1, pour la mesure d’intégration usuelle).
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CORRIGE

L.

w N =
N N N

o

I1.1)

Il S’agit de la formule de Poisson: Y f(n) =>_ f(27m). On l'applique en particulier a la
fonction f = e 27"

On a F(e*T) = T(€ — a), F(T(z — b)) = ™ T.
Les deux égalités sont évidentes. Une distribution périodique est toujours tempérée.
Evident avec v = 2,6 =1.

Si f s’annule en xg on a fdz, = 0. Inversement si f s’annule a l'ordre 1 en z( et pas
ailleurs, i.e. rf% est inversible, donc fT = 0 quivaut & (z — 29)T = 01ie. T = dd,, (c =
constante).

C = 1. Premiere preuve: on a F(P) = CP(5=) d'out F(CP(5%)) = O27TCP(

F(P) = 2rP, donc C2 = 1. En outre on a C > 0 car (P,e™2%") = (P,\/2re"2%") > 0

) =
>
Deuxiéme preuve: soit ¢ € S; alors f = > ¢(x + n) est périodique C*°: on a f =
ST fne? ™ avee f, = fol e~ 2™ f(p)dx = ¢(2mn). En particulier f(0) = > ¢(n) =
Sh=> 5(27m). Ceci implique C' = 1.

E est solution élémentaire de A et f a support compact. Donc AF = f.

f w(lry\ly) dy (¢ la fonction caractéristique de la boule unité) est continue d’aprés

le theoreme de Lebesgue.

T = H»EH + 0 avec «, 8 constantes. Si 0 € Xy (@ > 0,b < 0), T doit étre de classe C> &
Porigine donc 5 =0

. . . . _ -1 dy ~ -1
F est invariante par rotation; pour [z| — oo on a F(z) = - lyll<1 Tz—yll 3]l
(parceque le volume de la boule unité est %’T), donc F = 3@}“.
Dans la boule unité on a AF =1 = A”‘%” donc F — M est harmonique (u = 7), et

_ Hxll

comme elle est invariante par rotation elle est constante: F + . Pour ||z|| =0 on

obtient v = 747 [ = L2 = —1. (ce qui colle avec le résultat de 3) sur la spheére unité).

A L’extérieur de la boule le potentiel est le méme que si toute la masse (charge) était
placée au centre, et de méme pour la force (champ) qui en dérive (le gradient); ceci est
vrai pour tous les problemes ou il y a une symétrie de rotation.

Pour la charge sphérique: a l'intérieur le potentiel est constant. il vaut (et il doit se
do(y)
((ya—llzlD2+y3+v3)

et est

raccorder continument & l'autre coté : il vaut F(z) = f s

(Sl

continu d’apres le théoréme de Lebesgue).

Dans la théorie de la gravitation, c’est ce qui justifie, depuis Newton, qu’en premiere
approximation on assimile les planetes, qui sont approximativement sphériques, a des
points.
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MAITRISE DE MATHEMATIQUES - EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
Cours de M.BOUTET DE MONVEL
26 Janvier 2004, 14h -18h - amphi Astier =~ Aucun document n’est autorisé

Pour s € C on note f, la fonction sur R: fs(z) = «® si > 0, 0 sinon. Pour quelles
valeurs de s € C f; est elle localement intégrable?

On note alors T la distribution définie par fs. Montrer qu’on ‘g; = sTs_1 pour Res > 0.

Montrer que I'application s — Ty se prolonge en une fonction méromorphe sur C.

Déterminer les poles et les parties polaires de la fonction s — T,. (Si ¢ est une fonction

test, on pourra examiner l'intégrale fol 2°¢(s)dx en utilisant le développement de Taylor
a Pordre N de ¢).

Sur R™(n > 2) on note t = 1,2 = (z2,...,2,), J =07 — 35 07, (opérateur des ondes),
et F' la fonction

22— ||z)|2)* st 0<|z|= (a2 +-- +22)z <t
Rt = { I 8 0 <ol = o 2)

Pour quelles valeurs de s la fonction F; est-elle localement intégrable (i) dans R™ — {0}
(ii) au voisinage de 0 ?

On note alors Ey la distribution définie par Fy;. Montrer qu’il existe un polynome a(s),
qu’on déterminera, tel que OF, = a(s)Es_1 pour Res assez grand.

Montrer que ’application s +— FEs se prolonge en une application méromorphe sur C.
Quels sont les poles de cette application?

On suppose n = 3. Montrer que E_ 1 est une fonction localement intégrable. Montrer
qu’on a DE7% = C6 ou C est une constante.

Indication: on pourra déduire du probleme I que ’application qui a s associe la restriction
Eg|rn—o est holomorphe pour s # —1,—2,..., puis de 2) que DE_% = 0 en dehors de
lorigine. Utiliser aussi le fait que E_

quel degré?).

1oet DE7% sont des distributions homogenes (de

Calculer la constante C.

. Sur le plan R? on note P l'opérateur différentiel P = 8, + 2izd,. On pose ¢ = ¢(z,y) =

2% +iy. On note H C C le demi-plan ouvert Rez > 0, H le demi-plan fermé Re z > 0.

Pour s € C on définit ¢* = e*'°2¢ (log ¢ = log || +iarg ¢ avec |arg ¢| < T). Pour quelles
valeurs de s la fonction ¢° est-elle localement intégrable?

Montrer qu’on a P(¢) = 0. Soit f(z) une fonction continue sur H, holomorphe dans
le demi-plan ouvert H. Montrer qu'on a f(¢) = lim._ 40 f(¢ + €¢). Montrer qu’on a

P(f(¢)) =0

Soit f(z) une fonction holomorphe dans H; pour N entier > 0 on note fy une primitive

d’ordre N de f (fI(VN) = f). On dit que f(z) est modérée si pour tout R > 0 il existe
v,c > 0 tels que |f(2)] < ¢(Rez)™” pour |z] < R, Rez > 0. Montrer qu’alors, pour tout
R > 0, fn se prolonge continument au demi-disque Re z > 0, |z| < R pour N assez grand.
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4) Montrer que pour tout s (¢+¢€)® a une limite distribution pour € — +0. Plus généralement,
avec les notations de 3), montrer que si f est modérée, la fonction f(¢ + €) a une limite
Ty (au sens des distributions) pour € — +0. Montrer qu'on a P(T}) = 0.

5) Question subsidiaire: la réciproque est-elle vraie, i.e. une distribution T telle que P(T) =0
est- elle toujours de la forme T ol f est holomorphe modérée dans H?
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EDP - Janvier 2004 - Corrigé

I.1) 2% est intégrable pour Res > —1

2) on a 9,Ts = sTs_1 si Res > 0 ie. si Ts—1 est localement intégrable (pour Res > 1 il
s’agit d’une dérivée au sens usuel, continue). pour s = 0: on a 9,7y = § # 0. Cette équation
montre que s — Tg se prolonge en une fonction méromorphe, avec des poles simples pour
s=-1,—2,....

3)OnaT, = 1 70:Ts11. Pour s — —1 ca donne T ~ % i.e. le résidu est §. Par récurrence
se résidu en s = —k — 1 est S 1) 5*). (Autre preuve: (T, ¢ fo x*¢(x)dz+holo(s f >
1z°p(x)dx se prolonge holomorphlquement dans C. La formule de Taylor s’écrit qb Yo >

No® (0 )W + ¢na™ ot gy est C*. Donc Y,y k,‘f%éi)l)—k (fonction holo pour Res > —N),

done Ts =3 1 o n mé (k) 1 (fonction holo pour Res > —N).

I1.1) loi de 0, Fs est localement intégrable pour Res > —1, comme dans I. Il faut de toute fagon
Res > —1, et comme F est homogene de degré 2s, elle est intégrable prés de 0 si en plus
2s > —n, ce qui est vrai si n > 2.

2) Le calcul donne OF, = 2s(2s +n — 2)E_1, au moins pour Res > 2 (alors Ey est de classe
C?), en fait dés que les deux membres sont définis (Res — 1 > —1) parce que s +— FE, est
holomorphe pour Res > —1.

3) Ceci montre que s — F, a un prologement méromorphe, avec des poles au plus doubles

n

(simples si n est impair) pour s = —1,-2,... ous = -5, -5 —1,—% 2,...

4) Le pb. 1. montre que s — E;|gn_¢ est holomorphe pour s # —1, — . donc E_ | Rn_o €st
bien définie et, en dehors de I'origine, OE_1[rn—o = 2(— DeEE=H+ 3 - 2)E 3|rn—0 = 0.
Comme E_ est homogene de degré —1, DE 1 est homogene de degre —3 de bupport {0} donc

de la forme C4.
5) La transformée de Fourier en x de la solution élémentaire avancée de I’équation des ondes

est t‘gl‘ (cours). Donc pour t > 0 on a F,E_1 = C’Slrllgl‘g‘. Pour t = 1, = 0 cela donne
2z _ 1 _rdr _

C= f|\1:||<1 e 27Tf0 Vi-r2 7T-fO \/1 u =2m

L 1) |¢%| = efielslogd) — pReslog|gl-ImsArgé 5 mame ordre de grandeur que |¢|%¢*, parce

quon a [Im@| < % donc e~ 2lmsl < g=ImsArgd < 5lIms|,

¢ est semi-homogene de poids 2 pour z de poids 1, y de poids 2; donc ¢° est intégrable au
voisinage de 0 ssi 2s > —3 = —(poids de z+ poids de y).

2) P(f(¢)) = 0 est évident si f est de classe C* sur H. En particulier P(f(¢/€)) =0 si e > 0.
Comme f(¢+€) — f(¢) au sens des distributions (en fait uniformément sur tout compact) on
a P(f(6) = lim P(f(6+€)) = 0.

3) (c’est une question de cours) Si v > 1, resp. ¥ = 1,0 < v < 1,v = 0, une primitive de f
est majorée, pour |z| < R, par Cx~*1, resp. C|logz|, resp. est bornée, resp. continue. Par
récurrence on voit, si |f| < Cax™" pour z > 0,|z| < R, fn se prolonge continument au domaine
x> 0,]z] < R poue N assez grand (N > v+ 1). (noter que deux primitives d’ordre N different
par un polyndéme de degré < IN donc le choix d’une primitive est indifférent.

4) Alors f(¢-+€) aune limite distribution T' pour € — 0 (pour |z?+iy| < R c’est lim D} f;(¢+e€)
pour M assez grand). A la limite on a aussi P(T") = 0.

5) La réciproque indiquée est vraie (cours).
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MAITRISE DE MATHEMATIQUES - EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
Cours de M.BOUTET DE MONVEL
6 Septembre 2004, 14h -17h - salle 6, Cuvier =~ Aucun document n’est autorisé

On considere 'opérateur différentiel sur R: P = éd:r)2 + A (A € R donné).

Déterminer les solutions élémentaires de P (on rappelle qu'une solution élémentaire est
une distribution E telle que PE = J).

Déterminer une solution élémentaire E, de support la demi-droite positive R;. Y en
a-t-il plusieurs?

Déterminer les solutions élémentaires tempérées de P.

Sur R™ on considére I'opérateur différentiel QQ = ((0%1)2 + A1) ((32)? + )
Déterminer une solutions élémentaire de @ de support le “premier quadrant” {z; > 0}.

Déterminer une solution élémentaire tempérée de Q.

. Comment faut-il modifier ce qui précede si les \; sont des nombres complexes plutot que

réels?

Sur R? on note x = (1, 22, r3) la variable,

r= VAT A= (0) + (55 + (&)

. (Question de cours) Soit F' = f(r) une fonction de classe C? ne dépendant que de r. Mon-

trer qu’on a AF = (a(%)2 + b%)f(r) ou a, b sont des fonctions de r qu’on déterminera.

S pAT

. On pose fs » = r*e*". Pour quelles valeurs de s fs \ est-elle localement intégrable sur R3?

Lorsqu’il en est ainsi, pour quelles valeurs de A définit-elle une distribution tempérée?

. Montrer qu'on a Afs x = afs_2 x+bfs—1,1+cfsx olla,b, c sont des fonctions polynomiales

de s, \, qu’'on déterminera.

. On note F; ) la distribution définie par fs, pour Res assez grand. Montrer que la

fonction s — Fj 5, est holomorphe pour Re s assez grand, et se prolonge en une fonction
méromorphe ayant au plus des poles en des poinsts réels sx < 0. Quels sont les poles?
S’agit-il de poles simples?

. Montrer qu'on a (A — A2)F_; = ¢d, ol ¢ est une constante qu’on calculera.

26



Corrigé - Epreuve de Septembre 2004

L1.

II.1.

. fs.x est localement intégrable ssi r° l'est, i.e. pour Res > —3 (parce que e

Les distributions solution de Pf = 0 sont les fonctions f = ae®” 4+ be™*" avec s = /—\ si
A#£0,resp. f=ax+bsi A=0.

Elles sont toutes tempérées si s est imaginaire pur (A réel > 0), ou si A = 0; sinon aucune
ne Pest (cours).

une solution élémentaire est By =Y (2)25L resp. E, =Y (z)x si A =0 (saut de E nul,

saut de £/, = 1) (Y la fonction de Heaviside: Y (z) = 1 pour 2 > 0, 0 sinon). Les autres
s’obtiennent en ajoutant n’importe quelle solution de I’équation sans second membre.

E, est la seule nulle pour x < 0 parce une solution non nulle de ’équation sans second
membre ne s’annule pas dans R_ (ni dans aucun intervalle).

Si A > 0 les solutions élémentaires sont toutes tempérées, de la forme Y(x)% +
acosVAx + bsin vz (resp. Y (z)x +azx +bsi A = 0).

Si A < 0 I'unique solution élémentaire tempérée est E = — = (Y (z)e ™" 4+ Y (—x)e”

. Une solution élémentaire de ) portée par le ’'premier quadrant” (resp. tempérée) est

f=E;f(21)...Eqxa, (z) (vesp. f=Epx (x1)... B, (20)).

. Modifications: 3.1(i) et (ii) rien & changer; (iii) rien & changer non plus, #a condition de

remplacer dans la derniere formule s par la racine de —\ dont la partie reelle est positive.
Moyennant cela, il n’y a plus rien a changer dans 2. non plus.

OnaAf=(Z+22)2 f(icin=3n—1=2)

T

AT est locale-

ment borné). Alors fs » définit une distributions Fj 5 localement intégrable; I'application
s — Fsy est holomorphe pour Res > —3, i.e. pour toute fonction test ¢ € C§°
I'application s — [ ¢ fs x D'est - (c’est évident).

COnae™(Z =2 4+ A dou Afy=eM (L +A+21)(E + ) rs =

T

eM(s(s+n—2)r" "2 4 s(2h+n — 1)rst 4 N2

Ceci est vrai pour 7 # 0, mais aussi au sens des distributions si Re s > 2 de sorte que Fj x
est un fonction de classe C? (en fait c’est vrai pour Res > —n +2 = —1, i.e. des que les
trois termes qui figurent sont localement intgrables).

. Ceci s’écrit encore

1
Fohn=—"-——""
* (s+2)(s+3)
Cette formule est vraie au sens des distributions pour Res > —3. Elle montre que
s — Fg.p se prolonge de fagcon méromorphe pour Res > —4, avec au plus un pole simple
pour s = —3. Par récurrence, on voit que s — Fj 5 se prolonge a C avec au plus des pdles
simples pour s entier < —3.

(AFgion — (5 +2) 2N+ 4)Fer10 — M Fapan)

. La formule ci-dessus montre qu’on a (A — )\Q)F_w\ = 0 en dehors de l'origine. On a

(A= X)F_1)=>(0 — A?)4r*~1. Or dans cette somme tous les termes sauf le premier
sont des fonctions localement intégrables, et ils se compensent en dehors de l'origine.
Donc (puisque la solution élémentaire ” canonique” de A est —ﬁ)

1
(A= XN)F_ ;= A(;) = —470.
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M1 - EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES (Cours de M.BOUTET DE MONVEL)
30 mars 2005, 9h30-12h30, Amphi A2

On identifie R? et C : on note z = x + iy; en coordonnées polaires z = re'?.

On pose fo, = rée™? = rs=mym (m € 7).

1. Pour quelles valeurs de s et m la fonction f; ., est elle localement intégrable?

fs.m définit alors une distribution notée T .

2. Pour € > 0 on définit la distribution T ,,, e par (Ts m.e, @) = fr>€ fsm®-
(1) Montrer que pour s = —2,m # 0, T_g , ¢ & une limite pour ¢ — 0

(ii) En général, pour quelles valeurs de s et m T ,, . a-t-elle une limite pour ¢ — 07 (on
pourra utiliser le développement de Taylor de ¢ sous la forme ¢ ~ >~ a,,2PZ¢

On notera encore T ,, la distribution limite (lorsqu’elle existe).

o _1(0 1o} o _1/0 )
3. Onpose&_i(%—afy),$_§(%+267y).

Montrer qu’on a %Ts,m = C;st’,m/ resp. %Ts,m =" mTy m» en fonction des T/ e
(pour quelles valeurs de s, m cela marche-t-il?)
4. Montrer que I'application qui a s associe la distribution 7 ,,, se prolonge en une fonction
méromorphe de s, dont on précisera les poles, autant que possible.
On notera encore T ,, la distribution obtenue ainsi par prolongement
analytique (lorsqu’elle est définie).
5. (i) Montrer que T ,,, quand elle est définie, est une distribution homogene; de quel degré
?
(ii) Comment T} ., se transforme-t-elle par rotation?

Soit A = pet¥ £ 0 (p > 0) un nombre complexe; notons T'(\z) la transformée de T par la
similitude z +— Az. Montrer qu'on a T 1, (A2) = C5,m(A)Tsm O ¢5 m(A) est une constante
(i.e. indépendante de z) qu’on calculera.

6. Comment la transformée de Fourier F7T ., se transforme-t-elle par similitude? Montrer
qu'il existe une constante v, , telle que FTs,, = vsmT,,, o1t on calculera s’,m’ en
fonction de s,m.  (Pour quelles valeurs de s, m ceci marche-t-il?)

7. Montrer quon a FT_1 1 =al_1,_; et %T_L_l = bd ou a, b sont des constantes. Cal-

culer a et b. (T-1,—1 est la fonction localement intégrable 1.)

8. Question subsidiaire: calculer la constante vs ,, de la question 6.
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M1 - EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES (Cours de M.BOUTET DE MONVEL)
Probléeme du 30 mars 2005, 9h30-12h30, Corrigé

Remarque générale: Soit T" une distribution définie par une fonction f. Lorsque f est de classe

C! la dérivée de 8877; au sens des distributions colincide avec la dérivée au sens usuel aank' Si

f n’est pas C! en particulier si elle est discontinue, il faut faire plus attention. Par exemple si
f' est localement intégrable et f est primitive de gx’: - (f = Ik aank—&— fonction(xy,j # k)), 0’97];
est bien encore la dérivée de T au sens des distributions. Mais la dérivée de la fonction de
Heaviside (Y(z) =1six >0, 0si z < 0) est 6. Ici il faut faire attention & ce qui se passe &
l'origine, ou les fonctions fs ,,, ne sont pas toujours continues. En gros cela marche toujours ici
lorsque f et la dérivée considérée sont localement intégrables, mais il faut justifier.

1. On a |fs.m| = r®: c’est intégrable au voisinage de 0 ssi Res > —2.

2. I y a un probleme uniquement au voisinage de 0. Soit ¢ € C§°: ¢ = Zp+q<N Qpg2PZ9 +
(Z)N) avec apq = " 858;¢(0), ¢N = O(TN)

plq!
Calculons l'intégrale fs <re1 @Js,m en coordonnées polaires:
- le terme provenant de ¢ a une limite si Res + N 4+ 2 > 0 (intégrale absolument conver-
gente).
- Ona zPz? = rPHaeir=99 donc le terme d’indice p, g vaut f: pstptatlgy fo% eip—atm)o g,

- L’intégrale en 6 est nulle sauf si p — ¢ +m = 0; alors, si apy # 0, 'intégrale en 7 a une
limite ssi Res +p+ ¢+ 2 > 0. Les termes non nuls (p — ¢ = —m) ont tous une limite
pour € — 0 (et pour toute ¢) si et seulement Res > —|m| — 2 (la borne inférieure de
Res + p + q + 2 pour p, g entiers positifs, p — ¢ = m est Res + |m| + 2).

En particulier si s = —2,m # 0 il y a toujours une limite.
3,4. En dehors de 0, on a

0 s+m 0 s+m 5 9
R frd _ _ R = — _ A frd —
82’ fs,m 2 fs 1,m—1, azfs,m 2 fs 1,m+1, fs,m (8 m )fs,m

s+m _s—m

on le voit en écrivant f;,, =272

0 1 o .0 0 1 7] 0 0 0

% "2t gy 'ae) 8 2wy tigg) AT1%:5:

ou, en coordonnées polaires

La méme relation vaut pour les distributions T ,,, de facon évitente quand il s’agit de
fonctions C! (resp. C? pour A), autrement dit si Res > 1 resp. 2; en fait dés que les
dérivées premieres resp. et secondes sont localement intégrables et qu’on peut intégrer
par parties, i.e. Res > —1 resp. 0; en fait (cf. ci-dessous) tant que T ,,, est bien définie
par prolongement analytique.

5. Cette relation montre que s — Ty ,,, se prolonge de fagon méromorphe au plan complexe
tout entier, avec seulement des poles simples pour s = —|m| — 2, —|m| — 4, ...

On le voit aussi sur le découpage d’intégrale ci-dessus: s — fr>1 fs,m® est holomorphe
dans tout le plan complexe (I'intégrand dépend de fagon holomorphe de s). Pour Res
grand on a

1
(bfs,m :/ ¢)Nfs,m+
/e<r<1 e<r<1 Z p+qg+s+2

p+q>N,p—g+m=0

L’intégrale en ¢ est holomorphe au moins pour Res + N + 2 > 0, celle d’indice p,q a
juste un pole simple pour s = —(p + g + 2) = —2 — |m| — 2k (avec k = inf(p, q)).
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. On a Ty m(A2) = p*e™¥ T, ,,(2): c'est évident si Res > —2, donc encore chaque fois que
T, m est bien défini par prolongement analytique. En particulier 75 ,, est homogene de
degré s et apres rotation d’angle 1 elle est multipliée par e™%?

. Par transformation de Fourier ceci donne FTj ,,(A\) = p~ 2~ %™ FT ,,,(¢). Pour Re—s—
2 > —2 ie. Res < 0, en particulier —2 < Res < 0, ceci implique que FT ,,,(¢) est une
fonction localement intégrable, proportionnelle a T_¢_5 ,,, et de méme chaque foi que
Tsm et T_s_o , sont toutes deux bien définies ,par prolongement analytique.

. En particulier, avec E =T_1 _1 = %, FE est proportionnelle & E. On a Log|z| = %Logzi,
A =422 donc (cours) ALog|z| = 2-Z 2 Log|z| =221 =276, d’'ont

9z 9z 0z 0z 0z z

0 1 , . . .

§(7) =md (b=m), et 5(5 +in)FE =mx, ie FE=—-2irE (a = —2in)
zZ 2

. Cas m = 0: pour —2 < Res < 0, fso = r° est localement intégrable ainsi que sa

transformée de Fourier yr~°~2. On teste contre la fonction gaussienne ¢ = e=2"" dont la
transformée de Fourier est F¢ = 2n¢:

(Fo,r?) = (27T)2/ e—2r2pSrdr = (2#)22§F(§+1) = (p,yr 572 = 7(277)2%72[‘(_2)
0
T+ %)
d'ott s =2m 25— 22
I'(=3)

Cette relation reste vraie (pour m = 0 chaque fois que les deux distributions T o, T_s_2,0
sont bien définies par prolongement analytique, i.e. si s n’est pas entier pair. Remarquer
que si s = 2k est entier pair positif, Ty o est le polynome (22 + y?)* et FT; o est donc la
distribution (—0¢ + 9,))*(278) (2m§ = F(1))

Le cas général (par exemple m > 0) s’obtient en testant contre la fonction z¢ (quelle
est sa transformée de Fourier?), ou en utilisant les formules de la question 3. On trouve

(1 + k)

I(%52)

Ys,m = 2T j—mostl
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MAITRISE DE MATHEMATIQUES - EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
Cours de M.BOUTET DE MONVEL
7 juin 2005 - Durée 4 heures - Aucun document n’est autorisé

. Sur R on considere 'opérateur différentiel P = % —1.
. Trouver la solution élémentaire de P de support [0, oo]

. Trouver toutes les solutions élémentaires tempérées de P.

. On note ¢,z les coordonnées sur R?, u la fonction u(t,x) = (t + ix?), et L Popérateur
différentiel L = 0, — 2ixd; (on a L(u) = 0)).

. Soit f = f(z) une fonction holomorphe dans le demi-plan complexe Imz > 0, continue
dans le demi-plan fermé Imz > 0. On note T la distribution (fonction continue) f(¢ +
iz?)). Montrer qu'on a L(T}) = 0 (on pourra examiner d’abord la distribution f(u + ic)
pour € > 0).

. Soit f = f(z) une fonction holomorphe dans le demi-plan complexe Imz > 0. On suppose
qu’il existe un nombre N et pour tout R > 0 une constante cg tels que |f| < cg (Imz)~N
pour |z| < R, Imz > 0.

Montrer que la distribution f( + ix? + i€) a une limite pour ¢ — +0. On pourra utiliser
(montrer) le fait qu'une primitive d’ordre assez élevé de f se prolonge contintiment au
demi-plan fermé, et qu'on a 0y (f(t + iz? + ic)) = g—’;(t +ix? + ie).
On note encore cette limite Ty. Montrer qu’on a L(Ty) = 0.

. (i) Montrer que la fonction % est localement intégrable. On note E la distribution qu’elle

ro s ) _ 1

définit. Montrer qu'on a E =T} avec f(z) = 7.

(ii) Calculer la transformées de Fourier partielle 7, E

(iii) Calculer le transformée de Fourier FE.

(iv) Montrer que la distribution d’une variable E,.(t) = E(t,z) (z # 0) a une limite quand
x — 0. On note cette limite Ey = (¢ +i0)~ L.

Sur R? on note les variables t = z1,2 = (z2,73). On note F la fonction telle que
1

F(t,z) = (t* — ||z]|*)"2 si ||z]| < ¢, 0 sinon.
. Montrer que F est localement intégrable (on pourra calculer [,_, F). On note E la
distribution définie par F'.
. Quel est le support de E?7 Quel est son support singulier?
Montrer que E est une distribution homogene. De quel degré? RN
. Soit O l'opérateur des ondes: 0 =97 — A, (A, =92 +02)).
(i) Montrer qu’on a O0F = 0 en dehors du céne {||z| = t}.

(ii) On admettra (provisoirement) qu’on a OF = 0 en dehors de l'origine. Montrer qu’on
a OF = (9 ou C est une constante.

(iii) Calculer C.

. Question subsidiaire: indiquer pourquoi on a aussi JE = 0 en dehors de lorigine (i.e.
pour ||z]| =t # 0).
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I1.1

II1.1

. Si f est comme indiquée et N > 1, une primitive de f est (localement) O(y

. (i) la fonction X est localement intégrable: par exemple on a || <

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES - EXAMEN DU 7 JUIN 2005 - CORRIGE

Les solutions de Pf = f*) — f = 0 sont combinaisons linéaires de e**, e**. La solution
élémentaire de support Ry est E, = 1H(xz)(shx — sinx) (3(shx — sinx) est la seule
combinaison telle que f(0) = f/(0) = f”(0) =0, f/(0) = 1).

.E=E,—je*— fe " = i(z’e”‘”‘ — e~ I#1) est bornée, donc c’est une solution élémentaire

44 . .
tempérée. Les autres sont F +ae'® +be™** (ae®+be~* n’est pas tempérée si (a, b) # (0,0),

car e*? croit trop vite pour +x — o0).

Si f est C' sur le demi-plan fermé, Ty = f(u) est C* et on a LTy = f'(u)L(u) = 0
(car L est une dérivation et L(u) = 0). Si f est continue sur le demi-plan fermé on a
Ty = lime_ 1o f(u + i€) sens des distributions (en fait uniformément sur tout compact);
or f(u+ie) est C* donc L(Ty) = lim L(f(u + ie) = 0.

—N-1) o
N > 1; si N = 1 elle est (localement) O(|Logy|); alors, ou si N < 1, la primitive est
(localement) bornée et la suivante continue (localement lipschitzienne) sur le demi-plan
fermé. Ainsi les primitives d’ordre > N + 2 de f sont continues.

Si g est continue dans le demi-plan fermé et f = 9%g on a f(u + ie) = Fg(u + ic). Alors
f(t+iz?+ie) = OF g(t+ix? +ic) tend vers la distribution limite Ty = 97T, et a la limite
ona L(Ty) =lm L(f(u+ie)) =0.

It\+ > donc

f‘t|<1| |dtdz < 2ﬁt|<1dtf ‘Mz 2flﬂ<17r|t\ 2dt (= 8m) < 00
(ii) On a f;° ir(ttia®vie) — 9p F=1(e=2*) = j(t + iz + i)~ !
donc Fy(L) = 2ZXH(1)e —a’ (cf. solution élémentaire de 9, + x2).
(iii) F(L) = FoFe(£) = 2 H(r fe i~ (cf. équation de la chaleur).

(iv) La limite est la distribution (¢ 4+ i0)~! = v.p. 1 — imé (cours, ou question 2).

On a, posant z = ty:

_ (T t2d’y Py _ 2
i F =[5 dtf‘y|<1 T fo tdtfmq m 7T? < co. Donc F

est localement intégrable.

. Le support de E est le cone d’onde d’avenir {(t,z) | ||z|| < ¢t} (t > 0). Le support

singulier est le bord de ce cone, ou F est discontinue (||z|| = t). Comme F', est localement
intégrable, homogene de degré —1, E est homogene de degré —1.

. (i) On a OF = 0 donc OF = 0 hors du support singulier, de méme que A(2) = 0 en

dehors de 'origine.

(ii) Si OF est nul en dehors de l'origine, elle est porté par 0, donc de la forme 3 Cf6(®)
Comme c’est une distribution homogene de degré —3 elle est de la forme C'§ (on rappelle
que 6(®) est homogene de degré —3 — |al).

(iii) Pour calculer C on peut par exemple tester contre la fonction e ™%, qui est & décroissance

rapide sur le support de E: on a (OE,e™t) = C = (E,e™!). Posant encore x = ty on
obtient

C /Oo te*tdt/ @y 2 /1 rar 2
= — =27 — =27
0 ly<1) /1 = [lylI? 0o V1—r?
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4. On peut montrer que [JE est nulle en dehors de 0 en calculant la transformée de Fourier

partielle en z (elle vaut 2% sint||£]|), ou en observant que dans le calcul des dérivées de

lEll
distribution partie finie (au sens de Hadamard) il n’y a de probléme que si les exposants

sont entiers négatifs; ici le long du cone ||z|| = ¢t # 0 Dexposant est 3 donc Opf.F =
pf.00F = 0 en dehors de lorigine (ceci ne marche plus a l'origine qui est un point singulier
du cone).
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MAITRISE DE MATHEMATIQUES - EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
Cours de M.BOUTET DE MONVEL
6 septembre 2005, 14h—18h - Aucun document n’est autorisé

On considere sur R l'opérateur différentiel P = ()3 — ()24 L 1 (f s Pf =
F— T ). v * *

. Quelles sont les solutions de I’équation Pf = 07 Quelles sont les solutions tempérées?

. Montrer que P a une unique solution élémentaire E de support Ry ({z > 0}); calculer

E.

. Trouver toutes les solutions élémentaires tempérées de P.

Soit A € C un nombre complexe. On considere la distribution sur R Ey = e’

. On note P, 'opérateur différentiel P, = d% +ax (f — '+ axf). Pour quelle valeur de

a a-t-on P, E) =07

. Pour quelles valeurs de \ F est-elle tempérée?

. Quelle est alors I'équation différentielle satisfaite par la transformée de Fourier E‘A? Mon-

trer que, pour A # 0 il existe une constante c telle que E\ = cFE)/, ou on calculera
N

. Calculer la constante ¢ en fonction de A\. Que se passe-t-il pour A = 07

On rappelle qu'une fonction f définie sur R — {0} est homogene de degré s (s € C)
si f(Ax) = A*f(x) pour A > 0. Une distribution 7" sur R est homogene de degré s si
T(Ax) = AT pour A > 0 (rappeler ce que cela signifie).

On note Ej resp. D l'ensemble des fonctions (resp. distributions) homogenes de degré s
sur R — {0} (resp. R).

Montrer que toute f € Ey est de classe C*°. Pour quelles valeurs de s une fonction f € F;
est-elle intégrable au voisinage de {0}?

. Montrer que si F' € FE; (resp. D) on a %F € Es_1 (resp. Dys_1) et xF € E 1 (resp.

Ds11). Montrer qu’on a F' € E; (resp. Dy) si et seulement si x%F = sF.

. Si T € Dy, sa restriction & R — {0} est homogene de degré s. On note N; le noyau de

lopérateur de restriction ps : Dy — E4. Pour quelles valeurs de s a-t-on N, #£ 07

. Montrer que si s n’est pas entier < 0 la restriction p,s est une bijection Dy — E; (on

pourra examiner d’abord le cas Res > —1, puis procéder par récurrence sur s en utilisant
2.). Que se passe-t-il pour s = —1,—2,...7 Quelle est le dimension des espaces vectoriels
E,, D7
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EDP - Corrigé de I’examen du 6 septembre 2005

I1

II.1.

III.1.

. Pour |[ambda réel on a c = [ Ey =

Les racines du polynéme T3 — T? + T — 1 sont 1,+i donc les solutions distribution
de I’équation (1) Pf = 0 sont les combinaisons linéaires de €%, e®,e~**. Les solutions
tempérées sont les combinaisons de ', e~*® (de la forme a cos z+bsin z): e**® est bornée,
donc tempérée, e® ne l'est pas (cours).

. La solution élémentaire (PE = §) de support Ry est E = H(z)f (H la fonction de

Heaviside), ou f est la solution de (1) telle que f(0) = f/(0) = 0,f”(0) = 1: f =
$(e” — cosz —sinx).

. E — Le® est une solution élémentaire, et c¢’est une fonction bornée, donc tempérée. Les

2
autres solutions élémentaires tempérées s’obtiennent en ajoutant n’importe quelle solution
tempérée a cosx + bsin x.

E\ est une fonction C*°. On a Ef = —2)@6*)‘””2, donc P,E\, = 0 si a = 2. Toute
solution de cette équation est proportionnelle & E) (cours).

. E est tempérée ssi ReA > 0 (cours) - on rappelle la preuve: posons A = «a + i3 avec «, 3

’ s . 7 7 2 . 7 A~ re 7 .
reels:2 chaque derlzyee de e*B7” est majorée par un polynome, donc E) est tempezree ssi
e~ Test (TP S C 8); et e7*" est tempérée ssi a > 0 (pour —a > 0,e" croit

trop vite a l'infini pour étre tempéré, comme e* (cours)).

. On a F(P,E))(&) = (i€ + 2aid%)E,\(§). Si A # 0 cela donne P,Ey = 0 avec b = 35 donc
1

E) = cEy avec c constante, N = ;5.

27”, cette relation est encore vraie pour Re\ > 0 et a

la limite pour A # 0 imaginaire pur, & condition de prendre la racine d’argument compris
entre —Jet 7.

Pour)\:OonaEO:IetEO:QmS.

Par définition (T'(\z),u) = %(T, u())

. De part et d’autre de 0 f est proportionnelle a |z|* donc C*: f = c x5 4+ c_x?; E;

est de dimension 2. f € F; est intégrable au voisinage de 0 ssi Res > —1 (ou si {=0).
(Remarque si T est une distribution homogene de degré s sur R — 0, |z|~*T est bien
définie et homogene de degré 0, donc constante de chaque c6té de 0 - de méme qu’une
distribution invariante par translations est constante).

d

. Si f est une distribution sur R — 0 on a (24 — s)f = [o[*T L{z|~*f = 0 ssi |z|7°f est

(localement) constante. Pour les distributions au voisinage de 0 il faut dire autrement:
pour toute fonction dérivable, donc a la limite pour toute distribution, on a )\%[T()\x)] =
(2L T](Az), donc si (x4 — s)T =0, on a (A% — s)[T'(Az)] = 0: alors T'(Az) est propor-
tionnel & A*, donc égal & A\*T'(z) (N.B. A — T'(Az) est une fonction de A € R a valeurs
dans l'espace des distributions).

. SiT € Ny, son support est {0} donc T = 3" 6" (cours). Alors T(\z) = 3. A" "*ap ™),

de sorte que T' est homogene de degré s ssi s est entier < 0 et la somme contient un seul
terme avec k = —s — 1.

. Pour Res > —1 on a Ny = 0; toute fonction f € E, est localement intégrable et se prolonge

de fagon unique en une distribution homogene donc ps est bijectif. On a x% = § sur

D, et E;, de sorte que x resp. % est une bijection Es — Fq 11 et Dy — Dgyq (resp.

Es — Es_q et Dy — Dg_1), sauf pour s = —1 (resp. s = 0). Par récurrence il ’ensuit que
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ps est bijectif, sauf pour s = —1,—2,.... On a vu que F; est de dimension 2, donc aussi
D, sis# —1,—2,.... En fait c’est encore vrai dans le cas exceptionnel (s entier < 0): on
a FDs = D_4_1; pour s non entier > 0 Dy a pour base les deux distributions (x £ i0)*.
Pour s entier < 0 2° est bien restriction d’une distribution homogene, pas (sgnz)z|®.
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M1 - EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
Cours de M.BOUTET DE MONVEL
14 mars 2006 - Durée 2 heures - Aucun document n’est autorisé

Le partiel n’a pas eu lieu pour cause CNE

I.

I1.1

II1.

Soit P(z) = . 4/<m Gaz® un polynome de degré N sur R"2. Montrer que P est une

distribution tempérée. Quelle est la transformée de Fourier pP?

Sur R on considere 'opérateur différentiel P; = %. Trouver une distribution E; de
support R, telle que P; E1 = 0 (solution élémentaire avancée de P;)? FE; est-elle unique?

. Sur R?, trouver une (la?) solution élémentaire Fy (PoEy = ) de l'opérateur P =

(02, + 1)(0z, + 1) portée par le premier quadrant (x1,z2 > 0).

Y a-t-il une généralisation a R™?

S

Pour s € C on note f5 la fonction sur Ry telle que f(z) = x®.

. Pour quelles valeurs de s f; est-elle intégrable au voisinage de 0 (resp. de Uinfini)?

. On dit qu’une distribution (ou une fonction) sur R, est prolongeable si ¢’est la restriction

d’une distribution sur R tout entier. Pour quelles valeurs de s fs est-elle prolongeable?
Le prolongement est-il une distribution tempérée?

. La fonction exp f1 (= €* pour > 0) est prolongeable parce que localement intégrable.

Le prolongement est-il tempéré?

La fonction exp f_; (= e/ sur R,) est-elle prolongeable en distribution?

2

Qn

on rappelle: & = (ai,...an) € N® est un multi-indice, 2% = 21 ... 23" etc.
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M1 - EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
Cours de M.BOUTET DE MONVEL
12 juin 2006, 14h—18h - Aucun document n’est autorisé

I. On considere sur R Popérateur différentiel P = ()3 —2(4)2 4 4 9
(fPf=f"=2f"+f =2f).

1. Quelles sont les distributions solution de I’équation Pf = 07 Quelles sont les solutions
tempérées?

2. Montrer que P a une unique solution élémentaire E de support R ({x > 0}); calculer
E,.

3. Trouver toutes les solutions élémentaires tempérées de P.

1— 2\s : — /2 2 1
II. Sur R? on note f* la fonction f*(z,y) = {(() ™) S? " Ty <
sinon.

1. Pour quelles valeurs de s f* est-elle intégrable? On notera f, la distribution qu’elle définit.

2. Soit l'opérateur différentiel L = z0, + yd,. Montrer qu’on a, pour Res assez grand,
Lfs = c(x,y,s)fs—1 ou c(z,y,s) est une fonction polynomiale en s qu’on calculera.

3. Montrer que 'application s — fs (qui est bien définie pour Res grand) se prolonge en
une application méromorphe a valeurs distributions. Quels sont ses poles? Montrer que
ce sont des poles simples.

4. Calculer la transformée de Fourier ¢(&, ) de f_% : on pourra observer qu’elle est invariante
par rotation, et calculer (¢, 0).

2 22 2V i S22 L2 <t
IL.bis Sur R? on note Fy la fonction Fy(z,y) = {( oY) st Vet <

0 sinon.

1. Pour quelles valeurs de s Fy est-elle intégrable? Quel est son support? son support
singulier?

2. Calculer la transformée de Fourier partielle (en x,y) ¢(t,&,n) de F_

1.

2

3. On pose O = 87 — 07 — 9;. Montrer qu'on a [JF_
calculera.

1= Cd ou C est une constante qu’on

Corrigé de I’épreuve du 12 juin 2006

I.1. Les solutions distribution sont des fonctions; ce sont les combinaisons linéaires de €27, e'®, e ~*®
(2, &4 sont racines de 7% — 272 + T — 2 = 0). Les solutions tempérées sont combinaisons

de sinz, cosz (e** n’est pas tempéré).
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II.1.

IIbis.1.

2,3.

. La solution avancée est £ =

%};(x)(eQ —cosz — 2sinx) (la parenthese est la solution

1) (unicité: c’est linverse de Pé dans l'algebre de

telle que f(0) = f/(0) = 0, f7(0

convolution D', ).

. La solution "retardée” E_ = —1V(—z)(e?** — cosx — 2sinx) est tempérée. Les autres

solutions élémentaires tempérées sont: £_ + acosx + bsinx

Il n’y a de probleme que pour r = 1. f*® est intégrable si Res > —1 (s € C): en
coordonnées polaires 'intégrale est 27 fol(l —r2)srdr = 7 fol u*du = 77 , absolument
convergente ssi Res > —1 (on a posé u =1 —r?).

. On a Lr? = 2r?, donc Lf° = —2sr?f,_; au sens des fonctions, et aussi au sens des

distributions si les dérivées de f° sont intégrables, i.e. si Res > 0.

. I n’y a de probléeme qu’au voisinage de » = 1. En dehors de origine, la relation de 2)

s’écrit f; = —m Lfsy1 et montre, par récurrence que 'application s — f*, qui est
bien définie et holomorphe pour Rers > —1, se prolonge en une fonction méromorphe a

valeurs distributions, avec des poles simples, pour s = —1, -2, ...

(variante: la relation s’écrit aussi 2sfs_1 = (2s — L) fs, valable dans tout R?).

. Comme f_; /5 est invariante par rotation, sa transformée de Fourier I'est aussi. Elle vaut

donc, avec p = /&2 + %, a = V1 — 2%

e(&n) = ¢(p,0) =/ flfdfz / /_Z \/deﬂ

adu

La deuxiéme intégrale vaut (en posant y = au) fil T = fil \/% =7

sin p
P

et
dou o= .—‘_

En dehors de 'origine F est localement intégrable pour Res > —1, comme dans II. Elle
est alors homogeéne de degré 2s donc aussi intégrable au voisinage de 0 (la limite pour
I'intégrabilité serait Res = —3).

La transformée de Fourier partielle se déduit par homothétie de rapport t de celle de 11.4
g =27 Y(t)% (elle ). On reconnait la solution élémentaire avancée de l'opérateur
des ondes : OOF_1 = 279.

2
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MAITRISE DE MATHEMATIQUES - EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

IT.1.

. Montrer qu'on a P =c¢)_

Cours de M. BOUTET DE MONVEL
26 mars 2007, 13h30-16h30, salle Cuvier 6

Duré 3h - Aucun document n’est autorisé

On note X = (z,y) la variable de R?, et on identifie C et R*: 2 = z + iy.
On pose 0, = % = %(836 —10y), 0z = % = %(&E +1i0,)

(en coordonnées polaires: 0, = %e_w(& — %89), 0; = %ew(@r + :{89) ).

. Pour quelles valeurs de k € Z la fonction z* est-elle localement intégrable?

. Calculer la distribution 9;F_y = 1.

Pour k € Z entier, ¢ > 0, on note Fy, la fonction Fj,. = 2* si |2] > ¢ 0
si |z| < e. Montrer que pour tout k Fi. a une limite (distribution) pour
e — +0. On note Fj, cette distribution limite (la question se pose surtout
pour k < 0; on note parfois F}, = pf 2*).

Pour A € C, A # 0 on note H, I'application linéaire (similitude) z +— Az sur
R? = C. Quel est le déterminant de H,? Rappeler la définition de T'(H,X)
si T une distribution sur R? (X = (z,y)). Comparer F},(H\X) et Fy.

. Pour p, q entiers > 0 on pose d,, = 0?02 (0 désigne la masse de Dirac a

l'origine). Montrer que d,, est homogene; de quel degré? Comparer 6, , et
Op.q(HAX).

Question subsidiaire: montrer qu’il existe des constantes ay, by, qu’on cal-
culera, telles que 8, F), = aFj,_1, et, pour k < 0, 0;F, = byod" Vs

Soient T" une distribution tempérée sur R, T sa transformée de Fourier. Cal-
culer les transformées de Fourier de la distribution €T et de la translatée
71T = T(x — b) en fonction de T.

. Soit la distribution P = >4, (d, désigne la masse de Dirac placée au point

REZ: (PO) = 5en6))
Montrer que P est tempérée. Montrer qu'on a P(z+1) = P, (e*™ —1)P = 0.

Soit S une distribution telle que S telles que S(z+1) =T, (e*™* — 1)T = 0:
comparer S et P (on pourra observer que pour tout n, (z —n)S est nulle au
voisinage de n)

Trouver les constantes «, 3, telles que ﬁ(f +a)= ﬁ, (e?P8 — 1)1B =0.
O27n, OU € est une constante.

neZ

Question subsidiaire: calculer la constante c.
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Corrigé - épreuve du 26 mars 2007

[.1 |z|* est localement intégrable (au voisinage de 0) ssi Res > —2, donc z* 'est
ssi k > —1 (k entier > —2).

2. Par définition < 0;1 S0 >= — < %,(%gb >. En coordonnées polaires c¢a
fait —lim [ 15 (3 19(8 + L0p)¢)rdrdf. Les facteurs re? se simplifient, et
comme l'intégrale fo 9 d6 est nulle, il reste — fo Lodr = 7¢(0).

Autrement dit 82F,1 = 0.

variante: F_; = z~! est localement intégrable, homogene de degré —1, donc
0:F_1 est homogene de degré —2; comme elle est nulle en dehors de 0, on a
0sF_ 1 = ¢d. En testant contre e = e %% on trouve:

2 _ 1
c =< aZF—lae_T >=—< F—17856ZZ >= - /(_)<_Zezz) =@

z

3. La question se pose pour k < —2, et au voisinage de 0. (sinon z* est
localement intégrable et évidemment limite des Fj ).

Si u est une fonction test on aa u =3 . _nup2P2? +ry(X) avec uy, =
L oP02u(0), 1y = O(|z|™). Alors pour € < 1 on a

< Fre,u>= g up/ ZPhza / zkrN—i-/ 2Fu
|z]<1 e<|z|<1 |z|>1

p+q<N <
La derniere intégrale de dépend pas de €, 'avant derniere a une limite si
k+ N > —1. Celle indexée par p,q a aussi une limite si k +p+¢q > —1,
et elle est identiquement nulle si k 4+ p # ¢ foﬁ e™Pdh = 0 si m # 0); donc
tous les termes non nuls ont une limite (p + k = ¢ avec p,q > 0 implique
évidemment p + g + k = 2¢ > 0).

4. On a detHy = [A[*. Par définition, < T(H)\X), ¢ >= m < T, ¢(H; ' X) >.

On a Fi.(H\X) = )\kav‘f;l ), donc & la limite F,(H\X) = A\*F}; en partic-
uler Fy, est homogene de degré k& (™) parce que |\z| > € < |2| > |/\‘)

plg!

5. Siu est une fonction test on au(H X) =3 . v Uy  APAI2P 21+ O (r) (avec
Upg = —50P0%u(0), comme ci-dessus), d’olt 8,y (HyX) = A P7IA79715,,.

e
6. Question subsidiaire. Les distributions T}, = 0, F}, — kFj_1 et S, = 05 F}, sont
nulles en dehors de 0, homogenes de degré k — 1, donc combinaison des dy,,
avec —(p+q+2)=k— 1.
En outre on a Tj,(H)\X) = AT}, Sp(HA\X) = A*A71S,: 1a seule possibilité
est Ty = 0,k = cOpr10- (1T = apybpgona T(HAX) = S AP IN 1" 1a,,0,,,
or les "monomes A™\" sont linéairement indépendants).

Par récurrence on obtient £, = 71)2), O IF et O.F , = =

(9” 15,
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IT.1.

Les transformées de Fourier sont respectivement 7'(& — a) et e~®¢7.

. P est tempérée, comme toute distribution périodique. (€™ — 1)P = 0

parceque (e*™® — 1) s’annule aux points entiers.
(™ — 1) est non nulle hors de Z donc suppS C Z. Au voisinage de n,
627\'1'3:_1

—— est inversible, donc (z — n)S est nul et S est de la forme c,d,. Au
total S = > ¢,0,. Si S(z+ 1) =S les ¢, sonc tous égaux et S = cP.

2™ P = P implique P(¢ —27) = P (a multiple entier de 27), P(z+1) = P
implique ¢“P = P (8 € Z).

. D’apres 3) ceci implique P = ¢}, d2xn (proportionnel a P(&/2m)).

On ac=2m

(premiere preuve: si ¢ est périodique de période 27 on a fo% e p(x)dr =
27¢(0); ceci se traduit par 2m Y dgrp = D €77 = P,

autre preuve: on a FP = yP(5-) avec 7 = 5=; comme P est paire, on
F?P =2rP = 27y*P donc v = £1; or 7 est > 0, comme on voit en testant
contre e~*2, dont la transformée de Fourier est > 0).

~

Cette formule implique qu'on a ) f(n) = 27> f(2mn), pour f € S(R)
(" formule de Poisson”). La formule initialement énoncée par Poisson s’obtient

2
PR . ) a2
en spécialisant au cas ou f est une Gaussienne (f = e 7).
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MAITRISE DE MATHEMATIQUES - EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

I1.1

I1I1.

. Montrer que la fonction u~

Cours de M. BOUTET DE MONVEL
18 mai 2007, 14h-17h, salle Cuvier 6 Duré 3h - Aucun document n’est autorisé

On considere sur R Popérateur différentiel P = ()3 — (£)2 4+ 44 4

(f=Pf=[f"=f"+4f —4f).

. Quelles sont les distributions solution de I’équation Pf = 07 Quelles sont

les solutions tempérées?

Montrer que P a une unique solution élémentaire F, de support R, (z > 0);
calculer E,.

. Trouver toutes les solutions élémentaires tempérées de P.

On note x = (z1,...,%,) € R",t = x,,; les variables sur R"™!. Pour s € C

|2
on pose Fy(x,t) = te T sit> 0, 0 sit<O0.
Montrer que Fj est localement intégrable pour Re s assez grand: pour Re s >
Sp, ou on déterminera sy le mieux possible.

Pour Re s > sy on note 7T} la distribution (localement intégrable) définie par
F,. Quel est le support singulier de 757

On note C' = £ — A l'opérateur de la chaleur (A = Y77 2. Calculer C(F,)

9.2
1 8mj

en dehors de lorigine (t = 0,2 = 0).

. Calculer C(T_»).

Montrer que pour Res > so+ 1 on a C(Ts) = c(s)Ts—1 ou c¢(s) est une
constante qu’on calculera (on pourra d’abord examiner le cas ou Res est
assez grand).

Question subsidiaire. Montrer que ’application s — T} se prolonge de facon
méromorphe au plan complexe tout entier. Quels sont les poles?

On note (z,y) les coordonnées sur R?, u(z,y) = = + iy?

L est localement intégrable. Plus généralement

montrer qu’il existe «y (qu'on déterminera le mieux possible) tel que la
fonction u® soit localement intégrable pour o € C, Rear > «g. (on rappelle
que si ImZ > 0 on pose Z* = exp a(Log |Z| +iArgZ) avec 0 < Arg Z < 7)

u® définit alors une distribution u,: quel est son support; quel est son sup-
port singulier?

. Pour € > 0 on note u, = (x + iy? + i€)®. Montrer que u, ., tend vers u,

pour € — +0. Montrer qu’il existe une fonction ¢, qu’on déterminera, telle
que l'oprateur P = 0, + ¢0, annule toutes les distributions u,
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4. Question subsidiaire. Montrer que pour tout s € C la fonction v, a une
limite distribution pour € — 40. On note encore cette limite u,: montrer
qu’on a encore Pu, = 0.
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MAITRISE DE MATHEMATIQUES - EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
Corrigé (épreuve du 18 mai 2007

[.1. P = (D?+4)(D — 1): les solutions sont combinaisons linéaires de e?, e*%%

les solutions tempérées sont combinaisons de cos 2z, sin 2.
2. La solution élémentaire avancée est Fy = Y (x)(ae” +bcos 22+ ¢sin 2x) avec

1 1
a+b=a+2c=0,a—4b=1, ie.a=—-b=

3. Solutions élémentaires tempérées: E, — %ez + b cosx + ¢ sinwx.

I1.1. On remarque que Fy est "homogene” de poids 2s si on attribue a t le poids 2
et x le poids 1: (poids total de dx;...dt: n+1). Fs est localement intégrable
si Res > —”T*Q.

2. Ty est nulle pour ¢ < 0; pour t > 0z # 0 c¢’est une fonction C'* dont toutes

les dérivées — 0 pour ¢ — +0 (comme t~~e~1). Donc suppsingC {0} en
fait = car pour x = 0 ¢a vaut Y (¢)t* qui n’est pas C'™.

3. On trouve C(Fy) = (s + 5) Fo_1
4. (47)"2T_xn est la solution élémentaire de C' (cours), donc C(T_x) = (47)26.
2 2

5. Le résultat de 2. est vrai si Res est assez grand pour que Fj et ses dérivées
d’ordre < 2 soient des fonctions continues, par exemple Res > 2. Comme
s +— F est évidemment holomorphe dans son domaine (provisoire) de définition,
la relation reste vraie la ou elle a un sens (Re2s > —n + 2),

6. et ceci montre qu’elle se prolonge en une fonction méromorphe, avec des
poles au plus simples aux points s = —”T” —k, k=0,1,2,....

III.1 u, est semi homogéne de poids 2« (poids de x=2, de y=1; poids total 3).
C’est localement intégrable ssi 2s > —3, en particulier ! est.

2. Le support de u, est tout R?, le support singulier est {0} sauf si a est entier
> 0, alors u, est un polynome (C*°) et le support singulier est vide.

3. Il faut s’assurer que ugpnqee tend vers u, au sens des fonctions localement
intégrables. L’opérateur P = 0, — 2iyd, annule u, et comme c’est une
dérivation il annule toutes les fonctions de w, en particulier u, . et la limite
u, quand elle existe.

4. En fait la limite existe toujours, de méme que les valeurs au bord d’une
fonction holomorphe "modérée” dans le demi-plan supérieur (cours).
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MAITRISE DE MATHEMATIQUES - EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

Cours de M. BOUTET DE MONVEL
12 juin 2007, 14h-17h, Duré 3h - Aucun document n’est autorisé

I.1 Sur R on considere l'opérateur différentiel P = % — 1. Quelles sont les
solutions distribution de ’équation Pf = 07 Quelles sont ses solutions
tempérées?

I1.

9.

. Soit A € C Pour quelle valeurs de s € C la fonction r

. Soit F la distribution (localement intégrable F\ = e

. Montrer que P a une unique solution élémentaire F, de de support [0, oo,

qu’on calculera.

. Trouver toutes les solutions élémentaires tempérées de P.

Sur R3 on pose A = Zi’@f, r= /22 +y? + 22 Sur R* on pose J = 92 — A.

. On note K la distribution sur R* telle que < K, ¢ >= [5; (7], 2) L2 (est-

||
ce bien défini?). Montrer qu’'on a K = aF ou E est la solution élémentaire
avancée de [, et a une constante qu’on calculera.

. On note b(x,t) = 2H(t —r), ot H est la fonction de Heaviside (H(s) =1

si s > 0, 0 sinon).

Est-ce une fonction localement intégrable? On note B la distribution définie
par b. Quel est son support? quel est son support singulier?

. Montrer qu’on a 9;B = bE (ou b est une constante qu’on déterminera).

. Montrer qu’on a (0B = H(t)S(z) ou S est une distribution de z, portée par

Iorigine, qu’on déterminera.
seAT est-elle localement
intégrable sur R3?

i)\r.
Montrer qu'on a (A + A?)E) = 0 en dehors de l'origine z # 0
Montrer qu’on a (A + A\?)Ey = ¢d ol ¢ est une constante qu’on déterminera.

On note T} la distribution %eik(rﬂ) sur R* (est-ce une fonction localement
intégrable?). Montrer que [J7T) est nul en dehors de la droite x = 0.

Calculer UIT}.

TSI AQE R o R B HIZM ARIENESst K QSIATIONSuADES DRI B S aRAIRTIBLLES),

[.1.

avec, pour t = 0 : ﬁeﬂ%g@(,é@ﬁﬂ% éw)\l;{%irh"@i 2007
Exprimer T en fonction de B et T). Quel est le support de T' — T)?

P = (D*—1: les solutions distributions sont C° donc combinaisons linéaires
de e*® et les solutions tempérées sont combinaisons de cos z, sin z.

46



II.1.

8,9.
10.

. La solution élémentaire avancée est ', = H(x)(achxz+bshx+c cos x+d sinx)

aveca+c:b+d:a—c:0,b—d:1donca:c:0,b:—d:%
E; = 1H(z)(shx — sinx).

Solutions élémentaires tempérées: F,Le ™ + acosx + Bsinz.
+2

La solution élémentaire de [] est donnée par

do(ty) _ 3z
) [ el

E —
<E, > /0 tdt M:lcb(t,)

. La fonction b est localement intégrable, comme % sur R3. Le support de B est

le cone plein 0 < |z| < t, le support est le cone d’onde d’avenir 0 < ¢ = |z|.

On a < B,¢p >= ft>|$| qb(t,x) —dtdx donc dB f T (|x|,z) autrement dit
%—? =4nE.

On a B = H(T)d(x) *x K (unique primitive de K portée par ¢ > 0), donc
OB = H(t)o(x) « OK = 4w H () (x).

. c’est localement intégrable ssi Res > —3 (en particulier pur = —1). sup-

primer?
E, est C* en dehors de 0 et on y trouve (élémentairement) (A +A\?)E, = 0.

Au voisinage de O on a E) = %+i)\—|— %(M)quk .., et A transforme tous ces
termes sauf le premier en fonctions localement intégrables (cr® avec k > —2).
Par suite (A + A)E\ — Al est localement intégrable (nul en dehors de 0), et

1
(A4 NEy = A~ = —dnd

On a OT) = —eFN (N2 + A)E), = dre™§(z)

La distribution 7' = H(t)(T\ — B) vérifie OT = 0 pour ¢t > 0, et la valeurs
pour t = 0 ainsi que celle de sa dérivée sont celles de I’énoncé. Noter qu’elle
ne coincide avec la ”solution évidente T\ qu pour ¢ assez petit (en dehors du
cone d’avenir, support de B).1
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MAITRISE DE MATHEMATIQUES - EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

Cours de M. BOUTET DE MONVEL
3 mars 2008, 13h30-16h30, Duré 3h - Aucun document n’est autorisé

I.1 Soit P Dopérateur différentiel P = 0,9, sur R? (P(f) = -ZL ).

1.

1I.

. Calculer la transformée de Fourier ¢(&,n) de T

~ 0z10z2

Montrer que les fonctions différentiables f solution de I’équation P(f) = 0
sont celles de la forme ¢(x1) + 1 (z2) (¢, 1 fonctions d’une variable). Quelles
sont les distributions 7" solution de I'équation P(7T") = 07

. Montrer que P a une unique solution élémentaire £ a support dans le premier

quadrant (zq,zy > 0). Calculer E.

. Comment ces résultats de généralisent-ils a 'opérateur P, = 0,05 ...0, sur

R™?

Sur le plan R? on note f, la fonction telle que f,(z,y) = (1 — 2% — y?)® si
2?2 +1? < 1, 0 sinon.

. Pour quelles valeurs de s € C la fonction f, est-elle intégrable?

(i) Pour quelles valeurs de s existe-t-il une distribution 7" égale a fs pour
22 +y? #£ 17

(ii) Quel est le support d’une telle distribution 77 Quel est son support
singulier?

(iii) Question subsidiaire: T est-elle unique?

. Pour Res > —1 on note T la distribution définie par la fonction localement

intégrable f;. On note L I'opérateur différentiel L = 20, + y0,,.

(i) Montrer qu’on a, pour Re s assez grand, Lf, = c¢(z,y,s)fs_1 ou ¢(x,y,s)
est une fonction polynomiale en s qu’on calculera.

(ii) Montrer que l'application s +— T, qui est bien définie pour Re s grand,
se prolonge en une application méromorphe a valeurs distributions. Quels
sont ses poles? Montrer que ce sont des poles simples.

1: on pourra montrer que,
2

avec p = \/m on a
o(&n) = o(p,0) = / eipxdl’/ (1— 2% —y?) 2dy,
|z|<1 ly|<vV1—z2

et calculer cette derniere intégrale.

. Question subsidiaire. Sur R? on note t,x,y les coordonnées. Soit E la

distribution (localement intégrable) sur R? telle que
Et,x,y) = (t* —2* — y2)_% sit>+/a?2+y% 0 sinon.

Montrer qu'on a OE = ¢d, ot O = 97 — 97 — 02 est le D’Alembertien
(opérateur des ondes), et ¢ est une constante qu’on calculera.

48



ITI. On rappelle que sur R™ le Laplacien, resp. l'opérateur de la chaleur, est
I'opérateur

AP—ia—2 res C—i—i—ia—Q'
n - ox3 P: C Om - Ox?’
Dans la suite P désigne I'un de ces deux opérateurs (P = A ou C).

1. Décrire une solution élémentaire de P (¢a fait deux questions).

2. Soit T une distribution tempérée telle que P.T" = 0. Montrer que T est un
polynome. On pourra examiner la transformée de Fourier de 7.

3. Soit T une distribution tempérée telle que P.T" soit nulle en dehors de
l'origine. Montrer que T est somme d'un polynome et d’une combinaison
linéaire finie de dérivées de F, ou E est solution élémentaire tempérée de
E. (On admettra, si on ne I’a pas vu au n°l, que la solution élémentaire
canonique (celle du cours) est tempérée).

4. Existe-t-il des opérateurs P = P(D) (a coefficients constants, non constants)
autres que A ou C' pour lesquels la propriété du n°3 soit vraie (donner un
exemple)?
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MAITRISE DE MATHEMATIQUES - EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

I.1.

IT.1.

Corrigé (épreuve du 3 mars 2008)

Les solutions fonctions sont de la forme ¢(x1) + 9 (x3), les distributions de
méme (ceci signifiant de la forme 71 (21 ® 1 + 1 ® Ty(z2). Preuve: P(T) =0
signifie 01(0;T) = 0 donc S = 0,7 est "indépendante de z1”, de la forme
1 ® T'(xq); si Ty est une primitive de T3 (¢a existe - cours), on a Oy(T —
T5) = 0 donc T' — Ty est "indépendante de z5”, de la forme T (z;) ® 1 (ce
raisonnement pour les distributions vaut aussi - en plus facile - pour les
fonctions différentiables).

. P est 'opérateur de convolution par ¢’'(z;) ® ¢'(x2). Il admet pour soultion

élémentaire (inverse de convolution) Z = H(x1)H (z3). Comme le premier
quadrant est un support de convolution (adapté a soi-méme), F la seule solu-
tion élémentaire a support dedans (dans une algebre I'inverse d’'un élément,
81l existe, est unique).

Ceci se généralise aussitot a R™: P, admet pour unique solution élémentaire
a support dans I'hyperquadrant z; > 0 la distribution (fonction) [[ H(z;),
et les solutions de P,(T") = 0 sont les distributions de la forme )T} ou T}
est indépendante de z;: 0;,T; =0, T; = T;(z1, .., Tj, .., Tn)

fs est integrable ssi Res > —1.

. (i) Un prolongement distribution existe pour tout s, par exemple T'(u) =

pf. [ rdr [u(re®)dd ot pf. désigne la partie finie de Hadamard, et (par
abus) re? le point de coordonnées r cos 6, sin 6.

(ii) Le support de T est le disque unité (f; ne s’annule en aucun point de
ce disque); le support singulier est le (quel que soit s, les dérivées d’ordre
assez élevé de f, ne tendent pas vers 0 sur le cercle, donc ne se raccordent
pas avec 0 a l'extérieur du disque).

(iii) Il existe des distributions non nulles portées par le cercle, par exemple
T(u— = fo% u(re?df), donc le prolongement T ci-dessus n’est pas unique.

(i) En coordonnées polaires, on a L = rd,. Pour Res assez grand T, = f;
est dérivable et on a L(f,) = rd,(1 — r?)* = —2sr?f,_;.

(ii) Ceci se reéerit Ty = —5i5L(fs) pour r # 0. L’application s — T,
est évidemment holomorphe pour Res > 0 (pour toute fonction test u,
s +— [ fsu est holomorphe pour Res > —1). L’application s — Tjpz1 st
aussi holomorphe pour tout s. Il n’y a de probleme que pres du cercle r = 1,
et la relation ci dessus montre que s — T} se prolonge de fagon méromorphe,

avec juste des poles simples aux points s = —1, -2, ...
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4. T 1 (comme les f) est invariante par rotation, donc aussi sa transformée de
2

Fourier: . —
_ _ 1PT 2 2\—
o(&,m) = d(p,0) = /16 /m(l z* —y°)

Le changement de variable y = uy/1 — 22 montre que la deuxieme intégrale
ne dépend pas de z et vaut

[SIE

1
_1
/ (1—u*)"2du=rm
-1

etrT sin p

Au total on trouve ¢ = W(?)‘il =27

5. La transformée de Fourier en z,y de (2 — 22 — 42)2 est donc 27rtsm—ptp (pout
t > 0: on reconnailt la transformée de Fourier de la solution avancée de
I’équation des ondes (sauf pour le coefficient 27): OF = 270.
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