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Equations aux dérivées partielles - TD3

Distributions 1

Exercice 1 : Soit K un compact de R” de diametre D et f € C-(R™). Montrer que || f|lco < D01 f|loo
et que si k —p >0, Ngp(f) < DFP SUP|q|=k [|0% flloo-

Exercice 2 : Soit f une fonction localement intégrable sur R”. montrer que la distribution réguliere
associée est nulle ssi f est nulle p.p.

Exercice 3 : Distribution de Dirac et peigne de Dirac.

a) Soit a € R. Montrer que ’évaluation en a définit une distribution sur R, notée d,, appelée
distribution de Dirac. Quel est son support ? Calculer f5®) et ( fé)(p) pour f une fonction de
classe C*°.

b) Soit < Wr,p >= 3", ¢(nT). Montrer que Wr définit une distribution, trouver son support
et montrer que limy_ 400 l-nnWr = Wr au sens des distributions. Montrer que Wy est
périodique de période T

Exercice 4 :
a) Calculer z*5(®)

b) Montrer que les distributions 5®) p e N, sont linéairement indépendantes sur C.

Exercice 5 : Valeur principale et parties finies.
a) Soit ¢ € C§°([—M, M]). Montrer que la fonction

U(z) = { e (w(‘r) —2j-0 %SOU)(O)) siz#0

(n—&l-l)!@n+1(0) stz =0

est de classe C*°(R). Majorer les dérivées de ¢ sur R en fonction des dérivées de ¢.Donner une
majoration analogue du reste integrale en plusieurs variables.

b) Montrer que les applications suivantes définissent des distributions et majorer leur ordre :
i) ¢ < Vp(}),p >= limeo fi ZPda

ii) ¢ < pf(), ¢ >=lim g [, 5, D dr — 220
C) Calculer xvp(%% xpf(xiz), 332Pf(%2)7 Vp(%)ﬂ [log ’xH/

d) Résoudre 2T = 1, d’inconnue 7' € C~*° (On étudiera d’abord ’équation homogene).

Exercice 6 :
a) Calculer pf(z;') = pf(H(m)), pf(xf).

T

b) Calculer la dérivée de log(z4 ), pf(z;?).

Exercice 7 : Soit —1 < A < 0 Calculer la dérivée au sens des distribution de xﬁ‘r = H(z)2?.

Exercice 8 : Soit f € L (R)etg:t+— fg f(x)dx. Calculer la dérivée de g au sens des distributions.

loc



Exercice 9 : Formule du saut en dimension 1.
a) On note H la fonction de Heaviside. Calculer ses dérivées successives (au sens des distributions).
b) Calculer les dérivées de [|x|]

c¢) Soit u une fonction de classe C'(I\ {zo}), xo € I intervalle ouvert. Supposons que la fonction v
qui est égale & u’ en dehors de z soit localement intégrable en xq alors u(xg+0) = lim,_, ;10 u(z)
existent et [u])’ = [v] + (u(zo + 0) — u(xo — 0))dz,-

d) On suppose maintenant v € C*°(I \ {zo}), et que chacune des dérivées de u ait une limite a
gauche et une limite a droite en xg. On appelle o, = u"(z9 + 0) — u(zp — 0) le saut de la
dérivée m—eme en xg. Calculer [u]™ en fonction des [u¥], o), et 6.

e) Calculer (% + wQ)H(a:)Smfuim)
Exercice 10 : On se place dans R", n > 2, soit u € C1(R™\ {0}) et localement intégrable en I'origine
telle que Oju soit localement intégrable en l'origine. Montrer que 0;[u] = [01u]. Calculer les dérivées
partielles d’ordre 1 de ||z||* pour re(s) > —n + 1.
Exercice 11 : Soit Zz_fg 2T — lim,, 4 o p - a,€2™"% une série trigonométrique. Montrer
qu'elle converge au sens des distribution si il existe A > 0 et k € N tels que |a,| < A|n|* (intégrer
terme & terme suffisament de fois). Montrer que > "— +o0 p2ming — j+oo 0pn.(on montrera que la

n=—o0 € n=—00 :
distribution définie par la premiere somme est inchangée si on la multiplie par e27%).

Exercice 12 : Résoudre 2T = 0 dans C~>°(R).

Exercice 13 : Soit f € L'(R™). On pose fc(z) = (e) " f(%).
a) Calculer lim._,g fe au sens des distributions.

b) En déduire les limites dans C~°(R) quand € — 0 de % et — L —2ze

172+52
Exercice 14 : Montrer la convergence vers ¢ des distributions suivantes :
— n
a) fe=ljaj<cary,
— 1 52
b) fe= e 27,

en(2m)2

Exercice 15 :

a) Montrer que  [*_ S22%4t converge dans Li (R) vers la fonction de Heaviside.

b) En déduire lim, 4 au sens des distributions.

Sln vx
x
Exercice 16 : Soit w € C5°(R") telle que [ z%w(z)dx = 0 pour |a| < k. Posons uc(z) = e " Fw(Z).
Montrer que lim_o[u] existe et la calculer (On utilisera le dévelopement de Taylor a 'ordre k d’une

fonction test).

Exercice 17 : On note S,,_;(r) la sphere de rayon r de R",dS,_1(r) I’élément de volume sur cette
sphere, et |S,,—1(r)| sa surface. Calculer lim,_,o m | S (r) ©dSy,—1(r) pour ¢ une fonction test.

Exercice 18 :
a) Calculer OV H (z)H (y).

b) On note
sit > |z

1
= 2 -
E(z,t) {0 sinon
92
ot?

Quel est son support singulier 7 On pose [1 = = (Operateur des ondes). Calculer OF.

8



¢) Retrouver ce dernier résultat par changement de variable a l'aide de la question 1.

Exercice 19 : On travaille sur C identifié & R? par z = = + iy.
a) Montrer que % définit une distribution.
b) On pose 0z = £ = (2 —i—ia%). Calculer 21,
On pourra passer en coordonnées polaires, ou utiliser la formule de Green.
¢) On pose 9, = % = %(8% - z'a%). Calculer 9,1
Exercice 20 : On pose pour r = ||z|| # 0 la norme euclidienne de x

_f logr sin=2
En_{r2_” sin > 3.

a) Montrer que F,, appartient a C~>°(R").
b) Soit A =>"", 88—;2 le Laplacien. Calculer AE,, au sens des distributions (indication : utiliser la
formule de Green et les coordonnées polaires).

Exercice 21 : Le but de 'exercice est de décrire les distributions 7' supportées par l'origine dans
R™. Une telle distribution est d’ordre fini k.

a) Montrer que si T" est d’ordre 0 alors T = ¢d.

b) Soit f € C§°(R™) nulle en l'origine & l'ordre (>)k i.e 9*f(0) = 0 si |a| < k + 1. Montrer que si
laf <&+ 1, [0 f(@)] < (|2l DNk 41 (f), si @ € suppf C K.

c) Montrer que T est nulle sur une fonction test qui s’annulle en 1’origine & l’ordre k+1. Indications :
On considerera une fonction 6 € C§°(B(0,1)), 0 < § < 1, 6 égale a 1 au voisinage de 0. Notant
Oc(x) = 6(%), montrer que T'(fcf) — 0si e — 0.

d) En déduire que T est dans P'espace vectoriel engendré par {0%0, ,|a| < k}.

Exercice 22 : Le probleme des primitives.

a) Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction test f € C3°(R) ait une
primitive & support compact est fR f=0.

b) Montrer quune solution de I’équation S’ = T dans C~°°(R) est connue sur les fonctions tests
qui admettent une primitive & support compact.

¢) En déduire que toute distribution 7" admet une primitive sur R et la calculer (unique a une
constante prés).

Exercice 23 :

a) Calculer Log (x£i0) = lim,_,o+ Log (z+iy). (avec la détermination de I'’argument dans | —m, 7).

b) En déduire les identité — = vp(L) F ind.

ez:L't
z—10

Exercice 24 : Montrer que lim;—, 1o = 2416

Exercice 25 :
a) Calculer I'adjoint d’'un opérateur différentiel & coefficients C*.

b) Calculer I’adjoint de 'opérateur d’Euler.

Exercice 26 : Soit u € C°(R™\ {0}), homogene de degrés n.



a) Montrer que lim._, f||xH>e u(z)p(z)dr existe pour toute fonction test ssi fSlq u(w)dS(w) = 0.
(On pourra passer en coordonées sphériques et utiliser la formule de Taylor & 'ordre 1 pour ).

b) Si cette derniere condition est satisfaite, montrer que 'on définit ainsi une distribution.

Exercice 27 : Soit f € L} (R"\ {0})) telle qu’il existe m € N pour lequel ||z|™ f(z) est bornée
au voisinage de 0 (par exemple f(x) = |z||7™). Montrer qu’ il existe une distribution 7" sur R"”
prolongeant la distribution [f] € C™>°(R™ \ {0}) (on procédera comme pour les parties finies).



