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Intégration - Controle Continu 2

(Noté sur 17=5+4+4+4)

Exercice 1 : (Question de cours) Enoncer précisément et avec toutes leurs hypotheses

a) le lemme de Fatou,

o

le théoréeme de convergence monotone,

Qo

le théoreme de changement de variable,

le théoréme de Fubini.

@

)
) le théoreme de convergence dominée,
)
)

Solution de l’exercice 1. Voir le cours.

Exercice 2 : Donner la mesure de Lebesgue Ay des sous-ensembles suivants de R? :
a) D = {(z,0) |z € R}.

b) Q
c) Rx (@
d) R x (R\Q).

Solution de l’exercice 2.

a) A2(D) = limy, A2([—n,n] x {0}) = lim,, 2n.0 = 0 par Beppo-Levi.

b) X (Q? ) 2 qeq? )\2({(1}) =0.

¢) (RxQ) =739 (D +(0,9) = 0 (D) =0 par la réponse au a).
d) Ao (R (R\@)) = M (R)AM(R\Q) = +o0

Exercice 3 : Soit a € R et f définie sur R? par f(z,y) = . Déterminer les valeurs de «

o ) (1+1‘+y)
pour lesquelles f est intégrable. Calculer alors son intégrale.

Solution de ’exercice 3. La fonction f est mesurable positive et la mesure de Lebesgue est o-finie donc
on peut appliquer le théoreme de Fubini-Lebesgue. L’intégrale de f(x,y) par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R%r est donc donnée par intégrations successives. La fonction x +— f(z,y) est intégrable
sur Ry si et seulement si o > 1 et son intégrale vaut alors

B (1+.’L’+y)7a+1 oo_ (l_i_y)faJrl
N —a+1 o a-—1 7

f(z,y)dx

Ry

Il convient de justifier ce calcul en appliquant le théoreme de convergence monotone a la suite croissante
de fonctions mesurables positives x + 1j,(7)f(2,y) qui converge vers x + f(z,y). La fonction

—a+1
T % est intégrable sur R si et seulement si o > 2 et son intégrale vaut alors m

Ceci est aussi justifié par I'application du theoreme de convergence monotone a la suite croissante de
(I+y)—>*!
a—1

/‘fxy a—J@—m

Exercice 4 : Pour tout entier naturel n et pour tout x € [0, +00[, soit f,(z) = n’j/%ﬂ.

fonctions mesurables positives y — 1jg ] (y) . On conclut par le theoréeme de Fubini-Lebesgue

énoncé plus haut que




a) Montrer que, pour tout n, f, est intégrable pour la mesure de Lebesgue.

b) Pour tout entier naturel n, soit a,, = fR+ fn(z)dx. Montrer que la suite (ay)n>0 est convergente
o0 g gy = ﬁ)

et calculer sa limite (On rappelle que | 5

0

Solution de lexercice 4. On commence par supposer dans toute la suite n > 0.

a) Pour tout x €]0, +o0], la suite de fonctions f,(z) =

VerT

e )
1 est croissante et
n

e*l’

f(@) = lim fu(z) =

B

Pour tout n et tout > 0, on dispose de la majoration
1 —x
fa(@) < ﬁﬂ]o,l[(‘r) +e I yoof(T)-

de f,(x) par deux fonctions intégrables.

b) Le théoréeme de Beppo Levi nous donne la convergence de a,, vers I'intégrale de f. Le changement
de variable permet de conclure que la limite est /7.



