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Intégration - TD13

Exercice 1 : Si f ∈ L1
R(λ), on note f̂(x) =

∫
R f(ξ)e−ixξdξ sa transformée de Fourier.

a) Montrer que f̂ est continue.
b) Montrer que ‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1.
c) Montrer que 2f̂(x) =

∫
R[f(ξ)− f(ξ − π/x)e−ixξdξ. En déduire que f̂ ∈ C0(R).

Exercice 2 : Soient f et g deux éléments de L1
R(λ). Montrer que f̂ ∗ g = f̂ .ĝ.

Exercice 3 :
a) Soit f ∈ L1

R(λ) telle que xf(x) ∈ L1
R(λ). Montrer que f̂ est dérivable et que (f̂)′(t) = −i

∫
R xf(x)e−itxdx.

b) Soit f : R → R une fonction de classe C1 telle que f ′ ∈ L1
R(λ). Montrer que (̂f ′)(t) = −itf̂(t).

(On montrera d’abord que limx→±∞ f(x) existent, puis on calculera l’intégrale f̂ par parties).

c) Soit f ∈ C∞c (R) une fonction C∞ à support compact. Montrer que (̂∂nf
∂xn )(t) = (−i)ntnf̂(t).

d) Soit f ∈ C∞c (R), P ∈ C[X] un polynôme et D = −i ∂
∂x . On note P (D) le polynôme différentiel

obtenu en remplaçant X par D. Montrer que ̂(P (D)f)(t) = P (t) · f̂(t).

Exercice 4 : Soit ϕ ∈ C∞
c (R) et u : R × R → R, (t, x) 7→ ut(x) une fonction, qui va décrire

la température en un point x au temps t. On note ût(k) la transformée de Fourier de la fonction
x 7→ ut(x). On suppose que u0 = ϕ et

∫
R x2|ut(x)|dx < +∞. L’équation de la chaleur est l’équation

différentielle
∂

∂t
ut(x) =

∂2

∂x2
ut(x). (1)

a) Montrer que l’hypothèse sur u implique que ût(k) est deux fois dérivable en k.

b) Montrer que la transformée de Fourier de ∂2

∂x2 ut(x) est égale à −k2

2 ût(k).
c) En déduire qu’après transformation de Fourier, l’équation de le chaleur s’écrit

∂

∂t
ût(k) = −k2

2
ût(k) (2)

et montrer que la solution de cette équation est ût(k) = ϕ̂(k)e−
k2

2
t.

d) On démontrera ou on admettra (Feuille 8, exercice 11) que e−
k2

2
t a pour transformée de Fourier

la fonction 1√
2πt

e−
|x|2
2t .

e) Montrer, en utilisant que la transformée de Fourier envoie le produit de convolution sur le produit
(exercice 2), que la solution de l’équation de la chaleur s’écrit

ut(x) =
1√
2πt

∫
R

ϕ(y)e−
|x−y|2

2t dy.

Exercice 5 : Soit H la fonction définie sur R par H(t) = e−|t|. Pour tout n ∈ N∗ et pour tout x ∈ R,
soit hn(x) = 1

2π

∫
R H(t/n)eitxdt.

a) Montrer que hn est une approximation de l’unité.
b) Montrer que, si f ∈ L1

R(λ), f ∗ hn(x) =
∫

R H(t/n)f̂(t)eitxdt.

c) Soit f ∈ L1
R(λ) telle que f̂ ∈ L1

R(λ). Soit g définie par g(x) =
∫

R f̂(t)eitxdt. Montrer que g ∈ C0

et que f(x) = g(x) λ-presque-partout.
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