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Intégration - TD10

Exercice 1 : Soit (R,A, µ) un espace probabilisé. Soit f et g deux fonctions de L1
R+

(µ) vérifiant
fg ∈ L1

R+
(µ) et monotones de même sens. Montrer que∫

R
fgdµ ≥

∫
R

fdµ

∫
R

gdµ.

(Indication : considérer la fonction ϕ(x, y) = (f(x)− f(y))(g(x)− g(y)))

Exercice 2 : Soient µ et ν deux mesures σ-finies définies sur (R,B(R)).

a) Montrer que l’ensemble D = {x ∈ R|µ({x}) > 0} est dénombrable.

b) Montrer que (µ⊗ ν)(∆) =
∑

x∈R µ({x})ν({x}) où ∆ est la diagonale de R2.

Exercice 3 :

a) Calculer de deux façons différentes
∫

R2
+

dxdy
(1+y)(1+x2y)

et en déduire la valeur de
∫ +∞
0

ln x
x2−1

dx.

b) En déduire l’égalité
∑

n≥0
1

(2n+1)2
= π2

8 .

Exercice 4 : Soit ∆ et D deux ouverts de Rd et ϕ : ∆ → D un C1-difféomorphisme de jacobien Jϕ.

a) Montrer que Jϕ est intégrable sur ∆ si et seulement si λd(D) < +∞.

b) Montrer que Jϕ est borné sur ∆ si et seulement si il existe c > 0 tel que, pour tout ouvert Ω ⊂ ∆,
λd(ϕ(Ω)) ≤ cλd(Ω).

Exercice 5 : Soit ∆ =]0, 1[2×] − π, π[ et ϕ : R3 → R3 l’application définie par ϕ(u, v, w) =
(u, uv cos w, v sinw).

a) Montrer que ϕ est un C1 difféomorphisme de ∆ sur son image.

b) Calculer λ3(ϕ(∆)).

Exercice 6 :

a) Déterminer les ouverts connexes maximaux ∆ et D de (R∗+)2 tel que l’application ϕ définie sur
R2 par ϕ(u, v) = (u2 + v2, 2uv) définisse un C1-difféomorphisme de ∆ sur D.

b) En déduire la valeur de
∫

R2
+
|u4 − v4|e−(u+v)2dudv.
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