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Intégration - TD13

Exercice 1 : Si f € LL()\), on note f(x = [ f(§)e™"8d¢ sa transformée de Fourier.

a) Montrer que f est continue.
b) Montrer que Hf”oo < Hle

¢) Montrer que 2f(z = [plf( — 7/z)e” ™€ d¢. En déduire que f € Co(R).

Exercice 2 : Soient f et g deux éléments de L (\). Montrer que m = f.9.

Exercice 3 :
a) Soit f € Ly(\) telle que zf(x) € Lk (\). Montrer que f est dérivable et que (f)'(t) = —i [ 2 f(z)e " dx.
b) Soit f: R — R une fonction de classe C' telle que f’ € L§()). Montrer que (/f/\)( t) = —itf(¢).
(On montrera d’abord que lim,_, 1, f(z) existent, puis on calculera 'intégrale f par parties).

—

c) Soit f € C°(R) une fonction C* & support compact. Montrer que (g;,{)(t) = (=)™ f(t).
d) Soit f € C(R), P € C[X] un polynéme et D = —za On note P(D) le polynéme différentiel
obtenu en remplacant X par D. Montrer que (P(D)f)(t) = P(t) - f(¢).

Exercice 4 : Soit ¢ € C(R) et u : R xR — R, (¢t,z) — wu(z) une fonction, qui va décrire
la température en un point x au temps t. On note 4. (k) la transformée de Fourier de la fonction
x +— ug(x). On suppose que uyg = ¢ et fR 2uy(z)|dr < +oo. L’équation de la chaleur est I'équation

différentielle 5 o2
a“t( T) = @Ut(l“)- (1)

a) Montrer que 'hypothese sur u implique que (k) est deux fois dérivable en k.
b) Montrer que la transformée de Fourier de aa—;ut(x) est égale a —gjﬁt(k).

¢) En déduire qu’apres transformation de Fourier, I’équation de le chaleur s’écrit

0 k2

(k) = = (k) )

2
et montrer que la solution de cette équation est (k) = gﬁ(k)ef%t.

k2
d) On démontrera ou on admettra (Feuille 8, exercice 11) que e~ 2 ' a pour transformée de Fourier
lz|?

la fonction —A—e~ 2t .
V2nt

e) Montrer, en utilisant que la transformée de Fourier envoie le produit de convolution sur le produit
(exercice 2), que la solution de I’équation de la chaleur s’écrit

_ == ul2

dy.

wg(x) =

1
i e o(y)e

Exercice 5: Soit H la fonction définie sur R par H(t) = e~!l. Pour tout n € N* et pour tout z € R,
soit Ay ( = Jo H(t/n)edt.

a) Montrer que h, est une approximation de 'unité.
b) Montrer que, si f € L (N), f = [o H(t/n)f(t)e=dt.

c¢) Soit f € LL(A) telle que fe LR( ) 801t g définie par g(z fR )eltdt. Montrer que g € Cy
et que f(x) = g(x) A-presque-partout.



