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Intégration - TD12

Exercice 1 : Soient a,b € R tels que a < b et soit x = 1[,;. Pour tout entier n > 1, on note
Xn = X * X *...X (n fois)
a) Tracer les graphes de x2 et de x3. Montrer que, pour tout n > 2, x,, € C}‘(_Z(R).

b) Calculer |xy,|[1 pour n > 2 et déterminer le support de x,. Calculer |x1||sup €t montrer que,
pour tout = 3, [[xnllsup < [Ixn-1l[1-

c) Soit ¢ = 7,55 Xn. Montrer que ¢ € Li()) si et seulement si b— a < 1. Montrer qu’alors ¢ est
continue et vérifie I’équation ¢ = x * ¢ + x2. Montrer que ¢ n’est pas dérivable sur R.

Exercice 2 : En considérant la convolution par la fonction 1y 1}, montrer que L]i (R) n’a pas d’élément
neutre pour 'opération de convolution.

Exercice 3 : [Inégalité de Young]
a) Soient pi,...,p, des nombres réels positifs et pour i € {1,...,n}, soit g; € LE (Ag). Soit @, =
(1/p1 + -+ 1/pa) ™" Montrer que [[i, g; € L2 (Aa) et que | T}, gillon < T l19:llni-

b) Soient p,q,r € [1,+00] tels que 1 —1/p+1—1/g=1—1/r. Soit f € LE(N\g) et g € LE(Na)-
Montrer que f * g est définie presque partout, que f g € Li(Ag) et que

1 *glle < [IFllpllglly- (inégalité de Young)

(Indication : écrire | f(z—y)g(y)| = |f(z—y)Pg(y) V7| f(@—y)P |7~ |g(y)? |/ 1/" et appliquer
la premiere partie de I’exercice)

Exercice 4 : Soit f € L} (A\g) et g € LE-(A\g) (1 <p < 400). Soit a € K tel que |a| < W Montrer
que h — af x h 4+ g définit une application contractante de L%()\d) dans lui-méme. En déduire que
I'équation h — af * h = g posséde une unique solution dans L, (A\g).

Exercice 5 : Soit f € L}(A\g) et g € L32(Aq) telle que limy, |, 4« g(x) = 0. Montrer que f*g € Co(R?).
Montrer, a ’aide d’un contre-exemple, que ce résultat est faux sans ’hypothese sur g a I'infini.

Exercice 6 : Soit (B;,),>0 une suite de boules ouvertes de R? centrées a I’origine et de rayon r, > 0
telle que lim,, r, = 0. Soit f € E}(()\d) et, pour tout entier n > 0, soit f, la fonction définie par

Fale) = 11

o / Tty

Montrer qu'il existe une approximation «, de I'unité telle que fn = ap * f. En déduire qu’il existe une
sous-suite (f4(n))n>0 qui converge presque partout vers f.



