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Intégration - TD11

Exercice 1 : Soit (X, A, 1) un espace mesuré.

a) Soient f et g deux fonctions mesurables positives de X dans R, telles que fg > 1. Montrer que
Iy fdp [ gdp > p(X)2.

b) On suppose qu’il existe une fonction intégrable f : X — R telle que 1/f soit intégrable. Que
peut-on dire de la mesure p?

Exercice 2 : Soit (X, A, ) un espace mesuré, f € L'(X, A, u) et (fn)n>1 une suite de L*(X, A, u1)
telle que lim, oo [y fudp = [ fdp.
a) Montrer que si les fonctions f,, sont positives et si la suite (f,,) converge presque partout vers f,
alors (f,,) converge vers f dans L'. (On pourra considérer g, = min(f, f,))

b) Soit f, € LY(R, B, \) définie par f, = n1yg.1/n[ — n1)—1/n,0[- Montrer que (f,)n>1 converge vers
0 et que lim, [ f,d\ = 0. La suite (f,)n>1 converge-t’elle vers 0 dans L? (p > 1)?

Exercice 3 : Soient p,q € [1,+00] tels que p < ¢. Soit (X, A, ) un espace mesuré de masse finie.
Montrer que l'injection canonique i : L (1) — L (1) est une application linéaire continue et calculer
sa norme. Pour quelles fonctions la norme est-elle atteinte ?

Exercice 4 :
a) Montrer que pour tout r > 1 et pour tous z,y réels positifs, |z" — y"| < r|lz — y|(z +y) L.
b) Soit (X,.A, ) un espace mesuré, p > 1 et (f,)n>0 une suite de fonctions positives qui converge

vers f dans L%+ (w). Montrer que Vr € [1, p], la suite (f/),>1 converge vers f" dans Lf{:(,u).

Exercice 5 : Soit p > 1 est (fn)n>0 une suite de fonctions de £} (1) qui converge presque partout
vers f € L1 ().

a) Soit g, = 2P(|fulP + | fIP) — | fn — f|P. Montrer que pour tout n > 0, g, > 0.

b) Montrer que f, converge vers f dans Lh-(u) si et seulement si lim,, || fn ||, = || f]l, (Appliquer le
lemme de Fatou a la fonction g,).

Exercice 6 : Soit (X,.A, 1) un espace mesuré tel que p(X) < 4o00. Soit p €]1,+00] et (fn)n>0 une
suite bornée de L% (1) qui converge presque partout vers f.

a) Montrer que f € L1 (1).

b) Montrer que Vr € [1,p[, f, converge vers f dans L% (u) (Utiliser le théoreme d’Egoroff et
I'inégalité de Holder).
c) Le résultat de b) subsiste-t’il si pu(X) = +o00?

Exercice 7 : Soit (X, A, 1) un espace mesuré, p €]1,+oo[, ¢ = z%' On dit que la suite (fy)n>0 de
LP(u) converge faiblement vers f € LP(u) si, pour tout g € L(y), limy, [y fogdu = [y fgdpu.

a) Montrer que la convergence dans LP(u) entraine la convergence faible.
b) Soit fu(x) = Lo 1 (x)e™ et g € L(p). Soit ¢ € C°(R) telle que Supp(¢) C [0,1]. Montrer que

lim,, ‘ fol g(x)eimdx’ < fol lg(x) — ¢(x)|dz. En déduire que e converge faiblement vers 0.



Exercice 8 : Soit p €]1, +oo[. A toute fonction f € LE (R4 ), on associe la fonction F' définie sur R
par F(z) =1 [7 f(t)dt.

a)
b)

Montrer que F' est bien définie.
On suppose que [ € Cx(R%,R;). Montrer que f0+oo F(z)Pdx = —p 0+°° o F(z)P~ F'(2)dz, puis
que f0+°° F(z)Pdx = [% f0+ oof(z)F(x)P~td.
En déduire ’inégalité de Hardy :
p
Fl, < —— .
17l < =25 151,

Démontrer I'inégalité de Hardy pour les fonctions de L5 (Ry).

Montrer que I'inégalité de Hardy est une égalité si et seulement f = 0 A-presque partout.

Montrer que p%l ne peut étre remplacé par une constante plus petite (On pourra considérer

f(@) = 1 ay (@),



