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Exercice 1. Cela se complique un peu par rapport aux théories successeur et ordre.

1. Essentiellement des récurrences. C’est & peine un exercice que d’identifier les énoncés-clefs.
Grace aux propriétés de divisibilité, on peut sans ajouter de quantificateurs parler de la classe de
congruence modulo k (pour chaque entier naturel k).

2. Soit M un modeéle. Alors < y définit un ordre total, et I'on voit que (M, <) = Torg.- Notamment
(M, <) 2 NU< ||;Z, ou I est ordonné.
Soit Iy = {0} U I 'ensemble des magnitudes, ou u(a) =0 si a € N et u(a) =i si a est dans la i® copie
de Z. On peut munir Iy d'une structure de semi-groupe abélien ordonné tel que pu : M — I soit un
morphisme. En outre & k fixé, Dy(x) V-V Di(x+k — 1) impose la k-divisibilité de Iy. Noter que I'on
n’a pas parlé de saturation.

3. Soient A |= Tpres et @, € A. Comme 1 est dans £ on peut supposer a; = 1.

Une L-formule de base (@, «) est une relation additive; par associativité et commutativité, elle équi-
vaut & ya + > ca; = da + Yy d;a;, ou les coefficients sont naturels. Par régularité on se rameéne a
va = t(a) (terme a combinaisons Z-linéaires, grace a la soustraction définissable).

Une L-formule de base peut également étre :
e soit une inégalité;
e soit une relation de divisibilité Dy (ya + t(a)).

Si 'on connait la classe modulo k& de chaque a;, c’est essentiellement une information de type
Dy (ya + £), d’ailleurs moins fine que Dy (a + £).

En conclusion le £-type sans quantificateurs tpo(a/a@) porte comme informations :

e des encadrements t_(a) < ya < t4(a@) (combinaisons Z-linéaires) ;

e des congruences Dy(ya + {).

4. Va-et-vient entre modéles w-saturés.
Soient A, B des modéles w-satureés. On montre que les O-isomorphismes au sens de L sont des oo-
isomorphismes. Soient @ >~y b dans L.
Avant I’argument, faisons sentir pourquoi se placer dans £ ne suffirait pas.
e Si aq,as sont N-libres avec a; < ag et by > be, 'ajout de « tel que as = a1 + « est irreflétable :
I'ordre est nécessaire.
e Si ay est N-libre (de magnitude infinie) et pair, mais b; N-libre et impair, ajout de « tel que

a1 = a + « est irreflétable : les Dy, sont nécessaires.

Mais nous supposons bien @ ~y b dans L. Reflétons l'ajout de o & @ par un 8 € B. Soient p(x) =
tpo(a/a), et g(x) obtenu en substituant b & @ On veut montrer que g est satisfaisable dans B. Par
finitude de b et w-saturation, il suffit de démontrer que ¢ est bien un type de B, i.e. qu’il est finiment
satisfaisable.

Un sous-ensemble fini de p porte :

e des encadrements ¢; (@) < m;a < tf (@) ;


mailto:gabriel.sebilet-deloge@imj-prg.fr

e des congruences Dy, (n;a + ¢;), moins fines que Dy, (o + £}).

Prenant un multiple commun des coefficients m; (en quantité finie), et ne gardant que les inégalités
les plus contraignantes (l'ordre est total), I'information la plus fine possible est une seule conjonction
t~ (@) < ma <t*(a) et de Dy, (a + ¢;). Deux cas se présentent.

e Sit (a) et t*(a) sont a distance finie (de méme magnitude), alors ma est déterminé explicitement
en fonction de @ : et le m@ correspondant convient.

e Sit (@) et tT (@) sont a distance infinie, alors ¢t~ (b) et ¢t (b) aussi, et 'on a une copie de Z entre
eux. Il suffit alors de résoudre un nombre fini de congruences pour (5, en fixant mg dans cette
copie (i.e. en travaillant & magnitude de mf3, et donc de g, fixée).

On a pu refléter a.

. On conclut par les moyens classiques.

Par élimination des quantificateurs dans /:', les ensembles infinis d’un modéle M non-cofinis définissables
a paramétres dans I'arithmétique de Presburger sont les ensembles ultimement périodiques, les unions
finies d’intervalles et les intersection de ces deux types d’ensemble.

En particulier, dans (N, 0, 1,4) on ne peut définir que les ensembles ultimement périodiques (en plus
des finis/cofinis).

. On peut invoquer toute la force de la suite et la fameuse « fonction S ». Mais plus modestement, quand
le produit est définissable, celui des nombres premiers, ou des carrés, I'est. Or d’aprés ce qui précéde
toute partie définissable de N dans {+} est ultimement périodique.



