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[page 50]

4 Paratopos et 'opération M XN

4.1 Pseudo-topos. Probléme du produit.

Jappelle catégorie pseudo-$A-topos, ou simplement pseudo-topos, une U-catégorie M stable
par -limites inductives, et qui admet une petite sous-catégorie My strictement génératrice
(i.e. génératrice par épimorphismes stricts). Alors M admet aussi des U-limites projectives
(SGA 4 1T 8.12.7). (Mais 'exemple de (Gr), cf. loc. cit. 8.12.9, montre que M° n’est
par forcément, pour autant, un pseudo-U-topos, faute & M d’admettre une petite sous-
catégorie strictement cogénératrice. Mais le théoréeme 2.6 [du chapitre XIX] donne des
conditions sur M (surtout du type exactitude)

[page 51]

pour que M admette assez d’injectifs — ce qui impliquera alors I'existence d’une petite
sous-catégorie strictement cogénératrice, donc que M° est également un pseudo-topos (1).

Je visualise les catégories pseudo-topos comme étant la catégorie des “faisceaux” sur un ob-
jet X, visualisé comme une sorte d*‘espace” que je distingue de la catégorie M = Fais(X)
des faisceaux sur X'. C’est X' qui sera pour ceci le “pseudo-topos”. Les pseudo-topos forment
une 2-catégorie, la variance dans X étant opposée de celle dans Fais(X) = M. De fagon
précise, si X correspond & M, Y a N, un morphisme f de X dans ) sera donné par un
foncteur

(4.1.1) N — M

en sens inverse, commutant aux lim inductives quelconques (?). (N.B. si X, Y sont
méme des topos, i.e. M, N des catégories-topos, et si on veut que f soit un morphisme
de topos, on exigera de plus que f* soit de plus exact a gauche. On dira quun morphisme
de pseudo-topos est exact si de plus f* est exact a gauche.)

[page 52]

En vertu du dual de loc. cit. 8.12.7, cela équivaut au fait que f* admette un adjoint a
droite f,,

(4.1.2) fo it M — N,

lequel commute donc aux petites Jim . La donnée de f, satisfaisant a cette propriété
détermine donc f* a isomorphisme unique prés. Mais en général, il ne suffit pas de se
donner un tel f,, pour pouvoir affirmer qu’il corresponde a un f*, i.e. qu’il admette
un adjoint a droite; pour ceci, il faudrait qu’on sache que les foncteurs M — Ens qui
commutent aux petites Jim sont représentables, ce qui sera le cas si M admet une petite
sous-catégorie cogénératrice, i.e. si M° est également une catégorie pseudo-topos.

LC’est le cas notamment si M est un topos.
2Dire ici que les objets de M sont visualisés comme des “ouverts’ généralisés de X. On a
~ | . . R . . h .
M —=»Hom'(M°,Ens), i.e. M s’interpréte bel et bien comme les “faisceaux” sur cette catégorie M
d’ouverts ...
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Il est sans doute judicieux de procéder comme dans le cas des topos, et d’appeler mor-
phisme de pseudo-topos f : X —= ) un quadruple

(4.1.3) (f*, fe, 0, B)

[page 53]

de deux foncteurs adjoints (f*, f.), et des morphismes d’adjonction. Quand f* est une
équivalence, ce qui équivaut & f, une équivalence, ou « et 3 des isomorphismes, on dira
qu’on a une équivalence de pseudo-topos, et a toutes fins pratiques, on pourra alors regarder
X et Y comme des objets essentiellement identiques.

Pour deux pseudo-topos X', Y, j’ai envie d’introduire (comme dans le cas des topos) un
pseudo-topos produit

(4.1.4) XxY,

qui ait les propriétés d’'un 2-produit dans la 2-catégorie des pseudo-topos (3). Je devrais
préciser que par définition

12

Hom, (X, V) Hom, (F (), F(X))°

(4.1.5) ’
~ Hom (F(X),F(¥)),

ou l'indice ! (resp. 'exposant !) indique la sous-catégorie pleine dans la catégorie Hom
envisagée formée des foncteurs qui commutent aux petites lim (resp. aux petites

[page 54]

lim ), et 'accent dans le Hom" dans le dernier membre indique qu’on exige de plus que
le foncteur en question ait un adjoint a gauche.

Soient donc
(4.1.6) M = F(X), N =F0),

et soit Z un troisiéme pseudo-topos, décrit par

(4.1.7) P = F(Z2).

On veut expliciter, a équivalence prés, la catégorie produit Hom, (2, X) xHom . (Z,Y),
le.

(4.1.8) Hom, (M, P)° x Hom,(N, Q)°.

Je vais introduire pour cela une catégorie

311 apparait finalement que ce qu’on construit n’est pas un 2-produit dans la 2-catégorie envisagée,
donc il vaut mieux le noter par un signe tel que X X ). Mais si X, ) sont deux topos, X X Y est un
2-produit dans la 2-catégorie des topos.
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[page 55]

(4.1.9) MRN
par la formule
(4.1.10) MBKEN ~ Hom"(M°® x N° Ens) ,

N . 1 s . , . . , . , .
ou le signe Hom™ désigne la sous-catégorie pleine de la catégorie Hom, formée des bi-
contrafoncteurs

(4.1.10.1) F : M°xN° — Ens,
tels que pour tout x dans M, le foncteur
(4.1.10.2) y — F(z,y) : N°—Ens

soit dans Hom' (N°,Ens), i.e. transforme petites lim en lim , et que, symétriquement,
pour tout y dans N, le foncteur

(4.1.10.3) x +— F(z,y) : M°—Ens

. | . . . . P
soit dans Hom'(M°, Ens). Mais cela signifie aussi que ces foncteurs sont représentables ;
donc on trouve aussi

(4.1.11) MERN <=~ Hom'(N°, M)
et

(4.1.12) MBRN < Hom'(M° N)
[page 56]

en utilisant (dans chacune de ces formules) dans deux cotés les équivalences de catégories

M = Hom'(M°, Ens)
(4.1.13)
N = Hom'(N° Ens).

On peut dire aussi que la catégorie M KN est équivalente a celle des couples de foncteurs
M — N
(4.1.14) v
v o N° — M,

munis de deux morphismes d’adjonction

o -— 'd
(4.1.15) ve o
eY° ~— ldy

satisfaisant les deux compatibilités habituelles exprimant ’adjonction de ¢° et de ¢ (ou,
de fagon équivalente, de 1)° et de ). Le foncteur

(0, 9) = o (resp. (@, 1) 1)

2 . 2, . |
donne une équivalence de la catégorie de ces couples avec Hom'(M° N') (resp. avec
! , e 1es s .
Hom' (N°, M)), de sorte qu’on a un carré commutatif d’équivalences canoniques de fonc-
teurs :
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[page 571
MBRN
/ \
(4.1.16) Hom'(M°, N) Hom'(N°, M)
MERN

2" Hom" (MPxN° Ens)

[od MXN est la catégorie des couples définie dans la page précédente.]
Je dis que M XN est une catégorie pseudo-topos. 1l est clair, [en] outre, qu’elle admet
des petites lim , qui se calculent argument par argument dans Hom(M° x N° Ens), ou
au choix dans Hom'(M°, N), ou Hom'(A°, M). Comment construire des petites lim ?
Il n’est pas question d’invoquer un argument de cogénérateurs. Il faut d’ailleurs trouver
aussi une petite sous-catégorie strictement génératrice. Visiblement, il y a quelque chose
de non trivial & démontrer !

4.2 Cafouillages sur M XN

Revenons a la situation générale d’un pseudo-topos X, décrit par la catégorie pseudo-topos
M. Si N est une catégorie quelconque, on définit la catégorie

[page 58]

Fais(X, N) ou F(X,N)

des faisceaux sur X, a valeurs dans A, par

(4.2.1) F(X,N) < Hom'(M°,N) .
On a donc un foncteur pleinement fidéle
(4.2.2) F(X,N) € Hom'(M°,N) v Hom'(N°, M),

ot M désigne la sous-catégorie de M (N.B. M” n’est pas en général une U-catégorie
qu’a cela ne tienne) formée des foncteurs représentables M° — Ens (laquelle est une
{l-catégorie, équivalente 4 M par I'inclusion canonique M C— M). Donc on a & isomor-
phisme unique prés une factorisation de (4.2.2) en

pl. fid. |

(4.2.3) FX,N) ", Hom (N°, M),
I'image essentielle étant formée des foncteurs
v N — M
tels que pour tout x dans M,
y — Hom(y,¢(z)) : N° — Ens

soit représentable, i.e. des foncteurs qui
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[page 59]

admettent un adjoint a gauche. Quand N lui-méme est une catégorie pseudo-topos, cette
condition est automatique (elle résulte de I'hypothése que ¢ commute aux petites Jim ).
Donc dans ce cas, (4.2.3) est une équivalence de catégories.

Soit maintenant S (S comme ‘“site”) une petite sous-catégorie de M, génératrice par
épimorphismes stricts. On sait que cela signifie que le foncteur composé

(4.2.4) M Hom! (MO’ EHS) restriction & S gA ( d:éf HOIH(S()? EHS) )

est pleinement fidéle, et ceci implique plus généralement, que pour toute catégorie N, le
foncteur restriction

pl. fid.

(4.2.5) F(x,.N) € Hom'(M°, N) 2™ Hom(S°,N)

est pleinement fidéle. En effet, le deuxiéme membre, via le plongement pleinement fidéle

NP Hom'(N°,Ens) C~ N",

se plonge dans
Hom(S°, Hom'(N°, Ens)) ~ Hom'(N°,S"),

et la pleine fidélité de (4.2.5) équivaut donc a celle du foncteur composé

(4.2.6) F(X,N) ¥ Hom'(M° N) — Hom'(N°,5") ~ Hom(S°, Hom'(A°, Ens)) .

[page 60]
Or on a commutativité dans le carré
F(X,N) ¥ Hom'(M°, ) 22 Hom(5°, )
(4.2.7) (4.2.3) (pleinement fidele (pleinement fidele
(4.2.4)

Hom'(V°, M)C

pleinement fidéle

Hom'(N°, S™)
—_
~ Hoim(So,Hoim! (N°,Ens))

(ou les fléches verticales sont des équivalences, si A est lui-méme une catégorie pseudo-
topos). Notons d’autre part que 'on a une équivalence

(4.2.8) Hom(S°,N) ~> Hom'(5"°,N') & F(Top(S),N) ,

ou Top(S) est le pseudo-topos (en fait, un topos) défini par la catégorie pseudo-topos S”.
Pour ceci, notons qu’on a

Hom'(S°, N) =~ Hom, (5", N°)° ,
et d’autre part le foncteur restriction a S C S” donne

Hom, (S", ") =~ Hom(S,N"),
d’ou
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[page 61]

Hom($"°, ) =~ (Hom(S, N*))* ==~ Hom(S°, N) ,

ce qui n’est autre que (4.2.8). Ainsi :

Proposition 4.2.1. Soient M = F(X) une catégorie pseudo-topos, munie d’une sous-
catégorie pleine strictement génératrice S, N une -catégorie quelconque, alors le foncteur
“restriction a S” suivant est pleinement fideéle.

(4.2.1.1) F(xX,N) £ Hom'(M° N) — Hom(5°,N) <= Hom(S"°,\) ,
gl

L' F(Top(S).N)

et il s’insére dans le carré commutatif (4.2.7) de foncteurs pleinement fideles.

Corollaire 4.2.2. Supposons que N = F(Y) soit également une catégorie pseudo-topos,
munie d’une sous-catégorie pleine T strictement génératrice. Alors

FX,N) ~ F(Y,M) ~ Hom"(M° x N° Ens) ,

/

- MR N
et le foncteur restriction
MREN € Hom"(M° x N°,Ens) —» Hom(S° x T°, Ens)
(4.2.2.1) ~ (SxT)"
deéf

=  F(Top(S xT))

est pleinement fideéle.

La premiére assertion a été vue dans 4.1. Pour la pleine fidélité de (4.2.2.1), on note que
ce foncteur s’interpréte, a équivalence de catégories prés, comme le composé du foncteur
pleinement fidéle (4.2.1.1), et du foncteur

[page 62]

similaire relatif & A/ (donc lui aussi pleinement fidéle)

(4.2.2.2) F, 8 € Hom'(W", 8% =21, Hom(T°,5") ,
————

Hom(S°xT°,Ens)

compte tenu de I’équivalence de symétrie

(42:23) F(¥,8") € Hom'(V°,8") ~ Hom'(S", N) .

Au total, quand M, N sont tous deux des catégories pseudo-topos, munies de sous-
catégories strictement génératrices S resp. T', on a un plongement pleinement fidéle cano-
nique

(4.2.9) MRN & (SxT),

Version 17 décembre 2025 6
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qu’on interpréte par la suite comme (f4* x f¥),, o

&t X — TopS

(4.2.10)
oY — TopT

sont les morphismes de pseudo-topos, donnés par les plongements pleinement fidéles (fonc-
teurs image directe)

(5 + M — 3"

(4.2.11)
() = N — TM,

lesquels admettent bel et bien des adjoints & gauche

[page 63]

(fgh) = 8" — M

(4.2.12)
)y TN — N,

a savoir les prolongements canoniques (par commutativité aux petites lim ) des foncteurs
d’inclusion S C» M, T . N.

La question essentielle, a présent, c’est visiblement de construire un adjoint & gauche pour
le foncteur (4.2.9). Il revient au méme, pour (s,t) dans S x 7', de définir un objet

(4.2.13) st € ObMXN |
tel que l'on ait, pour F variable dans M K N, un isomorphisme fonctoriel en F,

p(F)(s,t) ~ Hom(sXt, F).
—_—
d:éfF(s,t)

Donc il faut prouver ceci :

Lemme 4.2.3 (%). Soient M, N deux catégories pseudo-topos, et s € Ob M, t € ObN,
et considérons sur MEN & Hom" (M° x N°, Ens) le foncteur F +— F(s,t). Ce foncteur
est représentable (par un objet que je note s X t).

L’idée naturelle serait de définir s X ¢ par

(sXt)(z,y) = s(x) x t(y) = Hompy(x,s) x Homp(y, 1) ,

[page 64]

ce qui définit bien un foncteur
M° x N° — Ens.

Malheureusement, pour un des arguments fixé, disons pour y fixé, ce foncteur n’est pas
compatible aux limites projectives, p.ex. il ne transforme pas I'objet final de M° cor-
respondant & l'objet initial de M) en objet final de Ens, mais en t(y) = Homps(y, ).

4Pas prouvé ; peut-étre faux!
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Néanmoins, je pense que sXt doit bel et bien se définir comme produit de deux objets de
MK N, dépendant fonctoriellement de s resp. de ¢ (°). On est donc amené dés a présent,
qu’on le veuille ou non, a essayer de définir des foncteurs canoniques, commutant aux
petites lim ,

(4.2.13) M — MRN «— N
X
/
(lesquels seront les foncteurs image inverse pour les projections canoniques X x ) )
(%) N
Y

4.3 L’opération M XN et ’axiome d’accessibilité

J’ai passé la journée hier, essayant d’établir 'existence des x Xy dans M X N, sans y
parvenir — du moins pas sans faire une hypothése supplémentaire d’accessibilité,

[page 65]

dont il devient évident a présent qu’il faut la faire de toutes fagons. Je vais quand méme

énoncer le positif de mes perplexités.

Proposition-perplexité 4.3.1. Soient M, N deuzx catégories pseudo-topos, d’ou
MEN comme dans 4.1. Soient S C M, T C N deux petites sous-catégories strictement
génératrices, et considérons l'inclusion pleinement fidéle correspondante :

©?

(4.3.1.1) MRN C S"RTN ~ (SxT)\.

4 Hom" (MexN° Ens)

Considérons les conditions sutvantes :
a) MXN est un pseudo-topos.

b) Pourx € ObM,y € ObN, 2Ry € Ob MR N euiste, i.e. le foncteur (commutant
aux petites lim )

(4.3.1.2) F +— F(z,y), MRN — Ens

est représentable.
b') Comme b), avec x € Ob S, y € ObT.

¢) Le foncteur o (lequel commute aux petites lim ) admet un adjoint & gauche
o (SxT)" — MKN .
On a alors les tmplications

(4.3.1.3) b = b <= ¢ = a.

S¢galement faux, cf. plus bas.

6Le cas ot M, N sont des catégories-topos, nous montre que ces foncteurs devraient étre décrits
comme x —— z ey, y —> e Xy. Mais il n’est pas clair qu’on ait en dehors du cas des topos, et méme
en admettant Pexistence du x Xy, la formule (valable pour un topos) z Xy ~ (z Kep) x (epm K y).
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De plus, si c est satisfait, on a ceci : pour s € S, t € T, considérons
(s,t) € (SxT) Cc (SxT)" ~ S"RT",

qut s’explicite aussi comme

SN TN
(s,t) = pri(s) x pra(t) ~ s ¥t € Ob (S xT)",
(4.3.1.4) ie. (s,8)(s,t") = s(s') x t(t') = Homg(s, s) x Homp (¥, ¢)

= HomeT((Slatl)v (S’t)) )

SxT 22 . 7T

Ty
S
[page 66]
on a
M,N
(4.3.1.4) st ~ p(s,t),

et o(SxT)={sKt|s€ S, teT} estune partie strictement génératrice de MRN (7).

N.B. Je ne connais pas d’exemple ot les conditions envisagées ne soient satisfaites, mais
doute pourtant a présent que méme la plus faible le soit toujours, i.e. que M XN soit un
pseudo-topos dés que M et N le sont.

DEMONSTRATION DE 4.3.1. L’implication b = b’ est tautologique. L’implication
b’ <= ¢ résulte du

Lemme 4.3.2. Soient £, X des i-catégories avec X petite, £ stable par petites lim ,
a: & — X

un foncteur. Pour que a admette un adjoint a gauche , il faut et il suffit que pour tout
x € Ob X, le foncteur

¢ + Homxn(z,a(f)) = a(f)(z)
E° — Ens

soit représentable.

C’est évidemment nécessaire. La suffisance résulte du fait que X C X" est stricte-

sn, T
"N.B. On a bien str (s,t) =s X t.
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[page 671

ment génératrice dans X", i.e. que tout objet F' de X" est limite inductive F = lim F;,
les F; dans X (on prend I = X/F), d’ou I

Hom(F,a(€)) =~ lim Hom(F,a(€))
~—_——
! Hom(p(F;),€)

~ Hom(liTm (p(Fi),8))

donc le foncteur £ — Hom(F, a(&)) est représenté par p(F) & lim p(F;).
I

Prouvons ¢ = a. Pour Pexistence des petites lim dans M KN, et l'existence d’une
partie strictement génératrice, on invoque le lemme général :

Lemme 4.3.3. Soit o : £ C» F un foncteur pleinement fidéle admettant un adjoint a
gauche p.

@ Si les lim d’un type donné I existent dans F, elles existent dans €, et se calculent
comme

(4.3.3.1) lim & = p(liny , ()

@ Si U est une petite partie strictement génératrice de F, p(U) est une petite partie
strictement génératrice dans F.

En effet, si € désigne le deuxiéme membre [de 1’égalité 4.3.3.1], et n un objet va-
riable de £, on aura

Homg (&, n) =) Homz( lim a(&;), a(n))

~ Jm  Homs(a(8),a(n))

~ Homg (§;,m) car a pleinement fidéle

[page 68]
= l@ Homg(g’b 77) )
I
ce qui prouve que & est une limite inductive des &; dans & (®).

Ceci prouve que (moyennant ¢)) MKN est stable par petites lim , donc il reste a prouver
que M KN admet une petite famille strictement génératrice. Cela résultera du b) dans
le lemme, puisque S x T engendre strictement (S x T)". Cela prouve en méme temps la
derniére assertion de la proposition, sous réserve de prouver la formule (4.1.3.4). 1l faut
donc prouver un isomorphisme fonctoriel en ' € Ob M XN,

Hom(p(s, 1), F) =~ F(s,1),
mais par adjonction on a
Hom(p(s, 1), F) ~ Hom((s,t),a(F)) = a(F)(s,t) = F(s,1),
OK.

8Pour prouver b), on note que la pleine fidélité de a implique que p est essentiellement surjectif;
comme p commute aux petites lim et que tout objet de F est de la forme lim z;, les x; dans U, on
aura p(z) = lim p(x;), les p(z;) dans p(U), on gagne. I
I
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[page 69]
Proposition 4.3.4. Soit M une U-catégorie. Les conditions suivantes sont équivalentes.

a) M est une catégorie U-pseudo-topos, i.e. elle est stable par UU-limites inductives, et
admet une iU-petite sous-catégorie S strictement génératrice.

b) Il existe une U-petite catégorie S, et un foncteur i : M C— S” pleinement fidele,
ayant un adjoint a gauche.

DEMONSTRATION. On a a) == b), car il suffit de prendre pour S dans b) celui spécifié
dans a), 'hypothése sur S implique que le foncteur canonique

restriction

M — SN, composé de M . M" Sh

est pleinement fidéle. Qu’il admette un adjoint a gauche résulte du lemme 4.3.2. L’impli-
cation b) = a) résulte du lemme 4.3.3.

Corollaire 4.3.5. Soit M une 3-catégorie. Pour que M soit un U-pseudo-topos accessible
(i.e. dont tous les objets sont accessibles), il faut et il suffit qu’il existe S dans Cat et un
foncteur pleinement fidéle et accessible M % SN, admettant un adjoint a gauche p.

[page 70]

DEMONSTRATION. I suffit de noter que si S, a sont comme dans 4.3.4 b), alors « est
accessible si et seulement si les p(S) sont formées d’objets accessibles dans M ; comme

cette partie est strictement génératrice, on sait que cela implique que tout objet de M
est accessible. (Cf. SGA 419.9.)

Je vais essayer de donner un énoncé plus complet :

Théoréme 4.3.6. Soit M une U-catégorie. Conditions équivalentes :

a) M stable par petites lim , et elle admet une petite sous-catégorie pleine S, stricte-
ment génératrice, et formée d’objets accessibles de M.

a’) M est une catégorie $-pseudo-topos faiblement accessible, i.e. satisfait a), avec en
plus tout élément de M (pas seulement ceuz de S) accessible dans M.

b) Il existe une petite catégorie S, et un foncteur o : M C S pleinement fidéle et
accessible, tel que o admette un adjoint a gauche.
[page 71]
c) M est stable par petites lim , est accessible, et admet une filtration cardinale
(Filt" M) 2>, -
d) Il existe un cardinal m, une petite catégorie M., , stable par limites inductives de
cardinal < m, tels qu’on ait une équivalence de catégories

(4.3.6.1) M <= Indr My, ,

ot le deuziéme membre désigne la sous-catégorie pleine de Ind(M,,) formée des
ind-objets (X;)icr de Ma, tels que I soit grand devant .
DEMONSTRATION DE 4.3.6 (?). On a dé¢ja vu a/ = a = b = &/, i.e. 'équivalence de
a, a’, b, soit PTA cette condition. Nous allons prouver les implications

PTA — ¢ = d = PTA,

9Pour une démonstration compléte (celle donnée ici canule a partir d'un certain moment), cf. §4.6
(p. 139-148).
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ce qui établira le théoréme.

Prouwvons PTA = c¢. Soit S une petite sous-catégorie pleine strictement génératrice.
Ainsi,
[page 72]

pour tout x dans M on a

(4.3.6.2) r = lims

_—

seS/x
(cf. SGA 417.2 (i)). Soit mg = card F1(.5), et pour tout cardinal m > 7, soit

Filt"M = sous-catégorie pleine de M formée des objets x tels que
(4.3.6.3)
card (F1(S/z)) < 7.

Je veux prouver que l'on trouve ainsi une filtration cardinale sur M, i.e. que les condi-
tions a) b) ¢) de SGA 4 1 9.12 sont satisfaites. C’est prouvé dans loc. cit. 9.13 sous des
hypothéses 1égérement différentes, la condition d’accessibilité de M étant remplacée par
celle (beaucoup moins sympathique!) que les familles de fleches épimorphiques strictes
dans M sont épimorphiques strictes universelles. Cette condition n’est utilisée que dans

la démonstration de la condition b), & savoir la stabilité de Filt"M par lim de cardinal
I
< 7 (sans avoir d’ailleurs a supposer [ filtrante, ni a fortiori grand devant m). Il faut

d’ailleurs dire que la définition de Filt" M donnée dans loc. cit. n’est pas tout a fait la
méme que (4.3.6.3),

[page 73]
mais c’est
Filt" M = sous-catégorie pleine de M formée des objets x tels qu’il
(4.3.6.3) existe une famille épimorphique stricte x; 2\ 2 de car-
dinal < 7, avec x; € SV € I.
Ainsi on a

Filt"M C Filt" M ,
mais dans loc. cit. on prouve que pour x dans Filt”" M, on a
card F1(S/z) < =™,
d’ou
Filt"M C Filt"M C Filt"" M,
donc si m = 7™, p.ex. m = 2¢ avec ¢ > my, alors on trouve
Filt" M = Filt" M .

Donc les deux filtrations on I'air + équivalentes. Mais la démonstration donnée de la stabi-
lité de Filt”™ semble vraiment faire appel de facon essentielle a la condition d'universalité
des familles épimorphiques strictes (donc épimorphiques effectives, avec les hypothéses
faites impliquant l'existence de petites Jim ). Donc il me faut bon gré, mal gré, refaire le
travail !
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[page 74]

Condition a) : Filt™ équivalente & une petite catégorie. C’est immeédiat, puisque par
(4.3.6.2), Filt" est formée de lim dans M d’objets de S (petite catégorie), avec I telle
que card F171 < . 1

Condition b) : Filt™ stable par lim , quand card F17 < 7 (*°). Soit donc (z;)er, o
I

I — M

1 ZT;
un systéme inductif dans M, avec des x; dans Filt". Considérons le produit fibré

] cofibré S/] — J

(4.3.6.4) @ l Y
a
./\/l but S/M source S C _ M :
Cat-cofibré

ou J est Cat-cofibré sur I, sa fibre en i € Ob[l étant isomorphe a S/z;, donc
card F1 J; < w. Comme par hypothése card F1/ < , on en conclut que card F1.J < 73 = 7.
(N.B. L’ensemble des fleches v : jo—j; de J au dessus d’une fléche u : ig—i; de [
est “contenu” dans l’ensemble produit Ob J;, x F1.J;,, par 'application

v (source v, v : u.(jo) — j1)

donc de cardinal majoré¢ par 72.) On

[page 75]
a alors )
v lma; = lim g OF
I J
=9(j)

ol cette fois la limite est une limite d’objets de S, prise dans M. Il s’ensuit que x € Filt'”,
ce n'est pas tout a fait x € Filt™. (Ca implique z € Filt™°, donc z € Filt™ si 7 = 7™,
p.ex. T = 2° avec ¢ > mp.) Mais c’est le moment d’utiliser le fait que les objets de .S sont
accessibles, et on prendra my tel que les objets de S soient mp-accessibles, et cette fois on
prendra quand méme I filtrante et grande devant 7y (pour nous borner a ce qui est exigé
dans la condition b) de loc. cit.). On doit prouver que card (F1(S/z)) < 7 (ce qui signifie
x € Filt™). Mais comme les objets de S sont mp-accessibles et I grande devant 7, on voit
aussitdot que

S/x ~ lim S/z; ,

(2

Oquand I filtrante et grande devant 7y — je ne le prouve que dans ce cas, hélas!
1 On utilise la propriété de distributivité des lim , relative a un foncteur Cat-cofibrant

J —— 1

N\

M,

explicitée dessus.
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d’ou
F1S/z ~ lim F15/z; ,
donc '
card F1(S/x) < (card [)(Sl;p card FI(S/z;)) < n* =,
<7 ~ v
<7
q.e.d.

[page 761

Prouvons c) (12), i.e. que pour tout 7’ > 7 > my et tout 2 € ObFilt™, on peut écrire

(4.3.6.5) r = lim z; I grande devant 7, les x; dans Filt™, card I < n'™.
I

La démonstration se fait comme dans loc. cit. (p. 151-152), en changeant légérement
la définition de I, comme désignant I'ensemble des sous-catégories pleines i de S/ qui
sont filtrantes, de cardinal < 7 et de plus grandes devant my (3). (On pourra supposer
S/x filtrante en augmentant S de fagon a ce que S soit stable dans M par petites lim
finies, donc les catégories S/x aussi, ce qui implique qu’elles sont filtrantes. Il est [phrase
incompléte])

On a donc prouvé PTA = ¢).

Prouvons ¢) = d). Soit
™ = 2° avec c > mp.
On sait alors que

Fit™ M = M., « sous-catégorie pleine de M des objets m-accessibles de M
(loc. cit. 9.16), ce qui implique notamment que M., est stable par lim de cardinal < 7,
en vertu de loc. cit. 9.9 (page 145). De plus,

[page 77]
par loc. cit. 9.18 b) (p. 156), on a

Ind,, (M) =~ M,

ce qui prouve d).

Prouvons d) = PTA. Par loc. cit. 9.18 a) (p. 156), on voit que les objets de M., sont
mi-accessibles dans Ind,, (M, ), d’autre part il est clair que M,, est une sous-catégorie
pleine strictement génératrice de Ind,, (M, ), donc il reste a voir que Ind,, (M) est
stable par petites lim , i.e. le

Lemme 4.3.7. Soit M, une U-catégorie stable par limites inductives de cardinal < w, ot
m est un cardinal infini donné. Alors Ind, M, est stable par petites limites inductives. De
plus, M = Ind, M, munie de M, — M, est solution d’un probleme 2-universel, a savoir

12 Démonstration canulée, ne marche que si 77 = 71!
1311 n’est pas str que I soit grande devant 7, sauf si on suppose 7™ = 7!
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que pour toute catégorie N stable par petites limites inductives, le foncteur restriction
mduit une équivalence

(4.3.7.1) Hom,(M,N) =~ Hom, (M,,N),

ou le signe | (resp. 1) désigne la sous-catégorie pleine de la catégorie Hom, formée des
foncteurs qui commutent aux petites limy (resp. aux limites inductives de cardinal < 7).
[page 78]

Prouvons d’abord que les lim de cardinal < 7 dans M, sont aussi des lim dans M =
Ind, M, (**). On a donc

r -~ lim z; dans M ,
I
ie.
(%) Hom(z,y) = lim Hom(z;,y) siy e ObM,
I

prouvons que cela reste vrai pour y dans M, i.e. y de la forme

y = limy; , J grande devant 7, les y; dans M.
J
On a en effet
Hom(z,y) ~ lim Hom(z, y;)

J
) lim Jim Hom(z;, ;)
sGaargs J

L1908 lim lim Hom(z;, y;)

—
*

12

I J
~ lim Hom(z;,y) ,
I
au total
Hom(z,y) ~ lim Hom(z;,y),
I
q.e.d.

Pour prouver que les petites lim sont représentables dans M = Ind, (M), comme elles
le sont dans Ind(M,) (SGA 4 1 8.9.5 b, on utilise ’hypotheése que les lim finies sont
représentables dans M), il reste a voir que Ind, (M) est stable dans M, par ces limites.

[page 79]

4.4 FEtude de Ind,(C) (pour C petite catégorie stable par lim de
cardinal < )

4.4.1. Finalement, la démonstration du lemme 4.3.7 n’est pas tellement évidente que je
I’anticipais, et il me faut lui consacrer des préliminaires techniques, que je vais réunir ici.
Dans toute la suite, C' représente une U-catégorie équivalente a une petite catégorie.

“Mais attention, M, — Ind(M,) ne commute pas a ces lim !
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Proposition 4.4.2. Soit F' € C" un foncteur ind-représentable, i.e. tel que C/F soit fil-
trante. Soit d’autre part i — x; un foncteur I — C', ou I est une petite catégorie filtrante,
et soit

(4.4.2.1) a:x = lm =z —F (**)
r ¢

un systéme projectif de fleches x; — F (N.B. la limite inductive z est prise dans C", et
est calculée argument par argument), ce qui équivaut a une factorisation pq : I — C/F
de [ —C en

I 2 C/F Lw’i C.
Ceci dit, pour que o (4.4.2.1) soit un isomorphisme dans Ind’'(C) C C" (sous-catégorie
pleine des foncteurs ind-représentables sur C'), il faut et il suffit que ¢, soit cofinal, ou ce

qui revient au méme, I étant filtrante, qu’il satisfasse les deux conditions habituelles :
F1) VE€ ObC/F, 3i € Obl et une fleche & — v, (7).
F2) V&€ ObC/F, eti e Obl, et toute double-fieche

[page 80]

g :: QOOC(Z) )

il existe une fleche i—u>j dans I telle que p,(u) égalise la double-fléche.

DEMONSTRATION. Si ¢, est cofinal, on en conclut par définition que lim ¢, — lim ¢,
est un isomorphisme, or cette fleche n’est autre que a. Inversement, supposons que cette
fleche soit un isomorphisme, donc C'/F <= C/ lim x;, et il reste a voir que le foncteur
canonique

N

est cofinal, i.e. satisfait F'1) et F 2). La vérification est + tautologique, en utilisant le fait
que pour tout y dans C, on a

Hom(y7 @’CA$i) -~ h4H1>E ‘HOHI(y,xi),

ns
et du “calcul” des limites inductives filtrantes dans Ens.

Corollaire 4.4.3. Soit ™ un ordinal infini. Pour que F soit dans Ind. (C) (image essen-
tielle de Ind,(C) dans C"), il faut et il suffit qu’il existe une catégorie ordonnée grande
devant 7 I, et un foncteur cofinal [ — C'/F.

Il nous faut donc donner des conditions, sur une catégorie J (= C/F), pour qu’il existe
une catégorie ordonnée I grande devant 7, et un foncteur cofinal I — J.

[page 81]

Une telle catégorie s’appellera grande devant w. (Il est immédiat que dans le cas ou J
est elle-méme ordonnée, cette terminologie est cohérente avec celle déja adoptée pour les
ensembles ordonnés, i.e. que s’il existe une application croissante cofinale ¢ : [ — J,
avec I grand devant 7, alors J est lui-méme grand devant 7.) Une telle catégorie est

15La donnée de a équivaut aussi a celle d’'un homomorphisme d’ind-objets (z;)ie;r — F, F étant
considéré comme ind-objet (généralisé) indexé par C/F.
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automatiquement filtrante (SGA 4 I 8.1.3 b)). Notons aussi que si on a un foncteur
cofinal J — J', si J est grande devant 7, J' 'est aussi (par transitivité de la cofinalité).

Proposition 4.4.4. Soient J une U-catégorie, m un cardinal infini. Conditions équiva-
lentes :

a) J est grande devant w, i.e. il existe un ensemble ordonné grand devant m et un
foncteur cofinal ¢ : I — J.

b) J satisfait les deuzx conditions suivantes :
PF.1 OrdJ est grande devant 7, i.e. pour toute famille (Yo)aca d’objets de J, avec

card A < 7, il existe un majorant y dans J (i.e. un y et des fleches y, ﬁ»y)

PF,2 Pour yo, y1 dans J et tout ensemble (uy)aca de fléches yoﬁ»yl avec

card A < m, il existe une fleche i»yg qui les égalise, 1.e. telle que
Wue =u'ug Vo, B € A (1l suffit de lexiger quand card A > 2.)

c) Pour toute partie A de F1.J, avec card A < 7, existe une sous-catégorie J' de J,
avec card F1.J' < 7, telle que A C F1J' et que J' admette un objet final.

d) Soit I I’ensemble des sous-catégories J' de J telles que card J' < 7 et ayant un objet
final

[page 82]

et ordonnons I par inclusion. Alors I est grand devant w, de plus le foncteur cano-
nique I — J (J'+—ey = objet final de J') est cofinal (*°,}7,'8).

(")
DEMONSTRATION.

a = b vérification immédiate, en utilisant le critére F 1, F 2 de la cofinalité
pour [ filtrante.

b = ¢ par AQT [8ne qui trotte].

¢ = d par AQT [ane qui trotte].

ntroduire I(.J) avant I’énoncé de la proposition. N.B. La condition de cofinalité I(.J) — J n’est
pas automatique, comme on voit en prenant J = Bg, G = {£1}.

I"N.B. L’hypothése de cofinalité est superflue si J est rigide, i.e. tout endomorphisme d’un objet de J
est identique.

18N. Ed. Dans cette condition (d), le “de plus le foncteur . .. est cofinal” est ajouté par Grothendieck a
posteriori, ce qui explique sa vaine tentative de ’établir dans I'implication d = a ci-dessous, implication
qui devient évidente aprés cet ajout. Par ailleurs, les conditions (c¢) et (d) ne sont pas impliquées par
les conditions équivalentes (a) et (b). Par exemple, si J est la catégorie ayant un seul objet et un seul
morphisme non identique p tel que p? = p, alors J satisfait aux conditions (a) et (b), mais pas aux
conditions (¢) et (d).

19 Autres conditions :

e) Pour tout ensemble A avec card A < 7, diag; : J — J* est cofinal.

') (Si Ap est un ensemble donné, de cardinal = 7.) J —» J4° est cofinal.

Voir aussi 4.9.6.9.1 et 4.9.6.9.2, pages 237, 238.
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d = a Considérons l'ensemble ordonné grand devant 7 construit dans
I'énoncé de d), et le foncteur

I — J

donné par J'+—ey; = objet final de J'. (Vérification que c’est
un foncteur immeédiate.) Ce foncteur est surjectif, donc satisfait la
condition F 1 de cofinalité. La condition F 2 résulte aussi de d) en

regardant les trois objets J', j — ey, j — ey de I,

et en prenant un J” qui les majore tous trois, alors ey — e égalise
20
u, uy ().

Corollaire 4.4.5. Soit F' € Ob C". Pour que F appartienne a Ind. (C), il faut et il suffit
que C'/F satisfasse a l’ensemble des quatre conditions équivalentes de 4.4.4.

Corollaire 4.4.6. Soit J une catégorie stable par lim de cardinal < w. Alors J est grande
devant .

En effet, les conditions PF; 1, PF, 2 sont visiblement vérifiées.
[page 83]

4.4.6. Je me donne un foncteur
(4.4.6.1) J < Ind C,

J une petite catégorie, et on cherche une lim dans Ind/C, en postulant au besoin 'exis-
tence des lim de cardinal < 7 dans C, et 'hypothése card F1J < m. Le procédé le
plus naturel pour ramener la question de l'existence des lim dans Ind/.C, & la question
similaire dans C', est explicité dans SGA 4 1 8.8.3. On considére 'inclusion pleinement
fidele

(4.4.6.2) C & Ind.C,

laquelle commute aux lim de cardinal < 7 (celles qui sont représentables dans C, cf. p. 78
et référence & SGA 419.8), d’ou

(4.4.6.3) Hom(J,C) < Hom(J,Ind.C)

également pleinement fidéle, et commutant aux lim de cardinal < 7 (représentables dans
le premier membre). Cette fléche s’insére dans le carré commutatif relatif a la donnée d’'un
j € Ob J, et des foncteurs d’inclusion

€j

(4.4.6.4) e —J, ejle) = J;

20Un peu bref, le cas ol e = j échappe a cet argument, et demande qu’on [phrase incompléte]
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[page 84]

a’

Hom(J, C) Hom(J, Ind! C) =Rt

S la;’ } (21)

C - Ind7.(C) > ¢(7)

(4.4.6.2)

lequel induit un foncteur

(4.4.6.3) Hom(J/C) /e <= C/p(j) .
def |

Si C' est stable par lim relatives a un ensemble K du type de conditions < 7 (p.ex. lim
finies), il en est de méme de Hom(J, C), et aussi de Hom(J, C') /¢, et de C/p(j), en vertu
du fait que o’ et a commutent aux lim du type envisagé, de plus (4.4.6.3) commute
aux limites en question. Supposons donc C' stable tout au moins par lim finies, donc les
catégories source et but dans (4.4.6.3) sont filtrantes. (Le fait que le foncteur commute
aux lim finies ne semble pas utile dans le contexte présent.) Cela nous servira pour avoir
le critére commode de cofinalité SGA 4 18.1.3 b) par F 1, F2.

[page 85]

Rappelons que la cofinalité des foncteurs (4.4.6.3), quand elle a lieu ( 7), implique le fait
que ¢ est une limite inductive du foncteur composé

{ = Hom(J, C) i Hin(J,Ind;(C))
H : :
(4.4.6.4) E%IH(J,C)AO 5
Cle) Mo G d(C).

suivant ’ensemble ordonné filtrant I, plus précisément que ¢ est la lim “argument par
argument en j”, ce qui signifie que pour tout j € Ob J, (j) = €}(¢) est limite inductive de
ex(a’1h) = (anhj)e?. (Or on sait en effet que o(j) est la limite de at), puisque ¢(j) € Ob C*
est ind-représentable, donc aussi celle de (ayy;)e} si €7 est cofinal.)

Ainsi, admettant la cofinalité de (4.4.6.3) et interprétant ¢, dans (4.4.6.4)

[page 86]

Yy + I — Hom(J,C)

comme un foncteur

IxJ 2 ¢ ,
on trouve la “représentation indicielle” de ¢
e(j) = lim (i, j) ,
iel
———

limite inductive
prise dans Ind/ (C)

d’objets de C C—» Ind’ (C)

*

! 4 . .
*'Les foncteurs €%, €} sont les foncteurs évaluation en j.
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d’ou
lim (i) = lim lim (i, 7)
jeg ndxC jeJ el
~—————

sous réserve d’existence

= lim lim ¢(4,5),
iel jeJ

toutes les limites inductives étant prises dans Ind/ (C'). Mais si les lim de type J sont
représentables dans C, et card J < , on sait que la lim ¢(i,j) dans C est aussi leur

jeJ

lim dans Ind.C, et on trouve donc que lim ¢(j) existe dans Ind’ (C') si et seulement si
jeJ
lim ¥ (i) existe dans Ind.(C'), ou pour i € I, on pose
iel
() = lm () dans C.
jeJ

[page 871

Résumons ce que nous avons obtenu :

Lemme 4.4.7. Soit C' une petite catégorie, ™ un cardinal infini, J une catégorie telle que
cardF1J < 7, ¢ : J—Ind, (C) un foncteur. Supposons les limy de type J existant dans
C, et que les foncteurs €§ (j € ObJ) de (4.4.6.3) soient cofinaux (ce qui s’explicite de
facon simple surtout si source et but sont filtrants, chose acquise si C est stable par lim
finies). Alors ¢ a une “représentation indicielle canonique”

(4.4.7.1) W IxJ—C
avec
(4.4.7.2) I = Hom(J,0)/¢,

i.e. on a lisomorphisme fonctoriel en j € ObJ

(4.4.7.3) p(j) ~ hTm i) ().

Posons pour tout i € Ob [

(4.4.7.4) (i) = lim o(i.5) (*) -

Alors lim ¢(j) (dans Ind,.C) existe si et seulement si
jed
[page 88]
la lim V(i) existe (dans Ind.C' également), et les deux sont égales.
iel
Corollaire 4.4.8. Supposons que C' soit stable par lim de cardinal < © (pas seulement
par celles de type J). Alors Hom(J,C) et I = Hom(J,C) /¢ ont la méme propriété, I est

grande devant 7, et lim ¢(j) = lim W(i) existe dans Ind (C'), sous réserve de cofinalité
JjeJ iel

des foncteurs (4.4.6.3).

2limite inductive dans Ind!. d’objets de C.
Zlimite inductive prise dans C, mais valable aussi dans Ind] C.
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Il suffit en effet de vérifier ce

Lemme 4.4.8.1. Soit I une catégorie grande devant w, et W : I — C" un foncteur. Alors
lim W(i) existe dans Ind (C), et c’est la limite inductive dans C", ou encore “c’est” l'ind-

objet grand devant m représenté par ¥. (En d’autres termes (**), Ind’ (C) C C” est une
sous-catégorie strictement pleine stable par lim grandes devant 7.)

[page 89]

Ce lemme est une tautologie : si F' désigne la limite inductive dans C”, il est clair par
définition (en prenant un foncteur Iy — I cofinal, avec Iy ordonnée grande devant 7, de
sorte que la lim peut étre prise suivant /) que F' est dans Ind’ (C), et alors c’est a fortiori
une lim dans Ind, C.

Pour vérifier l'existence des lim de cardinal < 7 dans Ind,C, dans le cas ou C' lui-
méme est stable par lesdites limites, il suffit donc, grace au corollaire 4.4.8, de prouver la
cofinalité des foncteurs (4.4.6.3). Cela va résulter du

Lemme 4.4.9. Soient C' une petite catégorie, ™ un cardinal infini, J une petite catégorie
telle que pour tous j,j' € Ob J, on ait card Hom(j, j') < m. Sous ces conditions, pour tout
j € ObJ, le foncteur (4.4.6.3) admet un adjoint & gauche, donc a fortiori il est cofinal
(car les catégories colocalisées au dessus de C'/p(j) ont un objet initial, a fortiori elles
sont 0-connezxes).

[page 90]

DEMONSTRATION DE 4.4.8. Revenons au diagramme (4.4.6.2), dont on déduit (4.4.6.3),
nous allons le réécrire de fagon simplifiée :

B—2 . p > Y

4
e

C—1—~C >2z.

4

(4.4.9.1) .

€ )\’f

Je dis que e, ¢’ ont des adjoints a gauche X resp. N, et que ’homomorphisme canonique
de “changement de base”

(4.4.9.2) Ny — BA

est un isomorphisme. En effet, I'existence des adjoints de ¢, €', a savoir des foncteurs ¢,
et €}, relatifs a l'inclusion
gj e —J

et aux catégories de foncteurs Hom(J, C') resp. Hom(J, Ind.C'), résultant de lexistence
des sommes de type Hom(j,5') (5/ € ObJ) dans C' (déja acquise), et dans Ind,C ; et le
fait que le foncteur C'— Ind, C' commute

[page 91]

auxdites sommes (chose également déja acquise, puisque card (Hom(y, j')) < ) implique
alors que (4.4.4.2) est un isomorphisme. Moyennant la vérification en suspens (I’existence

24C’est abusif, cette stabilité est un énoncé nettement plus fort! Je le prouve page 99.
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des sommes de cardinal < 7 dans Ind/(C)), le lemme 4.4.9 résultera du résultat plus
général :

Lemme 4.4.10. Considérons un carré commutatif (4.4.9.1) (traits pleins) de catégories,
ot £ admet un adjoint a gauche \, € un adjoint a gauche X', et la fleche de changement
de base (4.4.9.2) est un isomorphisme. Alors pour tout yj, dans B’, posant £'(y;) = 2|, le
foncteur induit par (g,¢'),

B = BJyy — C=0C/z,

admet un adjoint & gauche X, donné par

M) = 2) = (W) = BOE) 2 X ()

I
Nyow
A(v) = composé Ne (yO)
adjo X (v) i adj.
yé) :

[page 92]

La démonstration se fait par un AQT [8ne qui trotte] fastidieux (j’avoue ne pas avoir
poussé jusqu’au dernier détail .. .).

Pour terminer la démonstration de 4.4.9, il reste a prouver un dernier ( ?)

Lemme 4.4.11. Soit C' une petite catégorie, stable par sommes de cardinal < .
Alors Ind.C' est stable par sommes de cardinal < m (et, pour mémoire, le foncteur
a:C—Ind.C y commute).

Appliquant le corollaire 4.4.8 au lemme 4.4.7, on est ramené & prouver la cofinalité de
(4.4.6.3) quand J est discréte, plus le fait que Hom(J, C') /¢ est grande devant 7, dans ce
cas. Mais la donnée de ¢ revient a celle d’une famille (¢;);c; d’objets de Ind. (C'), et le
foncteur (4.4.6.3) s’explicite comme la projection

[ICres) — C/e;

jed
du produit total sur un des facteurs. Donc on est ramené a ceci :
[page 93]

Lemme 4.4.12. Soit (C;),c; une famille de petites catégories grandes devant m, indexée
par un petit ensemble J. Alors [[ C; est grande devant 7, et les projections (pour jo € J)
[1C; — Cj, sont cofinales.

Prouvons d’abord la cofinalité, qui est le plus important pour nous. C’est évident si
J = {jo},sinonon a J = J'U{jo}, et [[;,C; = C"x Cj,, ot C" =[], ;» Cj, donc il faut
voir que C' x Cj, — ), est cofinal, i.e. que toute catégorie {\(C' x C},) (pour £ € Ob Cy)
est 0-connexe, or elle est isomorphe & C’ x (£\C},), et £\Cj, étant 0-connexe, il reste a
voir que C” est O-connexe. On fera attention & cet égard qu'un produit infini de caté-
gories (O-connexes n’est pas forcément 0-connexe, donc la cofinalité n’est pas totalement

tautologique ! Mais si on prouve que la catégorie || et Cj est
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[page 94]
grande devant 7, donc filtrante, cela implique qu’elle est 0-connexe, et on peut appliquer
ce méme résultat & " =[], C}, et on gagne.

Donc on est ramené a prouver que [[C; est grande devant w. Ceci se voit soit sur le
critere PF; 1, PF; 2 de 4.4.4 b, soit en se ramenant au cas ou les C; sont ordonnées, mais
cela a l’air plus long. Notons que 'on prouve de méme qu’un (petit) produit de catégories
filtrantes est encore une catégorie filtrante.

Remarques.

1. Cet argument ne montre nullement (méme si C' est stable par lim de cardinal < )
que pour tout ¢ € Hom(J,Ind(C')), le foncteur similaire & (4.4.6.3)

Hom(J,C) /¢ — C/p(j)
soit cofinal, et je doute qu’il le soit toujours. La difficulté provient du fait que
C — Ind C' ne commute pas aux sommes de cardinal < 7, seulement aux sommes
finies,
[page 95]
donc le lemme 4.4.10 ne peut étre invoqué.

2. Nous venons de prouver, via 4.4.8 et 4.4.9 (dont la démonstration est achevée avec
4.4.12), que si C est une petite catégorie stable par lim de cardinal < =, alors
Ind,C est également stable par ces limites. De plus, les systémes inductifs de ce
type J dans Ind,.C' admettent une représentation indicielle

v IxJ — C,

avec I grande devant 7. Et on peut toujours supposer, quitte a prendre I’ — I
cofinal avec I’ ensemble ordonné grand devant m, que I est de plus un ensemble
ordonné.

C’est 1a le moyen donc, pour la démonstration du

Théoréme 4.4.13. Soit C une catégorie équivalente & une petite catégorie, et stable par
lim de cardinal < m, ot m est un cardinal infint donné. Alors :

[page 96]

a) (Pour mémoire.) Le foncteur canonique
C — Ind,(C)—=>1Ind,(C)

commute aur lim de cardinal < 7.

b) (Pour mémoire.) Les systéemes inductifs de cardinal < m dans Ind,(C) (i.e. les
foncteurs ¢ : J—1Ind,(C), avec card FI(J) < m) admettent une représentation
indicielle

v I xJ — C,
avec I ensemble ordonné grand devant 7, et admettent une limite inductive dans
Ind,C qui se calculent par
lim p(j) =~ *lim ")

jeJ i€l
—

dans Indx(C)
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avec
W) = lim ().
jeg ©
c¢) Ind,C' est stable par petites limites inductives (*).
Il reste a établir ce dernier point. Comme on a déja les lim finies par b, il reste & prouver
I'existence des petites lim filtrantes, ou au choix des sommes infinies, ce qui sera plus
joli en fait. Mais

[page 971

on pourra aussi bien traiter le cas général d’une lim de type J quelconque (J petite).
Pour ceci, soit

I = I(J) = ensemble des sous-catégories J' de J telles que
card F1(J') <,

ordonnons I par inclusion. Il est évident que I # () (car ) € I), et méme que I est grand
devant m, car si (J!)qaea avec card (A) < 7 est une famille d’éléments de I, alors la sous-
catégorie de J engendrée par les J!, est encore dans I (vérification immédiate), et majore
les J!. En fait, la considération de I(J) associée a J va nous permettre de prouver ceci,
qui généralise 4.4.13 ¢), compte tenu de b) :

Corollaire 4.4.14 (*°). Soit M une catégorie, ™ un cardinal infini tel que
a) M est
[page 98]
stable par lim de cardinal < m, et
b) M est stable par lim sur les ensembles ordonnés I grands devant 7.
Alors M est stable par petites lim .
(27)'

En effet, si ¢ : J — M est donné, on en construit
v I =1I(J) — M

par

() = liTI/n,w(J’),

qui existe par hypothése sur M. Il est alors immédiat que lim ¢ existe si et seulement si
J
lim 9 existe, or cette existence est assurée du fait que I est grand devant 7, et ’hypothése
I

sur M.

Pour achever de prouver le théoréme 4.4.13, on est donc ramené au cas particulier des

limites inductives lim ¢(j), quand ¢ : J — Ind, C est donné, avec J ensemble
J

Zrajouter aussi, en d), le corollaire 4.4.16, page 101.

26Comparer aussi 4.11.3, page 270.

2TCorollaire 4.4.14.1. M étant comme dans 4.4.14, et f : M — £ étant un foncteur qui commute
aux lim de cardinal < 7, et aux petites lim grandes devant , alors f commute aux petites lim .
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[page 99]
ordonné grand devant m. Mais ceci va résulter du résultat plus précis :

Corollaire 4.4.15 (). Soit C' une petite catégorie. Alors la sous-catégorie strictement
pleine Ind,.C' de C" est stable dans C par lim grandes devant 7, en d’autres termes,
ces lim existent dans Ind, (C), et le foncteur d’inclusion y commute.

DEMONSTRATION. Soit I ensemble ordonné, grand devant m, et ¢+—— F; un foncteur

I—Ind,(C), F = lim F; dans C", prouvons que F' € ObInd,(C), i.e. (4.4.3) que
I
C/F est grande devant 7. J'utilise le critére b) de 4.4.4, il faut vérifier PF, 1, PF, 2.

Soient
To —= F = lim F,

des objets de C'/F indexés par A avec card A < 7. Chaque u, provient de z, — F;_, et
en prenant un majorant commun des i, (I grand devant 7), on trouve un ¢ € I et des
Vo : T — F;. Comme Fj est dans Ind! (C), i.e. C'//F; grande devant 7, considérant les v,
comme des objets de C'/F;, ils sont majorés par un objet x — F; de C'/F;. On a donc

-, )
Lo Qo

qui montre que les x, — F' sont majorés par v —» F,
[page 100]
ce qui prouve PF 1. Prouvons PF, 2, i.e. soient x . F, Y s F deux objets de C'/F, et

(fa)aca une famille de cardinal < 7 de fléches de w dans v. On sait que u, v proviennent
de u; : * — F;, v; : y— F; pour ¢ assez grand.

Pour tout «, on peut choisir i,, > i tel que v; f, et u; deviennent égaux en composant avec
F,— F;_, et comme card A < 7 et I grand devant m, il existe un majorant ¢ des i,. Au
total, on peut supposer (remplagant i par i') que v; f, = u; pour tout «. Alors u;, v; étant
considérés comme objets de C'/F;, les f, sont des fleches de C/F; de u; dans v;. Comme
C/F; est grand devant 7 (par I'’hypothése F; € ObInd, (C)), on trouve qu’il existe un

égalisateur (y, v;) — (2, w;).

28comparer & 4.7.3.1, qu'il y aurait lieu d’expliciter ici.
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Alors I'image de g dans C/F (via F; — F) égalise les fleches f,, en tant que fléches de
C/F, ce qui prouve PF, 2 et achéve la démonstration de 4.4.14, et par 1a aussi celle du
théoréme 4.4.13, et du lemme 4.3. Par la est aussi achevée la démonstration de la premiére
assertion du lemme

[page 101]

4.3.7 (p. 77), ce qui acheve la démonstration du théoréme 4.3.6 (p. 70-71). Il reste a établir
la propriété universelle énoncée dans 4.3.7, que je vais rappeler :

Corollaire 4.4.16 (*°). Soient C' une catégorie équivalente a une petite catégorie, stable
par lim de cardinal < 7w, ot m est un cardinal infini donné, et considérons le foncteur
d’inclusion canonique

(4.4.16.1) C 2+ Ind,(C) .

Ce foncteur est 2-universel pour les foncteurs f : C — &, ot & est une U-catégorie stable
par petites lim , et f un foncteur commutant a ces limites inductives. En d’autres termes,
on a

1°) « posseéde les propriétés précédentes, i.e. Ind.(C) est stable par lim , et le foncteur
a commute auz limy de cardinal < 7.

2°) Pour toute $-catégorie £ stable par petites limites inductives, le foncteur

g — gou«

Hom,(Ind,C,&) — Hom, (C,€)

(4.4.16.2)

est une équivalence de catégories, ot l'indice | (resp. ! 7) indique la sous-catégorie
strictement pleine de la catégorie Hom

[page 102]

envisagée, formée des foncteurs qui commutent aux petites lim (resp. a celles de
cardinal < ).

On peut donc dire aussi que Ind,(C) joue le role d'une “enveloppe” stable par petites
lim de la catégorie C, quand les lim de cardinal < 7, lesquelles existent déja dans C,
sont respectées par les plongement de C' dans son enveloppe. C’est un résultat nullement
tautologique qu’il suffit pour cela d’ajouter a C' des lim grandes devant m d’objets de
C, et que plus précisément, la catégorie enveloppe est réalisée par Ind,C (ou, au choix et
moins pléthoriquement, par Ind,.C' C C").

DEMONSTRATION. Le 1°) est contenu dans 4.4.13 a) et ¢). Prouvons donc 2°). Il est évident
que « est un foncteur pleinement fidéle dont I'image essentielle engendre strictement

29Pourrait étre incorporé en partie d) au théoréme 4.4.13, car c’est un complément important, et pas
tellement évident finalement.
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M = Ind,C, d’ou résulte que le foncteur (4.4.16.2) est pleinement fidéle, étant induit par
le foncteur pleinement fidéle

az : Hom(M,E) — Hom(C,¢E)

[page 103]

sur les sous-catégorie pleines envisagées. Il reste donc & montrer que (4.4.16.2) est essen-
tiellement surjectif. Soit donc f : C' — & dans Hom, (C, &), considérons son extension
canonique

Lf : Ind(C) — &

(4.4.16.3) L(Xier) = lim f(X)
iel

(cf. SGA 41 8.7.3), et soit

(4.4.16.4) Y(f) = Lf|Ind,(C) .

Rappelons que L f commute aux petites lim filtrantes, mais comme le foncteur d’inclusion
(4.4.16.5) Ind,C — Ind(C)

ne commute pas a ces lim , il n’est pas clair a priori que 1 ( f) commute auxdites limites, ni
a fortiori qu’il commute aux petites lim sans plus. Mais on a vu que (4.4.16.5) commute
aux lim grandes devant m, ce qui est contenu dans le corollaire 4.4.15 (vu que les limites
inductives filtrantes dans Ind(C') sont les limites dans C") : dire que Ind’ (C') — Ind'(C')
commute a un certain type de lim filtrantes, revient a dire qu’il en est ainsi du composé
avec Ind (C) T~ C”, ce qui est établi par 4.4.15. De ceci résulte que (f) commute auzx
lim grandes devant w. Pour établir que g = ¢(f) commute

[page 104]

aux petites lim , il reste donc a voir qu’il commute aux lim de cardinal < 7, en vertu de
4.4.14.1 (marge page 98). Pour I’établir, on utilise le théoréme 4.4.13 b, en représentant
un foncteur ¢ : J — Ind,(C) (ot card F1.J < 7) sous forme indicielle par

(4.4.16.6) ®:IxJ—C,

I étant un ensemble ordonné grand devant 7. On a donc

p() = lim @),

p——
icl Ind,C

et comme ¢ = ¢(f) commute aux lim de type I par ce qu'on a vu, on aura

o(pli)) = lim  9(@(i.5)) .

iel
d’ou
(%) lim g(p(7)) = lim lim g(®(i, ) (limites dans &) .
jes ©) Je el ——~—

= f(®(2.4))
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D’autre part, on a

12
5

lim () lim lig @7, 7)

jeJ jedJ el

12

lim lim ®(7,5) ,
el jeJ
—_——

peut étre calculé
dans C, soit
¥(i) € ObC

donc

(1) lim () = ling W(i) .
JjeJ om i€l
[page 105]

d’ott en appliquant g, qui commute aux lim de type I, et se rappelant maintenant que

g|C ~ f,

(1) ollim o)) = lim f(9()

On a d’autre part

V() = lim ®(4,5), lim dans C,
jed

et comme f commute aux lim de type J (car card F1.J < 7), on en conclut

fU@@) = lim f(®(i,5)) ,

JjeJ
donc par ()
(eoxx) g(lim ¢(5)) =~ lim lim f(®(7, ) .
jed iel jeJ

En composant avec (x) et utilisant a nouveau la commutativité de lim & lim , on trouve
donc 1 J

g(lim ¢(j)) <= lim g(#(j)) ,
ce qui prouve que g commute aux limites inductives de type J, et achéve de prouver que
g est [dans] Hom,(Ind,(C), ). Comme g|C' ~ f, on en conclut que le foncteur (4.4.16.2)
est essentiellement surjectif, ce qui achéve de prouver 4.4.16. De plus, on a construit un
foncteur quasi-inverse explicite, 1,

[page 106]

s’insérant dans le diagramme commutatif

Hom, (C,€) —'— Hom,(Ind,(C),&) — Hom, (Ind,(C), &)

(~) ~
(44166) (incl. pl. fid. pl. fid. /((restriction)

Hom(C, &) L Hom, g, (Ind(C), &)
(cf. SGA 418.7.3)
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4.5 Filtration cardinale canonique d’une catégorie U-paratopos

Définition 4.5.1. On appelle catégorie -paratopos une catégorie M i-pseudo-topos et
accessible, i.e. qui satisfait aux conditions équivalentes du théoréme 4.3.6 (p. 70). On dit
que c’est une catégorie m-LU-paratopos, si elle est m-accessible, i.e. si elle admet une petite
sous-catégorie génératrice dont les objets soient m-accessible, ou ce qui revient au méme, si
M est équivalente a une catégorie de la forme Ind/ (M, ), ot M est une petite catégorie
(ou : une catégorie équivalente & une petite catégorie), et stable par lim de cardinal < 7.
(Et on peut prendre pour M, la sous-catégorie pleine de M formée des objets

[page 107]
m-accessibles).

Dans la suite, nous allons, plus généralement, considérer une catégorie C' équivalente &
une petite catégorie, stable par lim de cardinal < m (), et la catégorie

(4.5.1) ME md cc o,

ol 7 est un cardinal infini donné. Je me propose d’introduire sur M une filtration car-
dinale canonique :

Proposition 4.5.2 (3!). Soit F € ObM C ObC", et soit m un cardinal > 7 =

sup(mo, card F1Cy), ou Cy est une petite sous-catégorie pleine de C' telle que Cy S C.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) card FI(Cy/F) < 7.
a’) card Ob (Cy/F) < 7.
a”) Pour tout x dans Cy, card F(z) < 7.

b) Il existe une petite catégorie filtrante I (pas nécessairement ordonnée), grande devant
T, avec card I < m, et un systeme inductif (x;);e; dans C, tel que l'on ait

(4.5.2.1) F ~ limx;,
iel

ou la lim est prise dans M, ou ce qui revient au méme (en vertu de 4.4.15, I étant
grande devant o) dans C", i.e. F' est isomorphe au foncteur ind-représentable défini
par lind-objet x = (x;);er de C.

c) F est m-accessible dans M.
¢') F est m-accessible dans C™.
[page 108]

DEMONSTRATION. On a les implications 4+ tautologiques

(%) TS ¢ —— ¢,

30Tl n’y a pas lieu de le supposer tout de suite.
3N’est prouvé (et n’est vrai) que si 7™ = 7, voir rectification 4.5.6, page 116.
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ot a’ = a” provient de I'inclusion canonique F'(x) = Homp(z, F) C~ ObC/F,a = b
s’obtient en prenant I = Cy/F et notant que I est stable par limites inductives de cardinal
< mo (C Dlétant), donc est grande devant my (*?). On a b = ¢’ en vertu du fait que la
sous-catégorie strictement pleine C2 de C" définie par

(4.5.2.2) C” = sous-catégorie strictement pleine de C” formée des
o F € M qui sont m-accessibles.

est stable par lim de cardinal < 7 (SGA 4 19.9). Enfin ¢ = c¢ provient du fait que
le foncteur d’inclusion M C» C” est pleinement fidele et mp-accessible, i.e. commute
aux limites inductives grandes devant 7, et a fortiori a celles grandes devant 7. Par les
implications du diagramme ci-dessus, il suffit donc de prouver qu’on a

33
c(:;a et a’ = a.

[page 109]

Prouvons a” = a. Considérons 'application
() FIC/F — FIC

induit par le foncteur étale ' = C'/F — C', alors 'ensemble des fleches au-dessus d’une
fleche o : & —=y de C est en correspondance biunivoque avec Ob C} = F'(y), puisqu'une
telle fleche o' est connue quand on connait son but, qui est un objet quelconque de F(y)
(C"— C étant étale, i.e. fibrant a fibres discrétes). Donc le fibre de (%) en « est de
cardinal = card F'(y) < 7, donc on a

cardFIC/F < mcardFIC < 7 m < 7=,
< <
ce qui prouve a.

Prouvons enfin ¢ = a. Pour ceci, nous allons utiliser la premiére inclusion M, C Filt" M
de SGA 41 9.16, qui s’applique dés lors que nous prouvons le

Corollaire 4.5.3 (**). Sous les conditions de 4.5.2, soit, pour tout cardinal ™ > T,
Filt™ (M) la sous-catégorie strictement pleine de M formée des F' € Ob M qui satisfont
la condition a) de 4.5.2. Alors la famille des (Filt™) >, est une

[page 110]
filtration cardinale de M.

La condition a) de loc. cit. 9.12 (les Filt™ sont équivalentes a des petites catégories) est
évidente. Prouvons b), i.e. la stabilité de Filt™ par lim filtrantes F' = lim F; grandes
devant g, de cardinal < 7. Comme M . C” commute & ces limites, pour z dans C

F(e) = lig Fa),

7
320n n’a pas besoin de cette stabilité, de toutes fagons Cy/F est grande devant 7o, en vertu de 4.4.3,
p- 80.
33n’est prouvé (et n’est vrai) que si 7™ = 7.
34Pas prouvé, la condition c) des filtrations cardinales peut-étre pas satisfaite. Sans doute faur en

général.
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d’ott card F(x) < cardOb [ -7 < w7 = 7, ce qui (par I’équivalence a <= a”) implique
F € ObFilt". Prouvons la condition ¢) de loc. cit. Pour ceci, nous aurons besoin du fait,
plus précis que le b), qu’on vient d’établir :

Corollaire 4.5.4 (*). Pour tout 7 > 1, Filt" est stable par limy (dans M) de cardinal
< 7 (pas nécessairement filtrantes, a fortiori pas nécessairement grandes devant ).

Il suffit, en vertu de ce qui est déja prouvé de du lemme 4.4.14 (3%), de montrer que Filt™
est stable par lim de cardinal < my. Si ¢ : J — Filt" est un foncteur avec card J < mo,
on le met sous forme indicielle

Vi IxJ — C,

grace a 4.14.3.b, avec I grande devant 7.
[page 111]

Je rappelle qu’on pouvait prendre
I = Hom(J,0)/¢,

ot Hom(J,C') C» Hom(J, M = Ind’C'), quitte & ne pas exiger que I soit ordonnée. On a
envie de prouver que card F11 < 7. L’ennui, c’est qu’on arrive seulement a la majoration

cardFI1I < 7™ .

(Méme si J est discréte, on n’a pas mieux, puisqu’alors
I~ [[c/ei). don FLI=]]FIC/0(),
jes jed
et si card F1C/p(j) = 7 pour tout j, on trouve card F1/ = 7™ — il n’y a pas moyen de
faire mieux!)

Donc je n’arrive pas a prouver directement 4.5.4, ce qui m’aurait arrangé pour prouver
la condition ¢) de loc. cit. Mais & vrai dire, on a fait ici le travail de la démonstration
du théoréme 4.3.6, partie b = ¢ — on y a déja prouvé que la filtration qu’on vient de
construire (par la condition a) de 4.5.2) est une filtration cardinale. La condition c¢) de
SGA 41 9.12 est prouvée a la page 76. Mais je vais refaire

[page 112]
la démonstration plus sérieusement.

Soit donc F' € Ob M, considérons
J = CJ/F,

c’est une catégorie stable par lim de cardinal < 7, donc grande devant m, et on a

F ~ lim z; (lim dans M)
jeJ

35Prouvé seulement si 7™ = 7! Sans doute fauz en général.
3671 faut une variante du lemme 4.4.14, pour les lim de cardinal < 7/, qui se prouve de la méme facon.
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en désignant par j+— z; le foncteur canonique C'/F — C. Soit alors I I'ensemble des
sous-catégories J' de J qui sont de cardinal < w et grandes devant my, I ordonné par
inclusion, et pour tout J’ € I, posons

XJ/ = hﬂ I'J .
jeJ’
Comme J' est grande devant 7, la limite inductive dans M est aussi une limite dans C",
d’on résulte aussitot, comme card Ob J’ < card F1.J' < 7, que X ; est dans Filt™. Alors

J +— X, € ObFilt"

est un foncteur
I — Filt™ |

dont la limite inductive est celle des x;, donc isomorphe a F'. D’autre part, il est immédiat
que I est grand devant 7, i.e. que si (J))aea est

[page 113]
une famille d’éléments de I, celle-ci est majorée par un J' € I. Ceci résulte du

Lemme 4.5.5 (37). Soient 7, my, avec ™ > o, des cardinauz infinis, et soit J une catégorie
grande devant my. Alors pour toute partie ® de F1J, telle que card ® < m, il existe une
sous-catégorie J' de J grande devant m, telle que card J' < 7 (*%), et F1J' D ®.

Ce lemme étant admis, on a donc représenté un objet quelconque F' de M comme une

lim X;, avec I ensemble ordonné grand devant m, les X; dans Filt™. Il reste & prouver
iel ) )
que si 7 > 7 et F € Filt™ , alors on peut prendre I tel que card I < 7n'". Mais F' € Filt™
signifie que J = C'/F satisfait card F1.J < 7. Alors ’ensemble des parties de cardinal < =
de F1J a un cardinal majoré par ©'", a fortiori card I < 7", ce qui achéve de prouver que

(Filt™)r>r, est une filtration cardinale sur M.
[page 114]

Pour prouver le lemme, on commence par saturer ® par composition finie, on trouve une
sous-catégorie Jj de J telle que card F1.Jj < 7 ... Mais je m’apergois que pour prouver
le lemme, j’ai encore besoin de 7™ = 1 — une enveloppe de J' grande devant 7y va avoir
un cardinal majoré (au mieux) par 7.

Prenons p.ex.
J = P(9) (ensemble ordonné)

avec card S = 7w > m, donc J est grand devant my. Considérons I'application
S — J=3(5), s—{s},

et prenons pour ® C FIJ l'ensemble des idg,. Donc on cherche une partie J' de J,
contenant S, et grande devant my pour 'ordre induit par J. On voit tout de suite que la
plus petite partie J’ faisant P'affaire est 'ensemble B, (S5) des parties de S de cardinal
< 7. Mais on trouve

™0

cardJ - my! = 7™,

3TN’est prouvé que si 7™ = 7! Sans doute faux en général.
38C’est OK si on exige seulement card J' < 7.
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[page 115]
ou
! = card Aut (FEy) (Ey ensemble de cardinal )
i
= 2™
donc
(%) card J - 2™ = g™ .

D’autre part, il est immédiat que card J' > card PB(Ey) = 2™ (ou Ey est une partie de S
de cardinal 7p), donc le premier membre de (x) est égal a card J', donc on trouve

cardJ = 7™ |

sorry !

Finalement, je me suis convaincu que la proposition 4.5.2, et les corollaires et lemmes
précédents par lesquels j’ai essayé de 1’établir, n’est vrai que pour ces cardinaux m > mg
tels que

T =7,

ce qui, moyennant I'hypothése du continu généralisée, équivaut a
T < 2" (=71")

(ou encore & ™ #£ 2™ (= x™)). Je vais donner

[page 116]

ici un énoncé rectifié.

Proposition 4.5.6.

Sous les hypotheses générales de 4.5.2 sur C, mg, w1, w, les conditions a, a’, a”, b,
¢’ de cette proposition sont équivalentes (moyennant © > m ) (), et impliquent la
condition ¢ (F est w-accessible). Quand ™ = 7w (notamment quand m = 2°, avec
c = mg), alors toutes les conditions a a ¢’ de 4.5.2 sont équivalentes.

Plus généralement et plus précisément, pour m > m donné, considérons les condi-
tions sur m :

1) 7™ = .
2) Filt"(M) (définie dans 4.5.3) est stable par limy de cardinal < 7.

3) ¥ F dans M, on a F ~ lim X;, avec I ensemble ordonné grand devant w, les
I
X; dans Filt™(M). De plus, si 7’ > et F € Filt™ (M), on peut prendre I de

cardinal < 7'™.

4) Comme 3), sans la majoration de cardinauz, et en supposant seulement I ca-
tégorie grande devant ™ (pas nécessairement catégorie ordonné).

5) La condition c) de 4.5.2 implique les autres conditions (elles sont équivalentes,
par 1°), en d’autres termes

M, C Filt" (donc M, = Filt", puisqu’on sait que Filt™ C M),

39N.B. Pour cette équivalence, I’hypothése que C' soit stable par lim de cardinal < 7 est inutile, et
aussi pour que ¢’) implique c), et lui soit équivalente si 7 = 7™ > 7, cf. 4.7.1, p. 161.
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[page 117]
ot M, désigne la sous-catégorie strictement pleine de M formée des objets
m-accessibles.

Ceci posé, on a les implications

1) = 2) = 3) = 4) = 5),

et dans le cas particulier oo M = (Ens), C' = sous-catégorie pleine formée des
ensembles de cardinal < m, on a aussi 5) = 1), i.e. toutes ces conditions sont
équivalentes.

DEMONSTRATION.

1) = 2). Cf. démonstration de 4.5.4.

2) = 3). La catégorie J = Filt"/F est stable par lim de cardinal < , Filt™ Iétant,
donc J est grande devant m, d’ailleurs F' = lim X;, ot j+— X; est le foncteur source
et

Filt" /F — Filt". D’ou la représentation Vodlue de F, quitte a remplacer J par un
ensemble ordonné cofinal I, p.ex. en prenant pour I ’ensemble des sous-catégories .J
de [ telles que cardFl1J < 7 [cette deuxiéme partie de la phrase ‘‘p.ex. 2
demande correction]. La majoration card I < 7™, pour F' € ObFilt™, se fait par AQT
[dne qui trotte].

L’implication 3) = 4) est tautologique.

4) = 5) (19), car si F' € Ob M, on trouve par 4) que F est facteur direct d’un objet de
Filt", et Filt™ étant stable par lim

[page 118]

grandes devant m,, cela implique que Filt"™ est stable par facteurs directs, d’ou
F € ObFilt™.

Enfin, si M = Ens, C = Ens(m). On note que
Filt™ = { X € ObEns | card (X)™ < 7 }.

D’autre part, on trouve facilement

(Ens), X' sous-catégorie pleine de (Ens) formée
des objets m-accessibles

= {X €ObEns|card X <7} .

Donc on a (Ens), C Filt™ si et seulement si 7™ < 7, i.e. 77 = 7, q.e.d. (11).

Corollaire 4.5.7. Pour tout cardinal m > m, on a
(4.5.7.1) Filt™ ¢ M, C Filt"" .

L’inclusion Filt™ C M, est 'implication a = ¢ de la partie 1°) de 4.5.6. Pour prouver
M., C Filt™°, on pose 7’ = 7™ et on note que 7™ = 77 = 7™ = 7/ Donc on peut

4Ocomparer le lemme 4.5.14, page 133.

41Cf. démonstration de la partie 1°) de 4.5.6, plus bas (bas de page et page suivante).
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appliquer 1° & 7" au lieu de 7, et on trouve que M, = Filt™ . Comme M, C M,, on en
conclut M, C Filt™ | q.e.d.

J’ai oublié de démontrer le 1°) dans 4.5.6. Vu le diagramme d’implications (x), p. 108, et
I'implication a” = a déja prouvé (p. 109),

[page 119]

il reste a prouver seulement

¢ = a",
i.e. que F' m-accessible dans C" implique card F(z) < m V 2 € C. Ceci va résulter du
résultat un peu plus général :

Lemme 4.5.8.

1°) Dans la catégorie € = (Ens), les objets m-accessibles (m un cardinal infini) sont les
ensembles X tels que card X < .

2°) (%2). Soit C une catégorie équivalente a une petite catégorie, telle que ¥V z,y € ObC,

on ait card Hom(z,y) < w. Soit £ une U-catégorie stable par lim grandes devant
7, et faiblement w-accessible (i.e. admettant une sous-catégorie génératrice formée
d’objets mw-accessibles), et stable par produits de cardinal < w. Alors pour qu’un
objet F' de Hom(C, E) soit m-accessible, il faut que ¥ x € ObC, F(x) soit un objet
m-accessible de &, et cette condition est aussi suffisante si cardréd F1(C) <« (#3).

DEMONSTRATION. 1°) card X < m = X m-accessible dans €& = (Ens), car X =

[I,cx{z}, et on applique SGA 4 19.9. Inversement, supposons X m-accessible, et écrivons

X ~ lim Xj, ot [ est 'ensemble des parties de X qui sont de cardinal < 7. Comme I est
iel

grande devant 7, ’application identique X 24 X se factorise par un ensemble X;, donc

X; = X, donc card X = card X; < m, q.e.d.

[page 120]

2°) Considérons, pour z € Ob (| le foncteur

£
e —C',

d’ott un foncteur

: Hom(C, &) — &, Fr—F(x),

admettant un adjoint a droite

&

€z + € — Hom(C, &),

donné par
o (B)y) = B

(sous réserve d’existence des produits de cardinal < 7). Ce foncteur €, . est m-accessible
en vertu de loc. cit. 9.8.

Ceci posé, soit F' un objet m-accessible de Hom(C, £), on voit que €% (F') est m-accessible,
er ayant un adjoint a droite m-accessible :

E +— Homg(F(x), E) ~ Hompom(c,e)(F,ez+(E))
—— T

ez (F)

42Cf. généralisation 4.14.18, p. 391 b) et c).
“3meéme sans condition de stabilité de £ par produits de cardinal < 7.
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est composé du foncteur m-accessible ¢, ., et du foncteur covariant m-accessible représenté
par F' dans Hom(C, £).

Inversement, si les F'(x) sont m-accessibles, prouvons que F' I’est, moyennant card F1(C') < 7.
Se fait par AQT [&ne qui trottel, je ne vais pas 'expliciter ici.

[page 121]

Proposition 4.5.9. Soit C' une catégorie équivalente a une petite catégorie, et soit M =
Ind;O(C'), mo un cardinal infint donné. On suppose C stable par lim de cardinal < .
Pour tout cardinal ™ > 7y, soit My D C' la sous-catégorie pleine de M formée des objets
m-accessibles de M. Soit d’autre part my = sup(mp,card F1C). Alors (Mz)r>r, est une
filtration cardinale de M (**), et de plus, pour © > 79, My est stable dans M par lim
de cardinal < .

DEMONSTRATION. La stabilité de M est un rappel, cf. SGA 4 19.9. Comme on a
M, C Filt™

pour m > m; (cf. 4.5.7), on voit donc que les M sont équivalentes & des petites catégories
(condition a) des filtrations cardinales). La condition b) des filtrations cardinales est
contenue dans la propriété de stabilité des M, qu’on vient de rappeler. Prouvons enfin
la condition c). Soit donc ™ > 7y, et soit  dans M, considérons la catégorie

I = M, /z,
elle est stable par lim de cardinal < m, d’aprés la stabilité similaire de M, donc I est
grande devant 7 et équivalente a une petite catégorie, d’autre part, on a
[page 122]
v = lima,,
iel

les z; dans M, (lim dans M des foncteurs I = M,/x— M,). Quitte a remplacer
I par une catégorie ordonnée cofinale, cela prouve la partie qualitative de c. Supposons
enfin z € Ob M/, ou @’ > 7, montrons que 'on a alors

(4.5.9.1) card Iy, card I' < «'" (45,46)

Y

ce qui achévera de prouver que I'on a une filtration cardinale. Il nous faut une majoration
des cardinaux.

Lemme 4.5.10 (*7). Soit ™ un cardinal > . Alors on a
(4.5.10.1) card F1((Filt™)y) < 27.

On a en effet, en désignant par C”(7) la sous-catégorie strictement pleine de C” formée
des F' : C° — Ens avec card F'(x) < 7 pour tout = dans C' (i.e. F se factorise par Ens(7)),
et par C"()y une

44N.B. Toutes les conditions des filtrations cardinales sont vérifiées a l’exclusion, quand © > g, de
celle de la majoration de cardinaux card I < #'™ condition c).

ot Iy, I}, sont des sous-catégories réduites de I, I’ telles que Iy C— I, I C— I’ soient des équiva-
lences [Grothendieck a biffé 1’indice 0 de I’ dans 4.5.9.1].

460n ne le prouve que si 7 > ;.

4"Donner énonce commun avec 4.5.11, et prouver d’abord 4.5.11.
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[page 123]

sous-catégorie réduite exhaustive,
(4.5.10.2) card C"(m)y < 27,

d’ou résulte (4.5.10.1), puisque pour w > 7', Filt™ est une sous-catégorie pleine de C” (7).
Pour établir (4.5.10.2), on note que I’ensemble des classes & isomorphie prés de Ens(7’)
s’identifie & ’ensemble des cardinaux < 7'/, lequel ensemble est de cardinal < 7’. Rem-
placant Ens(7) par Ens(7’)y, C' par Cp, on doit majorer card F1(Hom(Cy, Ens(7n’)g)).
Or ObHom(Cy, Ens(7’)g) est contenu dans I’ensemble des applications de F1Cy dans
F1(Ens(7')o), le premier est majoré par 7y, le deuxiéme par 7™ X m x 7 = 72" = " = 27
(N.B. 7 < 27, d’oi 7™ < (27)™ = 27" = 27), donc Ob Hom majoré par (27)™ = 27 = 27
D’autre part, si F, G sont dans Hom(Cy, Ens(7)), Hom(F, G) est majoré par (77)™ =
7™ = 2™ donc FlHom est majoré par 2™ x 2™ x 2™, q.e.d.

Corollaire 4.5.11. Soit F' € ObFilt™, F' € ObFilt™ , avec 7 > > m;. Alors

(4.5.11.1) card Hom(F, F') < «'" .

[page 124]

C’est essentiellement la méme démonstration, légérement plus simple. (On aurait dit com-
mencer par 1a.)

Corollaire 4.5.12. Si ' > 7 > 7, on a pour x € Ob M

(4.5.12) card (M, /z) < 7«
En effet,
par 4.5.11 0
card Ob (M, /x)y < card Ob (My)o x(7'™)™ 7 |
< 2770 ;}:ar 4.5.10
— (xm0)

ie.

card Ob (M, /z), < /™),
d’ou

CardF](Mﬂ/x)O < 7-(-’(7"”0) X ﬂ-’(ﬂ'm) X (7T/7F0)(7F7r0) < 7_‘_/(7r7’0) .
Cela donne donc (revenant a 4.5.9.1)

card I, < 7

D’autre part, I’ peut se définir en termes de Iy comme ’ensemble des sous-catégories de
Iy qui sont de cardinal < 7, donc leur nombre est majoré par (card I)™ < (77 °)" =
7Tl7r7r7r0 — 7.‘.1(7r"0)'

Mais ce n’est pas tout a fait la majoration exigée, puisque

i < 7_‘_/(7r7r0 ) (48) ,

et qu’il est possible, a priori, que l'inégalité

el . / .
48N.B. On a égalité si on a 7’ = 2¢ avec ¢/ > 7™, soit ™ = 2° avec ¢ > .
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soit stricte! Apparemment, les “majorations”
M, C Filt&™° | M. C Filt™™

sont trop grossiéres. Aussi il s’agit de mieux appréhender les catégories M, , pour
7 > m (*2). Je vais hasarder une

Proposition 4.5.13. Les hypotheses et notations sont celles de 4.5.9. Soit m un cardinal
> m, et soit x € Ob M. Considérons les conditions :

a) Il existe une catégorie I, avec card F11 < 7, et un foncteur i+—x; : [ — C, tel
que x soit isomorphe a lim x;.

d') Comme a), avec I filtrante.

a") Comme a), avec I ordonnée filtrante.

b) Il existe un foncteur cofinal I — C/x, avec card F1I < 7.

”

V) La catégorie filtrante C'/x est “essentiellement de cardinal < 77 i.e. il existe une
catégorie ordonnée [non, cf. b”)] filtrante I, card F11 < m, et un foncteur cofinal

I—CJx.
V') Comme V'), avec de plus I ordonnée.

c) Il existe une famille de fleches (ug)aca, To — T, €pimorphique stricte, indexée par
un ensemble A tel que card A < .

d) On ax € Ob M, i.e. x est m-accessible dans M.
[page 126]
Ceci posé :

Les siz premiéres conditions a, a’, a”, b, b', b" sont équivalentes, soit P(m), et
impliquent les deux dernieres,

P(r)
7 N
c d.

Sim > m, alors P(m) est équivalente a c.

Soit Filt'”™ € M la sous-catégorie strictement pleine de M formée des objets qui
satisfont la condition P(7) ci-dessus, et Filt™ la sous-catégorie strictement pleine
définie dans 4.5.3 (p. 109). On a alors

(4.5.13.1) Filt™ c Filt"™ ¢ M, ,

et pour qu’on ait égalité des trois membres, il suffit qu’on ait 7™ = 7. (Cf. prop.
4.5.6, page 116). De plus, Filt'™ est stable dans M par sommes de cardinal < 7.

Les conditions suivantes sur C', my, ™ sont équivalentes.

49Mais on peut utiliser 4.5.10, 4.5.11 pour conclure que pour € ObM, C ObFilt”wO, on a
card F1(Cy/z) < (n'™)™ = 7/™ on aura donc x = lim x; (z; € ObC, lim filtrante, card F1J < #'™),

J
et en introduisant I'ensemble I des sous-catégories J' C J qui sont de cardinal < m, et posant
xy = lim z;, on trouve £ = lim_ =z, ol cette fois I est un ensemble ordonné grand devant m, les
jeJ’ J'el
g € My, et cardI < (card J)™ < (7/™)™ = 7/™™ = 7' c’est la bonne majoration !
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1) Filt'" est stable dans M par lim de cardinal < 7.
1") Filt'™ est stable par conoyauz de double-fléches.
2) Tout objet x de M est de la forme lim x;, ot x; dans Filt'™, I grande devant .

I
3) La condition d) de 1°) implique P(m) (donc lui est équivalente), i.e. on a
M, = Filt"™.

[page 127]

Ces conditions sont satisfaites dans les trois cas suivants :
A) ™ =1 (pour mémoire, c’est contenu dans 2°).

B) Les familles épimorphiques strictes dans M sont épimorphiques strictes uni-
verselles.

C) Les limites inductives filtrantes dans M commutent au changement de base (ce
qui est le cas notamment si les lim filtrantes sont exactes a gauche) (°).

Remarque. La filtration de M pour les Filt”™ n’est autre que celle envisagée dans SGA
4 19.13, ou on fait de plus 'hypothése B) sur M, qui aprés-coup n’était plus tellement
de mon goiit. Toujours est-il que d’aprés (4.5.13.1), cette filtration se rapproche plus de
la “bonne” filtration par les M., que celle que j’avais eu encore naguére tendance a lui
préférer, celle par les Filt". Elle a d’ailleurs sur cette derniére l'avantage, dans le cas
envisagé B), d’étre une filtration cardinale (ce qui n’est pas nécessairement le cas pour
Filt", du moins s’il existe des cardinaux infinis 7 > my avec 7™ # 7). Je soupgonne
maintenant qu’en général (et s'il existe des cardinaux infinis 7 > 7y tels que 7™ # 7), en
dehors des conditions A) B) C), la filtration par les (Filt’") n’est pas une

[page 128]

filtration cardinale. En tous cas, 4.5.6 et la présente proposition, 3°, montrent que si
soit (Filt™),>r,, soit (Filt™),>., est une filtration cardinale (my étant un cardinal donné
> ), alors elle coincide avec la filtration par les M. Donc apparemment, dans tous les
cas ou je sais construire une filtration cardinale, sur un paratopos du moins (i.e. sur une
catégorie M stable par petites lim , et dont tous les objets sont accessibles — I'existence
d’une filtration cardinale impliquant de plus celle d’une petite sous-catégorie strictement
génératrice . ..), celle-ci n’est autre que celle par les M, — chose dont je ne m’étais par
apercu en rédigeant SGA 4 1 9.

DEMONSTRATION DE 4.5.13.

Prouvons 1°. On a les implications tautologiques

b ) b’ ) b
W s

b

et pour prouver I’équivalence de ces six conditions, il suffit de prouver

a = b".

50Je suppose que cette condition revient & la méme condition sur C, pour les lim_ filtrantes de cardinal
< .
5lcompte tenu que C est strictement génératrice dans M, donc  ~ lim ;.
i€C/x
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Sion a
r ~ limx;, cardF11 < 7,
I

soit I’ 'ensemble des sous-diagrammes J C I finis de I, ordonné par inclusion, donc I’
est un ensemble ordonné filtrant, et du fait que C est stable par lim finies, on trouve un
foncteur
Jr—z; = limz;, : I' — C,
ieJ

et on aura

S
[2

S
s
8
<

D’autre part, on a
card I’ = cardBs( FI(I) )
~——

de card < 7

< T4 T+ L
< ™y = 7,

g.e.d. Pour établir 1°, il reste & établir

P(m)
72N
c d,

et 'implication inverse ¢ = P(7) quand 7m > m. Mais P(7) = ¢ est une tautologie,
et P(r) = d puisque M, est stable par lim de cardinal < m. Reste & prouver que
c = P(m)sinm>m.

[page 130]
Supposons donc qu’on ait une famille épimorphique stricte
Ty — T (€ A, card A <),

cela signifie donc que x est limite inductive d’un systéme inductif indexé par la catégorie B
ayant comme ensemble d’objets A 11 (A x A), les fleches non identiques étant représentées
par les fleches canoniques

To Xz 23
pa,f/ \:104,
Lo xg -
(N.B. B n’est par une catégorie ordonnée, car pour l'objet (v, «v), représenté par T, X, Zq,
il y a deuz fleches dans I'objet a, représenté par x,. Mais on a évidemment card F1(B) <
7.) Si on savait que C' est stable par produits binaires et par passage a des sous-objets
(iciles x4 X, 23 C 4 X xg), o0 aurait prouvé la condition a). A défaut, utilisons encore
le fait que C' est génératrice par épimorphismes (méme stricts) et choisissons pour tout
couple (v, ) un ensemble épimorphique de fléches :

Yo, B,y
Tapry — Ta Xz Xp,

€O0b Co
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ou Cj est une sous-catégorie réduite exhaustive de C. La fleche u, g est connue quand
on connait les composés

[page 131]

Ta

U&V

To,B,y

e

{L‘ﬁ,

donc pour z,5, € Ob () fixé, les choix possibles pour u, g sont de cardinal majoré par
mm = m, de plus on a card Ob Cy < my, donc le nombre total des fleches vy 5., Wa g
(pour «, (3 fixés) est majoré par 7 - = ;. Donc le nombre total des fleches wu, ., pour
«, 3, v variables, est majoré par m-m = 7 (si m > m). Donc z est représenté par une
catégorie [ ayant comme objets ’ensemble somme de A et de I’ensemble des indices triples
a, 3,7, et pour chaque tel indice, exactement deux fleches v, g, Wq, g~ non identiques de
source cet objet, et allant respectivement dans z,, xg. On a donc card F1I < 7, et on
a un foncteur I — C, ar—x,, (o, f,7) — Ta g, tel que z = lim x;. Cela achéve la
démonstration de 1°). =

[page 132]

Prouvons 2°. La premiére inclusion (4.5.13.1) est tautologique, la deuxiéme ne fait qu’ex-
primer P(m) = d. Le fait que 7™ = 7 implique 1’égalité des membres extrémes est un
rappel de 4.5.6. Reste a prouver que Filt'™ est stable dans M par sommes de cardinal < 7.
Mais si (Za)aca est une famille d’objets de Filt'™, avec card A < m, et si & = [] 4 Za,
prenant pour tout x, un foncteur ¢, : I, — C, avec card F11, < 7, tel que z, soit la
lim dans M de ce foncteur, on trouve que z est lim du foncteur ¢ : I — C' défini par
les o, ot I =]], I, (somme dans Cat). Il est évident que card F1(1) < 7 -7 = 7, ce qui
achéve de prouver 2°.

Prouvons 3°. On a les implications tautologiques 1 == 1/, et 1’ = 1, puisque Filt'™ est
stable par sommes de cardinal < 7. Donc 1 <= 1’, et implique que pour tout x dans M,

[page 133]

I = Filt"™/x est stable par lim de cardinal < m, donc est grand devant m. Comme

x ~ lim x;, cela prouve que 1 == 2. L’implication 2 = 3 est standard, et résulte de
iel
Filt'™ € M,, je vais expliciter dans un

Lemme 4.5.14. Soient M une catégorie stable par petites lim , m un cardinal infini, M,
une sous-catégorie strictement pleine de M. Considérons les conditions

a) My est une sous-catégorie strictement génératrice, et stable dans M par lim de
cardinal < .

b) Pour tout objet de M, on a un isomorphisme

r ~ lim x;,
_—
el

les z; dans My, I grande devant .
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V) Comme b), avec I catégorie ordonnée.

c) My C My (ou M, est la sous-catégorie strictement pleine de M formée des objets
m-accessibles).

On a donc les implications
«a —= b <— V = ¢,

et si on suppose My C M, et M, sous-catégorie strictement génératrice de M, alors
les quatre conditions a, b, V', ¢ sont équivalentes, et équivalent a My = M, (°?).

[page 134]

Enfin (revenant a la démonstration de 4.5.13, 3°), I'implication 3) == 1) provient du fait
que M est stable par lim de cardinal < 7.

Reste a prouver que ces conditions, i.e. la stabilité de Filt'™ par conoyaux de double-fleches,
est satisfaite dans les cas A) B) C), le cas A) étant d’ailleurs déja connu. Le cas B) résulte
immédiatement de la transitivité des familles épimorphiques strictes universelles, et c’est
d’ailleurs aussi contenu explicitement (stabilité de Filt”™ par lim de cardinal < 7) dans
SGA 4 1 9.13 (sinon dans I’énoncé, du moins c’est signalé dans la démonstration). En
rédigeant SGA 4 19, je savais donc qu’on a M, C Filt”™ pour tout =, mais I'inclusion,
plus évidente pourtant dans le cas d’espéce, Filt'”™ C M, (quand on suppose les objets de
C' m-accessibles) m’avait apparemment échappé ?

Reste a traiter le cas C). (J ’ai 'impression qu’il est un peu plus général que le cas B),

i.e. que la condition B) sur M implique C), mais non inversement. Ainsi, la condition C)
est vérifice dés que M correspond a une espéce de structure algébrique définie en

[page 135]

termes de lim finies, i.e. quand M est de la forme Ind(C), C stable par lim finies,
alors que je doute que la condition B) soit toujours satisfaite pour ces catégories. Par
exemple dans la catégorie Cat (qui est un paratopos de cette espéce), les lim filtrantes
sont exactes a gauche, mais je ne crois pas que les familles épimorphiques stricts soient

universelles. Prenons p.ex. deux homomorphismes de groupes G @, GG tels que
Gy * G — (G soit surjectif, alors cette famille & deux éléments est épimorphique stricte
dans Gr et dans Cat (°3), mais n’est pas forcément épimorphique stricte universelle, méme
sipex. Go =G, = H, G=H x H, et ug,u; sont des injections H —z H x H, données
par ug(h) = (h,1), et ui(h) = (1,h). Si je prends I'application diagonale H — H x H,
les images inverses de g, u; sont le méme objet de M/H, savoir e — H, et cette famille

n’est épimorphique stricte que si H est le groupe unité.

Le cas C) va résulter du résultat plus précis :

Corollaire 4.5.15. Sous les conditions générales de 4.5.13, supposons que dans M les
lim

[page 136]

filtrantes commutent au changement de base (p.ex. les lim filtrantes sont exactes). Alors
pour tout ™ > w1, Filt'™ est formée des x € Ob M satisfaisant la condition suivante.

52¢f. démonstration de proposition 4.5.6, 4 = 5, page 117.
531, c’est fauxr en général, mais vrai dans le cas particulier plus bas.
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c') 1l existe une famille de fleches (uq)aca, U : To — T, dans M, qui est épimorphique
stricte universelle (i.e. couvrante pour la topologie canonique de M), avec x, € ObC
VaeA, et cardA < 7.

DEMONSTRATION : il faut prouver que cette condition équivaut a la condition c) de 4.5.13
1°). Comme on a ¢/ = ¢ trivialement, il reste & montrer que ¢ = ¢’. Mais on a vu dans
4.5.13 1°) que ¢ implique a”, i.e. qu’on a un isomorphisme

r = limx; ,
iel
les z; dans C, et I ensemble ordonné filtrant, avec card I < 7. Il reste a voir que si x dans

M est une limite inductive filtrante d’objets z;, alors I’ensemble des fléches z; — = est

épimorphique stricte universelle. Or cela est immédiat, car pour ' — z, on a 2’ = lim 2

i
(par hypothése C), ou 2z = 2’ X, z;, donc la famille 2} —» 2’ est épimorphique stricte,
q.e.d.

Prouvons maintenant que dans le cas C, la condition de 3°, 1 est satisfaite, i.e. que Filt"™
est stable par lim de cardinal < 7. Cela

[page 137]
résulte aussitot du

Corollaire 4.5.16. (de 4.5.15). Sous les conditions de 4.5.15 (i.e. la condition C) de
4.5.18, 8°), soit x un objet de M, et supposons qu’il existe une famille épimorphique
universelle (x, — T)aca de fleches de M, avec x, € ObFilt”™ pour tout a € A, et
card A < . Alors x € Ob Filt'™.

En effet, I’hypothése sur z, équivaut, en vertu de 4.5.15, a 'existence d’une famille épi-
morphique stricte universelle de fléches (2,3 — 4)pen,, avec card B, < 7 et les 45
dans C. Soit B = [[,c4 Ba, on a alors card B < 72 = m, et d’autre part, la famille des
fleches composées z,3 — x, — = indexée par B est épimorphique stricte universelle (par
transitivité de ce type de familles), donc z € Ob Filt'", q.e.d.

Avec tout ¢a, on n’a toujours pas donné de caractérisation de M, lui-méme, qui est
meilleure que Filt™ et Filt”™ du point de vue catégorique, car seuls les M, définissent une
filtration cardinale, et de plus ils ont les propriétés de stabilité désirables dans ce

[page 138]

contexte, pour les lim de cardinal < 7. Le seul critére non tautologique que j’arrive a
dégager dans le cas général (pour tout m > 7, et sans hypothése d’exactitude supplémen-
taire sur M) est le suivant, beaucoup moins “explicite” ou “calculatoire” que les critéres
trés concrets pour Filt™ et pour Filt'™ :

Proposition 4.5.17. Soit m un cardinal > m. Alors M, est égal a la plus petite sous-
catégorie strictement pleine de M, contenant C, et stable par lim de cardinal < m. (Il

est important de noter qu’il ne suffit pas de dire : stable par lim , avec I grande devant
I
o, et card I < w. On trouve alors Filt™, qui risque d’étre une catégorie strictement plus

petite que M. Ce n’est pas non plus la catégorie des lim x;, avec x; € C'Vi € Ob[, et
card F1T < 7 — puisque cette catégorie-1a est Filt'”.) I

DEMONSTRATION. Soit M’ la catégorie de 1’énoncé, on a donc M’ C M., puisque M,
contient C' et est stable par les lim de cardinal < 7. Inversement, le lemme 4.5.14, a = c.
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[page 139]

4.6 Caractérisation des catégories paratopos (démonstration de
4.3.6)

Il est temps de revenir a la démonstration du théoréme 4.3.6 (p. 70-71), celle que j’avais
donnée étant incompléte (et erronée — jaffirmais que (Filt"),>r, est une filtration cardi-
nale, ce qui est faux si on n’admet que 7™ = 7 pour tout ™ > ).

On avait vu I’équivalence des conditions a, a’, b, soit PTA. Je vais achever la démonstration
par le schéma logique

(%) PTA — d) = ¢) = PTA.

Prouvons PTA = d), i.e. que si M est un pseudo-topos accessible, alors existe un cardinal
infini 7y, et une petite catégorie Cj stable par lim de cardinal < 7, et une équivalence
de catégories

(4.6.1) M == Ind, (Cy) .

Plus précisément, on a ceci :

Proposition 4.6.1. Soit M un paratopos, i.e. une U-catégorie M stable par petites lim ,
admettant une sous-catégorie pleine génératrice S équivalent & une petite catégorie, formée
d’objets accessibles de M. Soit my un cardinal tel que les objets de S soient my-accessibles
(i.e. S C May,), et soit C la plus petite sous-catégorie strictement pleine de M, contenant
S et stable par lim de cardinal < my. Alors

1°) C est équivalente a une petite catégorie.
[page 140]

2°) C = M,,, sous-catégorie strictement pleine de M formée des objets mo-accessibles.
3°) Le foncteur canonique
Ind, (C) 2

(défini a isomorphisme unique pres par la condition que son composé avec l'inclusion
Cc Ind;O(C’) soit isomorphe a l'inclusion C'— M, et que p commute aux petites
lim , ou encore aur lim filtrantes grandes devant my — cf. 4.4.16, page 101) est une
équivalence de catégories (°1).

DEMONSTRATION. 1°) On va construire C' par induction transfinie, en posant
Cy = sous-catégorie strictement pleine de M engendrée par S.
Coy1 = sous-catégorie strictement pleine de M engendrée par les lim dans
M d’objets de C,,, avec I catégorie telle que card F1 1 < 7r01.

Co = UyecoCo siaest un ordinal limite.

Cela définit de fagon unique les C,, (pour tout petit cardinal «). Par la définition de C,
on voit par induction transfinie que les C, sont contenues dans C. Soit ay

tdonc on a aussi Ind} (Cp) =~ M, ou Cy est une petite catégorie équivalente & C.
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[page 141]

le premier ordinal tel que card oy > 7y, donc 'ensemble I,, des cardinaux a < ag est
grand devant 7. Je dis qu'on a C,, = C. Pour ceci, il suffit de voir que C,,, est stable
par lim de cardinal < 7. Mais si I est une catégorie telle que card F11 < g, et ¢ :
I—Cy =U, <ay Ca un foncteur, alors la définition de «p implique que ¢ se factorise
en 9, : [ —C,, avec @ < ap (*). Donc lim ¢ € ObCyyy C ObC,,, ce qui montre la
stabilité requise.

Pour voir que C' est équivalente a une petite catégorie, il suffit de le voir pour les C\, en
procédant par induction transfinie. Cela résulte du lemme suivant, immeédiat :

Lemme 4.6.1.1.
1°) La limite inductive C' d’un systéme inductive filtrant (C;);e; de catégories C; équiva-

lentes a des petites catégories est équivalente a une petite catégorie. Si cardréd (C;)
< pour tout i, et card [ < 7, alors cardréd (C) < 7w (w étant un

[page 142]

cardinal infini). Ici, pour toute catégorie A, je pose card A = card F1 A, cardréd (A)
= card (Ay), ot Ay est une catégorie réduite équivalente a A.

2°) Soit Co C M une sous-catégorie pleine d’une catégorie M, mo un cardinal infini, et
soit C}, la sous-catégorie strictement pleine de M engendrée par les limites inductives
dans M (représentables dans M) de foncteurs I — Cy, avec I catégorie telle que
card I < mg. Si Cy est équivalente a une petite catégorie, il en est de méme de C{.
Plus précisément, si cardréd (Cy) < m, m un cardinal infini, alors cardréd (Cf) <
7.‘.170 (56>.
Corollaire 4.6.1.2. M et Cyy étant comme dans 2°) ci-dessus, soit C' la plus petite sous-
catégorie strictement pleine de M contenant Cy, et stable par lim de cardinal < mo (celles
qui sont représentables dans M). Si Cy est équivalente a une petite catégorie, il en est de
méme de C. Plus précisément, si cardréd (Cy) < mp, ot my est un cardinal infini, alors

[page 143]
on a cardréd (C) < 77° (°7).

Le 3°) se prouve par la démonstration transfinie précédente, on prouve par récurrence
transfinie que
cardredC, < m7°

pour tout . C’est OK pour o = 0 par hypothése (puisque m; < 77°). Si c’est vrai pour
Cl, alors 2°) assure que

P TO\TO T T __ o
cardréedC, < (m]°)™ = 7] = 7",
enfin, si o est un ordinal limite < oy, on aura C, =, <o Cor, donce
2~ T™ ™0
cardréd C, — mg - 7% =

(vu que 77° > mp), en vertu du 1° ci-dessus, et compte tenu du fait que card I, < 7. Soit
7 le cardinal successeur de my, alors la méme majoration nous donne

2 ! _To
cardréedC,, < mym° .

55Un peu court. Il faut invoquer le fait que I,, est grande devant 7.

56Cette majoration n’est par prouvée et probablement fausse si on ne fait pas des hypothéses un peu
plus strictes.

5Tmajoration non prouvée, probablement fausse, cf. annotation ci-dessus.
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Mais on a 77° > 2™ > 7, donc 77° > 7, donc 71° > 7, donc mym® = 7w7°, d’ott
cardrédC,, < m°,

ce qui est la majoration annoncée.
[page 144]

Prouvons 4.6.1 2°, i.e. C' = M,,. On a C' C M,,, puisque par hypothese S C M, et
on sait que M, est stable par lim de cardinal < my. D’autre part, on a M,, C C, en
vertu de 4.5.19 a = ¢ appliqué a C, qui est strictement génératrice dans M, S I'étant,
et €' DS, et stable par lim de cardinal < m, par construction.

Prouvons enfin 3°. Cela équivaut a ceci :

Lemme 4.6.1.3. Soit M une -catégorie stable par petites lim , my un cardinal, My une
sous-catégorie de M strictement génératrice, stable par limy de cardinal < 7o, et formée
d’objets mo-accessibles. (En vertu de 4.6.1 2° déja prouvée, appliqué a S = My, si My
est strictement pleine, on a donc My = M,,.) Alors le foncteur canonique

IIld;TO (Mo) - M

est une équivalence de catégories.

Le fait que ce facteur est pleinement fidéle résulte aussitot de I’hypothése que les objets
de M soient my-accessibles :

Homuy(lim X;,lim Y; ) =~ lim Homuy(X;, lim Yj)
el 7 jed =~ iel jeJ
EMo eEMo b ~
lip Hom(X,,Y;)
jedJ

12

Homy,g, (1o ((X), (¥5)) -

[page 145]

Reste a voir que ce foncteur est essentiellement surjectif. Comme M, est strictement
génératrice, il s’ensuit que tout x € M s’écrit

v = lima,,

iel
ou I = My/z, et les z; € M,. L’hypothése que My est stable par lim de cardinal <
implique la méme propriété pour I = Mgy/z, donc I est grande devant my. Donc (z;)er

définit un objet de Ind,, My, dont I'image dans M est isomorphe a z, q.e.d. (Comparer
SGA 419.18.)

Corollaire 4.6.2. Sous les conditions de 4.6.1, prenons pour my le plus petit cardinal
tel que les objets de S soient my-accessibles. Pour tout m > my, soit My la sous-catégorie
strictement pleine de M formée des objets m-accessibles, qui est aussi (par 4.6.1 2°)
lenveloppe de C' dans M stable par lim de cardinal < .

1°) Soit m; = cardréd S. On a alors

(4.6.2.1) cardréd M, < =77 (=27 sim>m).
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[page 146]

2°) (Mz)asm, est une filtration cardinale de M, ot m; = sup(mo, card S).

DEMONSTRATION. La majoration (4.6.2.1) est contenue dans 4.6.1.2, ou 7y est devenu .
SimT>m,ona

(%) m = 27

car on a m = 2, d’ou 7T > 27, d’autre part, on a m; < 2™, d’ou 7 < (2™M)7 = 2M7T = 27
puisque m = m pour 7 > 7y ; d’ou (k).

L’assertion 2° est mise pour mémoire; en vertu de M ~ Ind;o./\/l7TO7 on peut supposer
que 'on a M = Imd;TO (M), et on peut alors appliquer 4.5.9. On aurait d’ailleurs envie
de dire que (My)r>x, est une filtration cardinale, sans se borner aux = > ;. C’est vrai
sauf pour la majoration de cardinaux dans la condition ¢) de la définition des filtrations
cardinales (SGA 419.12) :

xr = lim =z I grande devant w et card I < 7'"
€0b M,/ €l cob M,

pour 7" > 7. Il faut supposer, pour cette majoration, que w > ;.
[page 147]

On peut a présent achever la démonstration de 4.3.6, en prouvant les deux derniéres
implications (x) (p. 139). On a d = ¢, i.e. si M ~ Ind; (C), C stable par limites
inductives de cardinal < mg, et C équivalente & une petite catégorie, alors M est stable par
petites lim (4.4.13, p. 95-96), ses ¢léments sont accessibles, et elle admet une filtration
cardinale (cf. 4.5.9). Mais il faut vérifier quand méme que les éléments de C sont -
accessibles. C’est contenu dans SGA 4 1 9.18, qui affirme que la pleine fidélité du foncteur
Ind,, (C) — M équivaut au fait que les éléments de C' sont mp-accessibles dans M. La
démonstration dans loc. cit. n’était pas claire, le “il suffit” a été vu bas de la page 144.
Le “il faut” ne me parait pas clair, avec la généralité donnée dans loc. cit. — et a présent
je vois que c¢’est méme faux, comme on voit en posant pour C' la catégorie unité e, donc
Ind;OC ~ e, et 'assertion affirmant que si e est immergée pleinement dans M (donc par
un objet rigide de M, i.e. un objet a tel que Enda = {id,}), alors a est Ny-accessible.
C’est faux dans la catégorie des anneaux, ou R est un objet rigide non Ry-accessible !

[page 148]

Dans le cas qui nous occupe, M = Ind;OC' , il faut visiblement utiliser le calcul explicite
des lim grandes devant my dans Ind;rOC C C", elles se calculent en effet “argument par
argument”, cf. 4.4.15.

Cela achéve la démonstration de ¢ = d dans (x), page 139. Enfin I'implication ¢ =
PTA est tautologique, 'existence d’une filtration cardinale impliquant celle d’'une petite
sous-catégorie strictement génératrice. Cela achéve la démonstration de 4.3.6.

Je vais redonner une formulation légérement plus précise de 4.3.6., en précisant les cardi-
naux, et en y rajoutant une condition supplémentaire, inspirée par SGA 4 I 9.11 (revue
et corrigée, cf. une annotation a I'exemplaire [de Grothendieck] de SGA 4T (°®)).

58 N. Ed. Cette annotation dit “cf. résultat plus simple ci-dessus, si C' est strictement génératrice” et
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Théoréme 4.6.3. Soit M une U-catégorie.
Les conditions suivantes sont équivalentes pour un cardinal infini my :

ar,) M est une catégorie U-mo-paratopos, i.e. M est stable par petites lim , et
contient une petite sous-catégorie pleine [strictement] génératrice S, formée
d’objets mg-accessibles de M.

[page 149]

by ) 1l existe une petite catégorie S, et un foncteur pleinement fidéle et my-accessible
M —+ 57 admettant un adjoint a gauche.

Cro) 1l existe une petite catégorie C, stable par lim de cardinal < 7, telle que

M ~1Ind, (C).
c.,) Comme c), avec C seulement équivalente a une petite catégorie.

2°) Ces conditions impliquent que M est stable par petites lim et petites lim , et la
condition :

ex,) Pour toute catégorie I grande devant g, le foncteur
L = lim : Hom(I,M) — M
I
est exact G gauche (donc exact).
Cette condition implique notamment ceci :

a(my) Sur la catégorie des double-fleches de M, le foncteur Ker (a valeurs dans M)
est my-accessible.

B(mo) Pour toute fleche y < x dans M, le foncteur changement de base M /x — M [y
est mg-accessible.

(59).
[page 150]

3°) Les conditions suivantes sont équivalentes.

a) M est une catégorie U-paratopos, i.e. est stable par petites lim , et contient
une petite sous-catégorie pleine S génératrice par épimorphismes strictes, et
formée d’objets accessibles.

a’) Comme a), mais en exigeant que M soit faiblement accessible, i.e. que tout
objet de M soit accessible.

b) 1l existe une petite catégorie S et un foncteur pleinement fidele et accessible
M . SN admettant un adjoint a gauche.

1l existe un cardinal infini 7y, une petite catégorie S, et une équivalence M =~
Ind’ (9).
)

¢') Comme c, en supposant seulement S équivalente a une petite catégorie.

d) M est stable par petites limy , est faiblement accessible, i.e. tous ses objets sont
accessibles, et admet une filtration cardinale.

le résultat en question, également en annotation marginale sur ’exemplaire de Grothendieck, est :

Corollaire. Soit F' admettant [une] sous-catégorie génératrice par épimorphismes stricts, formée d’ob-
jets accessibles, alors tout objet de F' est accessible (utiliser 7.2. (i) b)).
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(&) (°°). M est stable par petites limy , contient une petite sous-catégorie pleine
strictement génératrice, et il existe un cardinal infini my tel que la condition
er, de 2°) soit satisfaite.

@ Comme e, mais en exigeant, au liev de e, la condition plus faible conjonction
de a(mg) et B(my) dans 2°.

[page 151]

DEMONSTRATION. La partie 1° a déja été démontrée. La premiére assertions dans 2°),
savoir la stabilité de M par petites lim , est bien connue (résulte de stabilité par petites
lim , et de 'existence d’une petite famille génératrice, cf. SGA 4 1 8.12.7, version duale de
I'annotation marginale). La validité de la condition e, résulte du fait qu’elle est valable
dans C” (ou C est la catégorie mentionnée dans 1°, ¢, ), et du fait que les lim dans
M, et les lim grandes devant my dans M, se calculent dans C”. On trouve d’ailleurs de
méme :

Corollaire 4.6.4. Si M est une catégorie U-mo-paratopos, alors pour tout cardinal m = o,
et tout catégorie J telle que card J < 7, le foncteur

lim
-~

Hom(J, M) -4 M

est w-accessible, ou ce qui revient au méme, pour toute petite catégorie I grande devant

m, le foncteur
lim

Hom(I, M) L+ M
commute aur Jlim de cardinal < .
[page 152]
D’autre part, le fait que e, implique «a(mg) et 5(mp) est immédiat.

La partie 3°), en ce qui concerne I’équivalence des conditions a) a d), est contenue dans
1°, et Iéquivalence avec d) a été vue également (la seule chose non tautologique étant
que la condition c), savoir M =~ Ind,, (C) avec C petite et stable par lim de cardinal
< mp, implique 'existence d’une filtration cardinale, ce qui a été vu dans 4.5.9, et réaffirmé
dans 4.6.2 2° ci-dessus). D’autre part, que ces conditions a) a d) impliquent @ , et que
@ implique €', a été vu dans 2°. Donc il reste & voir que les conditions de € impliquent
a), et pour ceci, il reste & établir que les éléments de M sont accessibles. Mais c’est ce qui
est établi dans SGA 4 19.11, a cela prés que I'énoncé de la condition c¢), deuxiéme cas, est
canulé, et devrait étre remplacé par la condition ((m) (la condition «(mg) figurant dans
la condition a) de loc. cit.).

[page 153]

Remarque 4.6.5. Les développements des sections 4.4, 4.5, 4.6 précisent et affirment
considérablement, & bien des égards, la théorie des filtrations cardinales de SGA 4 19. 11
en est ainsi, tout au moins, dans le cas des U-catégories M stables par petites lim . Dans
loc. cit. on travaille avec des U-catégories légérement plus générales, celles satisfaisant

" Question. Condition e, (voire, le couple a(mg) + (B(m) plus 'existence d’'une petite sous-catégorie
strictement génératrice (et la stabilité de M par petites lim_), implique-t-il que M est un mo-paratopos ?
Je présume que non.)

60C’est 1a la caractérisation intrinséque la plus jolie des paratopos par la modalité “économie”, I'autre,
I’énoncé structurel, est@ .
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la condition L : il existe un cardinal infini m, tel que M soit stable par petites lim
grandes devant my. Je présume cependant qu’on doit pouvoir améliorer de fagon similaire
la théorie des filtrations cardinales accessibles, en s’inspirant du corollaire 9.18 de loc. cit.,
établissant une équivalence de catégories

M ~ Ind,, (C),

pour un cardinal my et une petite catégorie C' convenable. Ici, on ne peut plus supposer C'
stable par tel ou tel type de lim . Néanmoins, 4.4.15 nous dit que sans autre hypothese

sur O, M & Ind,, (C) satisfait bien a L., i.e. est stable (et méme stable dans C")

[page 154]
par petites lim grandes devant 7.

Ceci vu, j’ai envie d’appeler accessible une catégorie M qui admet une filtration cardinal,
et qui est de plus faiblement accessible [i.e.] dont tout objet est accessible. Et de
hasarder une

Conjecture 4.6.6 (°1). Soit M une U-catégorie. Conditions équivalentes :

a) M satisfait la condition L, et admet une petite catégorie strictement génératrice
1" formée d’objets accessibles.

b) 1l existe une petite catégorie C, et un cardinal infini my, tel que M soit équivalente
H a la catégorie Ind, (C').

¢) M est “accessible”, i.e. est faiblement accessible (tout objet accessible) et admet une
filtration cardinale.

On a b = a <= c de fagon tautologique, et ¢ = b a été vu dans loc. cit. 9.18, donc on
a la suite
c = b = a,

donc il resterait a établir a = c.
[page 155]

Le travail accompli (et la sueur versée) dans 4.5 nous préservera d’ailleurs, le moment
venu, d’erreurs fort naturelles dans la description d’une filtration cardinale, & partir d’'une
sous-catégorie S strictement génératrice : ce n’est ni Filt™, ni Filt'™, mais quelque chose
de plus subtil — peut-étre faut-il prendre encore la catégorie M., ou alors saturer S par
les limites inductives de cardinal < 7 qui veulent bien étre représentables dans M : on
trouve alors une Filt"”” C M., et si ces Filt"™ donnent bien une filtration cardinale, on
doit avoir forcément M, C Filt"™, donc finalement Filt"” = M. Donc je m’attends a
ce qu’en tout état de cause, la filtration cardinale (si elle existe) se fasse par les M. La
condition a) de loc. cit. 9.12 (M, équivalente & une petite catégorie), et la majoration de
cardinaux dans loc. cit. ¢), ne doit pas faire de difficultés, et la condition b) est OK. La
difficulté

[page 156]

provient du fait que M, n’étant pas méme stable par sommes et conoyaux de double-
fleches (quand ceux-ci ne sont pas représentés dans M), la catégorie M, /x (pour
x dans M) n’a aucune raison d’étre filtrante, pour autant que je vois, ni a fortiori

61Tout ceci sera considérablement précisé dans la théorie qui sera développé dans les sections 4.7, 4.16.

Version 17 décembre 2025 50



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. XVIII, Edition des Universités de Montpellier II et Paris VII

d’étre grande devant 7. Donc il n’est pas trop clair comment dés lors représenter z
comme lim x;, les x; dans M et I grande devant .

Il faut bieil dire que dans SGA 4 19, je ne donne aucun exemple d’une filtration cardinale
sur une catégorie ou les petites lim quelconques ne seraient représentables (cf. loc. cit.
9.13). Peut-étre aprés tout est-ce contre-nature de vouloir elles au dela ? ? Il faut peut-étre
attendre d’y étre forcé, pour essayer de développer une théorie en dehors du cadre des
paratopos.

[page 157]

4.6.7. Nous sommes a présent en mesure de reformuler les kyrielles de conditions un peu
techniques a) a f) du théoréme 2.6 (p. 25 dans XVIII) concernant le caractére “spécial a
gauche” de I’ensemble Mon(M) C FI(M) :

Proposition 4.6.7 (52). Les conditions préliminaires sur la {-catégorie M, assurant
la validité du théoreme XVIII 2.6, sous une forme trés légérement modifié (savoir en
modifiant dans 2.6 d) la condition de stabilité de Filt™ par quotients, en une propriété
d’exactitude d) ci-dessous), équivaut a l'ensemble de siz conditions suivantes a) a f).

a) M est stable par petites lim .
b) M admet une petite sous-catégorie strictement génératrice.

c) Les limites inductives filtrantes dans M sont exactes.

Ces conditions impliquent que M est une catégorie iU-paratopos (cf. 4.6.83, 3°), et en
particulier que les objets de M sont accessibles, et que M admet une filtration cardinale
(M) s, telle que pour tout m > my, M, soit stable par lim de cardinal < w (en fait, on
aura M, = sous-catégorie pleine des objets w-accessibles de M ). Aussi, elles impliquent
la stabilité de M par petites lim . D’autre part, les trois conditions suivantes sont des
conditions de stabilité pour les monomorphismes.

d) Soit f: X —Y wune fleche dans M et R = X xy X —2 X, alors X/R—Y est
un monomorphisme — en d’autres termes, f se factorise en un composé ip, avec 1
monomorphe et p un épimorphisme effectif.

[page 158]

e) Si Ay, Ay sont deur sous-objets d’un objet B de M, et Ag = A1 N Ay « Ay Xp
Ay, alors Ay 1L a, Ay — B est un monomorphisme. (Noter la proche parenté des
conditions d) et e).)

f) L’ensemble Mon(M) des monomorphismes dans M est stable par cochangement de
base.

En fait, il n’est pas clair que ces conditions, et notamment d), suffisent & entrainer la
stabilité des M, par quotients (seulement par quotients effectifs), comme postulé dans
2.6 d). Mais dans ’énoncé et la démonstration donnée dans XV cor. 7.4 (p. 98-99), on se
contentait d’une forme un peu plus faible de cette propriété de stabilité, en se bornant
aux quotients Z' de Z € Ob M, tels qu’il n’existe pas de sous-objet Z|, de Z’, distinct de
7', et tel que Z — Z' se factorise par Z; on exigeait donc que Z’ € Ob M. Mais si la
condition d) est satisfaite, il s’ensuit aussitot qu’un quotient Z’ de Z ayant cette propriété
supplémentaire est nécessairement effectif, d’ou résulte bien que Z’ € Ob M.

eut-étre on pourrait appeler ces catégories des catégories “paratopos parabéliens” 7
62Peut-ét p t appel tég d tég “paratopos parabéliens” 7?7
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[page 159]

Corollaire 4.6.8. Les conditions d), €), f) de 4.6.7 sont satisfaites si M est une catégorie
abélienne. Donc 'ensemble des conditions a) a f) est satisfait dans chacun des deux cas
sutvants :

1) M est une catégorie abélienne ot les limites inductives filtrantes sont représentables
et exactes, et admettant une petite catégorie strictement génératrice (°3).

2) M est un topos.

Remarque 4.6.9. Je ne suis par sir de connaitre d’autres exemples ol les conditions
de 4.6.7 sont vérifiées, que ceux signalés dans 4.6.8 ci-dessus (%4). On notera que le cas
1°) qui y est mentionné est celui de Tohoku, ou j'établis l'existence de “suffisamment
d’objets injectifs” dans une telle catégorie abélienne. Dans Tohoku, je me borne a supposer
I’existence d’une petite sous-catégorie, génératrice pour les monomorphismes, condition en
apparence plus faible que celle énoncée dans 4.6.8 1°). Mais dans une catégorie abélienne,
les deux notions (et leurs diverses variantes dans SGA 4 1 7.1) sont équivalentes en vertu
de SGA 4173 (i).

[page 160]

Par contre, il semble que les conditions e) f) ne sont pratiquement jamais vérifiées pour les
catégories définies par les espéces de structure algébrique “définissables par produits finis”
sans plus, tel les groupes, les anneaux (de toutes sortes), etc. Mais la catégorie des groupes
commutatifs, étant abélienne, est une exception. (On peut d’ailleurs l'interpréter comme
MEK M, ot M = (Gr), et on peut se demander dés lors s’il y a quelque généralisations
aux catégories paratopos de cette forme, M étant une catégorie paratopos ...)

[page 161]

4.7 Ind,C (C quelconque) et filtrations cardinales généralisées.

Je sens le besoin de me lancer dans des développements a ce sujet, pour parvenir a une
meilleure compréhension de la notion de partie accessible d’un paratopos, et du théoréme
de stabilité pour les paratopos par certaines opérations-clef sur ceux-ci.

Dans la suite, C' désigne une catégorie équivalente a une petite catégorie, C)y une sous-
catégorie réduite exhaustive, my un cardinal infini. Nous posons

(4.7.1) M = Ind,,C c C* (%),

On se propose d’'introduire sur M diverses filtrations & “cardinales”, par des proprié-
tés correspondantes sur un objet F' de M C C”, que je vais & présent introduire, en
m’inspirant de 4.5.2 (p. 107) et 4.5.6 (p. 116).

Proposition 4.7.1. Posons m; = sup(m, card Cy). Soit m > 7y un cardinal, et considérons
les conditions suivantes (dépendant de ) sur un objet F' de M :

a) cardCo/F < m (i.e. card F1Cy/F < 7).
a’) cardObCy/F < .
a”) card F(x) < m pour tout x € ObC' (N.B. il suffit de ’exiger pour x dans C).

63C’est le cas étudié dans “Tohoku”.
64ou qui s’en déduisent trivialement (produits etc.)
65N.B. Je désigne maintenant par IndC, Ind,C ce qui précédemment était noté Ind’C, Ind! C.
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[page 162]

b) Ona F = lim x;, avec les z; € Ob C, I une catégorie (pas nécessairement ordonnée)
iel
grande devant my, et telle que cardI < w. (N.B. en vertu de 4.4.2 (p.79), pour

I donnée, ceci équivaut a existence d’un foncteur cofinal I — C/F, ou encore

I—Cy/F.) (5.

b') On a F € ObFilt'™, ou Filt'"™ est la plus petite sous-catégorie strictement pleine de
M contenant C, et stable par limy grandes devant my et de cardinal < .

c) On a F € ObM,, i.e. F est un objet m-accessible de M.

¢') Ona F € ObC?

T’

i.e. F' est un objet w-accessible de C".

Ceci posé, on a le diagramme d’implications suivant.

.osim>m

ot les deux implications en pointillés, ¢/ = a et c = b, sont conditionnelles soumises
a la condition ™ > mq, resp. ™ = w0,

[page 163]
Corollaire 4.7.2.

1°) Sim = m, les siz conditions a, a’, a”, b, b’, ¢ sont équivalentes, et la condition en
question (qu’on peut écrire F' € ObFilt™ ou F' € Ob Filt'™ indifféremment) implique
c:

(4.7.2.1) Filt™ = Filt"™ c M, SIT > m
(alors qu’en général, pour m > my, on a
(4.7.2.2) Filt™ Cc Filt" (cC/nM) C M, sim = ).

2°) Quand m = 7™, p.ex. quand w est de la forme 2°, avec ¢ > g, alors les conditions
b, b, ¢, ¢’ sont équivalentes, i.e. on a

(4.7.3.2) Filt"™ = Filt"™ = (C"),NM = M, .

3°) Quand m > m et m = 7™, alors les sept conditions a), a’), a”), b) , b’), ¢), ¢')
sont équivalentes, donc en particulier

(4.7.2.4) Filt™ = Filt"™ = CoNM = M, (m>m etm=m").

66N.B. On désignera par Filt™ C M la sous-catégorie strictement pleine de M formée des F satisfaisant
cette condition.
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DEMONSTRATION de 4.7.1. Les implications a = a’ = a’ sont tautologiques, ainsi que
b = b'. L’implication b’ == ¢’ provient de la stabilité de C> par lim de cardinal < 7,
et du fait que les lim du type envisagé (en particulier, grandes devant m) dans M sont
les mémes que dans C”, i.e. se calculent “argument par argument” (cf. 4.4.15, p. 99). Ceci,
plus le fait que I'inclusion M . C” est pleinement fidéle, implique aussi ¢’ = c.

[page 164]

L’implication a” = ¢ se voit comme dans 4.5.6 (p. 119) en appliquant le lemme 4.5.8 1°
et 2°, au cas de C = Hom(C", ), ou £ = (Ens). L’implication conditionnelle inverse ¢’
— a”, pour ™ > m, se voit comme dans loc. cit., en appliquant ce lemme 4.5.8. Il reste
donc & établir encore les trois implications

a =— b
(*) a/ = a siT>m

¢ = b sim=nx".

Mais a = b est tautologique, en prenant I = Cy/F', puisqu’on sait que Cy/F' est grande

devant m et que F' = lim x;, pratiquement par définition de M = Ind,(C') C C". Donc
; ——

el
~ Ind,Cy

il reste a établir les deux implications conditionnelles de (). L’implication a” = a pour
m > m s’établit comme dans 4.5.2 (cf. page 109), c’est essentiellement sorital. Reste a
établir

(%) c = b si m = 7.
Nous aurons besoin du résultat auxiliaire :

[page 165]
Lemme 4.7.3. Soit 7 > m tel que 7™ = 7 (donc en fait m > 7). Pour tout objet I de
M, on a
(4.7.3.1) F = limz; (57) .
i€l

St de plus " > m et F € Ob Filt’r/, alors on peut prendre I telle que

(4.7.3.2) card] < 7' .

En effet, on a
F = lim x; avec J = Cy/F (%),
jeJ

avec J grande devant 7y. Soit alors

(4.7.3.3) I = ensemble des sous-catégories J' de J grandes devant m, et telles
o que card J' < 7.

67les x; dans Filt", I ensemble ordonné grand devant 7.
68011 J peut aussi se remplacer par une catégorie cofinale dans [?] Cy/F grande devant .
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Je dis que I (ordonné par inclusion) est grand devant m (°9). Cela résulte aussitot du
lemme 4.5.5, p. 113, (énoncé d’abord, de fagon erronée, en supposant seulement m > 7
et non 7™ = 7). Posons alors, pour tout J' € I,
rp = limx;,
jeJ’
on a donc

xy € ObFilt™
par définition de I et de Filt". D’autre part,

J —zy : I — Filt”

[page 166]

est un foncteur, donc

mle ~ thIl»Ij >~ T,

J'el jed
d’ou la premiére assertion de 4.7.3. Reste la majoration de cardinaux pour F' € Ob Filt".
Dans ce cas, quitte a remplacer Cy/F' par une catégorie cofinale grande devant 7, card J <
7’. On voit alors tout de suite que card I < 7™, ce qui est la majoration annoncée.

Nous pouvons maintenant prouver I'implication (x), page 164, i.e.
M, C Filt" (pour m = 7).

Soit donc F' dans M, i.e. m-accessible, écrivons F' sous la forme (4.7.3.2), avec I grande

devant 7. Par définition de la m-accessibilité, appliqué a F' P lim Fj, on voit que F
est un facteur direct d’un F;, donc d’un objet de Filt". Faute de savoir que Filt™ est stable
par facteurs directs, on ne peut en conclure que F' est dans Filt™ (aussi je ne peux prouver
¢ = b), mais seulement que F' est dans Filt"", qui, lui, est stable par lim grandes devant
7o, de cardinal m donné > 7y, donc aussi

[page 167]

stable par facteurs directs. Cela achéve la démonstration de 4.7.1, et en méme temps on
obtient :

Corollaire 4.7.4. Si m > 7y est tel que 7™ = 7, alors on a
(4.7.4.1) Filt'™ = (Filt™)*,
i.e. Filt'™ est formée des objets F' de M qui sont facteurs directs d’un objet de Filt™.

En effet, comme Filt™ C Filt', et que (Filt"™)% C Filt'™, et que Filt'”™ est stable par facteurs
directs, on a (Filt™)! C Filt"™ pour tout 7 > m. Mais inversement, comme Filt™ C M,
'argument précédent montre que pour 7 = 7™, on a Filt”™ ¢ M, C (Filt")%, ce qui
prouve 4.7.3.

Remarque 4.7.4.1 [deux fois 4.7.4.1]. Bien str, par 4.7.2, 1°, dés que m > 71, on a
méme Filt™ = Filt"™ (sans avoir a supposer m = ™), donc st ™ > 7y (ce qui sera la cas si
7 > T, i.e. T # mo). Filt'™ étant stable par facteurs directs, Filt™ 'est aussi, (4.7.4.1) est
satisfait trivialement. Mais si m = m; = 7, on a Filt™ = Filt™ = Filt"™ = sous-catégorie
des foncteurs représentables dans C' (équivalent a C), et celle-ci n’est égale a C* dans M
que si C est karoubienne, cf. ... ci-dessous.

69¢f. démonstration 4.7.5, page 168-171.
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[page 168]

4.7.5. Pour que la démonstration de 4.7.1 soit compléte, il me faudrait encore donner une
démonstration de 4.5.5, p. 113, qui est le lemme technique clef pour établir le

Lemme 4.7.5.1 (utilis¢ dans la démonstration de 4.7.3). Soient my, 7 deux cardinauz
infinis, avec T > o et T = 7 (donc m > my). Soit J une catégorie grande devant my.
Alors l’ensemble I, ordonné par inclusion, des sous-catégories J' de J qui sont grandes
devant my, et telles que card J' < m, est grand devant w. (De plus, si card J < 7', on a
card [ < 7'".)

11 faut donc montrer le

Corollaire 4.7.5.2 (%) (c’est le lemme 4.5.5 non encore démontré). Sous les conditions
de 4.7.5, soit K C F1J tel que card K < . Alors il existe J' € I tel que K C J'.

On sait, 7 étant infini, que la catégorie K’ engendrée par K est aussi de cardinal < ,
donc on peut supposer que K “est” une sous-catégorie de J. On va construire une J' € [
contenant K, en construisant par récurrence transfinie une suite croissante K, de sous-

catégories de J, avec card K, < 7, indexée par les ordinaux « tels que [carda < 7| :

[page 169]
1°) Ko=K.

2°) Ko = Upeo K (= lim Kp) si a est un ordinal limite (donc
card K, < m, puisque les card Kz < ).

3°)  Kgayq1 déduit de K, de la fagon suivante. Si K, est grande devant 7,
on prend K, = K, (donc, compte tenu de 2°, on aura K, = K,
pour o > « — la construction transfinie s’arréte ...). Sinon, K,
s’obtient ainsi :

a) pour toute partie A de cardinal < 7y de Ob K, on choisit un
majorant x4 dans J (on a envie de le prendre dans K,, s’il y
a un majorant dans K,);

b) pour tout couple z, y d’objets de K, et toute partie de cardi-
nal < my de Homg, (z,y), on choisit une fléche up : y — zp
dans J, qui égalise les vz € B (et on prend cette fléche dans
K,, quand c’est possible) ;

¢) on prend pour K, la plus petite sous-catégorie contenant
les id, , et les up.

Il faut vérifier que
card Kpyp < 7.

Le nombre des choix possibles pour A € P, (Ob J)
[page 170]

est < 7™ = 7, le nombre des choix possibles pour B € B, (F1.J) est aussi < 7™ = m,
donc le nombre des fleches de la forme id,, ou up est < m + 7 = 7. Mais alors la sous-
catégorie K1 de J engendrée par cet ensemble de fleches est de cardinal < 1. Soit alors

"OComparer avec la démonstration de 4.6.1.2.
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aq le plus petit ordinal tel que
cardag > mg ,

on a donc
card oy = cardinal successeur de my < 7,

puisque 7™ = 7, dou ™ > my (car ™ = 7® = 2™ > m). Ainsi, ap fait partie des
ordinaux « admissibles (i.e. tels que card o < 7). Je dis que K, est grande devant my (ce
qui prouvera 4.7.5.2, en prenant J' = K,,). Cela résulte immeédiatement du fait que

K., = U K, (réunion croissante),

a<ag
et que I'ensemble des o < «a est grande devant my (™). Donc tout ensemble d’objets ou
de fleches de K,,, de cardinal < my, est contenu dans un K, avec a < ay.
[page 171]

Cela implique, s’il s’agit d’un ensemble d’objets, qu’il y a un majorant commun dans K1,
a fortiori dans K,,. S’il s’agit d’une partie d'un Homg, (z,y), qu’il y a un égalisateur
y— 2z dans K,1, a fortiori dans K,,. Donc le critéere PF, 1,2 de 4.4.4 (page 89) est
satisfait par K,,, ce qui achéve la démonstration de 4.7.5.2.

Corollaire 4.7.6 (de 4.7.1). Pour tout cardinal ™ > 7, on a

(4.7.6.1) Filt” < M, C Filt™™ (= (Filt™ )% par cor. 4.7.4),
e 1770 2 1 g0

donc st ™ > T, on a aussi

(4.7.6.2) Fit"™ ¢ M, C Filt™" (si 7™ > 7).

En effet, Filt'™ C M, n’est autre que I'implication b’ = ¢ de 4.7.1, d’autre part, on a
T < 7™, dol

My C Mymy = Filt™" |
ot la derniére égalité provient de M, = Filt™ si 7™ = 7/, i.e. de (4.7.2.3) (page 163),
en faisant 7’ = 7™, compte tenu que 7' = (770)T0 = OO = 70 — 7,

[page 172]

Proposition 4.7.7. Considérons C, Cy, M = Ind,,(C), m = sup(m, card F1Cy) comme
précédemment. Pour tout cardinal m > my, soit F™ la sous-catégorie strictement pleine
Filt™ (resp. (C")x N M, resp. M) dans M. Alors la filtration croissante (F™)psq, de

M par les sous-catégories F™ satisfait les conditions suivantes.
a) Pour tout m > my, F™ est équivalente a une petite catégorie.

b) M satisfait & Ly, (i.e. est stable par lim filtrantes grandes devant 7, ), et pour tout
m = my, F™ est stable par les limites filtrantes grandes devant wy et de cardinal < m

[?]

Lexpliciter ceci en un
Lemme. Soit my un cardinal, ag = oy (7} le successeur de g ) le plus petit ordinal tel que card ag > T,
alors In, = {a | o < ag} est grand devant .

7
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c) Sim>=m esttel que alors pour tout F' dans M, on a un isomorphisme

F = lim x; ,
_—
iel

les x; dans F7, et I catégorie ordonnée grande devant my. Si de plus @ > 7 et
F € Ob F™, on peut prendre I telle que

(4.7.7.1) card] < 7™ st ™ > .

d) Sim>m, on a F™ C My, i.e. les objets de F™ sont mw-accessibles.

N.B. Ce sont la exactement, a part d), les conditions a), b), ¢) des filtrations cardinales
de SGA 419.7.12,

[page 173]

a cela pres seulement que dans c), on se restreint ici aux ordinaux 7 tels que 7™ = 7 (2).
La condition supplémentaire d) est une “condition d’accessibilité”, cf. plus bas.

DEMONSTRATION DE 4.7.7. a) Comme on a
Filt”™ ¢ (C"),NM C M,
on est réduit a prouver que M, est équivalente a une petite catégorie. On est ramené au

cas m = m, m =70, auquel cas on a M, = Filt". En fait, on trouve :

Corollaire 4.7.7.1 [deux fois 4.7.7.1]1 (). Sim > m, on a

cardréd Filt™ < 27
cardréd Filt'™ < cardréed M, < 2(@™) (=27 siT™ =1T).

La deuxiéme majoration résulte de la premiére et de
F© C M, C Filt™ (pour 7™ > mrq) (™).
Pour la premiére, on utilise la condition a”) de 4.7.1 (qui caractérise Filt"™ pour m > m).
Je passe sur les détails de la vérification.
[page 174]

Prouvons 4.7.2 b). La condition L, est connue, reste la stabilit¢é de F7. Dans le cas
de Filt'", elle est acquise par définition. Dans les cas C* N M et M, elle résulte de la
stabilité de la notion de m-accessibilité par lim de cardinal < 7, soit dans C”, soit dans M
(compte tenu que C” et M ont une famille génératrice C' formée d’objets mp-accessibles,
donc -accessibles).

Prouvons c¢) : c’est essentiellement le lemme 4.7.3, compte tenu que l'on a

Filt™ ¢ F*,

et de plus, dans la majoration (4.7.7.1), aux cardinaux 7’ > 7 tels que I'on ait de plus '™ > 71 (ce
qui est automatique si on a 7 > 71, ce qui est le cas, vu que m = 7™ > 2™ si on a 2™ > 7y.)

"3Comparer avec 4.7.19.

TACt. (4.7.6.2).
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sauf qu’il faut faire attention & la majoration de cardinaux, card I < 7'". Mais si F' €
Ob F™, comme par (4.7.6.1)

!

F© C M c Filt™™ |
CM sm CFilt'™”

donc a fortiori
F*© c Filt™ = Filt"™,
si '™ 2 1

d’on, par 4.7.3, avec ' remplacé par 7" = xn”, la possibilité de prendre I avec
cardl < 7@ = ()" = 777 = 77|

ce qui achéve la démonstration.

[page 175]

Remarque 4.7.7.2. J'ai été obligé, dans I’énoncé de la condition c), de faire intervenir
un deuxiéme cardinal 7, et ceci faut de savoir si, pour 7" tel que 7 = 7™, Filt™ est
stable par facteurs directs. (Il faudrait, pour bien faire, soit prouver qu’il est stable, donc
qu'on a dans 4.7.1 ¢ = b, i.e. M, C Filt" (et non seulement ¢ = b/, i.e. M, C Filt'’")
si m = 7™, ou bien faire un contre-exemple!) Cet ingrédient un peu étrange, on sera hélas
obligé de le trainer dans la définition des filtrations cardinales généralisées, si on ne veut
s'interdire de regarder dans le cas présent (F7),>r, comme une telle filtration, et ne s’au-
toriser que de regarder (F7),>,, comme telle, ce qui me paraitrait ridicule. Pratiquement
(méme si théoriquement l'introduction de 7; dans la description d’une filtration cardinale
généralisée était bel et bien nécessaire) on n’aura guére des cas ou il faille faire mention
de 7 dans la condition c. En effet, 7 > my et 77 = 7 impliquent 7 > 2™ et dés lors
'™ > 22™) Si donc m; < 2% ie. card Cy < 22™), alors la condition 7™ > 7, dans c)
est automatiquement satisfaite, et il n’y a donc pas a la mentionner. Or il est bien rare
qu’on ait a faire a des petites catégories Cy, dont le cardinal soit > puissance
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du continu ¢, et a fortiori, telle que card Cy > 2¢. Si par contre card Cy < 2¢, comme
2¢ < 2™ (puisque Ty > V), on aura bien m < 2™ et on est tranquille.

Définition 4.7.8. Soit M une U-catégorie. On appelle U-filtration cardinale généralisée
(ou simplement filtration cardinale généralisée, quand 4 est sous-entendu) la donnée d’un
cardinal infini 7y, et d'une filtration (F7);>,, de M par des sous-catégories strictement
pleines F7™, indexées par les U-cardinaux > mp, et satisfaisant les conditions a) b) c)
énoncées dans 4.7.7, ou dans ¢) on pose

(4.7.8.1) m = sup(mo, cardréd F™) .

(Donc si cardréd F™ < 22™) il n’y a pas & tenir compte de la condition 7" > m, cf.
4.7.7.1.) On dit que la filtration cardinale généralisée (fcg) est accessible, si elle satisfait
de plus la condition d). On dit qu’elle est canonique si on a méme

(4.7.8.2) F© = M,
pour tout ™ = my.

Proposition 4.7.9. Soient (F™)xsx, une fcg sur la U-catégorie M, et m > my un cardinal
tel que ™ = 7. Alors on a
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[page 177]

M, CF" (sim=mn"™),
(4.7.9.1)
donc M = F7 si de plus la fcg est accessible.

DEMONSTRATION (7). Appliquant la condition c) des fcg & un ' € Ob M., on trouve
que F' est facteur direct d'un z; € Ob F7. Comme F™ est stable par lim grandes devant
o et de cardinal < 7, et que de plus ™ > 7y, on conclut que :

Lemme 4.7.9.1 [deux fois 4.7.9.1]1. Siw > m (%), F™ est stable par facteurs directs.
D’ou résulte que F' € F™, d’ou (4.7.9.1).

Corollaire 4.7.10. Supposons la fcg accessible. Pour tout cardinal m = 7y, on a

(4.7.10.1) F'C My CF 7 (= M) .

En effet, ™ C M, par définition de fcg accessibles, et M, = M=, (puisque 7 < 7™), or
Mo = F™™) en vertu de (4.7.9.1) appliqué a 7/ = 7™ au lieu de 7 (vu que 7™ = 7'),
d’ont (4.7.10.1). On notera que cette inclusion généralise (4.7.9.1), elle donne F™ = M, si
=",

4.7.11. Il me semble que les seules filtrations cardinales généralisées utiles sont celles qui
sont accessibles. Par la suite, je vais me borner a ce cas. Comme alors F*© C M, on en
conclut

[page 178]

que le foncteur canonique
(4.7.11.1) Ind.(F™) . M

prolongeant l'inclusion ™ C M, de facon & commuter aux lim grandes devant 7, est
pleinement fidele. De plus, lorsque 7™ = 7, la condition c) de fcg nous dit entre autres
que ce foncteur est essentiellement surjectif, donc que c’est une équivalence de catégories :

(4.7.11.2) Ind,(F") = M (sim=n").

Proposition 4.7.12. Soit (F™) >, une fcg accessible (fcga) sur la -catégorie M, et soit
m un cardinal > my. Les conditions suivantes sont équivalentes.

a) Le foncteur pleinement fidele (4.7.11.1) est essentiellement surjectif, i.e. est une
équivalence de catégories.

b) Pour tout F' € Ob M, F™/F est une catégorie filtrante et grande devant .

">[Dans ce qui suit, F7 a parfois été écrit F,, souvent corrigé en F™ par 1’auteur.
Nous écrivons F7 partout.]

"6Mais F7 n’est pas forcément stable par facteurs directs, comme on voit en prenant M = Ind,, (C),
C une petite catégorie non karoubienne, et la filtration cardinale pour les Filt'™ — on note que Filt'™ =
Filt™® ~ e, vu qu’une catégorie grande devant 7y et de cardinal < mp est cofinale a e.
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Quand ces conditions sont satisfaites, et si ™ > 7y, on a

(4.7.12.1) FT = M, .

DEMONSTRATION. L’équivalence de a) et b) résulte aussitot de 4.4.2 et de la définition
des catégories grandes devant 7 (p. 81). Que ces

[page 179]

conditions impliquent F™ = M, i.e. M, C F™ dans le cas ou m > mp, se voit comme
(4.7.9.1) en utilisant le lemme 4.7.9.1.

Définition 4.7.13.

1°) Un cardinal © > my est dit cardinal utile pour la fcga (F™)r>g,, s'il satisfait les
conditions équivalentes a) et b) de 4.7.12, et si de plus dans le cas o m = 7, on a
F™ = M. (Donc si 7 est un cardinal utile, on a toujours F™ = M,.) Dans le cas
contraire, on dit que 7 est un cardinal superfiu (pour le fcga donnée).

2°) Un cardinal 7 est dit régulier pour la fcg donnée, s’il est utile, et si de plus la
majoration de cardinaux énoncée dans (4.7.7.1) est valable.

4.7.14 Ainsi, tous les cardinaux m > 7, tels que 7™ = 7 sont utiles, et méme réguliers pour
la filtration cardinale [généralisée] donnée. Notons que si tous les cardinaux m >
sont utiles, alors on a F™ = M, pour tout m > mp, donc la fcga est canonique. Notons
aussi que dans tous les cas, si (F7)r>nx, est une fcga, alors (M )r>r, €n est une aussi.
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En effet, la condition a) des fcg (cf. 4.7.7) résulte de la méme condition pour (F7), et de
(4.7.10.1), M, C F™°. La condition b) est une propriété générale de la m-accessibilité,
compte tenu que (F™), est une petite sous-catégorie génératrice formée d’objets -
accessibles de M. La condition d) est satisfaite tautologiquement, et il reste a vérifier la
condition ¢). Mais on a vu que pour 7 = 7™, on a M, = F7 (4.7.9.1), donc la condition
c) pour (M) résulte de la méme condition pour (F7™). Ainsi, on trouve :

Proposition 4.7.15. Si (F™)r>r, est une fega sur la U-catégorie M, il en est de méme
de (M) rsm,- De plus, tout cardinal utile (resp. réqulier) pour la premiére filtration, l’est
pour la seconde (appelée la feg canonique associée a la filtration cardinale [généralisée]
donnée).

La derniére assertion résulte du fait que si 7 est utile pour (F7), alors on a F™ = M,.
4.7.16. Il me semble qu’on peut dire que la fcg canonique associée a une fcga donnée
[page 181]

est toujours “meilleure” que celle-ci (si celle-ci n’est canonique, i.e. si les deux ne sont
égales), a cause des deux faits suivants :

a) justement parce qu’elle est canonique, i.e. ne dépend d’aucun autre choix que celui
du seul cardinal 7, et

b) parce qu’il y a a priori plus des cardinaux utiles et de cardinaux réguliers pour la
fcg canonique.

Donc au total, il me semble que les filtrations cardinales [généralisées] les seules utiles
sont celles qui sont canoniques.
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Notons qu’une filtration cardinale (au sens de SGA 4 19, que je conserve ici) qui est de
plus accessible (i.e. F™ C M, pour tout m > ), n’est autre qu’une fcga canonique, telle
que tous les cardinaux sont réguliers (a fortiori utiles) pour ladite filtration. Je présume
(sans avoir cependant construit d’exemple) que les filtrations cardinales [généralisées]
canoniques des catégories de la forme M = Ind,,(C), C une petite catégorie karoubienne
(pour que 7 soit un cardinal utile) ne sont pas forcément des fc (non généralisées, i.e. au
sens SGA), i.e. je présume qu’il arrive qu’il y ait des cardinaux m > my non réguliers, et
méme superflus.

[page 182]
Il me faut enfin étudier ce qui se passe quand on change le cardinal initial 79 d’une fcga.

Proposition 4.7.17. Soit (F7™)z>x, une fega sur la U-catégorie M, et soit w, un cardinal
> my. Alors (‘7:77>7f27f6 est une fcga sur M, qui est canonique si celle de départ est cano-
nique. Pour un cardinal @ > 7, celui-ci est utile pour (F™)zsq si et seulement s’il 'est
pour (F™)xzmy- Pour qu’il soit réqulier pour (F7)pxq, il suffit qu’il le soit pour (F™) x>,
et c’est aussi nécessaire quand on suppose de plus que 27 > ) e sup(mh, card réd F™), a

fortiori quand ™ > w.

DEMONSTRATION. Les conditions a) b) sont trivialement satisfaites par la deuxieme fil-
tration, étant satisfaites par la premiére, ainsi que d) si elle 'est par la premiére. Il en est
de méme de la condition ¢) si 7 = 77, qui implique en effet 77 = 7, puisqu’en général

/
T < 0L o,
Reste a examiner la majoration de cardinaux
. /
card] — 77 si F € ObF™ et 7' > my ,

oil cette fois 7} = sup(n), cardréd F™). En tout état de cause, on a 7} > m;, donc
[page 183]

7' > 71 implique 7" > 7, donc on peut appliquer la condition ¢) des fcg pour (F™)r>r,s
pour conclure qu’elle reste encore vérifiée. Donc en somme, toutes les conditions des fcg
(resp. fcga) sont trivialement vérifiées pour la fcg restreinte de la premiére. De méme,
le fait qu'un cardinal 7’ > 7, est utile est trivialement indépendant de quelle des deux
filtrations on considére, elle ne dépend que de la donnée du cardinal 7’ et de la sous-
catégorie F™ de M. Reste la majoration de cardinaux, dans le cas ol on s’intéresse a
la régularité de 7' pour les fcga envisagées. La majoration exigée est la méme, mais la
condition préalable de validité de cette majoration, savoir

/ /
T2 m resp. ™" > m,

n’est pas la méme. Comme 7} > 7, on voit que la condition préalable est moins restrictive
dans le cas de la premiére filtration, que de la seconde, d’otu le “il suffit” dans la derniére
assertion. Mais lorsque 2™ > 7}, méme la plus restrictive est automatique-
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ment vérifiée, puisque 77 > 27 > 7}, et alors la régularité de 7 pour la deuxiéme filtration
implique la régularité pour le premiére, q.e.d.
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Corollaire 4.7.18. Supposons o régulier pour la fcga (7). Si on restreint la fega (F™) s
auzr cardinaux T = 7)), ou m, = 71, alors on trouve une fcga ot la majoration de cardinauz
(pour m = w™ ) est valable sans condition préalable '™ > 7} ; plus précisément, on a alors

(4.7.18.1) < 2m™) (a fortiori 7, < 23™)),

donc la condition préalable ©'™ > w| est automatiquement vérifiée si m1 > my, ™ = 7w,
' > 7 (cf. remarque 4.7.7.2).

Ceci équivaut donc a la majoration de cardinaux suivante (appliquée au cas de ™ = 7}).

Lemme 4.7.19. Supposons my réqulier pour la fecga (F™)asm,- Alors pour tout cardinal
T = m (d:ef sup(m, card réd F™) ), on a

(4.7.19.1) cardred F© < 207
et sim' >m et F € ObF™, on a

(4.7.19.2) cardred F7/F < 7' ("®) .

[page 185]

DEMONSTRATION DU LEMME. Comme 7 est régulier, posant C' = F™ = M, on trouve
M ~ Ind, (C), donc on peut supposer M = Ind,,(C), et app/liquer les résultats prouvés
pour les catégories de cette forme. Comme F*™ C M, , F© C M, les majorations
(4.7.9.1) et (4.7.9.2) sont contenues dans

(%)
cardred M, < 20
<

™ . 79
cardréed M, /F o) i F € ObM,, avec pour 7 = (™).
T >T > .

La premiére de ces majorations n’est autre que la deuxiéme majoration dans 4.7.7.1.
Notons qu’on a bien
2(m™0) < 9(27)

Y

ce qui résulte en effet de
ﬂ_ﬂ'o < 27T ,

qu’on prouve en notant que m < 27, d'ou 7™ < (27)™ = 27T = 27 puisque m > 7o. 1l
reste a établir la deuxiéme majoration

(%) cardred M, /F < 7/7) si'e ObMy, avecn =27 >m .

(On n’en a pas besoin pour 4.7.18, mais ce sera sans doute utile par ailleurs.) On utilise
M CFilt™ si 7’ > 7, (4.7.6.2), donc si F € Ob M, on a

"1 suffit pour cela que g soit utile, i.e. M <~—Ind,, (F™ = M,,), cela implique régulier, cf. 4.8.5.
8N.B. J'ignore si on peut remplacer dans ces majorations 7™ par 7.

™Comparer avec majorations cardréd Filt”™ < 27, cardréd Filt" /F < 7', si F € ObFil‘c”/7 avec
7’ > 7 > m, majorations plus agréables que celles de (4.7.19). Il faudrait quand méme s’assurer sur un

exemple si les majorations plus sympathiques ne seraient pas valables dans le cas général.
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card F(z) — #'™ VaeeObl,
donc si G € Ob M, C ObFilt™’, d’on
cardG(z) < 7™ VzeObC,

on trouve

card Hom(G, F) < card (Ob Q) -(a/™)™™) |
<
I 71

(. J/
~~

ﬂ.lwo»rr"'o — ﬂ_,(TrTro)
d’ou
card Ob M, /F < card (Ob M) 7™ |
D e e——
< 2(=™0)

'

v = 7r/7T7TO

et enfin
card FIM,/F < ~-v -card (FIM,) ,

v = 71_/(71'7"'0) < 2(7r7r0)

(& J/

~
7/(w™0)

ce qui est la majoration annoncée (la méme que celle prouvée dans 4.5.12, la démonstration
étant essentiellement la méme).

[page 187]

4.7.20. Une fcg canonique est dite mazimale (ou strictement canonique) si elle n’est par
déduite d’une fcg canonique strictement plus étendue (F™)qsrq,, (donc avec myy < 7).
Donc si M admet une fcga, alors elle admet méme une fcg strictement canonique, et cette
derniére est de plus unique. On va revenir la-dessus dans la section suivante.

4.8 Catégories U-accessibles

Proposition 4.8.1. Soit M une U-catégorie, my un cardinal infini. Considérons les condi-
tions sutvantes :

a) M satisfait a Ly, (i.e. est stable par petites lim grandes devant m ), et contient une
petite sous-catégorie pleine S strictement génératrice, formée d’objets my-accessibles.

b) Il existe une petite catégorie C, et une équivalence de catégories
M =~ Ind,, (C) .

c) M admet une filtration cardinale généralisée accessible (F™)r>r,, ayant my comme
cardinal initial, et telle que my soit un cardinal utile pour ladite filtration.
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[page 188]

¢') Comme c), avec my cardinal régulier (et non seulement utile) pour la filtration car-
dinale généralisée accessible en question, et cette filtration étant supposée de plus
canonique.

On a alors le diagramme d’implications

/

¢ = ¢ <= b = a.

4.8.1.1. Il me faut ici préciser la terminologie, sur ce que j'entends par sous-catégorie
(pleine) C' strictement génératrice dans M. Pour ceci, je me référe & SGA 417.2, (i), aux
conditions équivalentes b) et ¢) de loc. cit. :

@ V F € Ob M, la fleche canonique
lim v; — F
i€C/F
est un isomorphisme.

@ Le foncteur canonique

M — C"
F + (_x  + Homp(z, F))

€ObC €Ob (Ens)

est pleinement fidéle.
Ces conditions impliquent :

a) C est génératrice dans M par épimorphismes stricts, i.e. pour tout F' dans M, la
famille des fléches x — F' de source dans C', de but F', est épimorphique stricte.

Et lorsque M est stable par produits fibrés, cette condition a) est équivalente aux précé-
dentes. Dans loc. cit. j’affirme
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cette équivalence sans hypothése restrictive sur M — mais en annotation marginale j’af-
firme que cette assertion est fausse, en dehors de I'hypothése d’existence des produits
fibrés dans M. Pourtant, je viens de vérifier la démonstration donnée dans loc. cit. de
I'implication a = b, et elle est correcte. Mais peut-étre I’annotation résulte-t-elle d’une
confusion entre la condition a), et la condition suivante, plus faible a priori, et qui lui
ressemble comme un frére :

a’) Il existe une famille de fleches u; : x; — F', de source dans C', et de but F', qui est
épimorphique stricte (cf. SGA 4 110.3).

On a envie de dire que quand on agrandisse une famille de fléches épimorphique stricte, en
rajoutant d’autres fleches de méme but, elle doit rester épimorphique stricte (“a fortiori”)
— ce qui donne I'impression que a’) doit impliquer a), donc lui étre équivalent. Mais si on
essaye de prouver cette propriété hypothétique
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[page 190]

de stabilité pour les familles épimorphiques strictes, on voit qu’on n’y arrive que si on
suppose que la famille initiale est de plus épimorphique universelle (si les produits fibrés
existent dans M), ou (sous la réserve précédente) si pour tout 2’ — F, le crible de M/ F’
image inverse du crible de M /F engendré par les z; — F' est un “crible épimorphique”.
Cela fait entrevoir en effet qu’il doit y avoir des cas ou la condition a’) est satisfaite, mais
non la condition a) (équivalente a b et a c).

Mais nous sommes alors confrontés a la situation trés déplaisante : si C' est une sous-
catégorie strictement génératrice de M, il ne s’ensuit pas pour autant qu'une sous-
catégorie pleine C’" de M telle que C' O C soit également strictement génératrice! Or
j’al toujours utilisé précédemment, sans y réfléchir & deux fois, qui si C' est strictement
génératrice, il en est de méme de C’ D C'. Donc il faudra que je sois a présent trés attentif,

[page 191]

et que je vérifie si cette erreur + tacite rend inopérantes certaines démonstrations, voire
méme, rend faux certains énoncés. Aussi, il me faudrait donner un exemple ou C' est
strictement génératrice, mais C' O C' ne l'est pas.

Finalement, réflexion faite, ces ennuis craints disparaissent. Je vais énoncer un résultat en
forme :

Proposition 4.8.2. Soient C, M deux 3-catégories, i : C'— M un foncteur, d’ou un
foncteur

o M — C"
p(X) = (z+—Homu(i(x), X))

(4.8.2.1)

can. i*

(foncteur composé M — M”"  — C”"). Pour tout X dans M, on considere la caté-

i.e. composition
avec 1t

gorie C/X ~ C/p(X), et linjection [?] canonique (dans M)

(4.8.2.2) lim i(x) — X.
zeC/X

1°) Considérons les conditions suivantes.
@ Pour tout X € Ob M, la famille des fleches i(x) — X, indexée par Ob C'/ X,

est épimorphique stricte.
[page 192]
@ Pour tout X € Ob M, la fleche canonique 4.8.2.2. est un isomorphisme, i.e.
fait de X une lim des foncteurs canoniques C'/X — M.
@ Le foncteur ¢ (4.8.2.1) est pleinement fidéle.

On a alors les implications
b << ¢ = a,

et si on suppose i pleinement fidele, alors les trois conditions a, b, ¢ sont équiva-
lentes. (N.B. On dit que le foncteur i : C'— M est strictement générateur, si les
conditions équivalentes b, ¢ sont satisfaites. Si C' est une sous-catégorie de M (pas
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nécessairement pleine), on dit que C' est strictement génératrice si le foncteur d’in-
clusion est strictement générateur, i.e. satisfait aux conditions équivalentes b), c).
Pour ceci, il faut donc que la condition a) soit satisfaite, i.e. que pour tout X dans
M, la famille des fleches © — X de source dans C, de but X, soit épimorphique
stricte, et cette condition est aussi suffisante quand C' est sous-catégorie pleine de

M)

2°) (8%). Supposons que i soit strictement générateur (®'). Alors pour tout objet X de
M, la famille des fleches i(x) — X, indexée par Ob C'/ X, est non seulement épi-
morphique stricte (condition a) dans 1°), mais de plus, toute famille de fleches de
but X, incluant la famille précédente, est également épimorphique stricte.

3°) Considérons un diagramme commutatif de foncteurs de i-catégories :

[page 193]

C

« C/
N
E

Si le foncteur i est strictement générateur (32), et si de plus i’ est pleinement fidéle,
alors i est strictement générateur.

Corollaire 4.8.3. Soit M une U-catégorie, C' une sous-catégorie strictement génératrice,
C' une sous-catégorie pleine de M qui contient C, alors C' est strictement génératrice.

C’est en effet un cas particulier de 4.8.2 3°.
[page 194]

DEMONSTRATION DE 4.8.2. La démonstration de 1°) est celle de SGA 41 7.2 (i). (Ou on
suppose que C' est une sous-catégorie pleine de M, mais la démonstration donnée prouve
en fait I’énoncé donné ici.) Prouvons 2°). Rajoutons donc & la famille des

ilr) — X (x € ObC/X)

une famille
X, 2% X (a € A)

de nouvelles fléches, et prouvons que la famille totale ainsi obtenue est encore épimor-
phique stricte. On doit donc prouver que si Y est un objet de M, et si on a une famille de
fleches u, @ i(z) — Y, uy : Xy — Y, satisfaisant la condition de compatibilité habituelle
pour des couples de fleches :

(Vg5 0y) A

ou

80[2° se trouve sur la page 193.]
8111 suffit méme qu’il satisfasse la condition plus faible a) de 1°).
82En fait, il suffit qu’il satisfasse la condition plus faible c) de 1°).
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P
(Vg Vo) A "X ,
Vo L a
\ Xa ,
[page 195]
ou
Xa
(Va,v3) A "X ,
vg .
X
savoir les relations
UpUp = Uyly
(*) UrVy = UQUq
UV — U5Ug s
alors il existe une fléche
u: X —Y

(nécessairement unique, d’aprés la propriété c¢) d’épimorphicité stricte de la famille initiale
indexée par C'/X) telle qu’on ait

) up, = v, pour tout z € ObC/X
k

Up, = U, pour tout a € A.

Or d’apreés la propriété a), il existe un unique u : X — Y, de telle fagon que la premiére
des relations () soit satisfaite, pour tout € Ob C'/X. Donc il s’agit seulement de prouver
que pour cet u, on a pour tout « la relation

[page 196]

Or, en appliquant la propriété a) a X, au lieu de X, on veut que la famille des fleches

i(y) 2 X,

(indexée par C'/X,,) est épimorphique stricte, a fortiori épimorphique. Donc pour prouver
UPy = Ug, il suffit de prouver qu’on a

() (upa)qy = Uagy

pour toute y dans C'/X,. Mais c’est la une conséquence de la compatibilité () (deuxieme
formule), appliquée au cas suivant,
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Z(y) . ) Paqy=Pzx

VA

Z =1i(y) X,

v
m pa

on a donc, en posant = (y,pagy) € ObC/X,

Uy O ldz(y) = UaQGy ,
—_——

Uz

donc pour prouver (kx), il reste a vérifier

U(poz Qy) = UPzx

[page 197]
qui est en effet vérifiée par définition de u,. Cela achéve de prouver 2°.

Prouvons 3°. Comme i’ est pleinement fidéle, en vertu de 1°, pour prouver que ¢’ est
strictement génératrice, il suffit d’établir que pour tout objet X de M, la famille des fleches
i'(2') — X, indexée par Ob C’/ X, est épimorphique stricte. Or cette famille contient la
famille des i'(a(z)) — X, indexée par Ob C/X. Donc il résulte de ’hypothése sur i, et

=i(z)
de 2°, que cette famille est épimorphique stricte. On a gagné! Ouf ...

DEMONSTRATION DE 4.8.1. On a
¢ = ¢ = b = a,

la premiére implication tautologique, la seconde résultant du fait que my cardinal régulier
pour la fcga envisagée, implique que

M <= Ind, (F™),
F7™ équivalente a une petite catégorie, d’ou b).
[page 198]

Enfin b) = a) résulte du fait que Ind,,(C) est stable par lim grandes devant 7 (4.4.15),
et que C' est une sous-catégorie strictement génératrice de Ind,,(C), formée d’objets -
accessibles. Il nous faut expliciter le

Lemme 4.8.4. Soit C' une -catégorie, mg un cardinal infini. Alors C' est strictement
génératrice dans M = Ind C' et dans M = Ind,,C.

[page 199]

En effet, le foncteur canonique M — C” est pleinement fidéle, et on applique le critére
c) de 4.8.2.

Pour achever de prouver 4.8.1, il reste donc a établir 'implication

a = ¢ .
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Supposons donc que M satisfasse a L, et admette une petite sous-catégorie strictement
génératrice S, formée d’objets my-accessibles, donc un foncteur canonique

Ind,,S — M,

prolongeant l'inclusion S ¢~ M, de facon a commuter aux lim grandes devant 7, et
du fait que S C M, ce foncteur est pleinement fidele. Mais comment prouver qu'il est
essentiellement surjectif 7 Ce ne sera d’ailleurs pas vrai sans autre hypothése sur S. L’idée
naturelle est de saturer S pour les lim

[page 200]

de cardinal < my représentables dans M, et notamment par facteurs directs, mais méme
alors (et méme en admettant que M., lui-méme est équivalent a une petite catégorie, et
prenant C' = M, ), il n’est pourtant pas clair que le foncteur pleinement fidéle Ind,,C —
M soit essentiellement surjectif, ce qui équivaudrait aussi a dire que pour tout F' dans
M, C/F est grande devant 7. Il n’est en effet pas méme clair que C'/F soit filtrante.

Donc finalement, je doute qu’on ait a) = ¢’) ou seulement a) = b), la situation n’est
pas bien comprise visiblement.

Mais prouvons quand méme
b = ¢.

Pour ceci, on peut supposer M = Ind,,C, C petite. On sait alors que la filtration de M
par les (My)r>r, est une fcga (prop. 4.7.7 et définition 4.7.8), et méme une fcg canonique.
De plus, je dis que le cardinal 7y est utile et méme régulier pour cette filtration (ce qui
achévera de prouver ¢’). On a un résultat un peu plus précis :

[page 201]
Corollaire 4.8.5. Soient C une catégorie équivalente a une petite catégorie, o un cardinal
infini, M = Ind,,(C) C C". Alors :

1°) my est un cardinal utile et méme régulier pour la feg canonique (Mz)r>r, de M.

2°) My, = C* (sous-catégorie pleine de M = Ind,,C formée des facteurs directs dans
M d’objets de C'), et M, est une enveloppe de Karoubi de C.
(83, 84).

9

83Corollaire 4.8.5.1. Si C est karoubienne, alors M,, C C" est la catégorie formée des foncteurs

représentables dans C e Mo,
844.8.5.2. Expliciter aussi ceci : Soit v : C — C’ un foncteur, avec C, C’ équivalentes & des petites
catégories. Conditions équivalentes :

a) wu induit Kar C' = Kar C".

a’) u pleinement fidéle, et tout objet de C’ est isomorphe & un facteur direct d’un objet de I'image
essentielle.

Ind(u) : Ind(C') — Ind(C") est une équivalence.

Ind, (u) : Indy, (C) — Ind,, (C’) est une équivalence (my un cardinal infini donné).

Uy : O'N — C” est une équivalence [plutét u, : O — C'"].

*

)
)
d) w : CN — C"" est une équivalence.
)
) u*: C'"" — C” est une équivalence.
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DEMONSTRATION.

1°) On sait déja que

(%) Ind;y Mz, — M

est pleinement fidéle, et pour voir que c’est essentiellement surjectif, on note que l'on a
M ~ Ind,,C C» Ind;;M,, — M,

le composé étant isomorphe au foncteur identique, est essentiellement surjectif, donc aussi
(x). Cela prouve donc que 7 est un cardinal utile pour la filtration envisagée, prouvons
que ce cardinal est méme régulier, donc que pour

F e ObM,, avec m > g, 0 = my

on a

F = limz,, x; € Ob Mg, I grande devant 7y, card [ < 77,
I

[page 202]
Pour ceci, on utilise (4.7.6.2), page 171,
M., C Filt™® (sim > my, 7™ = m),
et la définition de Filt™ (pour 7" > my) nous montre que c’est la la conclusion cherchée.

Prouvons donc 2°). Comme M, est stable par les lim inductives finies qui sont repré-
sentables dans M (SGA 4 1 9.9), il est stable par facteurs directs, et comme il contient
C, on a donc C* C M,,. Linclusion inverse M, C C* se voit de la fagon standard, en
écrivant un objet ' de M, comme lim z;, les z; dans C, I grande devant 7, alors F'
est facteur direct d'un des ;. 1

Le fait que C% est une enveloppe de Karoubi de C' dans M C C” provient du fait que M
est stable par facteurs directs, et que C' est une sous-catégorie pleine de M, cf. SGA 4 1

(7..).

4.8.6. Questions ouvertes. On a ainsi prouvé 4.8.1 revu et corrigé. Il reste la question :
1) Donner un exemple ot 4.8.1 a) est vérifié, mais non b) etc. (*°).

2) Dégager des conditions supplémentaires serviables qui, jointes & a), impliquent b),
donc ¢, ¢'.

[page 203]

Signalons aussi pour mémoire les questions suivantes.

3) Soit M = Ind,,(C), et m > my. Alors Filt™ est-il stable par facteurs directs? Cela
est-il vrai du moins si 7 = 7™, ou ce qui revient au méme (cf. 4.7.3), a-t-on dans
ce cas Filt™ = Filt™? Si oui, il serait inutile dans la description 4.7.7 des filtra-
tions cardinales, dans la majoration de cardinaux (4.7.7.1), card I < 7", de mettre
I’hypothése restrictive n'™ > 7.

Pour avoir une réponse affirmative a cette question, pour = donné, il suffirait (et proba-
blement faudrait) d’avoir une réponse affirmative a celle-ci : Soient D, Dy deux catégories
grandes devant my, Dy facteur direct de D, D admettant une catégorie cofinale I grande
devant 7y, de cardinal < 7. Alors en est-il de méme de Dy ? Si p est une rétraction de D
sur Dy, la difficulté est que je ne sais pas si p est foncteur cofinal. En fait, je vois que

8511 suffit de trouver un cardinal non régulier, pour la fcg canonique d'une M = Ind,,C.
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[page 204]

ce n’est pas toujours le cas, méme si D est finie. Prenons p.ex. pour Dy une catégorie
ayant objet final e, et une fleche x — e qui n’est pas un isomorphisme, et admettant une

section (p.ex. Dy la sous-catégorie pleine de A formée par Ay, A; : Ay i Ay ). Soit

2

K
D déduit de Dy en ajoutant un objet final €. Alors Dy, D sont filtrantes, et on obtient une
rétraction de D sur Dy, envoyant € sur x. Ce foncteur n’est pas cofinal, car un foncteur
cofinal doit envoyer € en e.

Plus généralement, si D, est une catégorie telle qu’il existe une fléche
(*) a:epp —> o

dans Dy, avec zqg € Ob Dy, alors on voit que Dy est grande devant my quel que soit le
cardinal infini 7y, et que d’autre part, désignant encore par D la catégorie déduite de D,
en lui ajoutant un objet final, il y a une rétraction de D sur Dy qui envoie ep dans xg.
Cette rétraction n’est cofinale que si 7 est un objet final de Dy, i.e. si et seulement si ()
est un isomorphisme. Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Mais il y a un foncteur cofinal
de la sous-catégorie Iy de Dy, telle que Ob Iy = {xo}, F11y = End;,(2¢) = {p,ids, }, ot p

can.

L, [e%
est le composé zg —= epy — xg. Donc pas de contre-exemple de cette fagon !

[page 205]

4) Considérons M = Ind,,(C), C petite, et considérons la filtration canonique
(Mz)r>r,- Donner des exemples o il y a des cardinaux non utiles, ou mieux, ou
pour tout cardinal 7, existe un cardinal 7’ > 7 qui soit non utile. (Cela donnera
I’exemple demandé dans 1°.) D’autre part, donner des exemples de cardinaux utiles
qui ne soient réguliers — si possible, comme tantot, de tels cardinaux aussi grands
qu’on veut.

Définition 4.8.7. Soit M une iU-catégorie, my un cardinal infini. On dit que M est mg-
accessible si M est équivalente a une catégorie Ind,,(C), C une petite catégorie, i.e. si
elle satisfait aux conditions équivalentes b, ¢, ¢’ de 4.8.1 (impliquant la condition a), sans
doute strictement plus faible). On dit que M est accessible s’il existe un cardinal tel que
M soit mg-accessible (N.B. si 7y est un tel cardinal, alors tout cardinal = > m tel que
7™ = 1, notamment les cardinaux 77, avec 7’ > 2, ont la méme propriété), ou ce

[page 206]
qui revient au méme d’apres 4.8.1, si M admet une fcga, ou encore une fcg canonique.

Commentaire 4.8.8. Cette définition est en contradiction avec la terminologie introduite
dans SGA 41 9.4 (p. 114); on désignera dorénavant sous les noms de “catégorie faible-
ment mp-accessible”, “catégorie faiblement accessible” les notions introduites dans 9.4 —
i.e. les catégories admettant une sous-catégorie pleine génératrice (pas méme strictement

génératrice) dont les objets sont my-accessibles (resp. accessibles).

Notons que si M est m-accessible (resp. accessible), la condition de 4.8.1 nous dit que M
est faiblement mp-accessible (resp. faiblement accessible), et méme qu’il existe une petite
sous-catégorie pleine strictement génératrice, qui soit formée d’objets mg-accessibles (resp.
accessibles). Je doute fort que cette derniére condition nécessaire soit aussi suffisante pour
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que M soit mg-accessible (resp. accessible). Mais en vertu de 4.6.3.3 (p. 150), il en est ainsi
si on suppose C stable par petites lim , ou ce qui revient au méme, moyennant L, stable
par limites inductives de cardinal < 7.

[page 207]
Proposition 4.8.9. Soit M une $4-catégorie accessible (4.8.7), mo un cardinal tel que M
satisfait a Lr,. Conditions équivalentes :

a) M est une catégorie paratopos (cf. 4.6.3, 3°, p. 150).

b) M est stable par petites limites inductives.

b') M est stable par limites inductives de cardinal < .

b") (Si M est équivalente a une catégories Ind,,C, avec C' une petite catégorie karou-
bienne.) La catégorie C' est stable (en elle-méme) par limites inductives de cardinal
< T0-

c) M est stable par petites limites projectives.

c¢') (Sous Uhypothése M ~ Ind,,(C), et quand on se donne un cardinal 7 tel que ™ =
7™ > m = sup(mo, cardréd C).) M, est stable par lim finies, et M est stable par
petits produits infinis (ou encore, par lim filtrantes).

c") Il existe un cardinal infini 7, et une petite catégorie D stable par lim finies, telle que

M ~Ind, (D), de plus M stable par produits infinis (ou encore par lim filtrantes).
(86, 87).

I

DEMONSTRATION. Les implications suivantes sont tautologiques, ou déja + connues :

. cf. 4.4.14 ° .
a > b > b’ > b

c ( =3¢ > ),

[page 208]

ot seules les implications pointées b’ = b” et ¢ = ¢’ demandent une démonstration.
Pour b’ = b”, on note que 'hypothése C' karoubienne implique que C' ~ M, (4.8.5,
2°), or on sait que M,, est stable dans M par limites inductives de cardinal < my (et
celles-ci sont représentables dans M en vertu de b’), donc M, admet des lim du type
envisagé, donc C' aussi.

¢ = ¢’. Notons que si M = Ind,,(C), alors les Jim représentables dans M se calculent
dans C”. Il s’ensuit que si 7 > 7y, alors Filt™ est stable par Jim finies (Filt" étant donné
alors par la condition a” de 4.7.1), d’autre part, si de plus 77 = 7, 7 est un cardinal utile,
donc M =~ Ind, (D), on D = Filt"™ = M. Il suffit maintenant de voir que Ind, (D) est
alors stable par lim finies, pour conclure qu’il en est de méme de M, donc que M est
stable par limites projectives quelconques, s’il I'est par petites produites ou par petites
lim filtrantes, d’ott ¢’. Il reste donc & prouver le lemme suivant.

86N.B. L’équivalence de ¢/, ¢’ avec les autres conditions n’est pas établie (ici, mais seulement dans
4.11 plus bas.)

87N.B. Les critéres ¢/, ¢’ me paraissent plus techniques et moins utiles [c’, ¢
en parenthéses].

" ci-dessus sont mis
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Lemme 4.8.10. Soient C wune petite catégorie, my un cardinal infini, ™ =
sup(mo, cardréd C'). Supposons Ind,, stable par lim finies (resp. et d’un certain type).
Alors pour tout m > my, Filt™ est stable par lesdites lim . (Donc aussi M, = Filt", si
m =7n".) Plus

[page 209]
généralement, soit J une petite catégorie telle que Ind,,C soit stable par lim de type J,

et soit ¢ = cardréd J, supposons que w° = m (p.ex. ¢ fini). Alors Filt™ est stable dans M
par lim de type J. (Donc il en est de méme de M, = Filt", si de plus 7™ =7.)

On utilise le critére a” de 4.7.1, savoir card F'(z) < 7 pour tout € C, pour I'appartenance
a Filt™. On peut supposer J réduite, donc card Ob J < ¢. Comme le foncteur d’inclusion
Ind,,(C) — C" commute aux Jim quelconques, le calcul de lim z; dans C”" fibre par

jeJ
fibre montre que dans C”, on a
X lim z; = H x;
jeJ jEOb J
N———
produit dans C”"
d’ou
card X (z) < H cardz;(z) < 7°,
j€ObJ R
d’ou (sans autre hypothése sur 7 que m > )
(4.8.10.1) lim #; € ObFilt™ ,
jeJ
d’otu la conclusion voulue si 7¢ = 7, q.e.d.
[page 210]
Nous allons prouver les implications supplémentaires
b = b, c = b, ' = ¢,

ce qui achéve la démonstration.
L’implication b” = a est contenue dans 4.6.3.

Pour I'implication ¢ = b, on note que la stabilité de M par petites lim équivaut a

I’assertion que toute petite limite projective de foncteurs M S Ens représentables, est
représentable. Or les objets de M étant accessibles (M étant accessible), les foncteurs
représentables & sont accessibles, donc aussi leur lim (SGA 4 1 9.7). D’autre part, le
foncteur { est exact a gauche, comme Jim de foncteurs représentables donc exactes a
gauche. Donc le fait que £ est représentable résulte du

Lemme 4.8.11. Soit M wune catégorie accessible, stable par lim finies, M — Ens un
foncteur. Pour que & soit représentable, il faut et il suffit qu’l soit exact a gauche et
accessible. Donc (SGA 4 1 8.12.8.1) si M est stable par petites lim , £ est représentable

si et seulement s’il commute auxdites lim , et qu’il soit accessible.
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[page 211]

Le “il faut” est remis pour mémoire, on vient de le voir comme conséquence du fait que
tout objet de M est accessible. Le “il suffit” est essentiellement SGA 4 I 8.13.2.b), sauf
que dans loc. cit. on suppose M munie d'une fc stricte. Mais la démonstration donnée
dans loc. cit. montre aussi pour une fcga, en choisissant dans loc. cit. (p. 137) 7 tel que
soit m-accessible, et de plus 7 soit utile pour la filtration cardinale généralisée envisagée.

Reste a prouver ¢ = ¢, sous réserve que ce soit bien vrai. Ce serait une conséquence du
lemme suivant (ou D, 7 sont remplacés par C, m).

Lemme 4.8.12 (?7) (%). Soient Cy une petite catégorie, mo un cardinal infini. Si C est
stable par lim finies, alors Ind,,C' également.

L’assertion similaire pour Ind(C), au lieu de Ind,C, est établie dans SGA 4 1 8.9.1 ¢).
Mais il n’est pas clair sans plus que Ind,C soit stable dans Ind(C') par Jim finies, dans
le cas envisagé. De facon précise, si /' = lim Fj, les Fj dans Ind,C,
jeJ
[page 212] ’°
F dans Ind(C) C C”, on sait que C'/F est filtrant et il faut voir qu'il est filtrante grande
[ ] [}

devant my. On est ramené aux trois cas o J = (), J = elle, et J = \ / . Les
[ ]

deux premiers cas sont essentiellement triviaux (car e, et un produit de deux catégories
grandes devant 7y, sont grandes devant ), le troisiéme cas par contre n’a pas lair trivial
a priori. C’est lié visiblement & la question des représentations indicielles de foncteurs
J —Ind,,(C), pour cardréd J < mp —i.e. la validité de 4.4.13 b) en dehors de '’hypothése
que C soit stable par lim de cardinal < 7. Il nous faudra y revenir trés prochainement,
car cette question m’apparait & présent une question-clef, pour les propriétés de stabilité
de la notion de catégorie accessible (en dehors d’aucune hypothese d’existence de lim ou
Jim ).

Proposition 4.8.13 (%%). Soit C une catégorie équivalente o une petite catégorie, et soit
7o = cardréd C' un cardinal infini. Alors M = Ind,,C = M, (i.e. tous les objets de
Ind,,C' sont mg-accessibles), et M est une enveloppe de Karoubi de C.

[page 213]
Signalons tout de suite les corollaires suivants.

Corollaire 4.8.14 (*). Soit M une U-catégorie. Conditions équivalentes :
a) M est accessible, et est équivalent a une petite catégorie.
a’) M est accessible, et il existe un cardinal infini wy tel que tous les objets de M soient
mo-accessibles (i.e. M = Mg, ).
b) M est équivalente a une petite catégorie, et est karoubienne, i.e. stable par facteurs
directs (o).
L’équivalence de a) et a’) est claire, puisque M admet une filtration cardinale généralisée
canonique (M) r>x,, formée des catégories équivalentes a des petites catégories (condition

88Lemme non prouvé ici — cf. démonstration 4.11.7 (non achevée).

89 Pas prouvé. Mais OK si my > cardréd C, cf. 4.15.10, p. 462.

9 Pas prouvé. Si finalement, cf. 4.15.10, et 4.15.11, pages 462-463.

9IN.B. Ceci implique que M et M° sont accessible, et je conjecture que la réciproque est vraie
également.
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a) des fcg), et telle que toute telle sous-catégorie soit contenue dans un des M, (résulte
de la condition b) des fcg). Comme M, est équivalente a une petite catégorie, et est
karoubienne (étant stable par lim filtrantes grandes devant ), il est clair aussi que
a’) = b). Reste a prouver b) = a’), or cela résulte aussitot de 4.8.13 appliqué a M,
qui montre de plus qu'on peut prendre pour m, n’importe quel cardinal infini tel que
mo = card réd M.

[page 214]
4.8.15. DEMONSTRATION DE 4.8.13. Nous allons prouver :
Lemme 4.8.15.1. Sous les conditions de 4.8.13, soit ' € ObM, x € ObC, alors

(%) card F(z) < mp .

Ceci signifie donc, en vertu de 4.7.7, a” = b pour 7 > 71, compte tenu qu’ici 7; = 7,
T = 7y, quon a F' € Filt™, d’ou a fortiori F' € M,,, ce qui implique M = M, , i.e. la
proposition 4.8.13, compte tenu de 4.8.5. Donc tout revient a prouver (x).

Ecrivons
F = limz,;, les z; € ObC, I ensemble ordonné grand devant m,
iel
d’ou
F(z) = lim Home(z, ;)
iel

On peut supposer
cardC = g,

quitte & remplacer C' par une catégorie réduite équivalente.

Pour tout £ € Ob (| soit
Ie = {iel|x=¢},

= k.

¢€ObC

alors

[page 215]

réunion d’une famille de parties de I de cardinal card Ob C' < my. Comme [ est grand
devant my, on voit que cela implique que I'ensemble des I; est cofinal dans I. Quitte a
remplacer I par I¢, on peut supposer I¢ = I, i.e. que tous les z; sont égaux a un méme
élément £. Quitte a remplacer C' par la sous-catégorie pleine Cy = {£}, on peut supposer
C' réduite a un seul élément. (Car si on prouve que F', en tant qu’objet de Ind,,(Cp), est
facteur direct d’un objet de Cy (i.e. de &), il en sera de méme de F' en tant qu’objet de
Ind C). Donc on peut supposer

¢ = {¢t,

donc C' donné par le monoide
M = End¢(€) , cardM < 7,
et la donnée du systéme inductif (z;);c; revient a la donnée d’un systéme d’éléments

aj; € M (i, €1, 1<)
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satisfaisant
Qg = ]., Qi = O Sllg‘]gk
On a )
ol Mz =MVie I, et MZHM]
est donné par
F(§) = lim M;
el U = ;U .
\
[page 216]

J’ai pu me ramener, par des arguments similaires (°?), au cas ou le monoide M = End (&)

est un monoide de monomorphismes, i.e.

/ / .
w = w = v =0 siu,v,v" € M,

ce qui implique que les fleches de transition dans le systéme inductif des M; = M sont
des monomorphismes. Il s’ensuit que 'on ne peut avoir card F(§) < m (I étant grand
devant ) que si aj;, est un isomorphisme pour j > i, et iy assez grand, i.e. si le systéme
inductif induit pour j > ig est constant, a fortiori que le systéme inductif envisagé est
essentiellement constant. Mais je viens de passer prés de quatre heures pour essayer de
prouver ce point, sans y étre arrivé! Cela semble plus délicat a prouver que je ne le
prévoyais, mais je crois toujours que c’est bel et bien vrai.

[page 217]

4.9 Le théoréme de représentation indicielle pour Ind,(C)

4.9.1 (%). Soient C' une catégorie équivalente & une petite catégorie, my un cardinal infini,
(4.9.1) M = Ind, (C) Cc C",

J une catégorie équivalente a une petite catégorie. Considérons l'inclusion pleinement
fidele C' . M, et l'inclusion correspondante de U-catégories

(4.9.2) Hom(J,C') ¢~ Hom(J, M) (pleinement fidéle).

On sait, comme C' C M, que les objets de Hom(.J, C') donnent des objets m-accessibles
de Hom(J, M), du moins si on suppose

(4.9.3) cardréd J < 7o,

ce que nous ferons désormais. (Cf. 4.5.8, 2°, p. 119.) Comme le deuxiéme membre de
(4.9.2) satisfait L., (M y satisfait), il s’ensuit que ce foncteur (4.9.2) se prolonge en

(4.9.3) Ind,,(Hom(/,C)) ¢ Hom(J, ./\/l(c)),
= Indr,

92Pour ces réductions, cf. 4.15.8 (p. 453-463). L’ultime réduction se trouve dans 4.15.8.9 (p. 461), et
son corollaire 4.15.10.
93[Les numéros 4.9.1 4 4.9.6 sont utilisés deux fois, 4.9.3 trois fois.]
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et ce foncteur est pleinement fidéle grace au résultat d’accessibilité qu’on vient d’énoncer.
Je m’intéresse a établir des cas ou ce foncteur est essentiellement surjectif, i.e. est une
équivalence de catégories. Notons que pour que

o J— M
appartienne a I'image essentielle, il faut et il suffit qu’il existe un foncteur

(4.9.4) ® : I — Hom(J,C), I grande devant 7y (et on peut supposer I ordonnée) ,

[page 218]

tel qu’on ait

(4.9.5) o = lim (i),

ou ce qui revient au méme, tel qu’on ait

(4.9.6) e(j) == lim @(4,j) , pour j € J ,
iel

ol on a posé
(i, j) = @@@)(J) .

interprétant donc ® comme un foncteur
(4.9.7) ¢ IxJ—C,;

la loi fonctorielle de ¢(j) donnée par (4.9.6) étant évidente. En d’autres termes, les ¢ dans
I'image essentielle de (4.4.3) sont ceux qui admettent une représentation indicielle par un
foncteur @ sous forme (4.9.4), ou sous forme (4.9.7), avec de plus I grand devant 7. Je
rappelle a ce sujet la

Proposition 4.9.2. Sous les conditions précédentes sur C, my, J (notamment cardréd J <
o), st JJ —= M « Ind,, (C), pour que ¢ appartienne a l'image essentielle du foncteur
pleinement fidele (4.9.3), il faut et il suffit qu’elle satisfasse les deux conditions suivantes :

[page 219]

a) Hom(J,C) /¢ est grande devant m.
b) Pour tout j € J, le foncteur

foncteur entre catégories fil-
(4.9.2.1)  Hom(J,C) /¢ — C/o(j) trantes grandes devant T,
en vertu de a),

induit par le foncteur

Hom(J,C) — C
F — F(j),

(4.9.2.2)

est cofinal.
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Le résultat principal dans la présente section est le suivant :

Théoréme 4.9.3. Sous les conditions générales de 4.9.1 pour C, m, J (notamment
cardréd J < mg), le foncteur pleinement fidele (4.9.3) est une équivalence de catégories
dans chacun des deux cas suivants :

a) C est stable par limy filtrantes dénombrables.

b) Il existe un cardinal mg < 7, et un cardinal 7, > 7y (N.B. On peut supposer que 7|,
est le successeur de my, donc m, < m), tels que C' soit stable par limites inductives
grandes devant o, et de cardinal .

(94).
Remarque 4.9.4.

a) Ce théoréme, cas a), contient le théoréme 4.4.13, partie b) (p. 95-96), ot on suppose
que C' est stable par limites inductives de cardinal < 7, 'hypothése a) de 4.9.3
étant considérablement plus faible.

[page 220]

b) Je présume qu’en dehors d’une hypothése restrictive du type a) ou b) ci-dessus, le
foncteur pleinement fidéle (4.9.3) n’est pas toujours essentiellement surjectif, méme
dans le cas particulier ot J est une catégorie finie, p.ex. J = Bg, G = {£1}. Pour
un contre-exemple dans le cas trés voisin ot on prend M = Ind(C) (au lieu de
Ind,,(C)), et ot on considére le foncteur (pleinement fidéle si J est une catégorie
équivalent & une catégorie finie)

Ind(Hom(J, C)) — Hom(J, Ind(C)),

je renvoie a l'exercice SGA 4 1 8.8.8.

L’application principale du théoréme 4.9.3 consiste en le

Corollaire 4.9.5. Soient M une catégorie accessible (4.8.7), J une catégorie équivalente
a une petite catégorie. Alors la catégorie M(J°) = Hom(J, M) est accessible. Plus précisé-
ment, soient my un cardinal utile pour M (i.e. tel que Ind,,(M,) =+ M, i.e. un cardinal
tel que M soit my-accessible), soit ™ un cardinal infini tel que 7™ = 1 > cardréd J (%),
i.e. =™, ot ¢ est n’importe quel cardinal ¢ > sup(mo, cardréd J), alors Hom(.J, M) est
m-accessible, plus précisément on a une équivalence de catégories

(4.9.5.1) Hom(J, M) <= Ind,(Hom(J, M,)) .

[page 221]
On sait en effet, avec les hypothéses faites sur my, 7, que 7 est utile pour M, i.e. que

M < Ind, (M),

d’autre part, M est stable par lim grandes devant my et de cardinal < 7. On peut donc
appliquer 4.9.3 b), en prenant C' = M, 7 et mp comme ici (donc my < 2™ < ), et 7 = 7.

94Cas commun : il existe un ordinal limite «, tel que 1) carda < 7g. 2) Les limites inductives [de]
type Io = {0 | 6 < a} sont représentables dans C.
90n a donc m = 7™ > 270 > .
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4.9.6 (°°). Le reste de la présente section 4.9 est consacré a la démonstration de 4.9.3, i.e.
a la vérification, pour J — M, des conditions a), b) de 4.9.2. Dans toute la suite, on se
fixe donc une

(4.9.6.1) ¢ J — M = Ind;(C).

On peut supposer J réduite, donc petite et card J < m. On va considérer le foncteur
déduit du foncteur (4.9.2.1)

(4.9.6.2) Hom(J,C)/p — I /().

dont les foncteurs en question se déduisent en composant avec les foncteurs projection

(4.9.6.3) [ c/et) — /et -

Comme les catégories facteurs C'/p(j) sont filtrantes (et méme grandes devant 7), leur
produit est également filtrant, et méme grand devant 7 (immédiat), et de méme

[page 222]

pour les produits partiels. Il s’ensuit aussitot que les projections (4.9.6.3) sont cofinales,
en vertu du

Lemme 4.9.6.1. Soient I, I' deux catégories avec I' 0-connexe (p.ex. filtrante), alors le
foncteur projection pry : I x I' — I est cofinal.

En effet, pour i’ € Ob I’ [plutét i € Ob /], on a
\N(I x I') ~ (i\I)xI",
or i\l et I’ étant 0-connexe, il en est de méme de leur produit.

Lemme 4.9.6.2 (°7). Soit (I)aca une famille de catégories filtrantes (resp. grandes de-

vant w). Alors I, e [Tocala est filtrante (resp. grande devant ), et pour toule partie
B C A, la projection canonique 14— Ig est cofinal.

(%8). La stabilité de la propriété “filtrante” ou “grande devant 77 par AQT [ane qui
trottel. On a, si B’ = A\B, I4 ~ Ig X Igr — I, et on applique le lemme 4.9.6.1 pour
conclure que ce foncteur est cofinal, g étant filtrante, donc O-connexe.

[page 223]

Le foncteur (4.9.6.3) étant cofinal, pour établir que (4.9.2.1) 'est, il suffit de prouver qu’il
en est ainsi du foncteur (4.9.6.2), ce que nous ferons. Notons de plus que ledit foncteur
est fidele, car il s’insére dans le carré commutatif

Ho_r\n(J, C)/e [1C/v())
HO_IIl(J, C) CObJ )

96Résultats préliminaires (4 la démonstration de 4.9.3).
97 Attention, il n’est pas vrai qu'un produit infini de catégories 0-connexes est 0-connexe !
98Cf. démonstration élégante ci-dessous, 4.9.6.6.
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ou les fleches verticales et la deuxiéme fleche horizontale sont fidéles. En définitive, pour
établir le théoréme 4.9.3, nous allons étudier le foncteur fidéle (4.9.6.2)

[+ Hom(J,C)/® — [l;c; C/e(d)
(ot on a posé Jy=ObJ, Jy =FlJ),

(%)

et nous allons prouver :

(a) Ce foncteur fidele (x) est cofinal.

(b) La catégorie source Hom(J, C') /¢ est grande devant m.

Nous allons pour ceci dégager un lemme auxiliaire sur la cofinalité des foncteurs fideles :
[page 224]

Lemme 4.9.6.3 (). Soit f : [ — I' un foncteur, et considérons les conditions :

a) I filtrante, f cofinal, i.e. (en présence de I filtrante) f satisfait les conditions fami-

lieres , .

b) I' est filtrante, et les '\I (pour i’ € ObI') sont filtrantes.
b') I' 0-connexe, satisfait PF (2) (**) (égalisation des double-fléches).
b") I' est filtrante, les i'\I pseudo-filtrantes, i.e. satisfont a la condition PF 1'.
c) I' filtrante, et f satisfait a F 1, ainsi que la condition suivante.
Pour tout couple (ig,11) d’objets de I et toute fleche f(io) i/>f(21), il existe
un objet iy de I, et une fleche v' : f(iy) — f(iz), tels que v’ et v'u' soient

relevables en des fleches i, LiQ et io—w>i2 (i.e. il existe ig et v : iy — g,
w :ig — iy tels quon ait f(v)u' = f(w)).

1) On a les implications
a = b = bV = ' = ¢,

et si f est fidele (p.ex. I ordonnée), les cing conditions a), b), b'), b"), ¢) sont
équivalentes.

99Ce lemme fait partie du sorite général sur la cofinalité et les catégories filtrantes.
1005 ex. PF 2 est satisfaite si I’ est ordonnée, sans avoir a supposer d’avance I’ filtrante, seulement
0-connexe.
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[page 225]

2) Soit w un cardinal infini, et considérons les conditions :
a.) I grande devant 7, f cofinal, i.e. F' 1, F' 2.
bx) I' grande devant w, les i'\I (i" € Ob1') aussi.
b=") I' grande devant m, les i'\I (i" € ObI') sont mw-pseudo-filtrantes, i.e. satisfont
PS 1.

cr) I’ grande devant 7, et f satisfait F' 1 et

(1Y), Pour toute famille (iq)aca d’objets de I, aveccard A < 7, eti € Ob1,
et une famille de fleches ul, : f(io) — f(i), existe j € Ob I et une fleche
v f(i) — f(j), telle que v et les v'ul, proviennent de fleches de I, i.e.
il eziste des fleches v @ 1 —j, wy @ 1o —J telles que f(v)ul, = f(wy)
Vae A

W

lo .

flia) =2 f(0) 2 1)

Ceci posé, on a
ay <= by = ¢ = b",

et si f est fidele, ou I ordonné, les quatre conditions a., by, by", ¢; sont équivalentes.

(102),
4.9.6.4. N.B. Dans le cas qui nous intéresse, ou f est le foncteur () (p. 223), on sait
que I’ est grande devant 7. On voudrait établir que I l'est et que f est cofinal, i.e. la
condition a,. On le prouvera en prenant b, (qui implique a, puisque f est fidéle). Il reste
donc a

[page 226]

prouver, sur le foncteur f dans (x), p. 223, les deux conditions suivantes :

F 1) Pour tout systéme de fleches dans M

X() 2 () j€Jy=0b.J,les X(j) dans ObC',
il existe un foncteur F' : J—C et F igp, enfin un systéme de fléches

X(j) “v) F(j) dans les C'/p(j), i.e. ren(dant commutatif les diagrammes
X(j) " F(j)
PN 40)
() -
F 3;) Pour tout systéme (F,)aca (card A < 7) d’éléments dans Hom(C, J), et des fléches

) dans Hom(J, M),

et pour G dans Hom(J,C) et G 2, dans Hom(J, M), étant donné un systéme de
fleches u,(j),

101N B. La condition F 3, est tautologiquement satisfaite si f est pleinement fidéle.
102D¢monstration de la proposition donnée dans 4.9.6.7, page 227.
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Fu(j) —=Y ()
Pa (N /40)

v(7)
il existe H -~ ¢ dans Hom(J,C) et une fleche G —~ H dans Hom(J,C)/¢p, telle

que pour tout a € A, le systéme de fleches composés

[page 227]

uq(j) fleche dans C'/p(j) ,

Fa(j) =Y G(j) 29 H(j)

pal) .9 g
« VY K
©(J)

(pour j € Jy € ObJ) provienne d'un foncteur w, : Fp — H.

Pour prouver 4.9.3, nous sommes donc ramené & prouver les deux propositions F 1), F
3x) précédentes, sous I'une des deux conditions a) ou b) de 4.9.3.

Corollaire 4.9.6.5 (de 4.9.6.3). Soit (f, : I, — I.,) une famille de foncteurs cofinauz, les
catégories source étant filtrantes. Alors le foncteur produit f =[] fo: I =1, la—1' =
1, 1, est cofinal.

En effet, il faut vérifier que les catégories i'\I, pour ' € Ob ', sont 0-connexes. Or si
i" = (il,)aca, On a
AV | [GAVAS
«

et par 4.9.6.3, 1°) a = ¢, les i\ I, sont filtrantes, donc leur produit est filtrant
[page 228]
(cf. 4.4.6.2), donc 0O-connexe, q.e.d.

Corollaire 4.4.6.6. Soit m un cardinal infini. Tout produit de catégories grandes devant
m est grand devant 7.

Soit I = [],c4 Lo, soit B un ensemble de cardinal < 7, il faut prouver que / T8I 1B ot
cofinal. Or ce foncteur s’identifie au produit des foncteurs similaires I, — IZ| lesquels
sont cofinaux, les catégories source étant de plus filtrantes. Donc on peut conclure par le
corollaire 4.9.6.5.

4.9.6.7. DEMONSTRATION DE 4.9.6.3. (Partie 1°.)

a = b. On sait déja que a) implique que I’ est filtrante (SGA 4 1 8.1.3 b). Reste a
prouver que pour tout i € ObI’, #\I est filtrante (1°%). Deux conditions PF 1’ et PF 2
a vérifier (en plus du fait que '\ # ), qui est connu par cofinalité de f, impliquant que
i'\I est O-connexe).
1) Soient (i,u'), (j,v") deux éléments de ¢\, il faut voir qu’ils sont majorés par un
troisiéme élément. Or [ étant filtrante, 7, j sont majorés par k. On aurait fini donc
si on savait que f(uq)u’ = f(v1)v', soit w', car alors (k,w’) ferait 1'affaire.

103Court-circuit : on sait déja que i’\I est O-connexe, d’autre part elle est localement filtrante, car coétale
sur I qui est filtrante, donc elle est filtrante.
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J(G)—— f(k)
[page 229]
Mais on applique F' 2 sur f a la double-fleche en question i’ — f(k), on trouve
w:k—k,
S »
i ——= f(k)— f(k)
telle que

J)(f(u)) = Fw)(fe)) |

g g

= f(wur)w’ S (wvr)v’

et remplagant k£ par k, et uy, vy par wuy, wvy, on trouve ce qu’on veut.

2) PF (2) pour ¢\, i.e. on se donne un diagramme ci-contre [ci-dessous],

Ul
e R
2

I ) 1) T ()
avec f(uy)u' = f(ug)u', soit v (doublé—(ﬁzgche dans ¢'\I de (i,u) dans (j,7')), on
veut I'égaliser a droite. Or I étant filtrant, il existe w : j — j' telle que wu; = wuso,
or cette fleche définit une fleche (j,v") — (j', f(w')v'), qui égalise la double-fleche
donnée.

b = b’ est clair.

b) = a). Comme les i'\ I sont filtrantes, donc 0-connexes, f est cofinal, il reste & prouver
que [ est filtrant, donc a vérifier PF 0 (I 0-connexe), PF 1, PF 2 pour I. I est 0-connexe,
car I' l'est, et f cofinal, i.e. Wy-coasphérique, d’otu PF 0.

[page 230]

i
Prouvons PF' 1, i.e. que si i - est donné, on peut compléter en un carré commutatif.
i2

u1 i IEECHT
S
10 . 13
uz\\ g
I2
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Mais considérons les objets & = (i1, f(u1)), & = (42, f(ug)) de f(ig)\I, et utilisant PF 1’

pour cette catégorie, on trouve {3 = (i3, w’) dans ladite catégorie, et des fleches de &, &

dans &s, ie. vy @4y —i3, [y : G —>i3,] telles que f(vq)f(u1) = w', f(va)f(ug) = ',
—_— —

flviur) f(vauz)
donc
f(vlul) = f(Uzuz) .
ViUl
Ainsi, on a une double-fléche ig — i3, égalisée par f. Si on prouve PF 2 sur I, on trouve
V2UQ

. (e . . N .
i5 — i3 telle que a(viuy) = a(vaus), i.e. (avy)u; = (awy)us, et quitte & remplacer i3 par
13, V1, U2 par avy, Qvy, on a gagneé.

Reste a prouver PF 2 sur I, i.e. égaliser une double-fléche

. Ul .
0 — 21 .
v2

[page 231]
Or I’ satisfaisant & PF 2, on peut égaliser la double-fleche f(u;), f(u2) par une fléche

f(iy) —+ ¢ dans I, et comme i\ I non vide, on peut supposer que i’ est de la forme f(i).

u1
tg X g e 1
u2
. f(ul) ) v .
fio) ——= f(ir)—— f(i2)
fluz2)

Admettons pour un instant la condition F 3 de c), que nous allons appliquer a (iy,is,v").

11 existe donc iy — iy, w : iy —» i3 tels que lon ait f(w)v' = f(v). Il s’ensuit que f(w)
égalise f(u1) et f(ug), i.e. qu'on a f(wu) = f(wuy), i.e. la double-fleche initiale est
remplacée par (u; = wuy, Uy = wus), telle que f(uy) = f(uz2). En somme, on est ramené au
cas d'une double-fleche (uy, uz) telle que f(u1) = f(us), soit v'. Mais alors soit & = (ig, V'),
§ = (io,idyy)), on a donc une double-fleche (ui,ug) : & —x& dans f(ip)\/. Cette
catégorie

[page 232]

est filtrante, donc cette double-fleche est égalisable a droite, ce qui implique aussitot que
la double-fleche (vy,v9) dans I est aussi égalisable a droite.

Donc il reste a prouver que b') implique la condition F 3. Mais considérons les deux objets
§o = (lo,idy(y))s & = (i1,u') de f(ip)\[, et utilisons la condition de filtration PF 1 sur

cette catégorie, donc on trouve un objet & = (ig, '), et deux fléches
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et iy —= iy telles quon ait f(w)id;,, = f(v)u' = v/, dou f(w) = f(v)u/, ce qui est la
condition F 3.

. ’ . v .
10 11 > 19

Ainsi on a établi
a < b < b,

prouvons maintenant

a = c¢. On sait déja que a) implique I’ filtrante, et il reste a établir F 3. Or I étant

10
filtrante, il existe des fléches iy .
41V
[page 233]
n’a pas forcément f(w) = f(v)u/, on a la une double-fleche f(ig) = f(i1) dans I’. Mais par

la condition F 2 sur f, il existe iy 2,7, dans I telle que f («v) égalise ladite double-fléche,

donc f(aw) = f(.av )u', et quitte a remplacer iy par iy, et w, v par W = aw, v = aw,

w v
on gagne.

Reste & prouver (pour la partie 1°) que si f est fidéle, alors ¢) = b). Il reste donc a
prouver que c¢) implique que pour ¢’ dans I’, i'\I est filtrante. On sait déja par F 1 que i'\ 1
est non vide, il reste & prouver les conditions PF 1’, PF 2 pour ¢\ /. Comme [’ filtrante,
I’'on peut compléter

\  74
f(i2)

et par F 1 on peut supposer j' de la forme f(i3).
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fis) —— flis)

Appliquant F 3 & 4y, 43, v}, on peut supposer (quitte a remplacer i3 par i3)
[page 234]

que v} provient d'un vy : iy — 3. Appliquant a nouveau F 3 & iy, i3, v}, on peut supposer

que v} également provient d'un vy : 1o —» i3. Alors & = (i3, vju} = vhu)) est un majorant
- !/ . !/

commun de & = (i1, u), & = (iz, uy).

Prouvons enfin PF 2 pour '\, donc on a un diagramme ci-contre [ci-dessous] avec
fu)u' = f(ug)u’ (double-fleche dans ¢\ I), on veut égaliser dans '\ I.

u e
(it (p——
u2
. u’ . f(u1) . v’ . -
i Jo) = SG) e fli) —— f(i2)

Mais I’ étant filtrante, on peut égaliser (f(uy), f(us)) par f(iy) — j', et a cause de F 1
on peut supposer j' = f(iz). Appliquant encore F 3 & (i, 45,v’), on trouve i; — i tel que
f(w) égalise f(u1), f(u2) :
flwur) = flwug) .

Mais f étant fidele, cela implique wu; = wus, et on a donc égalisé la double-fleche de i"\ T
par w : (i1, —) — (ig, —).
4.9.6.8. N.B.

1°) Si on ne suppose pas que f soit fidéle, on voit que ¢) implique pourtant que les '\ [

satisfont PF 1’ (elles sont donc pseudo-filtrantes et 0-connexes). Donc f est cofinal.

[page 235]

On voit, par le méme argument, que I satisfait PF 1’ i.e. est pseudo-filtrante. Ainsi,
si on introduit la condition :

I’ est filtrante, les i'\I (i € ObI’) sont pseudo-filtrantes (i.e. satisfont PF 1’)
(donc f cofinal).

On trouve les implications
(a <= b <<= 1DV) = D' <= o,
et les conditions équivalentes c), b”) impliquent que [ est également pseudo-filtrante,

ul
et que pour toute double-fléche {g — &; dans un ¢'\I ou dans I, il existe une fléche
u2

v , . . A -
&1 — & dans la méme catégorie, telle que vuy et vuy @ & X & aient méme image
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dans I'. Donc si f est fidele, alors ces conditions ¢, ¢’ [plutdt b”] impliquent que 1
et les 7'\ I satisfont aussi la condition PF 2 de la double-fléche, donc sont filtrantes,
donc dans ce cas les cing conditions a) b) b’) ¢) ¢’) [plutét b”)] sont équivalentes.
Mais aussi lorsque I est ordonnée, on sait [?] que la condition de la double-fleche
dans I est satisfaite automatiquement.

[page 236]

2°) Notons aussi que dans la condition b’), on ne peut supprimer I’hypothése que I’
satisfait PF 2 (en plus de I’ O-connexe et les ¢\ [ filtrantes). Pour le voir, prenons
I' =1, f = id, donc ’hypothése a (<= b <= b’) signifie que I est filtrante, f
étant bien str cofinal. Mais b’ affaiblie signifie que I est 0-connexe et les i\/ sont
filtrantes, et on sait que ceci n’implique pas que [ soit filtrante, méme si on suppose
I pseudo-filtrante. Un exemple simple est donné par I définie par

0 si i > g
Obl = N, Homy(i,j) = {id;} st @ = j
(£1} si i < j,

la composition des fleches se faisant par la multiplication des signes ey, ;&' ; = (e€')x4
(en posant id; = (+1);;). Les catégories ¢\ sont isomorphes entre elles et sont
ordonnées et pseudo-filtrantes, donc filtrantes, d’autre part, I est pseudo-filtrante,
pourtant elle n’est pas filtrante, car ne satisfait pas PF 2.

3°) D’autre part, si f n’est pas fidéle, alors c) (équivalente & b”) n’implique pas a),
comme on voit en prenant I’ = e; alors b”) équivaut a I pseudo-filtrante, qui
n’implique pas que [ soit filtrante.

[page 237]
4.9.6.9. DEMONSTRATION DE 4.9.6.3, PARTIE 2°.
C’est essentiellement “la méme” démonstration que pour la partie 1°).

ar) = b,). On peut court-circuiter la démonstration directe, en regardant, pour un
ensemble A de cardinal < 7, le diagramme

]L[A

f\ \fA

]/ S 40 ]/A

[plutst &\]1. Comme f est cofinal, I filtrante, f4 est aussi cofinal (4.9.8.5), d’autre part,
I grande devant 7 signifie que 64 est cofinal (V A avec card A < 7). Donc fA64 = da f
est cofinal, donc d4/ f et f le sont, donc 4 aussi, ce qui signifie que I’ est grande devant
.

Reste a prouver que pour i’ dans I’, i'\I est grande devant 7. Cela résulte du fait que

i\I 2~ T est coétale, que i\I est O-connexe, et du

Lemme 4.9.6.9.1. Soit I une catégorie filtrante (resp. grande devant w). Alors pour toute
J sur I coétale sur I et 0-connexe, J est filtrante (resp. grande devant 7).
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Le cas filtrant est déja connu (cf. II ...). Pour le cas “grande devant 7”, on va utiliser le
Corollaire 4.9.6.9.2. Soit J une catégorie. Pour que J soit grande devant w, il
[page 238]

faut et il suffit qu’elle soit 0-conneze, et satisfasse PF, 2 (cf. page 81), ainsi que la variante
suivante de PF, 1.

PF, 1) Pour tout objet xog de J, xo\J satisfait PE, ', i.e. pour toute famille de fleches

Lo —>yo (@ € A, card A < ), existe une fleche xg— z et des fleches vy : Yo —> 2,
avec Vg = v V a € A.

DEMONSTRATION. Si J est grande devant 7, alors PF; 1) résulte aussitot de la conjonction
de PF, 1" et PF, 2, d’ou le “il faut”. Inversement, supposons que .J satisfasse PF, 1,
PF, 2, et soit 0-connexe, il faut prouver qu’elle satisfait PF, 1’. Mais on sait déja que
les conditions en question, qui impliquent PF 1, PF 2, 0-connexe, impliquent que J est
filtrante. Donc si on a une famille (z,)aca, card A < 7, choisissant un 2o € ObJ, on

Lo

peut pour tout « trouver y, qui majore xg et x,, d’ott des fléches > Ya , ON peut leurs
Zo

appliquer PF 1, d’ou des fleches y, — 2, et en composant des z, — z, q.e.d.

Prouvons maintenant le lemme. Il suffit (par le corollaire précédent) de prouver que J
satisfait & PF, 1 et PF, 2. Or PF, 1 est immédiat, puisque V z dans J, xo\J =+ yo\/,
ou yg est
[page 239]

o, glue)
I'image de ¢ dans I. Quant & PF 2, si on a des 29 — 21 dans J, d’ott des g(z¢) — g(21),
on égalise dans I par g(x;) L Y, mais comme ¢ est coétale, 3 1 —+ x5 dans J telle que
g(v) = w, donc on a g(vu,) = g(vug) pour «, 5 € A, et comme g est fidéle, on en conclut
vu, = vug, donc v égalise (uq)aca, q.€.d.

Prouvons b;) == a,) : Si I et les '\ sont grandes devant 7, alors [ l'est aussi (et f est
cofinal, les i'\I étant 0-connexes, car filtrantes). Comme on sait déja que I est 0-connexe
(I' Pétant et f cofinal), il reste, par 4.9.6.9.2, a vérifier PF, 1 et PF, 2.

[page 240]

La démonstration donnée dans 1° pour le cas similaire filtrant (implication b’ = a, pages
231-232), s’applique mutatis mutandis. (La propriété F 3 a déja été établie dans la partie
1°), comme conséquence de b, et peut donc étre utilisée librement.)

Donc on a prouvé a, <= b,. Prouvons a, = c,. On sait déja que a, implique que I’
est grande devant 7, et bien sir la condition F 1, reste a établir la validité de la condition
F 3,. Par F 3,V a € A on peut trouver j, dans I et w? : i — ju, v2 : i — j tels que

f(va)u& = flwa) -
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Flia) = fi) 2L f(ja) — F(5)

Comme [ satisfait PF 1, (cf. 4.9.6.9.2), il existe h dans I et des A, : jo —= J, tels que
Ao 02 = X soit indépendant de a, alors on a pour tout o € A

O (= FO) fleauy ) = FQaw))

f(wa) Wa

donc A\ : 1 —j et les w, = )\awg : i — 7 satisfont aux conditions voulues.
¢, = bll. Il faut prouver que si ¢, est satisfait, alors les i'\ I satisfont PF 1.
[page 241]

Soit donc &, = (ia,u),) (@ € A, card A < 7) une famille d’éléments de '\, comme I’
satisfait & PF 1, (cf. 4.9.6.9.2), il existe 5/ dans I” et des fleches u” : f(io) — j', telles
que ulul, = u' indépendant de o. Comme f satisfait F' 1, on peut supposer que j' est de
la forme f(j). Appliquant F 3, aux i,, j, ul, on trouve v : j—k et des wy, : i, — Kk,

tels que
fug = f(wa) Vae A,

d’ou
flwul, = flo)ulul, = f(v)u indépendant de a,

«

soit w’, donc les w, définissent une fleche des &, dans £ = (k,w'), q.e.d.

b” = b, si f est fidéle. On est ramené a prouver que si b” est satisfait, f fidéle, alors
les catégories i'\ I, dont on sait déja qu’elles satisfont PF 1, satisfont également PF 2.
Soient donc & = (i,u'), n = (j,v') deux objets de i'\I, et (un)aca une famille de fleches
& —n (avec card A < m), donc des fleches dans [ telles que f(u,)u' =v' Vo € A.

i —— f(i) == f(j) — f(k)
— V==

,U/

Comme [’ est grande devant 7, on peut égaliser par f(j) — k', et comme &'\ # (), on
peut supposer k' de la forme f(k). Or

[page 242]

d’aprés l'implication b” = a = ¢ de la partie 1°) (cf. page 235) et comme b! =
b”, on sait déja que f satisfait & F 3. En l'appliquant a j, k et f(j) — f(k), on peut
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supposer que f(j) — f(k) provient de v : j — k. On aura donc f(v)f(us) = f(v)f(ug)
Va,8 €A, done f(vu,) = f(vug). Comme f est fidéle, cela implique que vu, = vug, i.e.
v égalise les u,. D’ailleurs, v peut étre considérée comme une fleche dans '\, de (j,v")

dans (k, f(v)v'). Q.e.d.

4.9.6.10. Quand [ est ordonné, alors les quatre conditions a,, b, ¢,, b sont équivalentes,
car les ¢\ [ sont ordonnés, et il est claire qu’alors b <= b,.

[page 243]

4.10 Le théoréme de représentation indicielle : démonstration

On va d’abord reformuler le théoréme 4.9.3 sous forme plus générale, en termes de caté-
gories cofibrées. Soit

(4.10.1) D— J

un foncteur cofibrant, ot .J est équivalent & une petite catégorie, et de méme pour les
catégories fibres D; (j € ObJ). On se donne un cardinal infini 7. Soit

(4.10.2) M, = Ind,(D;)  (j€Ob.J),

alors les M sont les fibres d’une catégorie cofibrée N sur J, que je désigne aussi par
Ind.(D/J), donc on pose

(4.10.3) N = Ind,(D/J) .

On a donc une inclusion pleinement fidele de catégories cofibrées sur J
D . N,

d’ott une inclusion

(4.10.4) L(D/J) — L(N/J).

[page 244]
Dans le cas ou D est de la forme C' x J, alors N est de la forme M x J, avec M = Ind,(C),
et I'inclusion (4.10.3) n’est autre (& isomorphisme prés) que

Hom(J,C') — Hom(J, M) .

Revenant au cas général, on voit encore que :

1°) Le deuxiéme membre de (4.10.3) est stable par lim grandes devant 7, lesquelles se
calculent fibre a fibre.

2°) Le premier membre de (4.10.3) est formé d’objets m-accessibles du second.

D’ot un foncteur pleinement fidéle
(4.10.4) Ind,.(L(D/J)) ¢ T(N/J).
(104,

104165 numéros 4.10.1 & 4.10.4 sont utilisés deux fois.]
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Théoréme 4.10.1. Supposons qu’on ait
(4.10.1.1) cardréd J < 7,

et qu’il existe un ordinal limite o, tel que :
1) carda < 7.

2) Les limites inductives de
[page 245]

type I, = {0 | B < a} sont représentables dans les catégories D; (j € ObJ), et pour
toute fleche o : j—j' dans J [trop de ol, o : Dj — D; commute auxdites
limites.

Alors le foncteur canonique pleinement fidele (4.10.4) est une équivalence de catégories.
Ceci va étre contenu dans le résultat un peu plus précis :

Corollaire 4.10.2. Les hypothéeses étant celles de 4.10.1, avec en plus
(4.10.2.1) cardJ < 7w

(qui équivaut & (4.10.1.1) si J est réduite, cas auquel on peut évidemment se réduire dans
4.10.1). Soit ¢ € ObT'(N/J), et considérons le foncteur canonique fidéle :

(4.10.2.2) LD/ D))o — [1Ci/el) -

jed
Alors la catégorie source T(D/J)/p est grande devant , et le foncteur envisagé est cofinal.
[page 246]

De ceci, le théoréme résulte de facon essentiellement soritale, tout comme dans le cas
particulier 4.9.3 précédent (cf. page 223) (199).

Pour établir le corollaire, comme la catégorie but de (4.10.2.2) est grande devant 7, comme
produit de telles catégories (cf. 4.9.6.6, page 228), et le foncteur fidéle, il suffit en vertu
de 4.9.6.3, 2°, de vérifier les conditions F 1 et F 3, (page 225) pour le foncteur envisagé.

On va interpréter le foncteur (4.10.2.2) en termes d’une catégorie cofibrée

dont les fibres sont les D;/¢(j). On note que si o : j — j' est une fleche de J, alors on a
Oé* . C] —_— C]/
et a.(p(7)) — »("),

105Un peu court ! Il faudrait expliciter 'argument avec soin — il y en a pour deux ou trois pages!
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[page 247]

d’ou un foncteur composé

Cifp(i) — Cyp/a(p(d)) — Ci /(i)

avec transitivité & isomorphisme canonique prés etc. On note que ’on a un isomorphisme
canonique

L(D,/J) ~ L(D/J)/¢,

de sorte que le foncteur fidéle canonique (4.10.2.2) s’identifie au foncteur

(4.10.6) L(D,/]) — ][] (P,);-
jEObJ

Le corollaire 4.10.2 sera alors une conséquence du résultat plus général suivant :

Corollaire 4.10.3. Soit £ — J un foncteur cofibrant, et m un cardinal infini. On sup-
pose :

a) card J < .

b) Les catégories fibres E; sont équivalentes a des petites catégories, et grandes devant
.

c) 1l existe un ordinal limite tel que :
1°) carda < .

[page 248]

2°) Les limites inductives de type I, sont représentables dans les catégories E;, et
les foncteurs cochangement de base N, : & — &y y commutent. (C’est le cas
p.ex. si les limites inductives filtrantes dénombrables sont représentables dans
les &;, et siles o, y commutent ; ou s’il existe un cardinal 7y < 7 et un cardinal
T, > o, tel que les limites inductives grandes devant m, et de cardinal <
soient représentables dans les &;, et que les o, y commutent.)

Sous ces conditions, le foncteur canonique fidele

(4.10.3.1) re) — 11 &
jEOb J

est cofinal, et la catégorie source est grande devant 7.

Il est + immédiat que les hypotheses de 4.10.1 impliquent que celles de 4.10.3 sont satis-
faites pour £ = D, — J (4.10.5). Pour

[page 249]

ceci, on utilise le

Lemme 4.10.4. Soient C une catégorie, et m un cardinal infini. Alors le foncteur d’in-
clusion C' — M et Ind,C' commute auxr lim de cardinal < .

Soit en effet I telle que card I < m, et (z;);e; un systéme inductif sur C', y ayant une

limite z. Soit d’autre part X = lim & un objet de Ind,C, avec I’ grande devant 7. On a
II
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donc
Homp(z, X) ~ lim Hom(x, &)

g
I
~ lim lim Hom(z;, &)
scaa198 I' 1
~ lim lim Hom(z;, &)
r _r

S/

~ Hom(z:,X)
~ lim Hom(z;, X) ,
ce qui prouve que x est aussi une lim des x; darlls M tout entier.
[page 250]

Ainsi, on est réduit a prouver 4.10.3. Appliquant 4.9.6 2°, on est ramené a prouver, pour
le foncteur envisagé, les conditions F 1 et F 3, (page 225).

Dans les arguments qui suivent, on va utiliser les conditions a), b) de 4.10.3, mais non,
pour l'instant, la condition c.

Lemme 4.10.5. Sous les conditions de 4.10.3 a) b) (a lexclusion de c¢), pour que
(4.10.3.1) soit cofinal et I'(E/J) grande devant w, il faut et il suffit que le foncteur

envisagé satisfasse a la condition F 1, rappelée ci-dessous, et a la variante F' 1 de celle-ci
énoncée ci-dessous :

F1) Pour tout systéeme (X (j))jcons d’éléments X (j) € Ob€&;, existe une section G de €
sur J, et un systéme de fleches

(4.10.5.1) X(j) — G(j) (j € ObJ) .

F'1) Sous les conditions de F 1 précédent, supposons de plus une section F de & sur J
[page 251]

et un systéme de fléeches
F@j) — X)) (J € ObJ),

alors G et le systéme de fleches (4.10.5.1) peut étre choisi de telle fagon que les
fléeches composées

F@) — X(j) — G()
définissent un homomorphisme de sections

F —d

(dans la catégorie L(E/J)).
(106,

DEMONSTRATION. Il faut voir que F 1 & F’ 1 équivaut & F 1 & F 3. L’implication <=
est + immédiate, c’est de = que nous aurons besoin, donc

F1&F1 = F3,.

106N.B. Les conditions F 1 et F/ 1 équivalent a dire que le foncteur envisagé satisfait aux conditions F1
et F3, vu encore (en vertu de 4.9.6.3, 1°) que ['(£/J) est filtrante sans plus, et le foncteur fidéle (4.10.3.1)
cofinal. Cela implique déja que I'(€/J) est grande devant 7.
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Pour ceci, réénongons F 3, dans le contexte présent. On se donne une famille (F,)qc4,
card A < 7, d’objets de I'(£/J), un objet F' de la méme catégorie, et pour tout j dans
Ob J, un systéme de fleches
N Ual(d) .
Fa (.7) - F(]) )
mais sans supposer que pour « fixé, j variable

[page 252]

cela définisse un homomorphisme de sections F, — F. On cherche une section G de &
sur J, et un homomorphisme de sections F'—» (G, tels que pour tout «, le systéme des
composés

Fo(j) — F(j) — G()

définisse un homomorphisme de sections F,, — G. Soit donc A : j — j" une fléche de J,
considérons les carrés (non commutatifs)

(%) Fa()) ! F(\)
y ua (5) y
Fo(j') ——=—= F(j')

(indexés par a € A). Pour j' fixé dans J, le nombre de ces carrés est majoré par
cardOb (J/j') x card A < 7 -7 = m. Il S'ensuit, comme & est grande devant m, qu'il
existe un objet X (j') de &y, et une fleche v(j’) : F(j') — X (j') de telle facon que pour
tout a € A, et tout A € Ob J/j’, le carré déduit de (%)

[page 253]

en composant avec F'(j') — X (j') soit commutatif. On fait ce choix pour tout objet j’
de J. Appliquons alors F' 1 & F et au systéme de fleches F'(j) ) x (7), on trouve G et

un systéeme de fléches
w(j) « X(j) — G()

de telle facon que les fleches composées

définissent un homomorphisme de sections. Je dis que cet homomorphisme a la propriété
voulue pour F 3, i.e. que pour tout a € A, le systéme des composés

Fo(j) — F(j) — G()

(pour j € ObJ variable) définit un homomorphisme de sections F, — G. En effet, il
suffit pour cela de considérer, pour une fleche A de J, le
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[page 254]

diagramme

Fa(j) YL i) 22 x(j) 22 G(j)

Fa()) | F(V G\

Fu(f) 22 F(j) 25 X (1) 25 6

Le lemme 4.10.5 étant prouvé, tout revient donc a prouver la condition F 1, et son com-
plément F’ 1, qui se prouvera dans la méme haleine.

4.10.6. On se donne donc le systéme d’objets
(4.10.6.1) X(j) € Ob&;  (j€Ob.),
et le cas échéant, un objet F' de ['(£/J), et un systéme de fléches

(4.6.10.2) F(j) — X(),

et on se propose de construire G de I'(£/.J), et un systéme de fleches
(4.10.6.3) X(j) Gy,
de telle fagon que (si on a la donnée supplémentaire des u(j)) les fléches composées
o uld) N () .
F(j) == X(j) =* G(j)

[page 255]
soient fonctorielles en j.

On va faire une construction transfinie sur les ordinaux « tels que
carda < 7

d’un systéme inductif
(Xa(9))a
d’objets de [];cq, ;€ On va d’abord ignorer la donnée éventuelle (4.10.6.2). On posera

(4.10.6.4) Xo(j) = X(5) .

et on va donner la prescription pour passer de X, a X,.1. La construction inclura aussi,
pour toute fleche A : j' — j de J et tout «a, la donnée de

(4.10.6.5) Xa(7) o) at1(7) fleche (dans &) au dessus de A,

et ces fleches, et les fleches de transition X, (j) () a+1(j), doivent
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[page 256]

satisfaire aux trois conditions suivantes :

(i) Si A est une fléche identique idy : J — J, alors |t4(A) = 74(J).

(ii) Dans le diagramme

Xo(7) e Xy () —— Xaya(f) —— Xasa(j) —

\a\(/\) ° yl(k) \ |
P’y

Xa(j) ———= Ko () =20 Xoo(§') =20 Xoalf) —
Tat2(j) “rend le carré e commutatif” i.e. égalise to11(A)7a(j') et Tar1()ta(N) :

Ta+2(,j)ta+1()\>7—a(j,) = Ta+2(j)7'a+1(j)ta(/\)-

(iii) Sion a deux ﬂéches consécutives )\ : j” — ' j’ — j , on a donc le diagramme

a+1 - Xa+2 a+3 ”)
\ ,
a+1 a+2 a+3 )
ta(pA) tat+1(n)

Xo(j) ——— Xas1 () =90 X, 00) =290 X, 8(0)

Tat2(J)tar1(1)ta(N) = Tar2()Tar1()talp)

[page 257]

Ainsi, pour définir les X,41(j), il faut tenir compte de toutes ces contraintes. Donc :
1°) Pour j fixé, X,.1(j) doit étre but des fleches

g\ ta(N) .
Xa(j") = Xas1(4)
pour les A : j'—j dans ObJ/j — y compris pour A = id;, auquel cas t,(\) :
Xo(j) — Xay1(j) jouera le role du morphisme de transition 7,(j).
2°) Si a est de la forme o/ + 2, i.e. s’il n’est ni ordinal limite, ni successeur d’un ordinal
limite, alors on exige de plus, pour les morphismes de transition 7,(j), d’égaliser les
couples de fleches prévus dans (ii) et (iii) ci-dessus.
Comme 'ensemble de ces données dans 1°), ou de ces contraintes dans 2°),
[page 258]

est de cardinal < 7, et que la catégorie & est grande devant 7, on voit qu’on peut
bel et bien trouver X,.1(j) et des to(A) : Xo(j') — Xos1(j), de fagon a satisfaire (si
a = a/+2) aux contraintes rappelées dans 2°. Cela achéve la description de la construction
de X,11(e), en termes de Xz(o) (5 < «) et des tz(A) (6 < ).

Il faut enfin définir X, (e) pour a un ordinal limite. Cette fois, on lui demande seulement
de recevoir les X(e) pour § < a. Comme ’ensemble [, de ces 3 est de cardinal < 7, et
que les &; sont grandes devant 7, on peut bel et bien trouver les X, (7).
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[page 259]
On a donc prouvé l'essentiel du

Lemme 4.10.7. Sous les conditions de 4.10.3 a) b), et pour un systéeme X(e) €
Ob [Licons & donné, on peut trouver un systeme inductif (Xa(i))a dans [[&;, indexé
par les ordinaur « telle que card o < m, et pour toute fleche X : j' — j dans J des fleches
ta(N) 1 Xo(j') — Xo(j), de telle fagon que l'on ait les conditions suivantes.

1°) Xo(e) = X (o).
2°) Les conditions (i) (i) (iii) (p. 256).

3°) Si on se donne F dans ObI'(£/J), et des fleches u(j) : F(j) — X (j) = Xo(j), on
peut supposer que pour toute fleche X : j' —j dans J, on a

(%) F()) l to(Y) commutatif.

[page 260]

Il reste seulement & prouver ce dernier complément 3°. C’est une contrainte uniquement
sur la construction de X;(e) et des to(A). Supposons donc que l'on ait construit X;(e)
sans tenir compte de cette contrainte. Pour j fixé, il faut donc “rendre commutatif”
tous ces carrés, i.e. toutes ces double-fleches (to(N)u(j"), 70(j)u(7)F(N)) de but Xi(j).
Comme 1’ensemble de ces double-fléches est de cardinal card Ob€&/j < 7, on peut trou-
ver X;(j) — X1(j) dans &;, égalisant toutes ces double-fleches, donc quitte & remplacer
X1(j) par X{(j), on gagne.

[page 261]

Il est temps enfin de faire appel a I'hypothése c) de 4.10.3. Soit donc a un ordinal limite,
comme stipulé dans cette condition. Comme card o < 7, a fortiori card 3 < 7 si 3 < «,
on a donc un systéme inductif

(X5(®))ser.

dans ] e €j- Comme les lim de type I, existent dans &;, on peut donc considérer

G(j) = lim Xjs(j) € Ob¢&;.
el

Si A :j'—j est une fleche de J, on en déduit une A-fléche
G(A) : G(j) = lim Xg(j) — G(') = lim X1 (5')

par G(A) = lim tg(\). Il faut
[page 262]

faire attention que les t3(\) ne définissent pas un homomorphisme de systémes projectifs,
mais par la condition (ii), p. 256, ils définissent un homomorphisme d’ind-objets, donc
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un homomorphisme sur les lim (*°7). La condition (i) assure que A+ G()) transforme
identités en identités, et la condition (iii) que I'on a G(u\) = G(u)G(N). Donc G apparait
comme une section de £ sur J. On a d’autre part des fleches
 def . . . .
X(@) = Xolh) — G() = lim X5(5) ,
BEIa

ce qui prouve F (1). D’autre part, la condition 3°) du lemme prouve la validité de F’ (1).
Cela achéve la démonstration de 4.10.3, et par 1a de 4.10.1 et de 4.9.3.

[page 263]

Corollaire 4.10.8 (du théoréeme 4.10.1). Soit N — J un foncteur cofibrant, tel que
les fibres soient des catégories accessibles (4.8), les foncteurs cochangement de base A, :
N — N accessibles, enfin J équivalente a une petite catégorie. Alors la catégorie M =
L(N/J) est accessible. Plus précisément, soit my un cardinal infini tel que les catégories
N soient mo-accessibles, et que les foncteurs A soient mo-accessibles, et soit m un cardinal
infini tel que l'on ait :

@ 70 = .

() VY A:j —=j dans J, \. : & —= Ejr applique (E;)r, dans (Ejr)x,-
@ cardréd J < 7.

Alors M est m-accessible, et plus précisément, on a
M ~ Ind (M),

ot M, est la sous-catégorie pleine de M formée des sections F' de M sur J telles que

Uon ait F(j) € (§j)r Vj€OblJ,
[page 264]
(&;)r désignant la sous-catégorie pleine de &; formée des objets m-accessibles de &;.

En effet, 'hypothése au début implique 'existence de mj et de 7 satisfaisant les conditions
dites. Les conditions a) et b) sur 7, plus le fait que les foncteurs A, soient my-accessibles,
impliquent que la sous-catégorie strictement pleine A, de N dont les fibres sont les (N;),
est une sous-catégorie cofibrée, et que de plus N est J-équivalent a Ind, (N, /J). D’autre
part, les fibres de N, /J sont stables par lim grandes devant m et de cardinal < m,
donc la condition “ordinale” de 4.10.1 est vérifiée (en y faisant D = N, ). Comme de plus
card J < 7, on en conclut par 4.10.1 que M ~ Ind,(M,).

[page 265]

Corollaire 4.10.9. Soit N'—~ J une “cofibration en paratopos” (1°®), i.e. un foncteur
cofibrant tel que les fibres soient des catégories paratopos, et les foncteurs cochangement
de base soient des foncteurs images inverses (resp. images directes) pour des morphismes
de paratopos, i.e. qu’ils commutent aux (petites) lim (resp. auzx petites lim ). Supposons
de plus J équivalente a une petite catégorie. Alors T(N/J) est une catégorie paratopos.

En effet, c’est une catégorie accessible en vertu de 4.10.8, d’autre part ’hypothése sur
les A\, implique aussitot que I'(N/J) est stable par petites lim (resp. par petites lim

107 Attention, c’est ici qu’on utilise tacitement le fait que le foncteur \, : &y — &; commute aux lim
de type I,, ce qui implique que les inclusions £ C— & commutent a ce type de lim_.
108terme ambigu, cf. la double explication.
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[plutdt lim 7]). Donc ['(N/J) est une catégorie paratopos en vertu de 4.8.9 b = a
(resp. ¢ = a).

Corollaire 4.10.10. Soit N'— J une catégorie fibrée (non cofibrée!), telle que les fibres
sotent des catégories paratopos et les foncteurs

[page 266]

changement de base soient des foncteurs images directes pour des morphismes de para-
topos (i.e. des foncteurs accessibles, commutant aux petites lim ). Supposons de plus J
équivalente & une petite catégorie. Alors T(N/J) est une catégorie paratopos.

En effet, 'hypothése implique que pour toute fleche A : j' — j dans J, le foncteur A, :
N, — N admet un adjoint a gauche \* : N; — N/, d’ont s’ensuit que N'— J est aussi
cofibrant, les foncteurs de cochangement de base commutant aux petites lim . Donc on
peut appliquer 4.8.9, qui donne le résultat voulu.

Question 4.10.11. Soit N —= J un foncteur fibrant, tel que les Nj soient des catégories
accessibles, et les foncteurs \* de changement de base accessibles, J étant équivalente @
une petite catégorie. Je

[page 267]

conjecture que sous ces conditions, D(N'/J) & Hom(J,N) est accessible, et qu’il en est
de méme de Hom cart ,(J, ).

C’est ce qui est prouvé dans SGA 4 1 9.24 sous des hypothéses légérement plus fortes (a
'aide de 'ancienne notion trop forte & mon gré, de filtrations cardinales). Je serais étonné
que la démonstration (un peu longuette) de loc. cit. ne s’applique pas au cas général. Mais
on aimerait avoir un énoncé qui coiffe celui-ci et 4.10.8, dans le cas d’un foncteur N' — J
qui ne serait supposé ni fibrant ni cofibrant, mais ...(777).

4.11 Application a P’existence des limites dans une catégorie de
la forme Ind, (C).

Proposition 4.11.1. Soit
[page 268]

C' une catégorie équivalente a une petite catégorie, ™ un cardinal infini, posons M =
Ind,(C). Soit ® un ensemble de catégories de cardinal réduit < w. On se propose d’exa-
miner si M est “stable par lim de type ®” (i.e. stable par lim de type I, quel que soit
I € ®). I suffit pour cela que C est stable par lim de type ®, et que de plus il existe un
ordinal limite o avec card v < 7 et tel que C' soit stable par lim de type I, (p.ex. tel que
I, € ®). Inversement, si M est stable par lim de type ®, et si on suppose de plus C
karoubienne (i.e. stable par facteurs directs), alors C est stable par lim de type ®. Dans
l'un et Uautre cas, le foncteur d’inclusion C' C—~ M commute auzr lin) envisagées.

(109>'

DEMONSTRATION. a) Condition suffisante. On applique 4.9.3 pour conclure que

109Expliciter ici les corollaires des types 4.13.20, 4.13.21 (p. 341).
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[page 269]

pour toute catégorie J de cardinal réduit < 7 (en particulier pour J € ®), tout foncteur
¢ J — M = Ind,(C) admet une représentation indicielle ® : J x I — C, avec I grande
devant 7. Ceci, plus la stabilité de C par lim de type J, suffit a établir I'existence de la
lim de ¢.

La réciproque provient du fait que si C' est karoubienne, alors son image essentielle dans
M n’est autre que M, laquelle est stable dans M par toute lim de cardinal < 7
représentable dans M. Si M est stable par lim de type @, il en est de méme de M.,
donc de C, q.e.d.

Corollaire 4.11.2. Pour que M soit stable par lim filtrantes (resp. par petites lim ),
il suffit que C' le soit par lim filtrantes (resp. par lim ) de cardinal < m, et c’est aussi
nécessaire st C est karoubienne.

Supposons C stable par lim filtrantes
[page 270]

(resp. par lim de cardinal < 7, alors par 4.11.1 M est stable par ce méme type de limites
inductives. D’autre part, il est stable par lim grandes devant 7. Il suffit donc de prouver
le

Lemme 4.11.3. Soit M une catégorie, m un cardinal. Supposons que M soit stable par
lim filtrantes de cardinal < m (resp. par lim de cardinal < 7, resp. par sommes des
cardinal < ), et par lim grandes devant . Alors M est stable par petites lim filtrantes
(resp. par petites lim , resp. par petites sommes).

—

Ce lemme se prouve comme 4.4.14, page 97.
Reste la réciproque dans 4.11.2, qui résulte de I’assertion similaire dans 4.11.1.

Corollaire 4.11.4. Quand M = Ind,,C' est-il stable par sommes ¢ S’il existe un ordinal
tel que card v < 7, et que C soit stable par limy de type 1, alors il suffit que C' soit stable
par sommes de cardinal < w. Cette condition est aussi nécessaire si C' est karoubienne.

(110),
Se prouve comme 4.11.2; en utilisant 4.11.3.

[page 271]

Proposition 4.11.5 (*'). Soit ® un ensemble de catégories I équivalentes & des catégories
finies, et “rigides”, i.e. pour tout ¢ € ObI, Hom,(i,7) = {id;}. Soient C une catégorie
équivalente a une petite catégorie, ™ un cardinal infini, M = Ind,C. Pour que M soit

stable par lim (resp. par lim ) de type @, il suffit que C' le soit. Dans le cas non respé,
si C' est karoubienne, cette condition est aussi nécessaire.

Cette derniére assertion est contenue dans l’assertion similaire dans 4.11.1. Pour la pre-
miére assertion, cela résulte de la fagon habituelle du

Lemme 4.11.6 (1'2). Soit J une catégorie équivalente o une catégorie finie, J rigide, C
une catégorie équivalente a une petite catégorie, ™ un cardinal infini. Alors tout foncteur

HOPour autres variantes de 4.11.1, cf. 4.13.19 (p. 340) et corollaires.
119 démonstration pas achevée.
129 démonstration non explicitée est peut-étre faux!
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J—M%Y Ind,C' admet une représentation indicielle J x I — C', avec I grande devant
w, en d’autres termes, le
[page 272]

foncteur canonique pleinement fidéle
Ind, (Hom(/J,C')) — Hom(J, M)

déduit de linclusion C C—~ M, d’ou Hom(J,C') C—~ Hom(J, M) (cf. 4.9), est une équi-
valence de catégories. (N.B. J’ignore s’il en est ainsi sans hypothése de rigidité sur J.)

DEMONSTRATION. Cela se prouve comme le résultat similaire pour Ind(C') au lieu de
Ind,C, cf. SGA 4 18.8.5.

[page 273]

Corollaire 4.11.7 (***). Pour que M = Ind,C soit stable par limy (resp. par lim ) finies,
il suffit que C' le soit. Et c’est aussi nécessaire dans le cas non respé, lorsqu’on suppose
C' karoubienne.

4.12 Foncteurs accessibles entre catégories accessibles

Proposition 4.12.1 (). Soient M, N deux catégories accessibles (4.8), et f: M —= N
un foncteur accessible. Alors il existe des cardinaux infinis wg, ™ tels que m = 7y et que
pour tout cardinal ™ > m, on ait

(4.12.1) fMz) C Namo

et en particulier

(4.12.1.2) fMz) C Ny st = 7",

De facon plus précise, on peut prendre pour my un cardinal utile pour M
[page 274]

et tel que f soit mo-accessible (p.ex. le plus petit cardinal de ce type). Soit alors m un
cardinal tel qu’on ait f(My,) C Ny, m = cardréed M., et enfin tel que Ny, soit [une]
sous-catégorie strictement génératrice de N'. Le couple (mo,m1) satisfait aux conditions
énonceées.

DEMONSTRATION. On aura en effet
M <~ Indg, (Mﬁo)

et f commutant aux lim grandes devant 7, sera connu (& isomorphisme unique preés)
—_—
par sa restriction & M, laquelle se factorise par N,

f‘Mﬂ'O :MWO - Nm .

Pour prouver (4.12.1.1), posant 7’ = 7™ > 7, et notant que 7™ = 1 [plutét 7™ = '],

fMy) € f(My) C N,

H3g0us réserve de validité de 4.11.5.

H4Remonterait a 4.8.
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on voit qu’il suffit de prouver (4.12.1.2) (pour 7’). Donc on peut supposer m = 7™ et
prouver (4.12.1.2). Mais comme 7; > cardréd M, on sait que si 7 est tel que m > 7,

7™ = 7, alors M, est formé des lim z;, les z; € N, et I grande devant my, et card I < 7.
I

[page 275]
On a alors (f étant mp-accessible)

f(x) = lim f(z;),

1

les f(z;) sont dans N, donc dans N, or N stable par lim de cardinal < 7 (puisque N/
est engendrée par N, formée d’objets mj-accessibles et a fortiori m-accessibles, cf. SGA
419.9). Dou f(z) € N, qed.

Corollaire 4.12.2. Supposons que 7y soit aussi utile pour N, et que m > cardréd N, .
Soit ™ un cardinal > 7y, et tel que 1™ = w. Alors f s’identifie, a équivalence de catégories
et a isomorphisme de foncteurs prés, au foncteur

Ind(f;) : Ind;(M;) — Ind.(N;),
ot fr: My — N, est le foncteur induit par f.

Proposition 4.12.3 (). Soient C' une catégorie équivalente a une petite catégorie, N
une U-catégorie, my un cardinal infini.

[page 276]

On suppose que N satisfait Ly, (stabilité par lim grandes devant ). Soit M = Ind,,C,
Hom, . (M, N) la sous-catégorie strictement pleine de Hom(M,N) formée des f :
M —= N mg-accessibles. Alors le foncteur restriction

(4.12.3.1) Hom,, (M,N) — Hom(C,N)
est une équivalence de catégories. On trouve un foncteur quasi-inverse comme composé
(4.12.3.2) Hom(C,N) — Hom(Ind,,(C),Ind,,(N)) — Hom(M,N) ,

M

ot la deuxiéme fleche est le foncteur composition F'+—— L o F' avec le foncteur limite
inductive L : Ind, N — N. Le foncteur composé (4.11.8.2) a une image contenue dans
Hom, , (M, N) et induit une équivalence entre cette derniére catégorie et Hom(C, N).

[page 277]
En d’autres termes, on peut dire que le foncteur d’inclusion canonique
C — Ind,,C = M

est 2-universel pour les foncteurs de C' dans des catégories N satisfaisant Ly,, celles-
ci étant considérées comme 0-objets d’une 2-catégorie ou les 1-objets sont les foncteurs
N — N my-accessibles, i.e. commutent auz limy grandes devant .

Cet énoncé est 'analogue, pour C' petite quelconque, de 4.4.16 (page 101), valable pour
C stable par lim de cardinal < 7. Il y a bien str d’autres variantes, en relation avec la
commutation & d’autres types de lim (lim filtrantes, sommes, limites inductives finies
etc.) envisagées dans la section 4.11 précédente.

La démonstration de 4.12.3 est soritale.
115

remonte & 4.7.
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[page 278]

Corollaire 4.12.4. Soient M et N deuz catégories accessibles, et soit wy un cardinal
infini tel que M soit my-accessible, i.e. que my soit un cardinal utile pour M. Soit 7 =
sup(mo, cardréd M,). Alors pour tout cardinal @ > m utile pour M (et en particulier,
pour tout m > m tel que ™ = 7), la catégorie des foncteurs M — N qui sont 7-
accessibles est elle-méme accessible.

En effet, on aura M ~ Ind, M, d’ou par 4.12.3
I_Io_m!ﬂ.(M,N) — M(MF7N) 9

or Hom(M,, N') est accessible par 4.9.5 (p. 220). On peut préciser d’ailleurs ce point.
Supposons 7 choisi tel que 7y soit utile non seulement pour M, mais pour N également.
Rappelons que 'on a card FI M, < 27 (cf. 4.7.7, page 173).

[page 279]
Posons donc
=27
on a donc 7™ = 270 = 27 = 7/ et cardréd M, < 7’. Donc 4.9.5 nous donne que
Hom(M,,N) ~ Ind, (Hom(M,, M),
d’ou :
Corollaire 4.12.5. Sous les conditions de 4.12.4, si m est utile pour M et pour N, alors

pour ™ > 71, Hom, (M, N) est '-accessible, ou 7w’ = 27, de fagon plus précise, on a une
équivalence de catégories

I_IO_Hhﬂ(M’N) = Indﬂ/(m(/\/tﬂ'u'/\/;r/)) .

Remarque 4.12.6. Si M, A sont accessibles, la catégorie Hom, (M, N') des foncteurs
accessibles n’est par toujours accessible. Si N satisfait L,,, cette catégorie satisfait L,,,
et les lim grandes devant my se calculent argument par argument.

[page 280]

Si on pouvait trouver une sous-catégorie (équivalente a une petite catégorie) H, de H =

Hom, .(M,N), pour un cardinal = > m, telle que tout objet F' de H s’écrive lim F;, les
I

F; dans H,, I grande devant 7, alors si les objets de H, sont des foncteurs 7’-accessibles
de M dans NV, il en serait de méme de tout F' dans H. Donc il existerait un cardinal infini
7 tel que tout foncteur accessible de M dans N soit 7’-accessible. Mais sauf erreur, si
p.ex. M = N = Ens, il n’existe pas de tel cardinal. Je ne veux pas m’arréter ici sur cette
question, et faire un contre-exemple.

[page 281]

4.13 Ensembles accessibles d’objets d’une catégorie accessible
Définition 4.13.1. Soient M une catégorie accessible, S une partie de Ob M, S la sous-
catégorie pleine de M définie par S. On dit que S est une partie accessible de Ob M, ou

encore que S est une sous-catégorie “accessible dans M7, si
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a) S est strictement pleine, i.e. pour z, y deux objets isomorphes de M, x € S implique
yes,

b) S est accessible,

c) le foncteur d’inclusion S —» M est accessible.

Soient 7y un cardinal utile pour M, ie. tel que M ~ Indg, (My,), soit m =
sup(mo, card réd M, ). Soit d’autre part 7, un cardinal tel que

[page 282]

S (supposé accessible dans M) soit my-accessible, i.e. m-utile pour S, et de plus tel
que f : S C+ M soit mj-accessible. Soit 7 > 7 un cardinal tel que S C Mgy,
71 = cardréd S Il résulte de 4.12.1 que pour tout cardinal

(%) T>7, tel que 7™ = T,

on doit avoir

S, C Mz, donc S, C M N5,

d’ailleurs, comme S C~ M est mj-accessible et a fortiori m-accessible, et pleinement fidéle,
il s’ensuit aussitot que M, NS C S,, d'ou

Sy = MnNS.

[page 283]
D’ailleurs, la condition (*) implique que 7 est utile pour S, donc
S <= Ind,(S,) -

< D’ailleurs, si 7, > 7, la relation 7™ = 7 implique a fortiori 7™ = 7, et si T = 7, on
voit que (%) implique que 7 est utile aussi pour M, i.e.

M <= Ind;(M,) .
D’autre part, le foncteur d’inclusion S ¢+ M se déduit essentiellement de S+ M,
en passant aux catégories Ind,. (19). )
Ceci prouve entre autres le “il faut” dans la proposition qui suit :

Proposition 4.13.2. Soient M une catégorie accessible, g un cardinal infini utile pour
M, S une partie de Ob M, S la sous-catégorie pleine de M correspondante.

[page 284]

a) Pour que S soit accessible, il faut et il suffit qu’il existe un cardinal infini w et une
partie S(m) de My, tels que S soit formé des objets de M qui sont isomorphes a un
objet de la forme lim x;, avec les x; dans S(w) et I grande devant w. En d’autres

iel
termes, il faut et il suffit qu’il existe un cardinal infini 71 et une sous-catégorie pleine
S(m) de My, tels que S soit l'image essentielle du foncteur canonique pleinement
fidele
(4.13.2.1) Ind,(S(7)) — M (== Ind, (M) (7)),
prolongeant l'inclusion canonique S(w) C—~ M (cf. 4.12.3).

16[Le contenu de cette parenthése est] “facultatif”.
Wi 7 utile pour M.

Version 17 décembre 2025 105



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. XVIII, Edition des Universités de Montpellier II et Paris VII

b) Si S est accessible, on peut trouver des cardinauz ), ™ tels que ™ > w, = my (ou
7o est un cardinal donné utile pour M)

[page 285]

et tels que tout cardinal m > 7 avec m™ = 7 satisfasse aux conditions de c), en
prenant S(w) = SN ObM,, i.e. S(m) = SN M. Sous ces conditions, 7 est utile
pour S et pour M, S(m) est une sous-catégorie strictement pleine de M., stable
dans M par facteurs directs (ou ce qui revient au méme, M, étant karoubienne,
une sous-catégorie karoubienne de M, ).

c¢) On peut prendre m, le plus petit cardinal > my utile pour S et tel que S C—~ M soit
To-accessible, et m = sup(my, cardréd S, ).

La partie b) ainsi que ¢) a déja été prouvée, ce qui implique le “il faut” dans la partie a).
Il reste & prouver le “il suffit” dans a). Mais ’hypothése implique que

S <= Ind,(S,),
ce qui implique que S est accessible et méme m-accessible, et elle implique aussi que S est
une sous-catégorie strictement pleine de M. Il reste a voir
[page 286]

[quel le foncteur d’inclusion est accessible, en fait il est m-accessible, puisque (4.13.2.1)
lest (cf. 4.12.3).

Définition 4.13.3. Soient M, S C ObM, § C M comme dans 4.12.1, 7 un cardinal
infini. On dit que S est une partie m-accessible de Ob M, ou que S est une sous-catégorie 7-
accessible dans M, si S, 7 satisfont les conditions de 4.13.3 a), i.e. S est I'image essentielle
de Ind,(S(7)), ot S(m) est une sous-catégorie pleine de M.

Notons que, quitte a renforcer S(m) par S'(w) = g-cloture de S(7) dans M, on peut
supposer que S(m) est une sous-catégorie strictement pleine et karoubienne

[page 287]
de M. On sait alors que, S(m) étant karoubienne, S(7) — (Ind,(S(7)), est une équiva-
—_———

lence de catégories. Comme Ind, (S(7)) >~ S et que S(7) est strictement pleine dans M.,
donc aussi dans M et a fortiori dans .S, que l'on a

(4.13.1) S(m)=2S sous-catégorie de S des objets m-accessibles de S.

T )

Je dis qu’on aura aussi
(4.13.2) S(r) = SNM, .

Comme c est clair, il reste a voir que SN M, C S(), or il est immeédiat que SNM, C Sy,
et on conclut par (4.13.1). On trouve ainsi :

Proposition 4.13.4. Soit M une catégorie accessible, m un cardinal infini. Soit X [’en-
semble des

[page 288]
sous-catégories strictement pleines S(m) de M, qui sont karoubiennes, ou ce qui revient

au méme, stables dans My par facteurs directs. Soit 3. I’ensemble des sous-catégories de
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M qui sont mw-accessibles dans M. Considérons les applications

(4.13.4.1) S = %

définies ainsi : Si S(w) € X, a-(S(m)) est l'image essentielle du foncteur non pleinement
fidéle Ind,(S(7)) — M. St S € ¥, 5.(S) = SN M. Les applications o, B, sont des

bijections, inverses ['une de [’autre.

On n’a pas eu a supposer que 7 soit utile pour M, ni que 7 soit minoré par un cardinal
utile pour M, i.e. qu’on ait m > 7y, ol my est le plus petit cardinal utile pour M.

[page 289]

4.13.5. Soit S une sous-catégorie strictement pleine de M (catégorie accessible), 7 un
cardinal infini. Dire que S est mj-accessible dans M signifie que les conditions suivantes
sont satisfaites.

1) g est utile pour S, i.e. S+ Indy (S ).

2) S+ M est mj-accessible.

3) S o My (qui implique que Sy est équivalente a une petite catégorie).
Supposons ces conditions satisfaites, et soit 7 un cardinal > 7. Est-ce que S est -
accessible dans M, i.e. les conditions similaires sont-elles satisfaites pour 7 7 C’est évident
pour 2°), mais risque d’étre faux pour 1°, 2° [plutét 3°7]. Mais faisons appel a 4.13.2
c). Posons

r_ / p
m = sup(m, cardréd S, o ) -
plus petit cardinal

infini utile
pour M

[page 290]
Alors pour 7 > 7} tel que 7™ = 7, S est m-accessible dans M (4.13.2 b et c). Supposons

p-€ex.
Ty = T
(pratiquement ce sera toujours vérifié) et de plus
mp > cardréd M, ,

i.e. supposons
T, > sup(mo, cardréd My,) = m .
Alors

m,"0)

m = sup(m, cardréd Sy ) < sup(mg, cardréd M) < 2
(4.7.7.1, p. 177). Donc on trouve ceci :

Corollaire 4.13.6. Soit 7, un cardinal > 7 = sup(mo, cardréd M) (%), et soit S une
sous-catégorie m-accessible dans M. Alors pour tout cardinal 7 tel que m > 2(m"™) et tel
que lon ait T = 1 (i.e. w de la forme €™, avec ¢ un cardinal > 2(”6770)), S est m-accessible
dans M. (De plus, ces cardinauz sont réguliers pour S et pour M, donc S ~ Ind.(S,),
M ~Ind,(M,)).

(119 120>'

)

HEN.B. 7, est le plus petit cardinal utile pour M.
H9Enchatner ici avec 4.13.23 etc.
1200Mettre ici le lemme 4.16.7.11 signalé en marge p. 292.
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[page 291]

Proposition 4.13.7 (**!). Soient M une catégorie accessible, (Sy)aca une famille de
parties de Ob M, indexée par un petit ensemble A, (S, )aca la famille des sous-catégories
accessibles dans M correspondante. Soit S = (),ca Sar S = aes Sa, de sorte que S est
la sous-catégorie pleine de M définie par S C Ob M. Ceci posé, si les S, sont accessibles,

il en est de méme de S — ou encore, si les S, sont accessibles dans M, il en est de méme
de S.

Cela résulte du résultat plus précis :

Corollaire 4.13.8 (1?2). Avec les notations de 4.15.7 et 4.13.6, soit, pour tout o € A, 7,
un cardinal > m tel que S, soit 7l -accessible. Soit

r /
Ty = SUDqeq Ty

7! = sup(card A, sup, 2(7a""))

. . / . !
et soit m > ) un cardinal tel que ™ = 7, i.e. de la forme c™, avec ¢ = . Alors S est

m-accessible (i.e. S est w-accessible dans M). En particulier, S est 27 -accessible. (2%).
[page 292]
DEMONSTRATION. Soit @ € A. Comme 7/, < 7}y et 7™ = 7, on a a fortiori

/

e =1, de plus 7 > 7j > o(ma)

donc en vertu de 4.13.6, S, est m-accessible dans M. D’autre part, comme S, est 7/ -
accessible, il est stable dans M par lim grandes devant 7/, a fortiori par lim grandes
devant 7}, (> 7). D’ailleurs, 7™ = 7 implique 7 > 2™ > 7}. Donc 4.13.8 résulte du

Corollaire 4.13.9. Soit m > my un cardinal tel que S, soit m-accessible dans M pour
tout a € A, et tel que card A < m. Supposons de plus qu’il existe un cardinal ), tel que
T < my < 7, tel que les S, soient stables dans M par lim grandes devant m. Alors
S =\pecaSa est m-accessible dans M.

(124>‘

Posons, pour tout a € A,

Chaque S, (7) est stable dans M par lim grandes devant 7(, et de cardinal < 7 (puisqu’il
en est ainsi de S, et de M) (donc il en est de méme de leur intersection

[page 293]

S(m). A fortiori, S(m) est une sous-catégorie strictement pleine et karoubienne de M;.)

21T rejeter aprés 4.13.23.

122Cf. reformulation plus raisonnable et plus correcte page 302, 302 bis.

123(Ca a lair un peu abracadabrant ! Il faut de plus supposer que 7 n’est pas cardinal limite !

124Ce serait le moment de formuler ici le Lemme 4.16.7.11 (p. 488), qui devrait méme remonter avec les
premiéres généralités sur les parties m-accessibles dés avant 4.13.7 (immédiat aprés 4.13.6).
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D’autre part, chaque S, étant stable dans M par lim grandes devant 7, il en est de
méme de leur intersection S. A fortiori, celle-ci est stable par lim grandes devant 7w, donc
le foncteur pleinement fidéle canonique Ind,(S(7)) — M se factorise par S en

Ind,S(r) . S,

il faut prouver que ce foncteur est essentiellement surjectif. Soit donc z € S = Ob S, tout
revient a prouver que

(*) hill»l‘z — T,
i€S(m)/x
et que S(m)/z est grande devant 7.

/ . .
Notons que, comme 7, > 7, et 770 = 7, on aura 7™ = 7, donc 7 est cardinal utile pour
M, donc I = M, /x est grande devant x, et on a

el=Mgz/z
Donc, si on admet que S(m)/z est grande devant T,
[page 294]

le fait que (x) soit un isomorphisme équivaut a dire que le foncteur canonique
J Y Sm))r e My =1

est cofinal (cf. 4.4.2, p. 79). Mais on voit tout de suite que ce foncteur est un foncteur
d’inclusion d’une sous-catégorie strictement pleine (stable par lim grandes devant 7, de
cardinal < 7).

Notons maintenant que la fléche (xx) similaire & (%), avec S(7) remplacée par S, (), est
bel et bien un isomorphisme, puisque z € Ob.S C Ob S, et que S, est m-accessible. Cela
s’interpréte par le fait que le foncteur d’inclusion

def

Jo = S (m)/x s M,z =1

est cofinal. C’est encore une inclusion d’une sous-catégorie J, strictement pleine de I,
stable par lim grandes devant 7 et de cardinal < 7, et on a

J:ﬂJa.

Donc la condition voulue résultera du
[page 295]

Lemme 4.13.10 (**°,'%). Soient ©, et 7 > 7 des cardinauz infinis, I une catégorie
équivalente a une petite catégorie, (Juy)aca une famille de sous-catégories J, de 1. On
suppose :

(a) I est grande devant w (*7).

@ I est stable par lim de cardinal < 7, et grandes devant wj (*?%).

125]] faut supposer que 7 ne soit pas un cardinal limite, pour pouvoir conclure que I est stable par lim
de type I, et les J, stables dans I par ces limites.
126Cf. forme plus générale du lemme dans 4.13.10.2, p. 302.
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() VY r e A, J. est stable dans I par les limites inductives envisagés dans b) (en
particulier, J, est une sous-catégorie strictement pleine de I ).

@ Vre A, J. est une sous-catégorie cofinale de I (grande devant 7).
@ card A < .

Soit J = (,c4 Jr- Alors J est encore cofinale dans I, et grande devant w (et de plus stable
dans I par lim de cardinal < 7 et grandes devant ).

En d’autres termes, si I est grande devant 7, 'intersection J d’une famille (J,)qeca de
sous-catégories strictement pleines cofinales et grandes devant 7, est encore

[page 296]

cofinale et grande devant w, pourvu que card A < 7, et que 'on postule une propriété de
stabilité de I et des J, dans I, pour les limites inductives de cardinal < 7 et grandes
devant un cardinal convenable 7y < 7 donné.

4.13.10.1. Notons d’ailleurs que si f : J— I est un foncteur cofinal pleinement fidéle,
avec I grande devant 7, alors J est automatiquement grande devant 7. Cela résulte p.ex.
de 4.9.6.3 2° (p. 225) par le critére ¢, (vu que pour f pleinement fidéle, la condition F
3. est tautologiquement satisfaite). On peut aussi le voir ainsi : Soit B un ensemble avec
card B < m, il faut prouver que J —» J? est cofinal, or on a

J cof. ? JB

cof. cof.

ou trois des quatre fleches du carré sont cofinales, J? — I® 'étant comme produit de
foncteurs cofinaux entre catégories filtrantes (cf. 4.9.6.5, page 227) — on sait en effet déja
que J est filtrante.

[page 297]

Donc le composé
B cof.

J — JP =17
est cofinal. Mais comme le deuxiéme foncteur J? —» I'® est pleinement fidéle, il s’ensuit
aussitot que J — JB est cofinal (car £\J pour £ € Ob JZ est le méme, & isomorphisme
prés, qu’on considére & comme objet de JZ, ou de I7).

Ainsi dans 'énoncé de la condition d) du lemme, il est inutile de spécifier que J, est
grande devant 7, et de méme dans la conclusion sur J.

Comme J C . [ est pleinement fidéle, pour voir que ce foncteur est cofinal, il suffit de voir
qu’il satisfait F 1, i.e. que pour tout ¢ € Ob I, existe j € J avec i — j. On va construire
7 comme limite d’un systéme inductif ordinal d’objets ¢, de I, indexé par les ordinaux «
tels que card o < 7. Désignons par o, le plus petite ordinal tel que

1277] suffit que I soit grande devant tout 7’ < .
12811 suffit ici la stabilité par lim_ de type I,_, cf. page 302 [?].
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[page 298]

card a; = m. L’ensemble ordonné I, des ordinaux o < «, étant grande devant mj (*2%)

et de cardinal 7, on pourra donc prendre la limite lim i, dans I.
aGcho

Construction de (iq)aer,, - Soit
(1) o, = plus petit ordinal « tel que card a = 7,

donc c’est 'ordinal caractérisé par

cardo, = 7
(2)

a<a, — carda < 7,

ou encore par le fait que ’ensemble ordonné [, des ordinaux a < a, est parfaitement
bien ordonné. Ainsi, I, est grande devant 7' pour tout cardinal ©' < m (*3°). Dans les
conditions b) ¢) de 4.3.10, il suffira de supposer I stable par lim de type I,,, et les J,
(r € A) stables dans I par ce type de limites.

Lemme 4.13.10.1. Soit m un cardinal infini, A un ensemble non vide tel que card A < 7.

Alors
[page 299]
il existe une application

o I, — A

™

telle que pour tout r € A, o= ({r}) soit une partie cofinale de I, ou ce que est plus
précis, card o' ({r}) = 7.

En effet, il suffit de considérer un ensemble A’ de cardinal 7 (p.ex. A’ = I,_), Papplication
P =pr;  AxA—A,

et de se donner une bijection
Ax A = 1,

laquelle existe puisque
card(Ax A") = cardA-card A" = cardA’ = 7© = card [,

puisque 0 # card A < card A’ = 7 et 7 infini. On suppose choisie ¢ comme dans 4.13.10.1,
et on construira le systéme inductif (i4)aecr,  de telle facon qu’on ait

o € Jw(a).
Posant
J = miaa
OéEIaﬂ—

129faux si 7 est un cardinal limite.
B30Faux si 7 est cardinal limite.
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[page 300]

pour tout r, comme

est cofinal dans /,,_, on aura donc

7 = lim i, ,
acl,

et en vertu de (%), les i, pour a € I, sont dans J,, donc par passage a la limite, utilisant
I'hypothése c), on trouve que j € J,., donc

je (=17,
reA

et comme on choisira
(%) g = 1,

on aura bien trouvé i — j avec ¢ € J. Donc il suffit de construire le systéme inductif (i)
satisfaisant (x) et (k).

Si le systéme inductif est construit jusqu’au cran i, € Ob J, ), on continue par
la — lar1 € ODb J¢(a+1) ,

ce qui est possible puisque J,(a41) est
[page 301]

cofinale. Donc il reste a construire i, pour « ordinal limite. Or I’ensemble des ig pour
B < a est de cardinal < 7, et comme par a) I est grande devant 7 (il suffit qu’il le soit
devant tout cardinal < 7), il existe un ¢ € Ob [ qui majore tous les ig. Choisissons des

ig 2 i,

On n’aura pas a priori commutativité dans

. T, . v .
(264 be, (2] F, 7,
-
’UB/
. , < . VBT . ,
mais comme 'ensemble des double-fleches iy — ¢ est de cardinal < 7, I étant grande
’Uﬁl

devant m, il existe ¢ — i’ qui les égalise tous. Comme J,(,) est cofinal dans I, il existe
i" € Jy(a), et i —1". On prend i, = i", avec les homomorphismes composés
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[page 302]

comme morphismes de transition. Cela achéve la démonstration de 4.13.10 et par 1a de
4.13.9, 4.13.8.

Remarque 4.13.10.2. Voici ce qu’on a eu a utiliser vraiment, pour établir la conclusion
de 4.13.10, en termes de I, 7, (J,);ca (et sans introduire de 7).

@ I est grande devant tout cardinal 7’ < 7.

@ I est stable par lim de type I, .

@ Vr e A, J, est stable dans [ par les lim de type I, .
@ VreA, J, estcofinale dans I.

card A < 7.
(N.B. d’) et €¢') ne sont autres que d) et e) de 4.3.10, tandis que a’), b’), ¢) sont des
versions affaiblies de a), b), ¢) respectivement.)

4.13.8 (reformulation). Soit pourr € A, n!! > wl. > my (= cardinal utile pour M donné)

comme spécifié dans 4.13.2 b) (et c), soit 7' = sup,c, ., ™' = sup,c4 T, de sorte que
pour tout cardinal T avec T = w > 7", S, soit w-accessible dans M (et 7 utile pour S,
et pour M ). Soit ¢ un cardinal non limite tel que ¢ > card A et ¢ > 7’ (p.ex. le successeur
de sup(card A, ') ). Prenons m tel que

7 = > sup(n”,¢c) .
Alors S = (,c4 S, est m-accessible.

En effet, si a, est le premier ordinal de cardinal ¢, comme ¢ n’est pas limite, I, est grande
devant tout cardinal ¢ < ¢, en particulier devant #’. Or pour tout x € Ob M, I = M, /x
et les J, = S, /x sont stables par lim grandes devant 7’ et de cardinal < ,

[page 302 bis]

et les J, stables dans I pour ces limites, donc il en est en particulier ainsi pour les lim
de type I,,. On peut donc appliquer le résultat 4.13.10.2 pour conclure que si les J,. sont
cofinaux dans [ (qui est grande devant 7, 7 étant utile pour M), alors J = S/x lest
également. Cela implique alors, comme on a vu, que S est m-accessible dans M.

4.13.10.3. On peut reformuler la reformulation précédente, en utilisant la terminologie
introduite plus bas (4.13.23) :

Soit ¢ un cardinal, o le plus petit ordinal o tel que carda = ¢, ™ un cardinal > c¢. On
suppose

(x) 7 est utile pour M, et M est stable par lim de type 1, . (Cette deuxiéme condition
est le cas p.ex. si c est non limite et ¢ > my, my €tant un cardinal tel que M satisfait
20> D-ex. un cardinal utile pour M (131)).
Alors Uensemble des sous-catégories S de M qui sont a.-m-accessible dans M (i.e. qui
sont m-accessibles et stables dans M par lim de type 1, ) est stable par intersection de
cardinal < c. Plus généralement, si ® est un ensemble de catégories telles que
1°) I € ® = card ] < 7 et
2°) 1, €9,
alors I’ensemble des sous-catégories de M qui sont ®-mw-accessibles dans M, est stable par
intersection de cardinal < c.

131Car alors I,,, est grande devant m.

Version 17 décembre 2025 113



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. XVIII, Edition des Universités de Montpellier II et Paris VII

[page 303]

Définition 4.13.11 (!3?). Soient M une catégorie accessible, my un cardinal utile pour
M, m > 7y un cardinal. Une catégorie I est dite my-m-adaptée si

a) I est équivalente & une petite catégorie,

b) I est grande devant 7, et

c) I est stable par lim de cardinal < 7, et grandes devant m ().

Un systéme inductif (x;);e; de type I dans M est dit mo-m-adapté, si I est mp-m-adaptée,
i.e. satisfait les conditions a) b) c), et si de plus on a

d) le foncteur i+ x; : I — M commute aux lim (grandes devant 7, et de cardinal
< ) envisagées dans ¢), et

e) les z; sont dans M,.

Proposition 4.13.12. Soient M une catégorie my-accessible, et m > my un cardinal utile

pour M. Alors tout x € Ob M admet une représentation comme x <~ lim x;, ou le
jeJ

systeme inductif (z;)jes dans M est mo-m-adapté. De fagon précise, on peut prendre J =

M, /x.
[page 304]

En effet, la vérification des propriétés a) a d) pour le systéme inductif canonique, de lim
isomorphe a x, est immédiate.

La proposition précédente ne dit pas si on peut prendre pour J un ensemble ordonné.
Dans ce cas, la condition ¢) signifie que pour toute partie J' de J grande devant 7y et de
cardinal < 7, J admet une borne supérieure i; dans J, et la condition d) que l'on a alors

e’

l‘iJ
L’idée naturelle, pour construire un systéme inductif mp-m-adapté (z;);ec s, avec J ordonnée,
en partant de celui qu'on a canoniquement, avec J = M, /z, est de prendre pour [
’ensemble, ordonné par inclusion, des sous-catégories J' de Jy (sous-catégorie pleine petite
de J équivalente a J) qui sont de cardinal < 7 et grandes devant my. (Comparer (4.7.3.3),
page 165). Cet ensemble ordonné est bel et bien (petit et) grand devant 7, si on suppose
que 7™ = 7 (cf. démonstration 4.7.5, p. 168-171).

[page 305]

Lemme 4.13.13. Soient my, ™ > my des cardinaux infinis tels que 7™ = 7, et J une petite
catégorie, grande devant w. Soit I I’ensemble des sous-catégories J' de J qui sont grandes
devant g, et de cardinal < 7. Alors I est mo-m-adaptée.

Il reste a voir que pour tout ensemble ordonné A grand devant my et de cardinal < m, si
r+— J, est une famille croissante d’éléments de I indexée par A, alors

JEJ I = lim

reA reA

est dans I, i.e. est une sous-catégorie de I de cardinal < 7 (ce qui est clair) et grande
devant my. Cela va résulter du

132Refondre avec 4.13.23 etc.
I33N.B. Si 7 = mp, la condition c) équivaut & dire que I est stable par facteurs directs.
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Lemme 4.13.13.1. Soit (J,.),ca un systéeme inductif de catégories grandes devant T,

indexé par un ensemble ordonné A grand devant my. Alors J = lim J, est grande devant
7o reA

[page 306]

Il faut voir que si B est un ensemble de cardinal < 7, alors le foncteur diagonal
(%) §:J — JF

est cofinal. Or comme A est grande devant g, card B < m, les produits indexés par B
commutent aux lim de type A (SGA 4 19.8 appliqué & Cat et & mp). Donc la fleche (x)
s'interpréte comme limite inductive des fleches similaires

(%) 6 o Jp — JB

lesquelles sont cofinales, donc ¢ est cofinal comme limite inductive de foncteurs cofinaux.

Lemme 4.13.13.2. Sous les hypotheses de 4.13.13, soient M une catégorie satisfaisant
L, et (zj)jes (0ou J— M) un systéme inductif dans M, indexé par J. Pour toute
J' €1, posons
ry = limx;
jeJ’

[page 307]

(qui existe dans M, puisque M satisfait G Ly,). Alors les (x)yer forment un systéme
inductif dans M, et I — M commute auz limites inductives grandes devant my et de
cardinal < 7. Si M est my-accessible, et les x; (j € ObJ) sont dans M, alors (xy)yer
est un systeme inductif mo-w-adapté dans M.

Tout ceci est essentiellement trivial, et donne :

Corollaire 4.13.14 (de 4.13.12). Sous les conditions de 4.13.12, si ™ = m, on peut pour

tout x € Ob M trouver une représentation x ~ lim x;, ot (x;);er est un systéme inductif
iel
mo-m-adapté avec I ensemble ordonné. De plus, si © > 7 et si x € My, on peut prendre
I tel qu’on ait
card] < 7™ .

Ce dernier complément est immédiat,
[page 308]

via les majorations habituelles.

Théoréme 4.13.15 (131). Soient M une catégorie mo-accessible, et m > 7, > mo tels que

0
7™ = 7 (13%). Soit S une sous-catégorie strictement pleine de M, et soit S(m) = SNM,.
Les conditions suivantes sont équivalentes.
@ S est m-accessible dans M (4.13.3) et S est stable dans M par limites inductives
grandes devant 7.

134Cf. version plus générale et plus symétrique du théoréme 4.13.15 dans 4.13.22.
1350n peut se borner a supposer 7 utile pour M (au lieu de 7™ = 7), alors on trouve que a, a’, b, c
sont équivalentes et impliquent ¢/, mais ne sont peut-étre pas équivalentes a ¢’.
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a’) S est m-accessible dans M, et S(w) est stable dans M. par limites inductives grandes
devant w}y et de cardinal < 7 (139).

b) Pour tout objet x de M, on a ceci : la sous-catégorie strictement pleine S(m)/x de
J = My /z est cofinale dans M, /x si et seulement si x € Ob S. De plus, S(m) est
stable dans M, pour lim grandes devant 7} et de cardinal < 7.

@ Pour tout objet x de M et pour toute représentation v ~ lim z;, o (x;);c; est
iel
un systeme inductif wy-m-adapté, (4.13.11), on a ceci : la sous-catégorie strictement
pleine Ig de I formée des i € Ob[1 tels que x; € ObS, est cofinale dans I si et
seulement si x € Ob S. De plus, S(m) est stable dans M, par lim grandes devant
my et de cardinal < .

[page 309]

) Comme d) [plutdt c)], avec I ensemble ordonné.

Corollaire 4.13.16. Les hypothéses sur M, mg, S étant celles de 4.13.15, pour qu’il existe
des cardinauz ™ > ) > T satisfaisant les conditions 770 = m (a fortiori 7™ = 1) et les
conditions équivalentes a) a d') [plutdt c')1 de 4.13.15, il (faut et il) suffit que S soit
accessible dans M. De facon plus précise, si S est accessible dans M, soit m, > m un
cardinal tel que S soit m)-accessible dans M, et soit m un cardinal > 7, tel que T =T,
Alors (S, my, ™) satisfait auz conditions équivalentes de 4.13.15.

En effet, le “il faut” est évident sur la condition a) de 4.13.15. Pour le “il suffit” on note
que S m,-accessible dans M implique que S est stable dans M par limp grandes devant
7. Donc pour vérifier a), il suffit de vérifier que S est m-accessible dans M. Or comme S
est

[page 310]

mh-accessible et que m > 7 satisfait 7™ = 7, on en conclut que S est S _-accessible, i.e.
S+~ 1Ind,(S,). Donc en vertu de 4.13.3, il reste a voir que S, C M, ou ce qui revient
au méme, que S C S(m) « SN M,. (En fait, on aura méme égalité, car il est clair que
S(m) C S, ...). Or §(m) est une sous-catégorie de S stable par lim grandes devant 7, et
de cardinal < 7 (puisque S et M, sont stables par ces limites dans M, et que ces limites
dans S et dans M sont itou), et S(7) contient Sr,. Donc S(m) contient S, , en vertu de

4.7.1 (page 161), implication ¢) = b’), appliquée a S, 7, m au lieu de M, 7y, 7. Cela
prouve donc le corollaire 4.13.16.

DEMONSTRATION DE 4.13.15. Voici les implications =+ tautologiques,

[page 311]

que je vais expliciter un peu. On a a = a’ puisque si a est satisfait, S et M, sont stables
dans M par lim grandes devant 7(, et de cardinal < 7, donc aussi leur intersection S(7),

136donner un nom a cette derniére condition, soit L(mj, 7) (pour S(m) dans M,).
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qui est donc aussi stable dans M, par lesdites limites. L’implication ¢ = ¢’ est une
tautologie, et ¢ = b aussi, compte tenu de 4.13.12, qui nous dit que le systéme inductif
canonique (z;)ier, avec I = M, /x, de limite = est mp-m-adapté. (N.B. Comme 770 = 7
et m, = m, on a aussi 77 = 7, donc 7 est utile pour M, de sorte que 4.13.12 s’applique.)

Reste a prouver la “+ tautologie” a’ = c. Soit donc une représentation my-m-adaptée

v lima
iel
prouvons que
x € ObS = Ig cofinal dans I.

L’implication <= provient du fait que, S étant m-accessible dans M, est stable dans M
par lim grandes devant 7 (*37). Reste a prouver

[page 312]

que si z € Ob S, alors Ig est cofinal dans /. Considérons donc le diagramme de catégories

I Ld J=M;/x

L L

I'=Iy —% J=8(n)/z,

c’est un carré cartésien (I’ = Ig est I'image inverse par ¢ : I — J de la sous-catégorie
strictement pleine J' de J). On a les propriétés suivantes

1) I est grande devant 7, et ¢ cofinal (= J grande devant ).

2) I stable par lim grandes devant 7 et de cardinal < 7, et ¢ commute & ces lim .

3) J' est stable par lim du type précédent et o y commute (*%).

4) J' cofinal dans J.
On vient de conclure que I' = = 1(J’)

[page 313]

est cofinale dans I. Comme c’est une sous-catégorie pleine (et méme strictement pleine),
il suffit de prouver la propriété F 1, i.e. que pour tout i € Ob I, existe i € Ob I’ et une
fleche ¢ — 4’

On va construire encore 7' par construction transfinie, sur l'intervalle ordinal I,_, en
construisant un systéme inductif

(ia)aelaﬂ ) 7;04 € ObI )

d’objets de I, et un systéme inductif (ja)aer. , jo € ObJ', flecches de transition notées
Tt o —> 18, Thq  Jo — Jg, enfin pour tout o dans I, des fléches

/
Ta+1,o¢

(*) @(%z) Ua jar Ua' (p(ioHrl) ( et ja+1 )

o(Tat1,a)

1370n n’utilise ici, pour <=, de I'hypothése (;);er mo-m-adapté, que le seul fait que I soit grande
devant 7.
138(rest ici quintervient ’hypothése de stabilité faite dans b), car d’aprés b), S est m-accessible dans M.
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dans J, telles que

Vol = (10(7—04+1,a)

() ().

_ /
Ua+1Va = Ta+1,a

[page 314]
Montrons comment la construction d’un tel systéme d’objets et de fleches avec
() 9 = 1

va impliquer l'existence de i/ € Ob I’ et de i —» 4. En effet, comme [, est grande devant
7y (il est grand devant tout cardinal < ), il existe

dans I, et on a une fleche de transition
4 . .,
1= ig — 1,

donc il reste a prouver que ' € Ob [, i.e. p(i') € ObJ'". Or ¢ commutant aux lim de
type I,._, on aura
p(i) = lim o(ia) .

Il me faut encore des compatibilités

Sp(ia) B Jo Ja 90<ia+1)
(****) (78,a) \ \T[g,a et o \ o(Tp+1,a+1)
plig) —"— ja Js p(ip+1)

oubliées tantot.
[page 315]
Les compatibilités (k) impliquent qu’on a des homomorphismes

u

Jj ol j « lim j, (limite dans J', donc dans J) ,
O{GIaTr
et les compatibilités (x*) impliquent que

(i)

v

vu = idyg) , wv =1idy ,

donc que u, v sont des isomorphismes inverses I'un de I'autre. Comme J' est une sous-
catégorie strictement pleine de J, il s’ensuit bien que ¢(i) € J', i.e. i € I', q.e.d.

Donc tout revient a construire les

o 5 TBa 5 Ja Tﬁ,a ) Uy 5 Vo
€Obl €Ob J’

139¢f, aussi (+x*%), page suivante.
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satisfaisant aux contraintes (s#x), (), (sktx). On va faire la construction en trois étapes.

@ Départ :

Comme J’ est cofinal dans J, existe jo € Ob J' et

—

uo

¢(io) — Jo -

[page 316]

@ Supposons que les ig, jz solent construits pour 3 < «, ainsi que les 73 5 : ig —ig,
T g Jp— Jp pour 8,3 < a, enfin les ug : p(ig) — jg, v : jg — ¢(ig1) pour B < «
resp. pour S+1 < «, de fagon a satisfaire aux contraintes (), (skx), i.e. commutativités
dans

(D) plig) —2— js—"" o(ig+1)
©(T8+1,8) _
sif+1l<a
@ s L ¢(ip+1) HLH, Jp+1
Th11,6 )
B)  elig) —— js
50(7—5/15)\ \T[/;/’B si 5 < 5, <

olig) —2— jg

(4) js —2— p(igp)

¢(T111,641) sig<fetf+1<a,

Uﬁl

@(WH)

[page 317]

il faut construire

Version 17 décembre 2025 119



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. XVIII, Edition des Universités de Montpellier II et Paris VII

1) i,€Obl, et un homomorphisme (ig)ger, —> la, i.e. des T,z
ig—>io (6 € I,), compatibles aux translations 74 g
pour 5 < [ < a.

2) jo€ObJ', et un homomorphisme (js)ser, — Ja, i-. des 7/ 5
jg—>Ja (B € l.), compatibles aux translations 7 4
pour f < [ < a.

3) Une fléche
Ug : P(ia) — Ja -

4) Si a n’est pas ordinal limite, i.e. & = ap + 1, une fleche

Vag * Jag — Pliag+1) = ©(ia) ;

et ceci de fagon a satisfaire aux contraintes @ @ @ @ quand on y suppose +1 < «

(au lieu de ' < «) dans@ et ,et f < a (au lieu de §' < «) dans@, et +1<
(au lieu de '+ 1 < «) dans . Donc pour les contraintes 1°, 2°, 4° il n’y a en tenir
compte que si a n’est pas ordinal limite, donc o = ay + 1, et en y faisant

ﬁ, = Oy .
Quant a la contrainte 3°, il faut en
[page 318]

tenir compte pour ' = «. Donc au total, il faut exiger

us

p(ip) Js

(32)(8) w()l l commutatif pour 8 < a (119),
plia) —E

(par restriction sur «), et si @ = ag + 1 est ordinal non limite, il faut exiger de plus

vg

s ¢(igs1)

(42)(8) \ w<> 5 <ap

Jao @(iao+1) = QO(ia)
(1) Dliag) =+ o (i 1) = plia)

H1MON.B. II suffit de 'exiger pour 3 = ag, dans le cas o = g + 1, cf. ci-dessous, p. 323.
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(2.) oo~ + (i) = (i) .

Dans ces compatibilités, j’ai cerclé les fleches 7,5, 7, 5 (8 < a), ( Tapi1 (B+1<a) >,

Vag s < Tova ), Ueys ( 7/ >, qui ont été introduites dans les donnés 1) 2) 3) 4), page 317.

a,aq
[page 319]
On va distinguer donc les deux cas.
2 A) o = g+ 1.

Pour construire i, et les 7, g : i3 — 14, il suffit de construire i, et

Dl — o = lag+l -

De méme pour j, et les 7/, 5, il suffit de construire

:ja();’joc'

oo € (o)

:ia0+1

Il faut de plus se donner

donc en tout deux objets iy, jo (dans I et dans J' respectivement) et quatre fleches 7, 4,
/

T Vags Ua- 11 faut quatre compatibilités (page 318), ou les deux derniéres 3,(53), 44(5)

o,00?
dépendent d’un paramétre 3 < «, i.e. § < ag, ou de § < «p.

[page 320 biffé]
[page 321]

On va d’abord s’occuper de deux premiéres compatibilités 1,, 2,, en termes de la donnée
de
iay € ObT, Jao € ObJ", Ung © Pliag) — Jao -

Les deux compatibilités voulues pour les deux objets iy, jo et les quatre fleches 7, o,

Teoo> Vags Ua sont indiquées dans le diagramme

(*) SO(iao) e Jowo T 0(ta ) = Ja -

On note que comme ¢ est cofinal, 3 iq =i € Ob I et jo, —% (). Mais on veut que le
composé

. Ug, . Vo .
W Pliag) —* Jag —+ #(7)
soit de la forme (1), ou 7 = Tayao © lag — o €st une fleche dans /. Comme ¢ est un
foncteur cofinal de catégories filtrantes, on sait
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[page 322]

quon peut trouver i —~i' dans I, tel que la flecche composée @(in,) — ©(i) Sipl(p(i’)

soit. de la forme (7). Donc quitte a remplacer i par i, et v,, par le composé v, :

oo —5 (i) £ ©(7'), on peut sUpposer que vy, Uy, est de la forme (7). Cela nous donne

donc en principe 'objet i = i,, et les fleches vy, : Joy —> ©(7) €t Ta.ap © fag —> ta, de
fagon & satisfaire & la premiere compatibilité dans (x). Il reste a construire jo, 7, 4,5 Ua
de fagon a satisfaire a la deuxiéme compatibilité (x). Or J’ étant cofinal dans J, il existe
Jo dans J' et une fleche wu, : p(ia) —> jo. D’autre part, comme J' — J est pleinement

fidele, la fleche composée jq, @»gp(ia) o jo dans J, entre objets de J’, provient d’une
unique fleche 77, jo, —> jo dans J'.

[page 323]

;&0

Ainsi, on a construit les deux objets et les quatre fléches voulues, de fagon a satisfaire aux
contraintes 1,, 2, de la page 318. Les contraintes 3,(/3), 4,(3) sont-elles alors satisfaites
automatiquement ?

u

p(ig) Jp
4 \
(p(iao) 0, .ao ﬁ < «, 1.e. ﬁ <ap.
©(Ta,a0) Ta,aq
4 \
So(ia) — Ja

Le carré supérieur est commutatif par hypothése de récurrence, pour que le carré total
(composé) soit commutatif, il suffit que le carré inférieur le soit. On a donc une double-
floche (7, o Uaos UaP(Taa)) © Plia) = ja, elle n'est peut-étre pas triviale, mais on sait,
J' étant filtrante, qu’on peut ’égaliser par une fleche j, — j, dans J’. Donc quitte &

remplacer j, par
[page 324]

Jas Uq Par le composé Tg : @(ig) —> jo —> Ja €t Th o, Par le composé 7., . : jag — Ja

— Jo (sans toucher a iy, Vg, Tag.a), ON peut obtenir la commutativité, d’ou 3,(5).

Reste la contrainte 4,(3). Pour ceci, considérons le diagramme composite

js ¢(igy1)
\ oo
Jao ~%0 Sﬁ(iao—H) = @(ia> .

Si ap n’est pas un ordinal limite, mais de la forme «; 4 1, on peut encore se ramener au
cas ol = aq, en procédant comme ci-dessus. Mais on peut procéder dans tous les cas,
sans un tel artifice (!), en considérant les double-fleches

#(Ta,3+1)vp

(%) Js (ic)

!
VagTag, A
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déduites du carré précédent. Comme
[page 325]

I’ensemble de ces double-fleches est de cardinal card o < 7, et que J est grande devant m

(il suffirait qu’il le soit pour les cardinaux 7’ < ), on peut trouver une fleche (i, ) i
dans J qui égalise toutes ces double-fleches. Comme ¢ est cofinal, on peut supposer que

j est de la forme (7). Comme ¢ est un foncteur cofinal de catégories filtrantes, il existe

alors i —2~ ' dans I, tel que le composé o(ia) . (1) £e) ©(1') soit de la forme ¢(o), pour

o io,—1. Au total, on a trouvé o : i, — 7', tel que p(0) (= p(p)u) : Y(ia) — (i)
égalise toutes les double-fléches envisagées dans (x), p. 324. Donc il s’impose de remplacer

o AT 1o = 7', Vg, PAr le composé ja, — ¢(ia) ) ©(ia)s Taao

[page 326]

L, . a0 - o
par le composé Ty a0 @ tag — ta — la-

Pour résumer, voici la recette pour construire, d’abord et ensuite(Jo, U,
/
Tevo0) -

On procéde d’abord comme page 321, 322 pour construire le premier triple, de facon a
satisfaire & la premiére compatibilité (%) (p. 321), i.e. & 1,. On “corrige” ensuite ce choix
de in, Vag, Taag, €0 TEmMplagant i, par i, POur o : iq — in, Vay PAT Uag = ©(0)Vag, €t Ta.aq
Par To.ap = OTa.ag, de sorte a obtenir les compatibilités 4,(3) pour f < ag, comme on
vient de I'indiquer. On ne touchera plus a ces choix de iy, Vg, Ta,ay, dans la suite de la
construction. On construit (jq, %a, T(;’OCO) de facon a satisfaire a la deuxiéme compatibilité
(%) (p. 321), comme

[page 327]

indiqué page 322. Ensuite, on corrige ce choix, en remplacant j, par jo, avec p : jo —* Jja,

o / oo, e :
et Uq PAr Uq = Pla, Ty PAT T4 0p = PTa.ag, d€ fagon a satisfaire aux contraintes 3,(5)

a,aq
de la page 318.

Cela achéve la construction dans le cas ot o« = a9 + 1.
Cas 2 B : « est ordinal limite.

Il faut donc construire les données 1) 2) 3) de la page 317 (a 'exclusion de la donnée 4),
de fagon a satisfaire a la seule contrainte 3,(/3).

On commence & construire i, et les 75, dans I. C’est possible, car I, = {# | f < a} est
de cardinal 7, < 7 — il suffit donc de supposer I grande devant les cardinaux 7’ < 7.

On construit ensuite de méme J, dans J' et les 75, (8 < «), en utilisant le

[page 328]

fait que J' est grande devant card a = card I,. On doit de plus construire une fleche
Ug = Pla) — Ja -

C’est possible, car J' étant cofinale dans J, il existe j' dans J' et p(i,) — J', et J' étant

filtrante, il existe j, et des fleches j, ja, donc quitte a remplacer j, par ja, les

-/

J
7,5 bar des 7. 5, on trouve bien une fléche u, : ¢(ia) — jo. 1l faut ensuite s’occuper des
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compatibilités 3, (), donc des double-fleches

. T 5UB .
90(1,3) Jo -

U (Ta,s)
Comme I’ensemble de ces double-fleches est de cardinal card o < 7, et que J’ est grande
devant ledit cardinal, on

[page 329]
trouve donc une fléche
P Ja—>]
dans J qui les égalise toutes. Comme J’ est cofinal, on peut supposer j dans J’, soit jq.

Donc quitte & remplacer j, par ja, et les T DAr 7, 5 = p7/, 5, enfin u, : 9(ia) — jo par
Uy = Plg @ ¢(ia) — Ja, On satisfait a toutes les contraintes voulues.

Je résume le résultat (“+ tautologique”!) prouvé dans les pages 313-329.

Lemme-clef 4.13.17. Considérons un carré cartésien dans Cat

j J
I J .

On fait les hypothéses suivantes :

[page 330]

1) ¢ et ) sont cofinauz, ¥ est linclusion d’une sous-catégorie strictement pleine J' de
J, I est filtrant (donc J et J' aussi).

On cherche des conditions pour que l'inclusion de la sous-catégorie strictement pleine
I' — 1 soit cofinale (auquel cas on voit tout de suite que 1" est filtrante, et I' — J'" est
aussi cofinal). Pour ceci, on suppose qu’il existe un ordinal limite o ayant les propriétés
supplémentaires suivantes :

2) I et J' sont stables par lim de type 1o, (= {5 | B ordinal < ay}), et les foncteurs
©, P commutent a ces limites.

3) Pour tout o € 1,,,, I est grande devant card a. (Donc, ¢ étant cofinal, J est égale-
ment grande devant card «, et de méme, 1 étant pleinement fidéle, et cofinal, J' est
grande devant card a.)

Sous ces conditions, I' est cofinal dans I (donc aussi grande devant card o, pour tout
a€l,,)

La démonstration est celle donnée ci-dessus. On n’a pas eu a utiliser que 'ordinal ag =
était de cette espéce particuliére, seulement que c’était un cardinal limite.
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[page 331]

Ce lemme implique, comme on 'a vu a la page 312, I'implication b = d dans le dia-
gramme d’implications () page 310, lequel est donc a présent prouvé.

Pour achever de prouver le théoréeme 4.13.15, il reste a prouver les implications

Démontrons donc (b ou ¢’) = a’. Il reste a prouver que S est m-accessible dans M, i.e.
que le foncteur pleinement fidéele

(x) Ind, (S(r)) — M
a pour image essentielle S. Donc il faut prouver que si x € Ob M, alors

xeObs & 4 est dans I'image essentielle de Ind.(S(w)), i.e. = est

(%) isomorphe & lim z;, les z; dans Ob S(7), I grande devant
- icl
[page 332]

( Supposons d’abord que S satisfasse b) (1*!). Donc on sait que

(%) xre€ObS = S/x est cofinale dans M /x .

Nous voulons déduire I'équivalence (%) de I'équivalence (xx).

Prouvons = dans (%), i.e. supposons z € Ob S, et prouvons que z est dans I'image
essentielle de Ind,S(7). En vertu de (xx), S(m)/x est une sous-catégorie (strictement
pleine) cofinale dans M /z, donc comme M /x est grande devant 7, S(7)/z P'est aussi.
Comme on sait que
r = lim x;
1EMz [z

(m étant cardinal utile pour M), il s’ensuit par cofinalité qu’on a aussi

r = limx; ,
_—
eS(m)/x

et comme S(m)/x est grande devant 7, cela implique que x appartient a I'image essentielle

de Ind,(S(m)).

Prouvons <= dans (x), i.e. supposons que z soit dans I'image essentielle de Ind, (S (7)),

1 aladroit, on peut traiter les deux cas b) et ¢) en méme temps, cf. bas de page 333.
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[page 333]
r = limx;, les z; dans S(7), I grande devant .
iel
Alors le foncteur composé i +— x;,
I — S(m)/x & M,/x

est cofinal (cf. 4.4.2, page 79), donc S(7)/x — M, /x satisfait la condition F 1 (puisque
le composé le satisfait), et comme S(7)/x — M, /x est pleinement fidele, cela implique
déja que ce foncteur est cofinal. Donc par (k%) on en conclut = € Ob S, q.e.d.

Supposons maintenant que S satisfasse ¢’ (au lieu de b), et prouvons encore 1'équiva-
lence (). Pour ceci, écrivons

O oz = lim 2 les z; € Ob M, I ensemble ordonné, (x;);er est mo-m-
e adaptée (112).

ce qui est possible puisque 7 est utile pour M ) Définissons Ig comme dans 1’énoncé

de ¢), donc comme image inverse de S(7)/x C+~ M, /x par I — M. Par hypothése d’)
[plutdt c’)], on a

(") xreObsS — Ig est cofinal dans I .

En utilisant (xx'), prouvons encore (*) (page 331). En fait, on utilisera seulement qu’on a

[page 334]

I'isomorphisme [, avec I grande devant 7, et qu’on a I’équivalence (x%’), sans avoir a
utiliser que I est ordonnée. Donc la démonstration vaut aussi dans le cas c).

Prouvons = dans (%), i.e. supposons x € Ob S, prouvons que z est dans I'image essen-
tielle de Ind,(S(7)). En vertu de (xx'), I est cofinale dans I, et comme [g — I est une
inclusion pleinement fideéle, il s’ensuit que Ig est également grande devant m, d’autre part
on aura par cofinalité
r = limz;,
i€lg
ou cette fois les x; sont dans S(7) = SNM,, d’ot résulte que x est dans I'image essentielle

de Ind,(S(m)).

Prouvons <= dans (%), i.e. supposons que 'on ait

r = limz;, les z; dans S(m), J grande devant 7 .
jed

12N.B. Ca existe, grace a 4.13.14.
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[page 335]

En invoquant & nouveau 4.4.2, on trouve que J — M, /x est cofinal, et comme ce foncteur
se factorise par le foncteur d’inclusion pleinement fidéle S(w)/x C—~ M, /z, il s’ensuit
comme tantot que ce dernier est cofinal. Nous allons admettre pour un moment que ceci
implique que I'image inverse Ig de cette sous-catégorie strictement pleine, par le foncteur
également cofinal [ — M, /z, est cofinal dans I. Ceci étant, I’équivalence (xx") (p. 333)
implique z € Ob .S, ce qu’on voulait.

Donc il reste a prouver que si
J = S(m))xr s Myjz = J

est cofinal, alors I’ = Ig— I l'est aussi. Il semble qu'il faille bel et bien a nouveau
invoquer les conditions de stabilité L(m, ) faites dans d’) [plutdt c’)] ce qui n’avait
pas été nécessaire pour le cas c¢) et

[page 336]
le lemme-clef (un peu) vache 4.13.17, ot on prendra (comme dans la démonstration écrite

avant 1’énoncé de cet lemme) o = a;, def plus petit ordinal « tel que card @ = w. Donc

I, est de cardinal 7, et grande devant tout cardinal 7’ < 7, et en particulier devant 7.
L’hypothése 2°) de 4.13.17 est vérifiée pour I, par définition d’un systéme inductif 7y-7-
adapté, et pour J', grace a I'hypothése L(m, w) sur S(m). De méme, 'hypothése 3°) (1
grande devant tout cardinal < 7) est satisfaite par définition des systémes mo-m-adaptés
— I est méme grande devant 7. L’hypothése 1°) a déja été vue.

On a donc prouvé (par voie circulaire)

a:><a,<:>C ]
b

[et aussi b = c,] en ayant a invoquer le lemme-clef vache pour les deux implications

/

a = c et ¢ = a

(donc pour deux implications en sens inverses, chose étrange .. .).
[page 337]

Il reste seulement encore & prouver I'implication
a = a,
ce qui est essentiellement sorital.

Cela achéve la démonstration du critére d’accessibilité 4.13.15 d’une sous-catégorie pleine

S de M.

On va donner une variante un peu décantée de 4.13.15, qui (avec des hypothéses un peu
plus faibles) capte l’essentiel de sa substance. L’énoncé 4.13.15 en est une conséquence
quasi immédiate :
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[page 338]

Corollaire 4.13.18 (de 4.13.15). Soient M une catégorie accessible, ™ un cardinal utile
pour M, o un ordinal limite tel que l'on ait card oy < w. Soit I,, = {a | @ < ap}, et
supposons que M soit stable par lim) de type I, .

Soit alors S une sous-catégorie strictement pleine de M, S(w) = SN M. Désignons par
L(ayp) la condition : S(m) est stable dans M, (ou ce qui revient au méme, dans M) par
lim de type I,,. Alors les conditions suivantes sont équivalentes.

a) S est m-accessible dans M, et est stable dans M par lim de type 1,,.
a’) S est m-accessible et S(m) satisfait L(ayp).

b) S(m) satisfait L(cy), et pour tout x € Ob M, on a ceci : x € Ob S si et seulement si
la sous-catégorie strictement pleine S(mw)/x de M(w)/z est cofinale dans M(w)/x
[lire M, /x].

c) S(m) satisfait L(a), de plus pour tout x € Ob M, et toute représentation

r ~ lim z;
—_—
el

[page 339]
qut est “ag-m-adaptée”, i.e. telle que
1°) I équivalente a une petite catégorie, et grande devant T,
2°) les lim de type I, existent dans I,
3°) le foncteur I — M, i+ x;, commute auz lim de type I,,, et enfin

4°) les z; € Ob M,

(comparer 4.13.11), on a ceci (ot on désigne par Ig la sous-catégorie strictement
pleine de I formée des i tels que x; € ObS) : on a x € Ob S si et seulement si Ig
est cofinale dans I.

¢') (Sil,, est grande devant my, et T™ =, pour pouvoir invoquer 4.13.14, cf. p. 335.)
Comme c), mais en supposant I ordonnée.

(143>.

DEMONSTRATION. Elle se fait suivant le méme diagramme logique que celle de 4.13.15,

ici, il faut supposer
Ia, grande devant mo

< v/
a > a/ : > C / \ a/
N

ou on a marqué du signe! les deux implications qui sont “vaches”, en ce sens qu’elles font
appel au lemme-clef 4.13.17 (pages 329-330), qui se prouve par une construction transfinie
un peu vissée. La démonstration des sept implications du diagramme est essentiellement
celle donné dans les pages précédentes 311-337,

et 770 = 7.

:;}a’

143N.B. Si on ne suppose par I,, grande devant my et 7™ = 7, alors toutes les conditions de a) a ¢) (a,
a’, b, c¢) sont équivalentes et impliquent c, mais ne lui sont peut-étre pas équivalentes.
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[page 340]

a l'exception de a’ = a, qui est un peu plus simple dans le cas actuel. On va la dégager
sous forme de lemme un peu plus général. (N.B. La démonstration de a’ = a dans
4.13.15 avait été omise comme “soritale” !, cf. page 337 ...)

Lemme 4.13.19. Soient M une catégorie accessible dans M, m un cardinal utile pour M
et tel que S soit w-accessible, i.e. S est limage essentielle de Ind.(S(m)) par le foncteur
pleinement fidéle canonique Ind.(S(m)) — M, ou S(r) = SN M, . On suppose qu’il
existe un ordinal limite «, tel que card a < 7 et tel que M, et S(m) (= S,.) soient stables
par lim de type I, soient stables par lim de type I, et que le foncteur d’inclusion
S(m) — M, y commute. Soit & un ensemble de catégories telles que ¥V I € ®, on ait
cardréd I < 7, et supposons que M, soit stable par limy de type ®, et que S(m) soit
stable dans M par lesdites limites (ou ce qui revient au méme, qu’il soit stable en lui-
méme par ces lim , et que le foncteur d’inclusion y commute). Alors M et S sont stables
par lim de type ®, et le foncteur d’inclusion S — M y commute, i.e. M est stable par
ces limites, et S stable dans M par ces mémes limites.

[page 341]

DEMONSTRATION. On applique 4.11.1 (p. 267-268) séparément a M ~ Ind, M, et a
S =~ Ind,S(7), pour conclure que M et S sont stables séparément par lim de type ®. I
reste & voir que le foncteur S — M y commute. Cela se voit comme dans la démonstration
de 4.11.1, on obtient plus généralement ceci :

Lemme 4.13.20 (cor. a 4.11.1). Soient fo : C — C" un foncteur entre catégories équi-
valentes a des petites catégories, ™ un cardinal infini, f : M e Ind,C — M’ « Ind,.C’
Uextension canonique Ind.(fy) de fo. Soient ® et o« comme dans 4.11.1, et supposons que
I, € ® et que fy commute auzr lim de type ®. Alors f commute a ces mémes limites

inductives. (144).

Corollaire 4.13.21. Sous les conditions de 4.13.20, supposons que ® contienne les caté-
gories de cardinal < m (resp. les catégories filtrantes de cardinal < w, resp. les catégories
filtrantes grandes devant 7y de cardinal < w, resp. les catégories discretes de cardinal < ).
Alors f commute aux petites lim (resp. auz petites lim filtrantes, resp. auz petites lim
filtrantes grandes devant my, resp. auz petites sommes). (Réciproque claire et “laissée au
lecteur”.)

Se voit comme 4.4.14 et 4.4.14.1 (p. 97, 98).
[page 342]
Voici enfin, il me semble, la forme définitive (7) de 4.13.15, 4.13.18.

Théoréme 4.13.22 (%), Soient M une catégorie accessible, © un cardinal infini, utile
pour M, et & un ensemble de catégories satisfaisant les deux conditions :

1°) J € & implique cardréd J < 7.
2°) 1l eziste un ordinal limite oy avec I,, € P.

On suppose M stable par lim de type ®. Soient S une sous-catégorie strictement pleine
de M, et S(m) = SNM,. Désignons par L(p) la condition sur S(m) : S(m) est stable dans

14471 vaut mieux prendre des foncteurs fo : C — N, et N [?] que fy commute aux lim_ de type @,
donc il en est de méme de son extension Ind,(C,N) — N. (N.B. On suppose que N satisfait L;.)
145¢f. variante 4.13.36, page 358.
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M (ot ce qui revient au méme, dans M) par lim de type ®. Ceci posé, les conditions
suivantes sur S sont équivalentes :

@ S est m-accessible dans M, et stable dans M par lim de type ®.
a’) S est m-accessible dans M, et S(m) satisfait a L(P).
[page 343]

b) S(m) satisfait a L(P), et pour tout x € Ob M, on a ceci : x € Ob S si et seulement
si la sous-catégorie strictement pleine S(w)/x de M(7)/x est cofinale dans M(w)/x

[lire M, /x].

(¢) S(m) satisfait o L(®), et pour tout z € Ob M et toute représentation v ~ lim x;
iel

qui est O-m-adaptée (cf. définition plus bas), on a ceci : v € Ob S si et seulement si

Is est cofinale dans I, ou Ig est la sous-catégorie strictement pleine de I formée des

i € Ob[ tels que x; € Ob S (ou encore, z; € Ob S(m)). N.B. On dit qu’un systéme

inductif (z;)ie; dans M est ®-w-adapté si
1) I équivalente a une petite catégorie, et I grande devant T,
2) les lim de type ® existent dans I,
3) le foncteur i+—x; de I dans M commute auz lim de type ®, et enfin
4) les x; € Ob M.,.

c) (Sim™ =7, ou my est un cardinal < 7 utile pour M, et si J € ® implique que J
est grande devant my.) Comme c), avec I ordonnée.

(1467147).

Définition 4.13.23 (1*%). Soient M une catégorie accessible, 7 un cardinal, ® un ensemble
de catégories, satisfaisant les deux conditions :

a) J € ® = cardréd J < .
b) 1l existe un ordinal limite «, tel que I,, € ® (1*9).
[page 344]
Soit S une partie de Ob M, S la sous-catégorie pleine qu’elle définit. On dit que S est

une partie ¢-mw-accessible de Ob M, ou que S est une sous-catégorie -mw-accessible dans
M, si les conditions suivantes sont satisfaites.

1°) m est utile pour M, M est stable par lim de type ® (**°).
2°) S est une sous-catégorie m-accessible dans M.

3°)
(151,

S est stable dans M par lim de type ®.

N.B. Quand la condition préliminaire 1°) sur M est satisfaite, la validité des conditions
2°) 3°) équivaut donc a la condition que S soit strictement pleine dans M, et que de

16N.B. Quand les conditions restrictives ci-contre [parenthése dans c’)] ne sont pas satisfaites, alors
a, 8/, b, ¢ sont encore équivalentes, et impliquent ¢’, mais ne sont peut-étre pas équivalentes a ¢’).

147N.B. 1l faudrait réénoncer les conditions annexes [?] (Si ...), cf. p. 359-360.

H8N.B. Il y aurait intérét & remonter cette définition (sans b), dés avant 4.13.15.

149Gi ¢’est pour poser une définition, on peut se passer de la condition b).

150Condition préliminaire sur M.

15IN.B. Quand ® = {I,,}, on dit aussi que S est ap-m-accessible dans M. Si ® est formé des catégories
de cardinal < 7 et grandes devant 7, on dit que S est my-m-accessible dans M.
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plus S satisfasse la condition a) du théoréme 4.13.22. D’autre part, cette condition est
équivalente a chacune des conditions a’, b, ¢ de ce méme théoréme, et aussi a la derniére
condition ¢/, sous réserve qu'on ait 77 = 7 (pour un cardinal my < 7 utile pour M) et
que J € ® implique que J est grande devant .

Conceptuellement, c’est la définition donnée dans 4.13.23, i.e. la condition@ de 4.13.22,
qui parait la plus claire, ou sa variante immédiate a’. Mais du point de vue pratique, du
travail avec les parties accessibles, c’est par propriété @ qui parait la plus commode. Le
poids principal du théoréme 4.13.22 est bien

[page 345]

I'implication a = ¢ (via a = &’ N c). Donc il faut surtout voir ce théoréme comme
donnant un critére remarquable d’appartenance a Ob S d’un objet x de M qui est présenté
par un systéme inductif ®-mr-adapté :

(%) z € ObS = I cofinal ,

et dans cette équivalence, c¢’est I'implication = qui est la partie non soritale, et remar-
quable.

Proposition 4.13.24. Soient M, w, ® comme dans 4.15.23 (*?), on suppose que la
condition 1° de 4.13.23 est satisfaite (m utile pour M, M stable par lim de type ®).
Soit X'2 Uensemble des sous-catégories S de M qui sont ®-m-accessibles dans M, et ©
Uensemble des sous-catégories S(m) de My qui sont strictement pleines, et stables dans
M, par lim de type ®. (Ces sous-catégories sont forcément karoubiennes, car stables
par lim de type I,,, donc aussi par facteurs directs.) Alors les bijections (4.15.4.1) (page
288) induisent des bijections inverses l'une a l'autre

o — 5 1D
ne - e

[page 346]

Proposition 4.13.25. Soient M, 7w, ® comme dans 4.15.23, avec I, € ¢ (o, étant le
plus petit ordinal de cardinal ® [plutdt 7] ). Alors 'ensemble ¥/ des sous-catégories de
M ®-m-accessibles dans M est stable par intersection de familles de cardinal < 7 (1°3).

(N.B. La bijection 2 -~ 3'* de 4.13.24 respecte les relations d’ordre naturelles d’inclu-
sion, donc transforme intersections en intersections.)

Se voit comme 4.13.7 (qui est contenu dans I’énoncé actuel), en utilisant le lemme 4.13.10.

4.13.26. Soient M, m, ® comme dans 4.13.23, et soit S une sous-catégorie strictement
pleine de M, f : §— M le foncteur d’inclusion. La condition que S soit ®-m-accessible
dans M se décompose en :

1) 7 est utile pour M et pour S.
2) M et S sont stables par lim de type ®.
3) f commute auxdites limites.

4) f est m-accessible.

5) f(8,) € M.

152N.B. La condition I, € ® n’est pas utile.
153Gi 7 n’est pas cardinal limite. Sinon, il faut dire : familles de cardinal < 7. Cf. 4.13.10.3, oti je donne
un énoncé rectifié légérement plus général.
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[page 347]

Soit alors 7’ > m un autre cardinal, quand peut-on assurer que si S est ®-m-accessible
dans M, il soit aussi ®-7m'-accessible? Les conditions 2) 3) 4) sont visiblement stables
par passage de m a 7’. Restent les conditions 1) et 5). On sait que si 7'™ = 7/, alors la
condition 1) reste valable pour 7’. Plus généralement, si 7 est un cardinal < 7 tel que 7
soit utile pour M et pour S, alors si 7’ > 7 est tel que 7™ = 7/, alors ' est aussi utile
pour M et pour S. Si on admet 'HCG (hypothése du continu généralisée), il en est ainsi
pour tout «’ > 7, donc pour tout 7’ > .

Reste la condition 5), pour laquelle une réponse est donnée par 4.12.1 (p. 273). Si mo < 7
est choisi de fagon que f soit mp-accessible (p.ex. my = 7), et si

m = cardréd S, ( < cardréd S(m) )
] = sup(m),7),

on voit que si 7’ >« (i.e. 7’ > 7}, 7) est tel que 7™ = 7', alors on a bien

f(8m) © Mu .

[page 348]

Si donc de plus 7’ > 7 > 7y (comme supposé au début), et si on suppose 'HCG, alors la
condition 7™ = 7’ est automatique, et il reste la seule condition 7’ > 7{, i.e. en définitive
7' > cardréd S, . Pour résumer :

Proposition 4.13.27. Sous les conditions de 4.13.23 (sans condition b) sur ®), soit S
une sous-catégorie de M qui est ®-w-adaptée. Soit mg < ™ un cardinal qui est utile pour S
et pour M, et tel que f : S — M soit my-accessible, i.e. tel que S soit stable dans M par
lim grandes devant my (on peut p.ex. prendre my = 7). Alors pour tout cardinal ' > m
tel que

a) '™ =7’ et

b) ' > cardréd S

=70’
S est ®-m'-accessible dans M. Donc si " > m est tel que n'™ = «’, ' > cardréd S, alors
S est ®-n’'-accessible. (Il suffit p.ex. de prendre ' = 2¢, avec ¢ > sup(m, cardréd S(r)).)
Si on admet UHCG, il suffit donc qu’on ait 7" > sup(w, cardréd S(7)).

[page 349]

Proposition 4.13.28 (1%). Soient M, 7, ® comme dans 4.13.23. Supposons de plus que
J € ® implique que J est filtrante. Alors [’ensemble f);{: des sous-ensembles ®-m-accessibles
de M est stable par réunions finies. Plus généralement, soit X un cardinal < 7 tel que
vV J e ®, J soit grande devant \. Alors l’ensemble i;{r’ est stable par réunions (S,)rea,
indexées par des ensembles A de cardinal < \.

)

Corollaire 4.13.29. L’ensemble des parties accessibles de Ob M est stable par “petites’
réunions — i.e. si (S,)rea est une petite famille de parties accessibles de Ob M, alors
U,ca Sr est aussi accessible.

La démonstration de 4.13.28 repose sur le lemme suivant (je n’explicite par la démons-
tration) :

1547 rejeter plus bas, aprés 4.13.31, qui est la premiére application importante de 4.13.22, alors que
4.13.28 se prouve sans avoir a utiliser 4.13.22 ou ses variantes.
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[page 350]

Lemme 4.13.30. Soit I une catégorie grande devant m, et (J;),ca une famille des sous-
catégories pleines telles que card A < w, telle que |J,., Ob J, soit cofinal dans Ord([),
i.e. pour tout i € Obl 3 j € [J,c, ObJ,, et une fleche i — j. Alors il existe v € A tel
que J, soit cofinal dans I.

Théoréme 4.13.31. Soient M, N des catégories accessibles, f : M — N un foncteur
accessible, T C ObN wune partie de N, T C N la sous-catégorie strictement pleine
correspondante de N', S = f~YT), S = f~1(T) la sous-catégorie pleine de M associée.
Si T est accessible, alors S est accessible ; en d’autres termes, si T est accessible dans N,
S est accessible dans M.

Cela résulte de I’énoncé plus précis :
Corollaire 4.13.32. Soient my et ™ > m des cardinauzx ayant les propriétés suivantes :

[page 351]

a) T est mo-m-accessible dans N (4.13.23).
b) mo est utile pour M (il Uest pour N, a cause de a)).
c) f(My) CN.
d) M satisfait a Ly,, et [ est my-accessible.
(L’existence d’un tel couple (my,m) résulte aussitot de 4.13.16 et de 4.12.1.) Alors S est

mo-m-accessible dans N .

Comme f commute aux lim grandes devant my en vertu de d), et que I est stable par
ces limites par a) (cf. 4.13.23, 3°), il en est donc de méme de S, i.e. le 3° de la définition
4.13.23 est satisfait. D’autre part, la condition 1° (7 utile pour M, M stable par lim
grandes devant 7 et de cardinal < 7) est vérifiée par b) et d). Donc il reste a vérifier la
condition 2°, i.e. que S est m-accessible. Posons

T(r) = TNN;
S(r) = SNM. C_ [fTHZ(7)).
grace a c)

Comme S est stable dans M par lim grandes devant 7 (lesquelles existent dans M par
d), et a fortiori par lim grandes devant 7, on a un foncteur canonique pleinement fidéle

Ind,S(m) — S.

[page 352]

D’ailleurs, T' étant strictement pleine dans N, S est strictement pleine dans M, et il reste
a vérifier que le foncteur précédent est essentiellement surjectif. Soit donc x € Ob.S. On
aura, grace a b),

Tr = mxia xiEMTFaI:MTr/w'
I

D’ailleurs, le systéme inductif précédent est mp-m-adapté, i.e. (p. 339) :

1) I équivalente a une petite catégorie, I grande devant 7 (résulte du fait que 7 est

utile pour M, cf.(b)).
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2) Les limites inductives grandes devant g est de cardinal < 7 existent dans I (résulte

de Ly, sur M (cf.(d))).
3) Le foncteur £ : I — M y commute.

4) Les x; sont dans M.

Comme f commute aux lim grandes devant 7y (cf. @ ), a fortiori a celles grandes devant
7, on a donc

flz) ~ lim f(z;),
1

je dis que le systéme inductif (f(z;))ic; dans N est mp-m-adapté. Les conditions 1), 2) sont

ne varietur (ne concernent que 1), le foncteur I — N est le composé [ Sem-Len , donc
commute aux lim grandes devant 7o et de cardinal < 7 (*°°), puisqu’il en est ainsi de &

et de f, enfin les f(z;) sont dans N puisque par (¢) f(Mz) C N

[page 353]

Par ailleurs f(z) € ObT (puisque x € Ob S, ou S e f~YT)). Donc on peut appliquer

4.13.22 a = ¢ a la situation (N, mo, 7, S) et au systéme inductif ( f(z;))icr, pour conclure
que la sous-catégorie I’ de I formée des i tels que f(x;) € ObS [plutdt ObT11, ie. tels
que x; € S, donc x; € S(7), est cofinale dans I. Donc on a

r ~ lim z;,
iel’
avec cette fois les z; dans S(m), et I’ grande devant 7 (car cofinale et pleine dans I, qui est
grande devant 7), ce qui prouve que x est dans I'image essentielle de Ind,(S(7)), q.e.d.

Question 4.13.33. On vient de voir que si f : M — N est un foncteur accessible entre
catégories accessibles, alors 'image inverse d’une partie accessible de Ob N est une partie
accessible de Ob M. Je conjecture que ’énoncé similaire, non pas pour les images directes,
mais pour les images essentielles, est

[page 354]

vraie, i.e. que pour toute sous-catégorie S de M accessible dans M, son image essentielle
dans NV est accessible dans N (15¢). Dans cette question, on peut supposer que S = M, et
la question revient a celle-ci : tout foncteur accessible f : M — A entre catégories acces-
sibles se factorise-t-il en un foncteur (accessible) essentiellement surjectif, et un foncteur
accessible pleinement fidéle M — T — A (ou T est elle-méme accessible) () ? Si oui,
cela me paraitrait peut-étre le résultat le plus profond (peut-étre le seul véritablement
profond) en théorie des catégories.

Voici une question qui me parait trés voisine. Soient M une catégorie accessible, A une
sous-catégories pleine petite. Supposons que M satisfasse a L., (p.ex. mp utile pour M),
et soit S la plus petite sous-catégorie strictement pleine de M contenant A, et stable par
limites grandes devant my. Je conjecture que S est accessible dans M.

[page 355]

De méme, si @ est un petit ensemble de petites catégories, tel que M soit stable par lim
de type @, on peut prendre I'enveloppe S de A pour les lim grandes devant 7, et les

155cette commutation devrait avoir un nom, condition L(mg, 7) sur un foncteur.

156 Faux, méme si on prend la f-cloture de I'image essentielle (“image f-essentielle”).
15711 faut se borner tout au moins & essentiellement f-surjectif — mais méme cela est trop optimiste.
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lim de type @, et je conjecture encore que S est accessible. Dans cette direction, on a du
moins le résultat trés partiel suivant.

Proposition 4.13.34. Soit M une catégorie accessible stable par petites lim filtrantes,
et soit S une sous-catégorie strictement pleine de M. Conditions équivalentes :

a) S est accessible dans M, et stable dans M par petites lim filtrantes.

b) Il existe une petite sous-catégorie pleine A de M, telle que S soit la plus petite sous-
catégorie strictement pleine de M contenant A et stable par petites lim filtrantes.

[page 356]

On a a) = b), car si S est m-accessible dans M, il est immédiat (sans autre condition de
stabilité sur S) que S est la plus petite sous-catégorie strictement pleine de M contenant
S(m) et SNM,; et stable par lim grandes devant 7. Si donc on sait déja que S est méme
stable par toutes lim filtrantes petites, il s’ensuit que S est la plus petite sous-catégorie

de M ayant cette propriété de stabilité plus forte, et contenant A.

Prouvons b = a. Soit 7 un cardinal utile pour M, et tel que A C M. Soit B la plus
petite sous-catégorie strictement pleine de M contenant A et stable par lim filtrantes
de cardinal < 7. On a donc B C» M, et B C S, et S est aussi la L-enveloppe de B.
D’ailleurs B est stable par

[page 357]

facteurs directs. Considérons alors I'image essentielle S” de Ind(B) dans M. Ona S’ C S,
et tout revient a prouver que S’ = S, d’oul résultera en effet que S est m-accessible dans
M, a fortiori accessible dans M, d’ou a). Pour prouver que S’ = S, par définition de S
comme la L-enveloppe de A, il suffit de voir que S’ est stable par petites lim filtrantes.
Or cela résulte du fait que B C M, est stable dans M, par lim filtrantes de cardinal
< 7, et de 4.13.19, qui implique tout au moins, comme B = S’ N M, (en vertu de 4.13.4)
que S’ est stable par lim filtrantes de cardinal < w. Qu’il soit méme stable par petites
lim filtrante quelconques, résulte de ceci, et du fait qu’il 'est par lim grandes devant
7. (Cf. 4.13.21 ..)

[page 358]

Définition 4.13.35. Soient M une catégorie accessible, stable par petites lim filtrantes,
S une partie de Ob M, S la sous-catégorie pleine correspondante dans M. On dit que S
est L-accessible, ou que S est L-accessible dans M, si S est accessible dans M, et de plus
stable par petites lim filtrantes (1°%).

Proposition 4.13.36. Soient M, S, S comme dans 4.15.35, et soit ™ un cardinal utile
pour M. Supposons S stable dans M par petites lim filtrantes, ou seulement S(m) «
SN M stable par petites lim filtrantes de cardinal < w. Conditions équivalentes :

a) S est m-accessible. (1l sera automatiquement stable par petites lim filtrantes, donc
L-accessible.)

b) Pour tout x € ObM, on a x € ObS si et seulement si S(m)/x est cofinale dans
M, /x.

158N, B. L’ensemble des parties L-accessibles de Ob M est stable par petites intersections, et par réunions
finies. L’image inverse d'une partie L-accessible par un foncteur (1*%) f : M — A/ de catégories acces-
sibles est L-accessible.

139un Lo-foncteur : qui commute aux petites lim_ filtrantes.
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¢) Pour tout x € Ob M, et toute représentation x ~ lim x;
i€l

[page 359]
qui est L-m-adaptée (cf. page 343, c), on a ceci : x € Ob S si et seulement si Ig est
cofinal dans I.
¢') Comme c), avec I ordonnée.

c"”) (St on a choisi, pour tout v € Ob M, une représentation m-adaptée v ~ lim z;) :
x € Ob S <= [l’ensemble Ig est cofinal dans I. 1

DEMONSTRATION. C’est essentiellement 1’énoncé de 4.13.22 dans le cas particulier ou
® = ensemble des catégories filtrantes de cardinal < 7, mais ou, pour simplifier, on a
supposé d’avance que S(m) satisfait & L(®). L’équivalence de a) b) c) est contenue dans
4.13.22, ainsi que ¢ = ¢’. Mais pour ¢’ = a, I’hypothése accessoire 7™ = 7 et que
les J € ® seront grandes devant 7y, n’est pas satisfaite ici, et il faut un démonstration

indépendante, calquée sur celle des pages 333-336. 1l suffit pour cela, a '’endroit [de] [J,
page 333, d’invoquer le

Lemme 4.13.37. Sotent M une catégorie

[page 360]

accessible stable par lim filtrantes, m un cardinal utile pour M. Alors pour tout x €
Ob M, on a une représentation
r = lim ;
. iel

L-m-adaptée (i.e. avec

1) I équivalente a une petite catégorie, et I grande devant T,

2) I stable par lim filtrantes de cardinal < ,

3) I —= M commute a ces lim ,

d) ZT; EObMﬂ- VZGI),
avec de plus I ordonné.

En effet, on part de

r = limx;, J ~ (M, /x)o
jeJ N—_——

sous-catégorie réduite
équivalente & My /x

On définit I comme l’ensemble des sous-catégories filtrantes J' de J, de cardinal
[‘‘cardinal’’ biffé] < m, I ordonné par inclusion, et on pose, pour J' € I,

ry = limx;.
jeJ’
Il est immédiat qu’on obtient ainsi un systéme inductif dans M, indexé par I.

[page 361]

D’autre part, il est clair que I est petite, je dis que I est stable par lim filtrantes de
cardinal < 7, et que le foncteur J '+, : [ — M y commute, enfin que les x; sont
dans M. Il reste a voir que [ est grande devant 7, i.e. que sion a (J!),ca, avec card A < ,
les J! dans I, alors 3 J' € I qui majore les J/. Soit K la sous-catégorie de J engendrée
par les J/, on voit facilement que card K < w. Tout [‘“tout’’ biffé] revient a prouver :
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Lemme 4.13.38 (169). Soient J une catégorie grande devant w, K une sous-catégorie de
J de cardinal < . Alors il existe une sous-catégorie K’ filtrante de J, contenant K, de
cardinal < w. St on suppose que l’on n’est pas, dans le cas ot J contient un objet mazximal,
et que K contienne tous les objets maximaux de J,

[page 362]

on peut méme prendre K' telle que Ob K’ = Ob K U {e}, ot e est un objet final de K,
et K est une sous-catégorie pleine de K'. (Donc si K' # K, K' est isomorphe au cone a
droite construit sur K, “déduit de K en lui ajoutant un objet final”.)

DEMONSTRATION. Si K admet un objet final, on prend K’ = K. Sinon, comme J est
grande devant card Ob K, il existe un 7 € Ob J qui majore tous les objets de K. Choisis-
sons, pour tout k € Ob K, une fleche

ag -k —7j.
Pour toute fléche

dans K, considérons la double-fleche
(agou,ap) + K —= j.

L’ensemble de ces double-fleches, de but j, est de cardinal < card F1 K < 7, donc J étant
grande devant 7, il existe une fleche p : j — e dans J qui égalise toutes ces double-fleches.
Soit K’ C J, ayant comme objets Ob K U {e}, et ayant comme fléches, en plus de

[page 363]

celles de K, les fléches pay, : k—»¢ (pour k € Ob K), et id.. Si e ¢ Ob K, on voit que
c’est bien une sous-catégorie, admettant e comme objet final et K comme sous-catégorie
pleine. Si on avait e € Ob K, et s’il existe un objet ¢’ de J qui majore e et qui n’est pas
dans K, on se raméne aussitot au cas précédent, en remplacant e par €.

(*61). Donc il reste le cas ou il existe un objet e dans K qui est un plus grand élément

dans K, et tel que tout objet de J majorant e soit dans K. Cela implique, J étant filtrante,
que e est un plus grand objet de J. (Car si x € J, 3 2’ majorant commun de x et e, donc
2’ est dans K, donc majoré par e, qui majore donc z.) On voit comme tantot qu’il existe
une fleche p : e — j dans J, qui égalise toutes les double-fleches k — e de but e dans K.
Quitte a composer avec j — e, on peut supposer j = e. (3n a donc un endomorphisme p

de e dans J, tel que pu = pv pour toute double-fleache k — e dans K, de but e.
[page 364]

Pour k € Ob K, soit
fro itk — e

la valeur commune des pu, pour u € Homg (k, €). On voit tout de suite que si on a &’ ek
dans K, alors

fw = Jeowv.

160N, B. Pour la démonstration de 4.13.37, il suffit de prouver 4.13.38 dans le cas ot J est ordonnée,
auquel cas les contorsions de la fin sont inutiles.
16175, construction qui suit est contenue dans I’énoncé plus général et plus précis 4.13.39.
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En particulier, prenant £ = e, on trouve
frov = foe(=p) siv:e—k.

Soit donc K’ la sous-catégorie de J ayant mémes objets que K, et comme fléches, en plus
de celles de K, les fleches composées E—elre"t k', avec u, v dans K, et r > 1, i.e.

les fleches composées k R AR k', avec k, k' € Ob K, v € F1K, ' > 0. Il faut voir
que c’est stable par composition (pour avoir bien une sous-catégorie). C’est clair pour vu
si w ou v sont dans F1 K. Si [ni] u ni v ne le sont, on doit prendre un composé

ul p u U1 p v2
k - e - e - K e - e - K

avec Uy, U, v1, v9 dans FIK, r,s > 1. Or on a

S

p(viug) = p, d’ou pi(viug) = p* Hpvue) = p*lp = p*,

donc le composé est

ug prte

v2
k— e —c¢

kl/
qui

[page 365]

est donc bien dans F1 K.

Ainsi, K’ est une sous-catégorie de J, mais est-elle filtrante? La condition PS 1’ est
évidente, puisque e est un plus grand élément de J, reste la condition PS 2 de la double-
fleche. On voit aisément que cette condition est satisfaite dans K’, si et seulement si elle
est satisfaite pour toute double-fleche

pT
e T e avec r,s = 0.
pS
(En effet, on se raméne aussitot aux double-fleches de but e, et on note que toute fléche

. L gou P v .
de K’ de but e s’écrit comme un composé k —» ¢ — e — ¢, avec r > 0 et u, v des fleches
m r+1

P P .
dans K’. En composant avec ¢ — e, on trouve alors, comme pv = pu, k — e — e, soit

LR e.) Mais on voit aussitot que la possibilité d’égaliser (p”, p®) dans K’ équivaut

a Pexistence de t > 0 tel que p" = p***. Donc K’ est filtrante si et seulement si r — p”
est une suite stationnaire (faire r = 0, s = 1, d’out p” = p"™! pour r grand). Ce n’est

[page 366]
pas forcément le cas.

Posons donc K = Ky, K’ = Kj, et construisons par induction une suite croissante de
sous-catégories K; (i € N), avec Ob K; = Ob J, et (pour i > 1) K; étant déduites de
K,;_1 en lui rajoutant une fléche p; : e — e, comme ci-dessus. Ainsi toute double-fléche
dans un K; peut s’égaliser dans K; ;. Prenons K, = lim K;, K, est une sous-catégorie

filtrante de J, contenant K et de cardinal < 7, q.e.d.

On peut préciser cette construction ainsi :
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Corollaire 4.13.39. Sous les conditions de 4.13.38, supposons que K contienne un objet
e mazximal dans J. Soit X l’ensemble des endomorphismes p de e dans J, tels que pour

toute double-fleche k —Z e dans K, on ait pu = pv. Alors X est stable par composition, et

il existe une partie non vide Yoo [= X0l de X, telle que pour p,p’ € 3y, eziste
[page 367]

q € Yo tel que qp = qp’ (i.e. telle que la sous-catégorie Jy de J dont I’ensemble des objets
est {e}, et l’ensemble des fleches {id.} U X, soit filtrante). Si ¥ est choisie ainsi, soit
F lensemble réunion de F1 K et de [’ensemble des fleches composées

(%) E— e e Sk,

avec u,v € F1J, p € Y. Alors F est l’ensemble des fleches d’une sous-catégorie K' de J,
ayant mémes objets que J, et admettant e pour plus grand élément. De plus, K' contient
K et est filtrante.

DEMONSTRATION. Que X soit stable par composition est clair. Pour construire X, ayant
les propriétés énoncées, on note que, J étant grande devant 7, ¥ est non vide (162). On
construit par récurrence une suite d’éléments

Po,P1y - -« 5y Pny .-

de ¥, en prenant pour py un élément quelconque de 3, et pour ¢ > 1, prenant p; € X
tel que pour toute double-fleche (p,p’) du sous-monoide M;_; de End;(e) engendré par
(pj)ogj<i—1, on ait p;p = p;p’. Un tel p; existe, car prenant I’ensemble des double-fleches
de la forme précédente (p,p’), avec p,p’ € M;_4, et de celles de la forme (u,v) : k —e,
avec u,v € F1J, I'’ensemble de

[page 368]

toutes ces double-fleches est de cardinal < 7 (M;_; étant dénombrable, donc de cardinal
< ), donc il existe une fleche e — j dans J qui les égalise toutes (J étant grande devant
7). Quitte & composer avec j — e (e étant objet maximal de J), on trouve le p; : e —¢
cherché.

Soit alors ¥ le sous-ensemble multiplicatif de ¥ engendré par les p; (i € N), limite
inductive des ensembles similaires ¥; engendrés par les p; pour j € [0,1]. Si p, p’ sont dans
Yo, 1l sont dans un méme 3;, donc on aura p; 1p = p;11p’, ce qui prouve que X, a la
propriété filtrante exigée.

Prouvons maintenant que F est I’ensemble de fleches d’une sous-catégorie K’ de J, ayant
Ob K comme ensemble d’objets. Il reste a établir la stabilité par composition vu. Mais si
u et v sont dans F1 K, ou si I'un des deux est dans F1 K, 'autre non (donc de la forme
(%)), cette stabilité est évidente. Reste a voir le cas ot ni [u] ni v sont dans F1 K, donc
sont tous deux de la forme () :

/ / !
u p v u P v ]{}”
)

kﬁeﬁeﬁklﬂeaeﬁ

avec u,v,u’, v € F1K, p,p' € 3. Comme (u'v,id.) est une double-fleche de

162¢f, argument plus bas pour construction de p;.
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[page 369]

K de but e, on a
/ ! /:
puv = pide = p’,
donc le composé en question s’écrit aussi

u p'p v L
—_—
)

k— e — ¢
ol p'p € X puisque X, est stable par composition, donc il est dans F, q.e.d.

Il est clair que K’ contient K, et ayant mémes objets que K qui admet e comme plus
grand élément, que e est un plus grand élément de K’. Reste a prouver que K’ est filtrante.
Comme K’ a un plus grand élément, il reste a voir que toute double-fleche k — [ dans
K’ peut étre égalisée dans K'. Quitte & composer avec [ — e, on peut supposer [ = e. Or
on voit que toute fleche kK — e dans K’ est de la forme

E e oo e,
avec u,v € FIK et p € Yo U {id.}. Quitte & composer avec pg € X, fixé, cette fleche
devient (puisque pov = poide = po)

E— e 2% ¢, i.e. popu .
Pour une fléche v'p'v’ : k — e, on trouve pop'’. Soit alors g € Xy tel que q(pop) = q(pop’),

soit r (g existe puisque pop, pop’ € Xs). Donc (q(popu), ¢(pop'v’)) = (ru,ru’), et on a
ru = ru’ puisque r € Y. Au total, gpg égalise les deux fleches vpu et v'p'v/, q.e.d.

[page 370]

4.14 Critéres d’accessibilité pour grosses catégories

Théoréme 4.14.1. Soient C une catégorie équivalente & une petite catégorie, ®, U deux
petits ensembles de catégories, équivalentes a des petites catégories. Pour toute catégorie
I, on désigne par I, (resp. oI ) le cone droit (resp. gauche) sur I, déduit de I en ajoutant
un objet final (resp. initial) e = ey. Soit Ay (resp. Ay) un ensemble de couples (1, p) (resp.
(I,4)), ou I € ® (resp. I € V), et ou

(4.14.1.1) o : I —C (resp. v : I — C )
est un foncteur. Pour toute catégorie N stable (1%3)

type W on désigne par
(4.14.1.2) Homy?(C,NV) C Hom(C,N)

, par lim de type ® et par lim de

la sous-catégorie strictement pleine de Hom(C, N') formée des foncteurs f : C — N ayant
la propriété suivante :

a) ¥ (I,p) € Ay, le foncteur composé
L 2o Lon

est I-exact 4 gauche, i.e. fait de (fe)(er) une lim de fo|l.
1

163Cette propriété de stabilité n’est pas nécessaire pour la définition de Homﬁf (C,N), et il est presque
sfir que le théoréme est valable sans faire cette hypothése sur . Cf. 4.14.16, ol on voit que c’est en tous
cas inutile pour W.
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[page 371]
b) Pour tout (I,v) € Ay, le foncteur composé

.]LCLN

est I-exact a droite, i.e. fait de (fi)(er) une limite projective de (fi)|I.

Avec ces notations : si N est une catégorie accessible, il en est de méme de Homﬁf (C,N).

Commentaire. On utilisera ce théoréme surtout quand on a Ay = ) ou A; = 0, auquel
cas on note Hom, (C, ), resp. Hom™2(C, ), la catégorie Ho_mﬁf (C,N). On appliquera le
théoréme surtout quand C elle-méme est stable par limp de type ® et par lim de type ¥,
et quand A; (resp. Ag) est déja formé de foncteurs ¢ (resp. 1) qui sont I-exacts a gauche
(resp. a droite). Donc Ho_rnﬁf (C,N) est alors formée des f : C — N qui commutent a
certaines lim de type @, et a certaines lim de type ¥. En particulier, on trouve :

[page 372]

Corollaire 4.14.2. Soient C une catégorie équivalente o une petite catégorie, N une U-
catégorie, ® et U deux petits ensembles de catégories I, équivalentes a des petites catégo-
ries. On suppose C et N stables par lim de type ®, par lim de type V. Soit Ho_m%(C,/\/’)
la sous-catégorie strictement pleine de Hom(C,N') formée des f : C —= N qui commutent
auz lim de type ® et aur lim de type V. Alors, si N est accessible, il en est de méme
de Homg (C, \').

Voici des cas particuliers remarquables de ce corollaire :

Corollaire 4.14.3. Soient M, N deux catégories accessibles, et my un cardinal infini,
tel que M satisfasse o Ly,. Soit Hom (M, N) la sous-catégorie strictement pleine de
Hom (M, N) formée des foncteurs my-accessibles. Alors Hom, (M, N) est accessible.

[page 373]
(Le cas ou 7y est utile pour M a déja été traité.)

DEMONSTRATION. Dans le cas général, soit m > 7y un cardinal utile pour M, de sorte
qu’on a

M <= Ind,(C) avec C = M, .

On peut supposer M = Ind,(C). Le fait que M satisfasse & L., implique que C est
stable par lim grandes devant 7, et de cardinal < 7. Soit ® I'ensemble des catégories
de cette nature. ® n’est pas petit, mais il existe &y C P petit, tel que toute I € P soit
isomorphe a une Iy € &g, ce qui suffira pour la validité de 4.14.1 et 4.14.2 (ou on fera ici
¥ = (). On peut considérer Hom, , (M, N') comme une sous-catégorie strictement pleine
de Hom, . (M, N) =~Hom(C,N) (cf. 4.12.3, p. 275). Pour un foncteur f : M — N qui
est m-accessible, dire qu’il est méme my-accessible revient a dire que sa restriction a C, i.e.
son image dans Hom(C,N), commute aux lim de type ®. (Cf. 4.13.20, page 341 ('6%),
ou on prend « = a,, notant que J,,_ grande devant 7y puisque m > 7).

[page 374]

Donc on trouve

Ho—m!7r0<M7N) - HO—m<I>(CﬂN) )

1645, référence n’est pas tout & fait adéquate. Il faudrait réunir dans un paragraphe & part tous les
énoncés de ce type, dont certains utilisent le théoréme de représentation indicielle.
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et le corollaire 4.14.2 donne la conclusion voulue.

Corollaire 4.14.4. Soient M, N deux catégories accessibles, ® et W deux ensembles des
catégories comme dans 4.14.2, on suppose que M et N satisfassent L, et [soient]
stables par lim de type ® et par lim de type V. Soit Ho_mg7TO (M, N) la sous-catégorie
strictement pleine de Hom(M, N') formée des foncteurs mo-accessibles qui commutent aux
lim de type @, et auzr lim de type V. Alors Ho_mifmo (M, N) est accessible.

DEMONSTRATION. Cette fois, on choisit 7 > 7y tel qu’on ait cardréd I < w pour tout
I dans ® ou dans V. La catégorie envisagée s’interpréte alors (posant encore C = M,)
comme

[page 375]

Homgﬁo(/\/{,]\/’) —~» Homy (C,N) ,

ou @’ est formée des catégories qui sont soit dans @, ou qui sont grandes devant m, et de
cardinal < m. Il suffit donc d’appliquer encore 4.14.2.
Corollaire 4.14.5. Considérons les trois ensembles suivants :

a) @y est formée de toutes les catégories équivalentes a des petites catégories.

b) &y comme a), mais en restreignant aux catégories filtrantes.

c) ®3 formé des catégories discrétes, et de celles qui sont grandes devant my (mg un
cardinal infini donné).

Soit ® ['un des ensembles de catégories 1, Py, 3, o U 3 ou la réunion d’un de ceux-
ci et d'un petit ensemble ®y de catégories essentiellement petites (1%°). Soit U un petit
ensemble de catégories. Soient M, N des catégories accessibles, stables par lim de type
®, et par lim de type V. Alors Homg (M, N) est accessible.
[page 376]
DEMONSTRATION. Soit 7, > 7y un cardinal utile pour M, 7 un cardinal ayant les pro-
priétés suivantes.

a) m > sup(m, cardréd M), ™ > mo.

b) 7™ = .

c) [ € dgUV = cardréd I < 7.

Soit C = M,, d'ot M =~ Ind,(C). Dans tous les cas envisagés, ¢ contient I’ensemble
des catégories essentiellement petites qui sont grandes devant my, a fortiori celles qui
sont grandes devant m, donc la catégorie Ho_mf}f s'interpréte comme une sous-catégorie
strictement pleine de

Hom(C,N) .

Si d’autre part @, désigne 'ensemble des I € ® telles que card I < 7, on trouve
Homg (M, N) ~ Homg (C,N),

et on applique 4.14.2.

1650n pourrait faire ici un énoncé qui englobe 4.14.4 en rajoutant un
d) ®4 formé des catégories grandes devant m,

et prendre ¢ de la forme de @1, Po, Py, P3, P35 U Py, P35 U Py, ou la réunion de ceux-ci et d’'un Pg.
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[page 377]
En particulier, on trouve :

Corollaire 4.14.6. Soient M, N deux catégories accessibles, supposons M stable par
petites lim (i.e. M est une catégorie paratopos). Alors la catégorie Hom (M, N) des
foncteurs f: M — N qui commutent aux petites lim est accessible. Si N est elle aussi
un paratopos, Hom,(M, N') est un paratopos.

DEMONSTRATION. La premiére assertion est le cas particulier de 4.14.5 relatif au cas ou
® = &y, ¥ = (). La deuxiéme assertion en résulte, puisque Hom, (M, N) est visiblement
stable par petites lim , donc ¢’est un paratopos étant accessible (4.8.9, page 207).

Corollaire 4.14.7. Soient ®, ¥, M comme dans 4.14.5. Alors pour toute catégorie ac-
cessible N, la catégorie

[page 378]

Homy (M°,N) ~ (Homg (M, N°))°

est accessible.

DEMONSTRATION. On procéde comme pour 4.14.5, pour expliciter
Homg (M, N°) =+ Homg (C,N°),

d’ou
Mi(Mow/\/’) — I—IO_HLI/W<C()7N) )

et on applique 4.14.2 4 C°, ¥, ®,.

Corollaire 4.14.8. Soient M et N deuz catégories paratopos. Alors

MERN ~ Hom'(M° N) (cf. 4.2 et 4.3)

est un paratopos.
En effet, en vertu de 4.14.7 (avec ® = &, [7], ¥ = (), c’est une catégorie accessible.
[page 379]

D’autre part, il est immédiat qu’elle est stable par petites lim , N I’étant. Donc on conclut
encore par 4.8.9 (page 207) que c’est une catégorie paratopos.

Corollaire 4.14.9. Soient M, N deux catégories paratopos, et Hom!(/\/l,/\f) la catégorie
des foncteurs M — N qui commutent auz petites lim . On a alors une équivalence de
catégories

Hom'(M,N) =~ Hom, (N, M)°
f > adjoint a gauche de f ,

! et par suite la catégorie opposée a Hom' (M, N) est accessible.

Cecl résulte du

Lemme 4.14.10 (pour mémoire). Soient M [unel catégorie pseudo-topos, f : M — N
un foncteur. Pour que f admette un adjoint o gauche (resp. a droite), il faut et il suffit
que f commute aux petites lim (resp. aux petites lim ).

Version 17 décembre 2025 143



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. XVIII, Edition des Universités de Montpellier II et Paris VII

[page 380]
Ceci équivaut au cas particulier :

Corollaire 4.14.11. Soit M un paratopos, et f un foncteur covariant (resp. contrava-
riant) de M dans Ens. Pour que f soit représentable, il faut et il suffit que f commute
auxr lim .

Ca a été vu — le cas des contrafoncteurs étant le plus évident (cf. 4.1 — il suffit que M
soit un paratopos, et méme que M admette une petite sous-catégorie pleine génératrice,
cf. SGA 41 8.12.7 (pour I"énoncé dual). Dans les cas d'un foncteur covariant, la difficulté
provient du fait que M n’admet pas forcément de petite sous-catégorie cogénératrice. Il
faut utiliser l'existence d’une filtration cardinale (généralisée), cf. loc. cit. 8.3.12.)

Aprés tous ces beaux corollaires, on est mir pour s’attaquer a la démonstration de 4.14.1!
[page 381]

DEMONSTRATION DE 4.14.1. On sait que M = Hom(C,N) est accessible (4.9.5, p.
220), et Ho_rnﬁf (C,N) est une sous-catégorie strictement pleine de cette catégorie. Il suffit
de prouver que c’est une sous-catégorie accessible dans M (4.13.1, p. 281). Pour tout
€= (I,p) € Ay, on a un foncteur

Le © M = Hom(C.N) — EI(N).

donné par
L¢(f) = fleche canonique lim fop(i) — fo(er) .
el

Je dis que le foncteur Lg est accessible. En effet, soit my un cardinal tel que A satisfasse
4 Ly, il en est donc de méme de M = Hom(C,N) et de FIN) ¥ Hom(A;, N), les
limites en question se calculent argument par argument. Je dis que L¢ est mg-accessible,
i.e. commute aux lim grandes devant m. Il suffit de voir qu’il en est ainsi des foncteurs
composés avec les foncteurs

FIN) == N

p
“source” et “but”, i.e. des foncteurs
f— lim fo(i) et fr— foler).
iel
[page 382]

Or le premier foncteur, f+—— lim fo(i), est le composé de
iel

f = fopr : Hom(C,N) — Hom(I,N)

(lequel commute aux lim qui sont représentables dans N, et en particulier aux lim
grandes devant 7g) et du foncteur

lim : Hom(I,N) — N,
I
qui lui aussi commute aux limites inductives représentables dans N, et en particulier a
celles grandes devant my. Quant au foncteur f — (fop)(er) = f(p(er)), il est clair qu’il
commute également aux lim représentables dans N, donc il est mp-accessible.
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Ceci posé, notons que

Hom, (C,N) = () Hom(C,N),
e
et que HomS(C ,N) est 'image inverse, par le foncteur accessible L précédent, de la sous-

catégorie strictement pleine Is(N) de FI(N) formée des isomorphismes dans N. Si on
prouve que cette derniére est accessible dans FI(N), il s’ensuit que

[page 383]

Hom,(C, ) est accessible dans M (4.3.31, page 350). Donc, ® étant petite, il s’ensuit
que Hom, (C,N) est accessible dans M (4.13.7, page 291).

On prouve de la méme facon que Hom"?(C, ) est accessible dans M = Hom(C, N). Ici,
on doit considérer les foncteurs

Lg + M =Hom(C,N) — FI(N)

définis par
L; = fléche canonique fp(e}) — lim fo(i) .
iel
Pour prouver que ce foncteur est accessible, on procéde comme tantdt, en prenant cepen-
dant 7y assez grand pour qu’on ait

I € V — cardréd I < 7.
N, est génératrice dans N.

Je dis qu’alors L’é est mp-accessible : en effet, en procédant comme tantot pour Lg, on est
ramené a voir que

lim Hom(/,N) — N
I

est m-accessible. Or cela est contenu dans SGA 4 1 9.8.
[page 384]
Alinsi, on a prouvé que les deux sous-catégories strictement pleines

Hom, (C,N),  Hom™(C,N\)

de M & Hom(C, N) sont accessibles dans M. Il en est donc de méme de leur intersection

(4.13.7)
Hom}*(C,N) = Hom, (C,N) N Hom"(C,N),

q.e.d.

Il reste a prouver le

Lemme 4.14.12. Soit N wune catégorie accessible. Alors la catégorie FI(N) “

Hom(A1,N) est accessible (4.9.5), et la sous-catégorie strictement pleine Is(N) for-
mée des fleches inversibles dans N est accessible dans FI(N). (Il en est de méme de la
sous-catégorie strictement pleine Mon(N') formée des monomorphismes dans N'.)

DEMONSTRATION. Soit C une petite sous-catégorie strictement génératrice de \V, et consi-
dérons la petite famille des foncteurs

h, = (yr~Hom(x,y)) : N — Ens,
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[page 385]

d’otut des foncteurs
F(he) : FI(N) — Fl(Ens) .

Pour qu’une fleche u : y —» 2z dans A soit isomorphe (resp. monomorphe), il faut et il
suffit que pour tout z € ObC, h,(u) le soit. Ainsi, Is(N) (resp. Mon(N)) apparait comme
I'intersection des images inverses, par les foncteurs Fl(h¢) ci-dessus, de la sous-catégorie
Is(Ens) (resp. Mon(Ens)) de Fl(Ens). Cela nous raméne au cas ou N = (Ens). Mais si
C désigne la sous-catégorie strictement pleine de Ens formée des ensembles finis, ceux-
ci forment une famille strictement génératrice formée d’objets de présentation finie, et
comme Ens est stable par petites lim , donc par lim filtrantes, il s’ensuit qu’on a

(%) Ind(C) — (Ens) ,
d’otr aussitot (SGA 4 1 8.8.5, p. 104)

[page 386]

(%) Ind(F1(C)) —» Fl(Ens) .

Donc le résultat d’accessibilité voulu résulte des deux lemmes suivants :

Lemme 4.14.13. L’équivalence (x) précédente induit des équivalences
Ind(Is(C)) = Is(Ens)
Ind(Mon(C)) -+ Mon(Ens)
(o C = (Ensf) est la sous-catégorie pleine de (Ens) formée des ensembles finis.)

Lemme 4.14.14 (*%%). Soit C une catégorie équivalente a une petite catégorie. Alors :

a) M & Ind(C) est une catégorie accessible.

b) Pour toute sous-catégorie pleine D dans C, 'image essentielle de Ind D dans M =
Ind(C) est une sous-catégorie L-accessible dans M.
DEMONSTRATION des deux lemmes immédiate et “laissée au lecteur”. Le b) dans 4.14.14
provient du fait que le foncteur Ind(D) — Ind(C) provenant d'un foncteur D —C (ici
un

[page 387]

foncteur d’inclusion) est un L-foncteur (i.e. commute aux petites lim filtrantes), et a
fortiori est accessible (et méme Ng-accessible).

4.14.15. On ne peut s’empécher de se demander si pour N accessible, la sous-catégorie
strictement pleine @(N ) dans F1(N), formée des épimorphismes dans N, est accessible
dans V. 1l est immédiat que si N satisfait a Ly,, alors Ep(A\) est stable dans FI(N) par
les lim de type Ly, a fortiori par facteurs directs. Elle aurait donc da mal a ne pas étre
accessible dans FI(N'). Notons quand méme :

Corollaire 4.14.15.1 (de 4.14.13). Soit N' une catégorie accessible stable par sommes
amalgamées y 11, z (*7). Alors Ep(N) est une sous-catégorie accessible dans F1(N).

166N.B. A équivalence prés, on trouve les catégories accessibles M stables par petites lim filtrantes,
et telles que M, (sous-catégorie des objets de présentation finie) soit strictement génératrice.
167 Je suis presque sir que cette hypothése est superflue. Comparer page 390.
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[page 388]

Considérons en effet le foncteur
v : FIWV) — FLWN)

codiay
(x—y) — YU,y ———y).

Ce foncteur commute aux types de lim qui sont représentables dans N, en particulier,
il est accessible. D’autre part, Ep(N) est 'image inverse par v de la sous-catégorie stric-

tement pleine Is(N) de FI(N). Donc le corollaire résulte du fait que par 4.14.13 cette
derniére est accessible dans F1(N).

4.14.16. Je présume que 4.14.1 reste valable sans supposer N stable par les lim de type
® et par les Jim de type W. Si on a une essentiellement petite catégorie I, la question est
de savoir si la sous-catégorie strictement pleine Hom (1o, N') de Hom(/,, N'), formée des
foncteurs satisfaisant

[page 389]

la condition a) de 4.14.1, est accessible dans Hom(I,, ), et de méme pour Hom" (,1, V).
Pour ce deuxiéme cas, ¢a a 'air OK, car si C est une petite sous-catégorie strictement
génératrice de N, et si pour tout z € Ob [C] on considére encore le foncteur

hy : N — Ens,

d’ou B

h, : Hom(sI,N) — Hom(.I,Ens) ,
on voit que Hom"(,7, V) est lintersection des images inverses des sous-catégories
Hom"(,7, Ens) de Hom(,/, Ens). Donc ces derniéres étant accessibles dans Hom(,, Ens),
par 4.14.1 ((Ens) étant stable par petites lim ), il s’ensuit bien que Hom" (,I, ) Dest
dans Hom(.I, ), q.e.d.
Le cas de Hom (/,, V') dans Hom(/,, ') semble plus délicat, dans le cas ou

[page 390]

/ N

I=oe , donc 1 ,

N NS

si I'énoncé envisagé est vrai, on en conclura que Ep(N) est accessible dans F1(N), pour
toute catégorie accessible, car c’est I'image inverse de Hom (I,, N) par le foncteur cano-
nique (accessible)

FIN) — Hom(l,, A

v N

z Y

N S
Y

u

(r—y) +—
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C’est dire que la généralisation envisagée de 4.14.1 n’est pas oiseuse, mais est sans doute
utile.

[page 391]

Théoréme 4.14.17 (168). Soit p : € — C un foncteur cofibrant ou fibrant, avec C essen-
tiellement petite (i.e. équivalente a une petite catégorie), et tel que les catégories fibres
soient accessibles, et les foncteurs cochangement de base (cas cofibrant) ou de change-
ment de base (cas fibrant) associés aux fleches u de C soient accessibles. Alors la catégorie
T'(£/C) des sections de € surC est accessible, et pour tout s € ObC, le foncteur “évaluation
en s”es : L(E)C) — & est accessible.

Corollaire 4.14.18. Soit g un cardinal infini tel que les catégories fibres satisfassent la
condition Ly, et que les foncteurs cochangement de base (resp. changement de base) entre
icelles satisfassent également L. (Un tel my existe.)

@ Alors M =L(£/C) satisfait la condition L, , et les foncteurs e, aussi, i.e. les lim
grandes devant o dans L'(E/C) se calculent argument par argument.

@ Soit un cardinal © > sup(mo,cardrédC). Pour qu’un objet f de M appartienne
def

a My, il suffit que V s € ObC, f(s) = es(x) [plutdt e4(f)] soit dans Es,.
(Comparer 4.5.8, page 119.)

@ Supposons piy choisi de fagon
[page 392]

a satisfaire les conditions supplémentaires suivantes : my est utile pour M =L (E/C),
et pour chacune des catégories fibres E (s € ObC) (un tel my existe). Soit

m = sup(mg, cardréd C, cardréd M,,) .

Alors pour tout cardinal m > m et tel que 7™ =7, on a

sous-catégorie strictement pleine de M formée des [ €
M, = Ob M telles que f(s) € Ob&, V s € S [plutdt s €
Ob (1.

Si de plus 7 est choisi tel qu’on ait

m > sup cardréd &, ,
s€0bC

alors la sous-catégorie strictement pleine E(m) de & telle que Ob E(m) = U,cone Ob Esn
est une sous-catégorie C-cofibrée (resp. C-fibrée) de £, et on a

L(E/C)r «= L(E(m)/C),
donc (m étant utile pour £€) on a une équivalence de catégories

L(&/C) <= Ind(L(E(m)/C)) -

168Cf. généralisation dans [1e] théoréme page 422, th. 4.14.26.
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[page 393]

Toutes ces assertions se prouvent facilement dans I'ordre ot elles sont données, en utilisant
4.14.17 et les résultats généraux déja prouvés. Bien siir, on peut commencer par remplacer
C par une sous-catégorie réduite Cy équivalente et € par & = £|C [plutdt £|Cy], de fagon
a se réduire (dans b) et ¢)) au cas ot cardC < 7.

Corollaire 4.14.19. Sous les conditions de 4.14.17, la sous-catégorie L', ... (E/C) de M =
T'(E/C) (cas p cofibrant), resp. la sous-catégorie L', (E/C) (cas p fibrant) est accessible
dans M, donc accessible et le foncteur d’inclusion [est] accessible.

(N.B. Ces deux catégories sont strictement pleines dans I'(£/C), donc Iassertion qu’elles
solent accessibles dans celle-ci éguivaut a la derniére assertion.)

DEMONSTRATION DE 4.14.19. On peut supposer C réduite, donc petite. Considérons le
cas ol p est cofibrant. Pour toute fleche A : s — ¢ dans C, considérons le foncteur

er 2 M — FI(&)
défini par
[page 394]

oa(f) = L(F(s) T fet)

C’est un foncteur accessible, car son composé avec les foncteurs source et but sont les
foncteurs \.e, et g, donc accessibles, e, €; et A, étant accessibles. Considérons la sous-
catégorie strictement pleine

Is(&) C FI(&),

on sait qu’elle est accessible dans F1(&;) (4.14.12). Donc son image inverse par ¢, est
accessible dans M, et par suite aussi

Lo(€/C) = [ o' (&)

A€Ob(C

comme intersection d’une petite famille de sous-catégories accessibles dans M, q.e.d. Le
cas ou p est fibrant se traite de fagon similaire, en introduisant les foncteurs

Uy M=T(E/C) — FI(E,)
donnés par

() = (F&) N r))
[page 395]

Corollaire 4.14.20. Soit my un cardinal infini choisi comme dans 4.14.18 a).

(@) Alors Me = Lo (E/C) (resp. M = Loyy) est Lyy-stable dans M = L(£/C), ou
ce qui revient au méme (comme elle est strictement pleine), elle satisfait Ly, et le
foncteur d’inclusion satisfait @ Ly,. Les lim grandes devant my dans cette catégorie
se calculent argument par argument.

@ Pour tout cardinal m > my, tout objet de M. qui est w-accessible dans M [’est
(tautologiquement) dans M.. Si m > sup(mg, cardréd C), alors (par 4.14.18 b) tout
objet f de M. tel que f(s) € Ob&s, ¥V s € S [plutdt s € Ob (] est dans M, et
dans M. .
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@ Supposons my choisi comme dans 4.14.18 ¢, et que de plus M. soit my-accessible dans
M. (Un tel my existe.) On a donc, pour m > m = sup(mo, cardréd C, card réd M,,)
tel que 7™ =T,

Sous-catégorie strictement pleine de M. formée des f
Mo)r = MOM, =

(M) telles que f(s) € Ob&, Vs € ObC.

[page 396]

Si de plus 7 est choisi tel qu’on ait ™ > sup,cop, e cardréd &, , alors

Mcﬂ' -~ Ecocart(é‘(ﬂ-)/c)
resp. Mer <= L (E(m)/C),

donc (m étant utile pour M. ) une équivalence de catégories

Ecocart(‘g/c) ~ Indﬂ' (Ecocart (6 (ﬂ)/C))
resp. Lo (E/C) == Indg(Leari(E(m)/C)).

DEMONSTRATION. Tout est clair dans 'ordre ou c’est donné en utilisant les deux corol-
laires précédents.

Corollaire 4.14.21. Considérons un diagramme de foncteurs
51 P11 P2 82
(%) NS
50 )

les catégories et les foncteurs étant accessibles.

[page 397]

a) Le produit 2-fibré
2
My = & xg &
est accessible, et les foncteurs canoniques M — &, M — &y sont accessibles.
b) (169). La catégorie M des triples (1,12, u) avec £, € Ob &y, x5 € Ob &y, et
u : pi(r1) — pa(2) ,

est accessible, et les foncteurs canoniques M — &, M — &5 sont accessibles.
¢) La sous-catégorie strictement pleine My de M est accessible dans M.
DEMONSTRATION. Soit C la catégorie

1 2
N
Oa

et & la catégorie cofibrée sur C définie par le diagramme (x). On est sous les conditions
de 4.14.17. La catégorie I' = I'(£/C) s’interpréte

169Ceci est contenu dans 4.14.22.1 ci-dessus (p. 406), appliqué a Il = & x &y, I = &, et F, G : 11 1T
donnés par F' = p; o pr; et G = py o pry. D’autre part, a) et ¢) résultent facilement de b).
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[page 398]

comme la catégorie des quintuplets (zg,x1, z2,uq, uz), avec x; € Ob & pour i € {0,1,2},
et uy,ug € F1E&,

p1($1) u

L s pa(x2)
(*%) NS

En vertu de 4.14.18, cette catégorie [' est accessible. La catégorie M est équivalente &
la sous-catégorie strictement pleine I'y de I', formée des quintuplets pour lesquels on a
ug € Is&y. On a en effet des foncteurs quasi-inverses I'un de 'autre

M > I,
B
donnés par
a(xy,xe,u) = (pQ(ZL’Q),.fCl,IQ,U,idp2(x2)>
ﬁ($0a$1>$2,u1,u2) = (351,5172,u2_1u1) ,
on a alors
ﬁa = ldM

Oéﬁ — idpl .
D’autre part, I'; est évidemment accessible dans M, comme image inverse de Is(&y) (qui
[page 399]

est accessible dans F1(&) par le foncteur accessible
I — Fl(&)

donné par (xy,z1,x9, us, us) — ug. Cela prouve que M, qui est équivalente a I'j, est
également accessible, et I'accessibilité du foncteur canonique M — &; (i € {1,2}) résulte
de celle de I' — &;, impliquant celle du composé I'; . ['— &;. Cela prouve donc b).
Pour prouver a), il suffit de voir que M est accessible dans M, or c¢’est encore I'image
inverse de Is(&y) C F1(&) par le foncteur accessible canonique

M — ﬂ(g()) )

donc M est bien accessible dans M, comme image inverse d’une sous-catégorie accessible
dans F1(E). On peut d’ailleurs aussi interpréter M, a équivalence de catégories pres,
comme

[page 400]

MO ZE 8/C>7

Cocart(

les foncteurs canoniques My —&; (i € {0,1}) s’interprétant comme des foncteurs éva-
luation, ce qui donne a) directement, comme cas particulier de 4.14.19.
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4.14.22. DEMONSTRATION DE 4.14.17. Le cas ou p est cofibrant a déja été démontré
(th. 4.10.8, p. 263). Nous allons voir que le cas ou p est fibrant se raméne au théoréme
précédent (dans un cas trés particulier), en utilisant & fond les résultats généraux sur
les parties accessibles d'une catégorie accessible. Notons que les assertions a) et b) du
corollaire 4.14.18 se prouvent de fagon AQT [&ne qui trotte] sans avoir a faire appel
4 4.14.17. Le a) implique déja que les foncteurs évaluation e, : M — & sont accessibles.
Il reste donc a prouver

[page 401]

que M =T'(E/C) est accessible, dans le cas ou p est fibrant. On supposera de plus que C
est petite (quitte a remplacer C par une petite sous-catégorie pleine équivalente).

Soient
II = HsEOngS

I = HAeFlcgs(/\)’

ot s(A) désigne la source s de la fleche A : s —t dans C. II, II" sont des catégories
accessibles, comme (petits) produits de catégories accessibles. (Cas particulier trivial de
4.10.8, pour une catégorie d’indices discréte.) On va définir deux foncteurs
F
n—1r
G
en définissant pour tout A : s — to dans FIC deux foncteurs

[page 402]
’ Py
25 &oy=s
F\ = pr, projection de I = [], &, sur le facteur &, (70 171)
Gy = Apr,, composé Il e X Eso 7
[plutdét A*pr, resp. II Py Et X Esol

\

Soit f € M =TL(E/C), alors pour tout A € FIC, f définit une fleche

an(f) = fis) T )
~—~ —
= Fx(<(F)) = Gx(e(f))

fonctorielle en f. On a un foncteur
e = (&s)seobc + M — 11,
et pour tout A € F1C un homomorphisme fonctoriel
ay @ F\oe — Gyoe,
d’ott un homomorphisme fonctoriel
a = (ax)repic : Foe — Goe.

Soit alors M’ la catégorie suivante :

170T] est immeédiat que les Fy, Gy, donc F et G, sont des foncteurs accessibles.
ITIN.B. On suppose choisi pour tout A € F1C un foncteur image inverse \* : & — &,. On suppose que
si A est une fleche identique, ids, [on] choisit A* = idg,.
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[page 403]
M’ = catégorie des couples (X, u), avec X dans
ObIl, et u : F(X)— G(X) une fleche dans
IT.

L’homomorphisme fonctoriel a : F' o e — G o ¢ définit un foncteur
M — M,

et il est immédiat que ce foncteur est pleinement fidéle. En fait, la catégorie M’ est
isomorphe a la catégorie formée des couples (fy, f1) de deux applications

fo: ObC — Ob& s +— fo(s)
fii FIC — FIE A — fi(\)

de telle facon que f; et fy soient compatibles avec les applications source et but, i.e.
qu’ils définissent un homomorphisme de diagrammes f : diagC —diag&, et que cet
homomorphisme soit inverse a droit de diag(p) : diag & — diagC.

[page 404]

Le foncteur précédent M .~ M’ g'interpréte comme le foncteur qui associe a toute
sections f de & sur C, le morphisme de diagrammes correspondant. C’est donc I'inclusion
d’une sous-catégorie strictement pleine de M’. Donc pour prouver que M est accessible,
il suffit de prouver :

a) M’ est accessible.
b) M est accessible dans M’.

Prouvons d’abord b) (en admettant a). La sous-catégorie M de M’ est définie par deux
types des conditions, sur un objet f = (fo, f1) de M’ :

1O> Vse ObC, fl(lds) = idfo(s)'

. A
2°) Sis—t 2, w sont deux fléches composables dans C, alors

fi(uA) = fi(p) fi(N) .

Ces conditions s’explicitent l'une et [1’autre par] l’égalité d’une double-fleche dans &;,

[page 405]
savoir .
f1(ids)
o(s) == fols)
id g (s)
dans le cas 1°), et
fi(pA)’ .
fo(s) ——— (wA)*(fo(u))

(fr(m) fr(N))°

dans le cas 2°). Dans l'un et l'autre cas, on a un foncteur

M R Hom(T,E,)
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dans la catégorie des double-fleches de & (I désignant la catégorie double-fleche type

0 —x 1), foncteur qui est (trivialement) accessible. Soit alors [ —+ A, le foncteur cano-
nique, et
Hom(Aq, &) -~ Hom(I, &)
—_—
~ FI(&s)
le foncteur u+——u o7, qui est un foncteur strictement pleine fidéle, ayant comme image

la sous-catégorie des double-fléches (u, v) telles que v = v. Comme le foncteur d’inclusion
est accessible et Hom(A, &) et Hom(7, &) accessibles

[page 406]

(cas particulier de 4.14.1, ou aussi de 4.10.8!), on voit que la sous-catégorie strictement
pleine de Hom(7, &) des double-fleches égalisées dans &, est accessible dans Hom(7, &).
Donc, son image inverse dans M’ est accessible. Donc 'intersection de ces images inverses
pour s € ObC et (A, u) € Flo(C) variables, l'est également (C étant petite).

Donc tout revient & prouver que M’ est accessible, ce qui est contenu dans le

Lemme 4.14.22.1. Soient II, II' deux catégories accessibles, F,G : 11 —1I' deux
foncteurs accessibles, et M’ la catégorie des couples (X,u), avec X € ObII et u :
F(z) — G(z) une fleche de I'. Alors M’ est accessible, et le foncteur canonique M' —» 11
est accessible.

DEMONSTRATION DU LEMME. La donnée de II, I, F', G définit une catégorie cofibrée
F sur la catégorie I = (0 — 1)

[page 407]

précédente. La catégorie I'(F/I) s'interpréte, a isomorphisme prés, comme la catégorie
des triples (x,u,v) avec x € ObIl, 2/ € ObIl’, et u et v des fleches

N

dans IT'. La catégorie M’ est équivalente a la sous-catégorie strictement pleine de I'(F /1),
formée des triples (z,u,v) tels que v soit un isomorphisme, i.e. a la sous-catégorie de
I'(F/I), image inverse de Is(Il") par le foncteur (z,u,v)— v,

L(F/1) — EIIT') .
Or par 4.10.8, I'(F/I) est accessible, et le foncteur précédent est bien str accessible. Enfin,
par 4.14.12,
[page 408]

Is(IT") est accessible dans la catégorie accessible F1(IT'). Donc son image inverse M’ dans
IL(F/I) est accessible dans ['(F /1), donc accessible. Donc il en est de méme de la catégorie
équivalente, q.e.d.

Ainsi, grace aux résultats généraux sur les parties accessibles des catégories accessibles,
le théoréme 4.14.17, dans le cas ou p est fibrant, est ramené aux cas cofibrant, dans le cas
trés particulier ou la catégorie d’'indices est I = (0 = 1). On pourrait d’ailleurs faire une
réduction similaire dans le cas ol p est cofibrant, par une démonstration pratiquement
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identique. En d’autres termes, le théoréme 4.10.8 se raméne au cas ou la catégorie d’in-
dices est [ = (0—x1). Mais je suspecte que la démonstration du théoréme dans ce cas
particulier, n’est pas essentiellement plus simple que dans le cas général.

[page 409]

4.14.23. On peut se demander de trouver un énoncé assurant I’accessibilité d’une catégorie
I'(£/C), qui coiffe les deux cas envisagés dans 4.14.17. Voici ce que je peux proposer. Je
vais faire ’hypothése suivante sur les foncteur p : £ —C (en plus de celle que C soit
essentiellement petite) :

H) Pour tout A € F1C, la catégorie £, = & X¢ (Ay,iy), ot iy : Ay —C est le foncteur
défini par A, est accessible, et le foncteur canonique &y —2» A, est accessible.

Notons que si A : s —t dans C est tel que &£, et p, soient accessibles, alors & et &
sont accessible, car isomorphes aux catégories image inverse par py : £, — A; des sous-
catégories {0} resp. {1} de Ay, lesquelles sont accessibles dans la catégorie accessible Ay,
donc

[page 410]

&y, et &\, sont accessibles dans &), donc sont accessibles, donc aussi & et &. Ainsi,
I'hypothése H) implique que les catégories fibres sont accessibles. Notons de plus :

Lemme 4.14.23.1. Supposons que p : € —C soit cofibrant ou fibrant, et soit (A :

s—1) € FI(C). Pour que &, soil accessible et Ey —> Ay accessible, il faut et il suffit
que &, & soient accessibles et N\, 1 E— & resp. \* 1 & — &, soit un foncteur acces-
sible.

DEMONSTRATION. On peut supposer que C = Aj, et que & est la catégorie cofibrée (resp.
fibrée) sur A; définie par un foncteur ¢ : & — & (resp. ¢ : & — &), et & montrer que
E et p: &E— A sont accessibles si et seulement si & et & et ¢ (resp. 1) le sont.

[page 411]

Prouvons le “il faut”. On a déja vu que si &€, p sont accessibles, & et & sont accessibles
dans &, donc accessibles, et les foncteurs d’inclusion

& - &€ &

accessibles. Dire que p est cofibrant (resp. fibrant) signifie que le foncteur d’inclusion
& C & admet un adjoint a droite @ (resp. que le foncteur & C— & admet un ad-

joint & gauche Z/N}) Alors ¢ (resp. ©) est le composé & — & £>51 (resp. le composé
&L & i»:c"l) Donc pour prouver que ¢ (resp. ¥) est accessible, il suffit de prouver
que @ (resp. 1) 'est. Cela est un cas particulier du

F
Lemme 4.14.23.2. Soient £, £ deux catégories accessibles (17), et £ ==& un couple
de foncteurs adjoints entre £ et E'. Alors F' et G sont accessibles. “
[page 412]

En effet, I est accessible, car il commute aux petites lim quelconques, a fortiori il satisfait
L., (ou m est tel que &, £ satisfassent L,,). Prouvons que G est accessible. Si S est un

I2N.B. 1l suffit que £ admette une petite sous-catégorie génératrice, et que les objets de & soient
accessibles.
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petit ensemble d’éléments générateur dans £, de sorte que la petite famille des foncteurs
he = (v+——Homg(§,2)) : € — Ens

est conservative, pour prouver que G est accessible, il suffit de prouver que les he 0 G
(€€ S cCObé&) le sont. Or

L¢ 0o G(2') = Hom(¢,G(2")) ~ Homg (F(§),2'),
et comme F(§) est un objet accessible de &', le foncteur
'+ (Lg o G)(2') ~ Homg (F(§),2")

est bien accessible, q.e.d.

Cela prouve le “il faut” dans 4.14.23.1. Prouvons le “il suffit”, i.e. supposons &, & acces-
sibles, et ¢ (resp. ¥) accessible.

[page 413]

Dans les deux cas, & est un ouvert de &, & est le fermé complémentaire, et £ est la
catégorie ‘“recollée” a 'aide du bifoncteur

H : & x& — Ens
donné par
H(zg,z1) = Hom(p(zg),x1)
resp.
H(zg,21) = Hom(zo, ¢ (21)),
suivant qu’on est dans le cas p cofibrant ou p fibrant. On va utiliser la

Proposition 4.14.24 (173). Soit £ une catégorie, & une sous-catégorie ouverte, & la
sous-catégorie fermée complémentaire. Conditions équivalentes :

a) & est accessible, et € — Ay (de fibres &y, £1) est accessible.
b) & est accessible, et &, € sont accessibles dans & .

c) &, &1 sont accessibles, et pour tout xo € Ob &y, le foncteur
x1 — Homg(zg,21) : & — Ens
[page 414]
est accessible, et il existe w tel que pour tout x1 € Ob &y, le foncteur
zo — Homg(zo,21)° @ & — (Ens)°

soit m-accessible.

173¢f. énoncés plus généraux et démonstration sympathique, 4.15.1 et 4.15.4 (p. 425, 432).
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Admettons ce lemme [plutét cette proposition], achevons la démonstration de
4.14.23.1. On suppose &y, &; et ¢ (resp. 1) accessibles, on veut prouver la condition a) de
4.14.23.3. Pour ceci, il suffit de prouver la condition c¢). Or on a, dans le cas p cofibrant,

Homg(xo,xl) = Homgl(gp(xo),a:l),

c’est bien accessible en 1, puisque &; est accessible, et m-accessible en xg si ¢ 1’est, comme
composé de ¢ avec & — Ens, Hom(—, z), qui l'est. Dans le cas p fibrant, on a

Homg (29, x1) =~ Homg,(xq, ¥(x1)) ,

c’est accessible en x7, comme le composé du foncteur accessible 1 : & — &y, et du
foncteur également accessible Hom(zg, —) : & — Ens, qui est m-accessible en zy tautolo-
giquement.

Pour achever la démonstration de 4.14.23.1, il reste donc a prouver la proposition 4.14.24.

On a déja noté qu’'on a a = b, et b = ¢ clair, puisque le foncteur envisagé £ — Ens
incl. Homg (z0,—)

est le composé & . &£ Ens, est accessible comme composé de deux
[page 415]
foncteurs accessibles. Reste donc & prouver ¢ = a. Soit donc 7y un cardinal utile pour
&, et tel que les foncteurs
g — H(xg,z1) : & — Ens®

soient mg-accessibles, soit 7 un cardinal > sup(m, cardréd &y ,) tel que 7™ = 7 (donc
utile pour &), utile pour &;, et tel que les foncteurs

1 — H(xg,21) : & — Ens

soient m-accessibles, pour zg € Ob &y ,,. Soit £(7) la sous-catégorie strictement pleine de
&, telle que

Ob&(r) = Ob&UOb& .
Je dis que

1°) & satisfait a L., et & et & sont stables dans £ sous L,, les foncteurs & — &,
& — &, & — A, satisfont L, (1™).

2°) E(m) = &, (d’on un foncteur pleinement fidele
Ind.(E(m)) — & ).

3°) Ledit foncteur est essentiellement surjectif,
[page 416]
donc une équivalence de catégories.

Notons que 2°) et 3°) impliquent que & est accessible, et 1°) que &€ — A; est accessible,
d’on la condition a) du lemme qu’il s’agit d’établir. Donc tout revient a prouver les 1°,
2°, 3° ci-dessus.

174] suffit que & et &; satisfassent Ly, et que

xg — H(zo,71) : & — Ens®

satisfasse L, Vo € Ob¢&.
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1°) Comme &; est fermée dans &, il est clair que £ est stable par toutes lim représentables
dans &, et plus précisément, que pour un foncteur I — &, sa limite inductive dans &;
existe si et seulement si elle existe dans &, et les deux sont isomorphes. Supposons [
grande devant 7, et soit ¢ : [ — &, i+ ;. Distinguons deux cas.

a) ¢ prend ses valeurs dans &. Soit 7 sa limite inductive dans &. Je dis que c’est aussi
une limite inductive dans £. Il faut prouver que pour z; € Ob &, la fléche
Homg(xg,x1) — lim Homeg(x;, x1)
i€l
est isomorphe. Or c’est le cas

[page 417]

par hypothése sur ,
§—H(E z1) : & — (Ens)®

satisfait & L, pour tout x; dans Ob&;.

b) ¢ ne se factorise pas par &y, i.e. ig € Ob I avec ¢(ig) € Ob&;. Alors on a ¢(i) € Ob&;
pour tout i € Ob I[ig], ou I[ip] désigne la sous-catégorie strictement pleine de I formée
des 7 tels que 7 > 7y. Cette catégorie est cofinale dans I, donc grande devant = comme I,

et pour que lim z; existe, il faut et il suffit que lim x; existe, ce qui est le cas d’aprés les
I Ifio]
cas a) déja traité.

Cela prouve donc en méme temps que £ satisfait a L, et que & et & sont L,-stables. La
démonstration montre en méme temps que le foncteur p : £ — A, satisfait a L.

2°) De ceci résulte aussitot que &, C (). Prouvons qu’on a aussi
E(m) C &,

et distinguons encore deux cas, pour
[page 418]

x € Ob E(m), suivant que z est dans &, ou & . S’il est dans &, pour prouver que

(%) Home (z, lim y;) <= lim Home(z, y;)
\/_/ i
Yy

(pour un systéme inductif (y;);c; dans € grand devant =), si les y; sont dans &, donc
y € &, alors les deux membres sont vides, et c’est OK. Sinon, on peut supposer (quitte
a remplacer I par un I[ig]) que les z; sont dans &, et alors c’est OK aussi, puisque y est
aussi la lim dans &, d’aprés 1°).

Si x est dans &y, alors (x) est clair si les y; sont dans &. Sinon, on peut supposer encore
que les y; sont dans &, et (x) s’écrit

~

H(z, lim y;) <= lim H(z,y;) ,

pour x € Ob &y, les y; dans &, I grande devant . En d’autres termes, il faut prouver
que le foncteur
1 H([L’(),Zfl) : 51 — Ens
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[page 419]

est m-accessible, quand xg est dans & . Or par hypothése sur , il est m-accessible si zg
est dans & ,. Mais si x est dans &, on aura

I grande devant g,

To = l}m_ o les zp; dans &Eyn,
el card I <7

(car mp est utile pour & par hypotheése, et 7 satisfait 7™ = 7 > cardréd &,,). Comme
xg — H(zg, 1) : & — Ens satisfait a L,,, pour tout z; dans &, on aura donc

icl
(ou pour zo dans &, H(x) désigne le foncteur x; — H(zg, 1) : €& — (Ens)). Comme
les foncteurs H(xg;) sont m-accessibles, et card I < 7, il s’ensuit que leur lim H(xg) est
m-accessible (SGA 4 19.6 (ii)). Cela achéve de prouver donc 2°). I

3°). Pour prouver que Ind,(£(7)) — £ est essentiellement surjectif, il suffit de voir que
tout z € Ob &, et tout x € Ob &,

[page 420]

est dans I'image essentielle. Or cela résulte de ’hypothése que 7 est utile pour & et &,
et de 1°) qui implique que & — £ et & — & satisfont L.

Cela achéve de prouver la proposition 4.14.24, et de méme le résultat suivant, plus précis
que l'implication ¢) = a).

Corollaire 4.14.25. Soient £ une catégorie, & une sous-catégorie ouverte, & la sous-
catégorie fermée complémentaire,

H = ((xg,z1)— Homg(zg,21)) : & x & — Ens

le foncteur recollement.

1°) Soit ™ un cardinal infini. Pour ce que £ et & satisfassent a Ly, et le foncteur
d’inclusion & C— & itou, il faut et il suffit que &y satisfasse a L., et que pour tout
x1 dans &1, le foncteur xo+—— H(zo,x1) : & — Ens® satisfasse a L. Alors & et
& . & satisfont aussi a Ly,

[page 421]

et on a

£ C &(n) déf  sous-catégorie strictement pleine de & telle que

Ob&(m) = Ob&r UOb &, 5.

2°) Supposons que la condition c) de 4.14.24 soit satisfaite, et soit mo un cardinal infini
tel que my soit utile pour &, et que les foncteurs xo+—— H(xg,x1) : E —» Ens®
définis par les x1 € Ob &, sotent my-accessibles. Soit m un cardinal tel que 1™ =7 >
sup(mo, cardréd &, ), et tel que pour tout xy € Ob &, le foncteur x4 — H(xg, 1) :
&, — Ens soit w-accessible. Alors on a
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3°) Simy et ™ sont comme dans 2°), et si de plus 7 est utile pour &, alors w est utile
pour €, donc (en vertu de 2°)
E = Ind,(E(m)) .
Nous pouvons maintenant énoncer la généralisation cherchée de 4.14.17 :
[page 422]

Théoréme 4.14.26 (généralisation de 4.14.13). Soit p : € —C un foncteur, avec C
petite. On suppose que p satisfait a l’hypothese H) de la page 409, qui équivaut (moyennant
4.14.24) a la suivante :

H') ¥ s € ObC, la catégorie fibre Es est accessible, et pour tout \ : s —t dans F1C, le
foncteur

Hy:&x& — Ens
(xo,21) +— Homy(zg,x1)
satisfait les deux conditions suivantes :

a) ¥ zg € ObE°

s’

x> Hy(x0,21) : & — Ens est accessible.

b) Il existe un cardinal infini 7y, tel que pour tout xy € Ob&;, le foncteur xyr—»
Hy(xg,x1) : Es— (Ens)® soit my-accessible.
Ceci posé, la catégorie L'(E/C) des sections de € sur C est accessible, et les foncteurs
gs: L(E/C) — &, sont accessibles. On peut préciser de fagon similaire a 4.14.18 (énoncé
en forme laissé au lecteur).

[page 423]

DEMONSTRATION de 4.14.26. Elle se fait exactement comme celle de 4.14.17 (p. 400 ff.),
mais est conceptuellement plus simple. On suppose C petite, et on introduit les catégories

m= 1] &. = J] &.

s€0bC A€ FIC
ou
g)\ = & Xe (Al,i)\) s
et les deux foncteurs canoniques -
n—1r

de composantes

oll pour A :s—t, on pose

P L S - N S
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[page 424]

On désigne par M’ la catégorie

M’ = catégorie des couples (X, u), avec
X € ObIl, u: F(x) — G(x),

qui est constructible par 4.14.22.1 est accessible (car II et 7’ et les foncteurs F' et G le
sont, par ’hypothése H) faite sur p). On peut U'interpréter comme la catégorie des sections
de Diag(€) sur Diag(C). On a un foncteur strictement pleinement fidéle

M E e o M,

qui permet d’interpréter M comme une sous-catégorie strictement pleine de M’. On voit
alors comme dans le cas de 4.14.17 que cette sous-catégorie est accessible dans M’ — c’est
essentiellement sorital. Il s’ensuit que M est accessible et que les foncteurs M — &, le
sont aussi, comme composés de

acc. acc. acc.

MC—>MIC—> HL’857

q.e.d.

[page 425]

4.15 Catégorie accessible sur une autre

Proposition 4.15.1. Soit f : £€—C un foncteur avec C petite. On suppose de plus
satisfaite la condition H (p. 409), qu’on explicite ici sous la forme équivalente H' :

H 1) Pour tout s € ObC, &, est accessible.

H 2) Pour toute A € FIC, A\ : s—t, existe un cardinal infini mw, tel que pour tout
x1 € Ob &, le foncteur

xg — Homy(zg, 1) : & — (Ens)°

est mx-accessible (€5 satisfaisant de plus a Ly, ).

H 8) Pour toute A € FIC, X\ : s —t, et pour tout xo € Ob &, le foncteur
x1 +— Homy(zg,x1) : & — (Ens)

est accessible.

Alors les foncteurs d’inclusion iy : £, — & sont accessibles. De plus, si C “est sans pro-
jecteurs” (i.e. si tout endomorphisme p d’un objet s de C tel que p* = p, est l'identité),
alors & est accessible, et f: £ —C est accessible.

Cela résulte du résultat plus précis :
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[page 426]
Corollaire 4.15.2 (17). Les hypothéses sur f: € —C sont celles de 4.15.1 (C petite, et
f satisfait H = H 1) 2) 3)).

a) Soit s € ObC et soit 1 un cardinal infini tel que pour toute X : s —t (fleche de

C de source t), on ait T > 7y (ot w\ est défini dans l’énoncé de H 2). Alors le
foncteur iy : £, — & est m-accessible.

b) On suppose C sans projecteurs. Soit w1 un cardinal > sup(my,cardC). Alors € sa-
tisfait Ly, et f : £ —C est m-accessible.

c) Supposons encore que C soit sans projecteurs (p.ex. une catégorie “rigide”, p.ex. une
catégorie préordonnée). Soient my, m des cardinauz tels que :

Vs € ObC, m est utile pour & (un tel my existe grice a H 1 et au fait que C,
donc ObC petits).

71 = sup(mp, card C, supyecpi¢ T, SUPcop e card réd Es ).
VA € FIC, et xy € Ob&; 4, le foncteur Hy(xg) de H 3, x1+—— Hom,(xg,x1) :

& — Ens est w1 -accessible.
Soit m un cardinal tel que 7™ = 7w = m. Alors par b), € satisfait L. , donc L, et
f & —C est mi-accessible. De plus,

is(Esrx) C Ex,

ou encore
(%) E(m) C &,

ou E(m) est la sous-catégorie pleine de € telle que

Ob&(r) = |J Ob(&r).

s€ObC

Comme &, satisfait L, par b), donc a fortiori L., on a donc par (x) un foncteur
pleinement fidéle

Ind;(&Ex) = &,
et ce foncteur est une équivalence de catégories (donc € est accessible).

d) En fait, sous les hypothéses de c) sur C, my, m, m, on a E(m) = &, (non seulement

E(m) C & ).
[page 427]

DEMONSTRATION DE 4.15.1 ET 4.15.2. Il est clair que 4.15.1 est contenu dans 4.15.2 a)
et ¢). Nous allons donc prouver 4.15.2.

a) Soit (x;);e; un systéme inductif dans &, avec I grand devant mg, et = sa limite inductive
dans & (qui existe, car & satisfait a L, , donc a Ly,). Il faut prouver que c’est une limite
dans &, donc que pour tout y € Ob &, la fleche canonique

(%) Home(z,y) — lim Home (z;,y)
T

15Pour a) et b) on n’utilise que H 1 et H 2, a I'exclusion de H 3.

Version 17 décembre 2025 162



OVEENN

A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. XVIII, Edition des Universités de Montpellier II et Paris VII

est un isomorphisme. Or Homg (x, y) et les Homg (z;, y) sont des objets de Ens/Home(s, t),
ou s = f(x), t = f(y), et les fleches de transition sont des fleches dans Ens/Home(s, t).
Cela montre que la bijectivité de (x) revient a celle de

(%) Hom,(z,y) — lim Homj(z;, y)
T

pour tout A € Home(z,y) [plutdt Home(f(x), f(y))]. Pour A fixé, et y fixé dans Ob &,
la bijectivité dans (x), pour tout systéme inductif grand devant m; dans &, de limite x,
signifie que le foncteur

x +— Hom,(z,y) : & — (Ens)°

est mp-accessible. Or c¢’est bien le cas, par hypotheése sur 71, quel que soit la fleche A : s — ¢
de source s, et quel que soit y € Ob¢&,.

[page 428]

Soit (x;);e; un systéme inductif grand devant 7y, et (s;);er I'image de ce systéme dans C.
Nous prouverons plus bas le

Lemme 4.15.3 (17°177). Soit C une catégorie, ® un cardinal, tels que cardC < m, et que
C soit sans projecteurs. Alors pour tout systeme inductif (s;);c; grand devant © dans C,
existe une partie cofinale J dans I telle que le systéme induit (s;);c; soit constant, i.e. tel
que les s; soient égaux a un s € C, et que les morphismes de transition soient tous égaux
a idg.

Mais attention, on s’appuie pour prouver 4.15.3 sur le théoréme 4.8.13 (page 212-216), que
je n’ai toujours pas prouvé. Dans le cas ou C est rigide (i.e. Ende(s) = {ids} Vs € Ob(C),
la démonstration est cependant immeédiate, cf. plus bas.

[page 429]

Pour prouver que x = lim z; existe dans £, et commute & f, on peut remplacer I par une
_—
I
sous-catégorie cofinale. Cela nous raméne, grace au lemme, au cas ou (s;);cs est constant,

donc au cas ot le systéme inductif provient d’un systéme inductif dans une catégorie fibre
&s. Mais par a), on sait que sa limite x dans & est une limite dans &£, d’ou l'existence
de cette derniére, et la commutation a f, puisque lim s; = s (lim d’un systéme inductif
filtrant constant).

c¢) Il faut prouver que si € Ob &, est m-accessible dans &, il 'est dans &, i.e. que pour
tout systéme inductif (y;);e; grande devant 7, la fléche canonique

(xx) lim Hom(z,y;) — Hom(z,y)

est bijective. Or comme par 2°) 7 > m; > sup(card S, sup, ), il résulte encore du lemme
que, quitte a remplacer I par une sous-catégorie cofinale, on peut supposer que le systéme
inductif (v;);e; provient d’un systéme dans une catégorie fibre &, et que y est sa lim dans
&:. Mais alors les ensembles Hom(z, y) et Hom(z, y;), et les morphismes de transition entre
celles-ci, sont encore dans Ens/Hom(s,t), et on est ramené

176 Cf. démonstration page 452.
"7sous réserve de la validité de 4.8.13 (Mais c’est & présent établi, sous une forme suffisante, dans
4.15.10).

Version 17 décembre 2025 163



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. XVIII, Edition des Universités de Montpellier II et Paris VII

[page 430]

a prouver que pour tout A : s —t, la fleche

@, HOHl)\ (.CC, 3/@) - HOHI/\ (.I', y)

est bijective. Pour x et A fixés, et des systémes inductifs variables dans &;, grands devant
7, cela signifie que le foncteur

Hy(z) = (y—Hom)(z,y)) : & — Ens
est m-accessible, et ceci quel que soit
x € Ob&s, .

Or c’est le cas si s € Ob &, en vertu de 'hypothese 3°) (alors Hy(z) est m-accessible,
et a fortiori m-accessible). Il faut passer de la au cas ot x € Ob & . Or comme 7 est utile
pour & par 1°, on a

r = limz;, x; € Ob&s,, J grande devant m ,
jeJ

et comme par 2°, 77 = 7 > m; > sup(m, cardréd &, ), on en conclut qu’on peut prendre
J de sorte que
cardJ < w.

D’autre part, en vertu de 7 > m; > m,, le foncteur

Zo — H/\(Io)

E — (Hom(&, Ens))°

est mg-accessible, donc on a

[page 431]

Comme z; € Ob&,r,, H(x;) est un foncteur m-accessible, et comme cardJ < 7, la
lim H)(z;) est aussi m-accessible (cf. SGA 419.8).

jeJ

Ainsi on a prouvé &, C £(m) pour tout s € ObC, i.e. 'inclusion
E(m) C &,

d’oul le foncteur pleinement fidele

() Ind,(£(r)) — € .

comme & satisfait a L,. Il reste & prouver que c’est essentiellement surjectif. Mais si
x€0b&,s= f(xr),onax € Ob&;, et comme 7, est utile pour & par 1°), et 7™ = 7 > m,
7 est également utile pour 7, donc on a dans &

r = limz; , les x; € E C E(m), I grande devant 7 |
I
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et d’aprés a) (comme 7 > T = SUp,cpe Ta) & est aussi limite des x; dans £, donc il est
dans I'image essentielle de (x).

d) Reste a prouver que l'on a & C &(m). Mais on sait (par 4.8. ...), comme & ~
Ind,(E(7)), que & = E(7)%, ie. que pour # € Ob&,, I y € E(n) et un projecteur p
dans z, tel que = soit isomorphe a 'image de p dans €. Or f(p) est un projecteur dans
f(y) = s, donc par hypothése sur C, f(p) = ids, i.e. p est un projecteur dans &. Comme
donc z est dans &, et

[page 432]

méme dans &, puisque &, est stable dans &, par facteurs directs. Cela prouve que
x € Ob&(m), q.e.d.

On peut présenter 4.15.1 sous une forme plus sympathique.

Corollaire 4.15.4. Soit f : £ — C un foncteur de 3-catégories. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) Pour tout foncteur C' —C, avec C' petite et sans projecteurs, &' © e xc C' est

accessible, et f': E'—C' est accessible.

b) Comme a), mais avec C' = Ay, en d’autres termes, c’est la condition H p. 409 :
pour toute \ € FI1C, £\ = € X¢ (Ay,1)) est accessible, et £y — A est accessible.

c) La condition H' = H 1 + H 2 + H 3, explicitée dans l’énoncé de 4.15.1.
DEMONSTRATION. Elle se fait circulaire,

a — b — ¢ = a,

I'implication a = b étant tautologique, b = ¢ l'étant presque (cf. 4.14.24, a = b

— ¢). En fait, les conditions b et ¢ sont des conditions sur les catégories & Dy A, pour
A € F1C, donc stables par changement de base. Pour prouver

[page 433]

¢ = a, on peut donc supposer que C' = C, C' — C le foncteur identique, et prouver
que si ¢) est satisfaite et si C est petite et sans projecteurs, alors £ est accessible et f
accessible. Or c’est ce qu’affirme 4.15.1.

Remarque 4.15.5. Si f : £ — C est un foncteur pleinement fidéle, il est immédiat que
la condition H est satisfaite (car £, — A sera pleinement fidéle, donc £, est équivalente
a e ou a Ay, donc accessible, et tout foncteur de £, dans une catégorie quelconque est
accessible . ..). Mais si on suppose C petite sans supposer C sans projecteurs, il ne s’ensuit
pas que & soit accessible, ou ce qui revient au méme (étant essentiellement petite), que €
soit karoubienne. (L’exemple le plus trivial est celui ou & = C, f = ide, € n’est karoubienne
que si C lest!) Mais méme en supposant C une petite catégorie karoubienne, il ne s’ensuit
pas forcément que € Uest. En effet, toute petite catégorie £ (karoubienne ou non) se plonge
comme sous-catégorie pleine dans son enveloppe karoubienne C — il suffit donc de prendre
& non karoubienne. L’exemple

[page 434]

le plus économique est

Ob& = {0},  FI&) = {ido,p},  avecp’=p#ido,
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I’enveloppe de Karoubi de £ est donnée par

P a o = id
P=31~—=0 |» ’ : = p’=p
7 ./ op = p # idg

Cela souléve la question de trouver un énoncé similaire & 4.15.1, donnant des conditions
serviables simples, plus fortes que H' = H (1+2+3), sur f : £ —C, pour que £ soit acces-
sible et f accessible, en supposant C karoubienne. Ou encore, des conditions nécessaires et
suffisants serviables (plus fortes que 4.15.4) sur f : £ — C, pour que toute petite catégorie
karoubienne C', et tout foncteur C' —» C, la catégorie & = £ x¢ C’ soit accessible, et le
foncteur &' — C’ accessible. Une idée naturelle, c’est qu’il suffirait que cette conclusion
soit vraie quand C’ est une des deux catégories Ap, P (ou P est la catégorie & deux objets,
a trois fleches non identiques, définie plus haut). Mais je doute qu’il en soit ainsi (1®).

On va quand méme essayer un énoncé un peu tres particulier dans ce sens :
[page 435]
Proposition 4.15.6 (1*Y). Soit f : € —~C un foncteur de U-catégories. On suppose :

a) f est fibrant ou cofibrant (181).

b) Les catégories fibres E (s € ObC) sont accessibles, et pour toute fleche A : s —t
dans C, le foncteur changement de base \* : & — E; (resp. cochangement de base
A 2 Es— &) est accessible.

c) C est essentiellement petite et karoubienne.

Alors & est accessible, et f est accessible.

DEMONSTRATION. On a déja vu que les conditions a) et b) impliquent H', i.e. H (1+2+3).

~

D’ailleurs, si C’ est une catégorie et C' —~ C une équivalence, donc alors &’ ©e xcC'— &
est une équivalence, donc la conclusion voulue pour £, f équivaut a la méme conclusion
pour &' f': & —C'. Donc on peut supposer que C est petite (et méme réduite, si on
y tient). En vertu de 4.15.2 a), on voit donc que les foncteurs d’inclusion & — & sont
accessibles (et méme m-accessibles) dés que m; = sup,cpe . On voit d’ailleurs

[page 436]

par AQT [dne qui trotte] qu’on peut trouver des cardinaux my, m; ayant les propriétés
suivantes :

178Ca, devrait marcher par contre si on prend les catégories 0 — 1,

p ’/\ P /\‘
2 —— 1 /70 ip et 2 ~— 1 T —,0 tn (1),
i ~/ i xJ
P \ 3 objets et / P
5 fléches non
identiques

grace a 4.15.7, page 440.

1"¢ces catégories représentent respectivement les foncteurs Cat — Ens associant & une catégorie C les
diagrammes dans C formés de (z,y, p, u), avec p projecteur dans p [plutdt dans Cl, et u:y— 27 (i.e.
w:y—x avec u = pu), resp. u : ¥ —y (i.e. u: x —= y avec u = up).

180 Fauz 2

18116 cas fibrant n’est pas prouvé, peut-étre faur — et de méme pour le cas cofibrant !
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o est utile pour &, V s € ObC(.
2°) my = sup(my, card C, SUpycpj ¢ Ta, SUPscop ¢ card réd ).

V (A:s—=t) € FIC et zy € Ob &, le foncteur
Hy(zo) : (z1+—Homy(zg, 1)) : & — (Ens)

est mi-accessible. (N.B. Si f est cofibrant, cela signifie que V A € FIC, A : s — ¢,
M(Esmg) C Esny |- Sif est fibrant, il suffit d’exiger que V A € FIC, \* : & — &,

soit mj-accessible.) Mais dans ce cas, on veut aussi | A (Esr,) C Esmy

Les foncteurs \* (cas f fibrant) resp. A, (cas f cofibrant) sont mi-accessibles.

Soit alors 7 un cardinal tel que

(*> — 7TTrO 2 T,
et soit £(m) la sous-catégorie (strictement) pleine de £ définie par

Ob&(r) = | Obé&..

s€ 0bC
Grace a (x), et a 1°, 4° et &
m = sup,(cardréd &) (contenu dans 2°)
AN (Emy) C Esmy resp. Me(Esmy) C Eimy (contenu dans 3°) ,

on voit que &£(m) est une sous-catégorie
[page 437]

fibrée, resp. une sous-catégorie cofibrée, sur C (le foncteur £(m) — £ étant donc cartésien
resp. cocartésien). A C-équivalence prés, £ se reconstitue alors & partir de £(), en passant
au Ind; (&), qui forment un systéme fibré resp. cofibré sur C par les foncteurs Ind, (\%)
resp. Ind;(A]) ...

Prouvons que & satisfait a L, et que f : £ —~C est m-accessible ('*?). Comme C est

karoubienne, et m > m > cardC, C satisfait a L, et les ind-objets grands devant 7 de C
sont essentiellement constants (4.8.13). Soit alors I grande devant 7, et [ — &, i +— x5,
un foncteur, il faut construire une lim dans &, en utilisant la lim déja connue s des
s;i = f(x;). On va prendre un = dans &. Prenons d’abord le cas ou f est cofibrant. On
voit que les f3;(x;) forment un systéme inductif dans &, puisque pour i = j, on a

Bix(xj) = Bjs Bjis(xi) — Bj«(x)) .
——

—z;

On pose

1827¢i on utilise seulement 7 > cardréd C.
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[page 438]
r = hill,ﬁz*<xz>a hﬂ dans gs .
I

On sait que c’est une lim dans &£, donc que pour tout y dans &, on a

Hom(z,y) =~ lim Hom(f;.(x:),y) ,
I

ou ce qui revient au méme, pour toute fleche A : s —t, et y dans Ob &;, on a

HOH])\(J?,y) = m Hom&()‘*ﬁz*(l‘z)ay) .
N———— ——

= Homg, (A,y) (NiBi)« (i)

Cela résulte aussi du fait que A, est m-accessible (étant mj-accessible) ... On vérifie faci-
lement que c’est une lim des z; dans £. Et bien str, cette limite commute avec f par
construction.

Mais dans le cas ou f est fibrant, je ne vois comment faire pour construire une limite dans
&s. Il est vrai qu’on peut supposer que tous les s; sont égaux a s, mais les transitions 3
ne sont pas l'identité, ni méme des isomorphismes. Il faudrait prendre C = P pour essayer
de comprendre — je ne vais pas insister (1%3).

[page 439]

Dans le cas ou f est fibrant, admettons (comme hypothése supplémentaire au besoin) que
& satisfasse L et que f soit accessible, et prenons 7 assez grand pour que &, f satisfassent
L. Nous pouvons alors terminer la démonstration de 4.15.6. Il faut prouver

E(m) C &,

donc que si x € Ob &, et (;)ier est un systéme inductif dans £ grand devant 7, de limite
Y, on a
lim Homg(z,y;) =~ Homg(x,y) .

Dongc il faut prouver que toute fléche x = y se factorise, de fagon essentiellement unique
u;, par un y;. Mais la fleche s 2= 4 dans € se factorise, de fagon essentiellement
unique, par des \; : s —t;. Donc on est ramené a trouver un \;-morphisme x —y;
pour ¢ grand, qui factorise. Dans le cas fibrant, cela signifie qu’on cherche x — A (y;) qui
factorise © — \*(y), or les A\f(y;) forment un systéme inductif dans &, et sa limite dans
Es est X(y) (a vérifier). Comme x est dans &, ’hom [omorphisme] donné z — \*(y)

se factorise de
[page 440]
fagon essentiellement unique par un A;(y;).

Cette fois par contre, c’est le cas f cofibrant qui pose probléme. En fait, je n’arrive pas a
m’en tirer.

Ainsi, on trouve bien un foncteur

Ind, (£(r)) — &,

183 ai vérifié que si f est fibrant, alors € est karoubienne. Il y a donc de Pespoir . ..
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qui est essentiellement surjectif, mais faute de savoir que £(m) C &, dans le cas cofibrant,
il n’est pas clair que ce foncteur soit une équivalence de catégories.

4.15.7. 11 me faut reporter la démonstration du lemme 4.15.3 (p. 428), en admettant
4.8.13. (Non encore démontré — je vais revenir plus bas sur la démonstration de 4.8.13.)
On va utiliser le

Lemme 4.15.7.1. Soient C une catégorie, x = (x;)ie; un ind-objet de C. Pour que z soit
essentiellement constant, i.e. isomorphe, dans Ind(C), au ind-objet constant défini par un
objet

[page 441]

de C, il faut et il suffit qu’il existe un foncteur cofinal p : J — I, avec J filtrant, de telle
facon que le systéme réindexé (x;);cs, avec x; = Ty(j), ait la propriélé suivante : pour
tout j € J, on peut trouver un projecteur p; dans x;, de telle fagcon que :

1°) Pour toute fleche X : j — 7' dans J, on ait commutativité dans

EDY
Tj———— T

Dpj Py

EDN
Tj—— T

(0w les xy sont les fleches de transition), i.e. pjxy = TAp;.
2°) Pour tout j € Ob J, il existe une fleche X : j — 5’ dans J telle que pjxy = x\p; =
Ty

3°) Pour tout j € Ob J, le projecteur p; dans x; admet un image x?
4°) Pour toute fleche X : j — j' dans J, la fleche JZE\ ; x? — azg-, induite par x (grice a
1°) est un isomorphisme.
De plus, si on peut supposer J de la forme ig\I, le foncteur cofinal J — I étant le foncteur

canonique ig\I — I (ig étant un objet fizé convenable de I) [phrase incompléte]
[page 442]
Notons tout de suite deux corollaires.

Corollaire 4.15.7.2. Supposons que C soit sans projecteurs. Alors x = (x;)ie; est un
ind-objet essentiellement constant si et seulement s’il existe un foncteur cofinal, J — 1,
avec J filtrant (***), de telle fagon que le systeme inductif réindexé (x;);e; soit isomorphe
(dans la catégorie Hom(J,C)) a un systéme inductif constant (i.e. défini par un foncteur
constant J —C : tous les x; égaur a un méme x, et les morphismes de transition des
identités).

La suffisance est claire, pour la nécessité on applique 4.15.7.1, qui nous dit qu’on peut
réindexer de fagon a satisfaire aux conditions 1°) a 4°) (pour des projecteurs p; convenables
dans les x;). Mais I’hypothése sur C implique que p; = id,; ¥V j € Ob J, et les conditions
1°, 2°, 3° sont satisfaites tautologiquement pour un tel choix, la condition 4° signifie que
les morphismes de transition sont des isomorphismes. Mais il est immédiat que pour un
systéme inductif (z;);e; donné, avec J 1-conneze (p.ex. J filtrant), la condition que les
x; sont des isomorphismes est nécessaire et suffisante pour que ce systéme soit isomorphe
a un systéme inductif constant, d’ou la conclusion.

184et on peut supposer J = ig\ [ Ry
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[page 443]

Corollaire 4.15.7.3. Supposons que I soit grande devant mgy, ot wg est un cardinal infini
tel que my = cardC. Alors (z;);er est essentiellement constant si et seulement si on peut
trouver un foncteur cofinal J — I avec J grande devant wy (et ordonnée si on veut) (1),
de telle fagon que le systéme réindexé (x;)c; satisfasse les conditions suivantes :

1°) L’application j+—x; de ObJ dans ObC est constante, i.e. il existe un xy € ObC
tel que x; =29 V j € Ob J.

2°) 1l existe un projecteur p dans xq tel que pour j < j' dans J, on ait 7, ; = p.
3°) Le projecteur p admet une image dans C.

DEMONSTRATION. Ces conditions impliquent évidemment celles de 4.15.7.1, en prenant
p; =pV j € ObJ, dumoins si J n’admet de plus grand élément (ce qui fait une difficulté
pour 2°). Mais si J admet un objet final, il en est de méme de I, et il est clair alors que
tout systéme inductif indexé par I est essentiellement constant. Donc, dans ces cas, les
conditions 1°) 2°) 3°) ci-dessus impliquent que x est essentiellement constant. Inverse-

[page 444]

ment, supposons que z soit essentiellement constant, et prouvons que 1'on peut réindexer
comme indiqué. Le cas ot I admet un objet final est trivial, on prendra J = e, p =
id. Supposons donc que I n’ait pas d’objet final. Comme I grande devant m et my >
card ObC, on voit qu’il existe un zp € ObC tel que la sous-catégorie pleine I’ = I, de
I, formée des i tels que x; = x¢, soit cofinale dans /. Comme (x;);c; est essentiellement
constant, il en est de méme de (x;)ycr, et on peut lui appliquer le critére 4.15.7.1, avec
J — I’ cofinal. La démonstration montrera de plus que si I’ est grand devant 7, (cardinal
infini sans autres conditions), on peut supposer J grande devant 7, (**¢). De plus, il est
clair qu’on peut supposer J ordonnée. Comme g > card Hom(z, xg), on voit encore qu’il
existe un projecteur p dans zy tel que la partie J; = J' de J, formée des j tels que p; = p,
soit cofinale. Etant cofinale, elle est également grande devant my. Donc on peut supposer
que tous les p; sont égaux a un méme p. Les conditions 1°-4° deviennent :

!/

1°) prjry = Tj04p pour j < j'.
2°) Pour tout j, existe j' > j avec

pTjj = TP = Ty

3°) L’image a:g du projecteur p dans x( existe.

4°) L’endomorphisme T;/ ; de a:g est un isomorphisme, pour j < j'.
[page 445]
Or on a le

Lemme 4.15.7.4. Soient C une catégorie, xo un objet de C, p un projecteur dans xq, T
un endomorphisme de xq satisfaisant les relations

(*) ™D = pr =T,

1851,a démonstration (légérement réarrangée) montre qu’on peut prendre pour J une sous-catégorie (pas
pleine) d’une catégorie i1\, pour un objet convenable i; de I. On a donc card J < 7 si cardl < 7, 7
étant un cardinal infini donné.

186en tenir compte dans la démonstration de 4.15.7.1.

Version 17 décembre 2025 170



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. XVIII, Edition des Universités de Montpellier II et Paris VII

et tel que [’automorphisme de x% e Imp (défini p.ex. comme objet de C", a:g = Ker(idg,, p)
soit lidentité. Alors on a 7 = p.

DEMONSTRATION DE 4.15.7.4. On est ramené aussitot, par le procédé standard, au cas
ot C = Ens, ot la vérification est immédiate : les automorphismes 7 de I’ensemble E (= x)
qui satisfait () correspondent biunivoquement aux endomorphismes u de E = pE, via

u = ou o
P (ot E* &= E sont les fleches canoniques)

T+ T|E" P
donc 7|Ef = id = u = op = p.

Choisissons un jg € J, et considérons les homomorphismes

I, i
Tiio & To ors

induits par les 7; j, avec j > jo. Ici encore, comme I’ensemble des isomorphismes possibles
est de
[page 446]

cardinal < 7y, et J/jo est grande devant 7y, on voit qu’il existe J' C jo\J, cofinale dans

Jo\J, donc dans J, telle que pour j € J', les T;JO solent égaux a un méme 7 : mg ng.

Donc si j', 5" € J', avec j' < j”, on a
Ti"50 = Tj"5" Tj'jo »
~~~ ~~
T T
d’ou
Tj//j/ = ldmg 5

puisque la fleche 7 est un isomorphisme. Donc le systéme inductif réindexé par J', la condi-

tion 4° est remplacée par la condition plus stricte [4° bis) 7';,’ ;= idxg .| Mais la condition

2° devient alors, grace a 4.15.7.4,

2° bis) Pour tout j, existe j' > j avec 75 ; = p|.

Donc, on peut supposer 1°, 2° bis, 3°, 4° bis (on désigne a nouveau par J, au lieu de J',
I'ensemble ordonné grand devant 7y indexant).

Soit K I’ensemble ordonné défini par

[page 447]

ObK = ObJ
K LT A
sij,j'€ObJ,onaj<j sietseulement si j=j', ouj<jetry;=p.

Il est immédiat que c’est une relation d’ordre sur J (car p? = p), plus fin que la relation
d’ordre initiale. Le systéme inductif induit sur K satisfait aux conditions 1°, 2°, 3° de
4.15.7.3. D’autre part, K — J est cofinal, donc aussi le composé K — J — I. Il reste a
prouver que K est grande devant g, donc que toute partie K/ C K telle que card K’ < mg
admet un majorant dans K. Elle admet un majorant dans J, soit j. Par hypotheése 2 bis,
il existe j/ > j tel que 7;; = p, et on peut supposer j' > j. (En effet, si 7,; = p, on voit
que
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[page 448]
la forme initiale 2°) de la condition 2° bis que l'on a 7j»; = p pour tout j” > j', donc si j
n’est par objet final de J, on peut supposer j' > j. Mais J n’a pas d’objet final, car sinon

K
I en aurait un, cas que l'on avait éliminé. Donc il existe j’ tel que 5/ > j.) Or on a ceci
(qu’on applique au cas i € K') :

) ) K, LK,
1< et <y - 1< j .
Tjyi Tj' i =P
€T; - Iy Z‘Jl N
=0
?
Tjri Tj1§Tji P75 = P,
~—~
L TjiP
on a en effet
Tjri = PTji par 4.15.7.4
— Tj/,i = p.

Tj’,i — Tj’,ip
Cela achéve la démonstration du corollaire 4.15.7.3.

Corollaire 4.15.7.5 (de 4.15.7.3). Soit (x;)ie; un systéme inductif essentiellement
constant grand devant my > cardC, dans C sans projecteurs. Alors il existe J—1
cofinal, avec J ordonné grand devant my, et tel que le systeme inductif induit sur J soit
constant.

DEMONTRONS LE LEMME 4.15.7.1. Il faut expliciter l'existence de deux fléches dans
Ind(C),

«

z —"lim"z; = x,
B el

avec fa = id,, off = id,. La donnée
[page 449]
de x équivaut a celle d’un élément de lim Hom(z, x;), et est donc donné par un
iel
Qi 02— T4y,
la donnée de  équivaut a celle d'un élément de lim Hom(z;, 2), i.e. de fléches
iel
Bi oy — z,

avec la condition de compatibilité habituelle. Quitte & remplacer I par I, avec I' — [
cofinal, on peut supposer I ordonnée (et grande devant mp, si I initiale I’était), et la
condition de compatibilité sur les [3; s’écrit

Bitji = Bi sii < 7 dans [,

ou 7j; : x; — x; désigne la fleche de transition. Il faut expliciter, en termes de ces données,
les conditions

af = id, , Ba = id, .
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aio i i
z - Tijp— X

ﬁio

La relation a3 = id, équivaut a
(*iO) 6i0&i0 == le )

elle implique d’ailleurs, en posant pour i > iy,

Q; TiigQlip © 2 —> Ty,
que l'on a pour ¢ > 1
(*i) Bia; = id, Vi .
[page 450]
Posons alors
pi = @b o oxp —
il est clair qu’on a
2 _ :
D; = Di (p; un projecteur)
Q @ Z = I induit un isomorphisme
N~ def

z = z; = Imp; = Ker(id,,, p;) -

L’ensemble ordonné cofinal cherché J est ig\/, il est filtrant, et est grand devant 7 si [
'est. A vrai dire, la réduction au cas I ordonné est inutile, on peut prendre directement
J =1ip\I, il est immédiat que J est filtrante (I 1’étant), et ig\I — I cofinal, enfin que si
I est grande devant un cardinal infini 7, il en est de méme de i\ I.

Exprimons que fa = id, ; or on voit que fSa est défini par 'endomorphisme (p;);es du
systéme inductif (x;);e; — le fait que ce soit bien un endomorphisme de ce systéme, i.e.
qu’on ait la relation 1°) de 4.15.7.1,

PiTx = TADA siA:j—j dans J,

est immédiat, ca s’écrit

ay Byxy = Ta0y B, or les deux membres sont égaux & a; ;.
S~~~ S~~~
ﬁj Otjl
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[page 451]

Dire que c’est I'identité, est exprimé par la condition 2°) sur (z;,p;);es. La condition 3°
est clair par construction, p; admettant une image isomorphe a z par «;. D’autre part,
on voit [tout] de suite que pour une fleche X : j — 5" de J, on a commutativité dans

T
- 7 :ij,

Lj
A y

 —_— — . . , . . u
ol @, oy sont les isomorphismes définis par «;, o respectivement. Cela prouve que x

est un isomorphisme.

Cela prouve que si (z;);c; est essentiellement constant, il existe J —» I comme indiqué.
L’inverse est également vrai, car on peut supposer J = I, puisque (z;)icr et (z;)jes
définissent des ind-objets isomorphes. Alors le systéme inductif des xs a des morphismes
de transition des isomorphismes, et comme J est filtrante donc 1-connexe, on en déduit
facilement qu’il est isomorphe

[page 452]

a un systéme inductif constant, de valeur z. En choisissant un tel isomorphisme

P =1
7 -
x; N p— z,
L -
def 1 __
B: = a5
et on voit facilement que ’on aura

fa = id, , aff = id, ,

q.e.d.
JE PEUX MAINTENANT PROUVER 4.15.3. C’est en effet essentiellement la conjonction
des 4.15.7.5 (p. 448), et de 4.8.13, qui nous dit essentiellement que si C est karoubienne

(condition vérifiée si C est sans projecteurs), alors tout systéme inductif dans C, grand
devant 7y, ol my > cardréd C, est essentiellement constant,

q.e.d.
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[page 453]

4.15.8. Je veux revenir ici sur la démonstration inachevée de 4.8.13 (p. 212-216). Je
reprends la démonstration ou je 'avais laissée (p. 215). Il faut prouver que

F(§) = lim M;

icl

est de cardinal < 7. J’ai annoncé qu’on peut se ramener au cas ot M est un monoide de
monomorphismes, i.e. que uv = uv’ = v = v’ (pour u,v,v" € M). Je vais expliciter cet
argument.

Pour tout i € I, soit

I'ensemble I; ,, des j € I tels

(4.15.8.1) N = duem!| J =1 ai = uest cofinal
o ' dans [, i.e. pour tout jy € I,

existe j € I;,, avec j = Jo
Comme I, donc i\I est grande devant 7, et card M < 7, on voit aussitot que
(4.15.8.2) N, £ 0.
< Si d’autre part i’ > i, on trouve
(4.15.8.3) Ni = Ny, .

L’inclusion Ny a;; C N; est + tautologique, prouvons N; C Nyayr;. Soit u € N;, 'ensemble
J =1, N'\I) des j > tels que oj; = u est cofinal dans I, donc grand devant 7.

u = Oéji
Donc il existe un v € M tel que 'ensemble J' de j € J tels que oy = v

[page 454]

soit cofinal dans J, donc dans I. Comme cet ensemble J' est contenu dans I ,, cela
implique que I, est cofinal dans [, i.e. v € Ny. On a d’autre part, pour j € J',

Qjir Qjrg = Qi
v u
d’ott u = vay; avec v € Ny, d'ott u € N;ay4, q.e.d. )

Pour 7 € I, soit

; - H y g — H ) = F
Q om(§, ;) N om(¢ 2 (Q
\—,:_g/ ~ @Hom(f,ﬂfi)
=M i
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le morphisme canonique. On trouve ceci :

Si u € N, alors la relation d’équivalence R; dans M
définie par «; (v B = a;(v) = a;(v')) est égale a

celle définie par 'application v —— uv de M dans M, i.e.
(4.15.8.4)

a;(v) = a;(v') = w = uwv' .

C’est immeédiate, puisque [;,, étant cofinal dans I, on a a;(v) = a;(v') si et seulement si
15 € I, avec aj;v = V', or ay; = w.

Pour u € M, notons R, la relation d’équivalence dans M définie par v+ uv. L’ensemble
des relations d’équivalence dans [M]

[page 455]

obtenu ainsi est de cardinal < card M < 7wy, donc I'ensemble des relations d’équivalences
R; (i € I) est lui aussi de cardinal < my. Cela montre, my étant grand devant mp, qu’il
existe une relation d’équivalence de la forme R, (u € M), et un ensemble cofinal I’ dans
I, tel que Vi € I’ on ait R; = R,. Cela montre que, quitte & remplacer I par 1’ensemble
ordonné cofinal I’, qu’on peut supposer que 'on a

(4.15.8.5) R, = R, Viel.
Soit alors
E = M/R, = M/R; Viel),
on voit donc que les ay; € M (pour ¢ < j) sont tels que 'application
Taj; @ U azv : M — M
est compatible avec la relation d’équivalence R,,, donc passe au quotient en une application
o : E— F,
laquelle est d’ailleurs njective.

Soit M’ le sous-monoide de M formé des u € M qui ont la propriété de stabilité précédente,
ainsi que la propriété d’injectivité qu’on vient de dire, et M’ le monoide image de M’ dans
le monoide

Mon(E) C Endgns(E)

[page 456]

des applications injectives de E dans lui-méme. On voit donc que le systéme inductif
donné, défini par les aj;, prend ses valeurs dans le sous-monoide M’ de M (i.e. de la sous-
catégorie correspondante de la catégorie Byy), et que la limite inductive F'(§) qui nous
intéresse (pour prouver card F'(§) < m) est isomorphe a la limite inductive du systéme
inductif d’'un systéme d’ensembles tous égaux a F, les morphismes de transition étant les
@j; € M’ C Mon(E). De plus, on aura card M’ < card M < mg. Le résultat card F(€) < mp
voulu résultera alors du

Lemme-clef 4.15.8.1. Soit M un monoide de monomorphismes (i.e. tel que uv = uv’
= v =, pour u,v,v" € M), et soit (aj;)ic; un systéme inductif dans By, indexé par
un ensemble ordonné I grand devant my, ou my est un cardinal
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[page 457]

infini tel que card M < my. Alors il existe un iy € I tel que pour tout i > iy, o, ,; Soit un
1somorphisme.

Si on applique ce lemme au cas de M’ et du @j;, on trouve donc qu’il existe un ig € I tel
que les @j;, soient des isomorphismes. Cela implique que F'(§) ~ lim E; est isomorphe &

R

E;,, donc est de cardinal égal a card E;, = card E < 7, ce qui achévera la démonstration.

D’ailleurs, 1’énoncé 4.8.13 implique 4.15.8.1, car dans le systéme inductif des (M; =
M, aj;), de lim égale a F'(€), s'il n’existait pas de iy comme stipulé dans 4.15.8.1, alors
on en conclurait aisément que 'on aurait card F'(§) > m, contrairement & 4.8.13. Nous
allons dégager ceci dans un lemme :

[page 458]
Lemme 4.15.8.2. Soit (F;);c;r un systéme inductif d’ensembles, indexé par un ensemble
ordonné I grand devant my. On suppose qu’il existe ig € I tel que
a) i =1y implique card E; = mo, et
b) j =1 >ig implique que uj; : E; — E; est un monomorphisme. Supposons de plus
c) Vi>=ip3j>i tel que uj; ne soit pas un isomorphisme (i.e. ne soit pas surjectif).
Soit Fo = lim F;. Alors card Fo, > .
Ce lemme impliquieeﬁonc I’équivalence de 4.8.13 et du “lemme-clef” 4.15.8.1. Pour prouver
4.15.8.2, nous allons prouver quelque chose d’un peu plus précis :

Corollaire 4.15.8.3. Sous les conditions de 4.15.8.2, soit ag le premier ordinal tel que
card ag > Ty, et soit I,, l'ensemble des ordinaux 5 < « (ensemble ordonné qui est grand
devant mq ). 1l existe alors une application strictement croissante

I, — I, iy, appliquant O dans 1q ,

[page 459]

tel que pour tout o € 1,,, on ait

) ; - 187
Ui i n'est pas un isomorphisme (*°7).
——

c’est un monomorphisme,
d’aprés b, vu que in+1 > ta 2= 10

On a alors
/ def . . def
E, 2= lmkFE, C,+ lmkFE = Ey
ae[ao el
et

cardE/, >  cardl,, > m,
N——
= successeur de o

d’ou card E, > card B/ > m.

DEMONSTRATION. La construction des i, par récurrence transfinie est immédiate, en
utilisant c¢) et le fait que I est grande devant 7, et que pour tout « € I,,, 'ensemble I,

Bmieur : Vo € I, lim E;, —» E;_ n’est pas surjectif.

BE€la
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des B < «a est de cardinal < mp. Le fait que £ — E soit injectif résulte de b). Le fait
que
card B/ > card [,,

résulte du fait que E’_ est réunion croissante de sous-ensembles identifiés & E;_, et pour
tout

[page 460]

«a on peut trouver un
§o € Ei\ U Ei, .
B<a
L’application
a &,
l,, — FE
est injective, donc card E > card I,,.

Corollaire 4.15.8.4. Pour un M et un my donnés, pour que le lemme-clef 4.15.8.1 soit
valable, il faut et il suffit qu’il le soit dans le cas ot I = 1,,, o €tant le premier ordinal tel
que card g > . 1l revient au méme qu’on ne puisse trouver de systéme inductif (ov;);>;
indexé par I,,, a valeurs dans M, tel que pour i < j, on ait aj; non inversible dans M.

[page 461]
Je vais résumer ce qui a été obtenu dans un énoncé récapitulatif :

Théoréme 4.15.9. Soient C une petite catégorie, ™ un cardinal tel que m > cardC. Les
conditions suivantes sont équivalentes (et je conjecture qu’elles sont toujours satisfaites) :

a) M def Ind,.C est réduit a M.

a’) (Si C est karoubienne.) Tout systéme inductif x = (x;);er dans C, grand devant 7,
est essentiellement constant.

a”) Pour tout systeme inductif (x;);e;r dans C, grand devant 7, il existe un foncteur
cofinal J— I, avec J ensemble ordonné grand devant w, et tel que le systéme
réindexé (v;)je; satisfasse les conditions suivantes :

1) Tous les x; sont égauz a un méme élément x de C.
2) 1l existe un projecteur p dans x, tel que l'on ait oiyi; = p pour j < j' (5,7 € J),
ot ayrj i x; — xj est la fleche de transition.

b) Pour tout x € ObC, et pour tout monoide quotient M' de M = End¢(x), tel que M’
soit un monoide de monomorphismes (i.e. wv = uw' = v =" st u,v,v' € M), et
pour tout systéme inductif grand devant w & valeurs dans By (définie par un systéme
d’éléments (aj;)i<j, ijer d’un ensemble ordonné I grand devant m, avec agjoj; = ay;
pour i < j < k), il existe ig € I tel

[page 462]
que ay;, = 1 pour i = i, t.e. oy = 1 pour j =1 = 1.

b') M’ étant un monoide de monomorphismes comme dans b) (donc card M’ < card C <
), soit de plus o le plus petit ordinal tel que card ag > 7, et soit I = I, l’ensemble
ordonné des ordinaux o < g (lequel ensemble est grand devant w). Il n'existe pas

de systéeme inductif dans Byp, tel que pour i < j dans I, aj; soit un élément non
inversible dans M' (donc ur— ajyu : M' — M" est injectif mais non surjectif).
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Signalons tout de suite le

Corollaire 4.15.10. Les conditions équivalentes précédentes sont satisfaites, si w >
cardC.

En effet, soit «; le plus petit ordinal tel que card a; > cardC. Donc m ©F card a1 est
le successeur de my © cardC , et on am > m, donc (si ap est comme explicité dans b’
ci-dessus) card g > 71, donc oy < ap. Soit (avec les notations de b’), pour o € I [plutdt

a € 1], ie a<a,

Ma = lim Mz s
i<a?’]\j

on voit donc, comme les a;; sont injectifs et non surjectifs, que

card M, > carda

[page 463]

et que pour a < 3, on a
M, ~ Mg injectif .

Appliquons ceci au cas ot @ = a1, donc on trouve
card M,, > carday = m,
d’autre part, en prenant 3 = oy + 1, d’'ott Mg >~ M, on trouve une injection
M,, ¢~ M,
d’ou
m = cardM,, < cardM = 79,
une contradiction, ce qui établit b’.
Corollaire 4.15.11. Soit C une catégorie essentiellement petite, m un cardinal tel que
7 > cardrédC. Soit M & Ind,.C, alors M = M., et c’est une enveloppe de Karoubi
de C.
On peut supposer C réduite, donc card C < 7, et on applique le corollaire précédent.

Ainsi, le résultat litigieux 4.8.13 (p. 212) est finalement prouvé sous une forme légérement
plus faible, avec m > cardréd C au lieu de © > card réd C. Du méme coup, les applications
de 4.8.13 qu’on a fait jusqu’a présent (notamment le lemme 4.15.3).

[page 464]

4.16 Exemples et questions

4.16.0. J’avais cru que tout foncteur “raisonnable” (ou plus précisément, tout foncteur
“logiquement accessible”) entre catégories accessibles devrait étre accessible. Ce n’est mal-
heureusement pas vrai, puisqu'un composé de deux foncteurs Hom

Ens — Ens, E +— Hom(Hom(FE,I),J)

JUue)
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est non accessible, si I, J sont tous deux de cardinal > 2. Prenant p.ex. I = J = {0, 1},
on trouve le foncteur

E—P(R(E))

qui n’est pas accessible.

4.16.1. Deuxiéme désillusion : j'avais cru que pour toute catégories accessible M, toute
sous-catégorie N strictement pleine et stable par facteurs directs “raisonnable” (p.ex.
“logiquement accessible”) devrait étre accessible dans M. Il n’en est rien, méme dans le
cas particulier de I'image inverse de la sous-catégorie accessible dans Ens

[page 465]

*
ns Ens
~— C

= {E €Ens | E£0}

par un contrafoncteur accessible représentable

M — (Ens)°
x +— Homp(z,z),

i.e. la sous-catégorie ouverte (donc strictement pleine) M, de M formée des objets x tels
que Hom (1, 2) # 0, n’est par toujours accessible dans M. Ici, je ne suis pas parvenu a
un exemple aussi élémentaire (cf. appendice) — j’ai pris M = (k-alg. comm.), k un corps
infini et z I'objet initial £ de M — j’ai trouvé que M, n’est pas L,-stable dans M, quelque
soit le cardinal m — mais cet exemple utilisait que U = 1, plus petit univers contenant N.
J’ignore si pour tout autre univers, on peut trouver un corps k de cardinal m € 4 assez
grand, de fagon que tout w-ultrafiltre sur un ensemble E € U soit trivial. Peut-étre

[page 466]

un tel exemple, ot non la construction du couple (M, N'), mais la démonstration du fait
que N n’est pas accessible dans M, fait appel a des hypothéses particuliéres sur I'univers
ambiant, ne doit pas étre considéré comme (tout a fait!) “logiquement accessible”. Pour
étre vraiment probant, il faudrait un exemple de nature plus élémentaire.

Il reste la possibilité qu’il y ait un théoréme métamathématique qui assure que tout couple
(M, N) logiquement accessible, avec M accessible, et N sous-catégorie strictement pleine
L.-stable dans M pour 7 assez grand, soit accessible dans M (1¥8). Ceci s’appliquerait
en particulier au cas d’'une sous-catégorie fermée : toute sous-catégorie fermée (qui soit
logiquement accessible) serait accessible dans M. L’exemple-test le plus simple serait
celui du complémentaire fermé M/, de la sous-catégorie ouverte M, ci-dessus (1), i.e. la
catégorie des x € Ob M tels que Homp(z, z) = ), ou encore

[page 467]
I'image inverse de la sous-catégorie fermée accessible
e = {0} C (Ens)

réduite a {0}, par le foncteur représentable x+—— Hom(z, z) : M — Ens. Il se pourrait
donc qu’une telle catégorie soit toujours accessible dans M. Mais j’ai été incapable de le

188(est faux, méme pour une sous-catégorie fermée, cf. 4.16.7.10 ci-dessous.
189N B. elles est accessible dans M si et seulement si M, 'est !
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prouver, méme dans le cas particulier ci-dessus, ot M = (k-alg. comm.), k étant un corps
commutatif infini. La difficulté est (dans tous les cas) la suivante : trouver, pour z fixé,
un cardinal m > 7y tel que pour tout x € Ob M, et tout systéme (ou un systéme) my-7-
adapté (z;);c; de limite inductive xy (7 un cardinal donné, utile pour M), si Hom,(z, z)
(~ lim Homa(x;, 2)) est vide, alors 3 iy € I tel que Hompy(x;,, 2) soit déja vide. Dans
I'exemple M = (k-alg. comm.), il faut donc prouver que 1'on peut trouver un cardinal 7
tel que pour tout k-algébre A avec Homp (A, k) = 0, il existe une sous-k-algebre A; de
cardinal < 7, telle que Homy(A;, k) = 0 (*°). J’ai tendance a croire que ga doit étre vrai
(et méme sans

[page 468]

supposer que k soit un corps, et aussi en prenant la condition Hom (A4, Z) = (), ou Z est
un objet quelconque de M). Ce genre de questions semble étonnement délicat . . .

4.16.2. 1l est possible, plus généralement, que la question suivante ait une réponse affir-
mative : Soit

f M — N

un foncteur accessible, avec M, N catégories accessibles, et soit T une sous-catégorie de
N accessible dans N, et telle qu'il existe un cardinal m ayant les propriétés suivantes :
N satisfait L, (i.e. N stable par Jim grandes devant m). Alors § & f=1(T) est-elle
accessible dans M (1) ? Ceci généralise le cas N = (Ens), T = {0}, f foncteur représenté

par z € Ob M, envisagé tout a 'heure. Avec le méme type d’exemple, mais en prenant

N = (Ens)*
[page 469]

au lieu de N' = {0}, on voit que la condition supplémentaire de stabilité sur T n’est pas
superflue. (N.B. Elle sont a assurer que S est L,-stable dans M pour 7 grand.)

4.16.3. Questions apparentée : j'avais espéré que pour un foncteur accessible entre caté-
gories accessibles

f:N —- M,

la g-image essentielle, formée des y € Ob M qui sont isomorphes a un facteur direct d’un
objet de la forme f(z), avec z € Ob N, serait accessible dans N. L’exemple ci-dessus
(nullement élémentaire!) de la sous-catégorie M, de M (formée des € Ob M tels que
Hom(x, z) # ()) montre qu’il n’en est rien. En effet, M, est 'image essentielle, et aussi
I'image g-essentielle, du foncteur

M/z — M,
or M/ z est accessible, et le foncteur précédent accessible, si M est accessible (vérification
par AQT [&ne qui trotte], cf. plus bas, énoncé plus général).
[page 470]

On a I'impression que la raison pour laquelle on a de tels contre-exemples, c¢’est que 1’on
a des g-images essentielles qui ne sont L,-stables dans M pour aucun cardinal 7 € &l
Cela améne a modifier la conjecture ainsi : soit m un cardinal tel que M satisfasse a L,

190 est faux, cf. annotation marginale p. 466.
91 Faux, avec N/ = Ens et un foncteur représentable M — Ens®, prenant I = {0}, cf. annotations
marginales p. 466, 467.
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et soit S(7) la plus petite sous-catégorie strictement pleine de M, L.-stable dans M, et
qui contienne 'image essentielle de f. (On pourrait appeler S(7) la L -image essentielle.)
Alors S(m) est accessible dans M. De plus, la famille (décroissante) des S(7), pour 7
variable, est stationnaire, i.e. il existe un cardinal 7 tel que 7’ > 7 implique S(7’) = S(7).
Il est clair alors que S(m) est la plus petite sous-catégorie de M qui soit accessible dans
M et qui contienne I'image essentielle de f. La méme question se pose pour un foncteur
g N°— M, ou g : N — M° est un foncteur accessible, N' et M accessibles. Je
conjecture que la réponse est encore affirmative.

[page 471]

Soit M une catégorie satisfaisant la condition L, et admettant une petite sous-catégorie
pleine strictement génératrice C, formée d’objets accessibles. On a donc un foncteur plei-
nement fidéle et accessible

M . C,

M L,-stable dans C" pour 7 convenable. Si M est I'image essentielle, de sorte que M ~
M, c’est donc une sous-catégorie strictement pleine L,-stable dans C”. Donc on s’attend
a ce qu’elle soit accessible dans C* (si la situation décrite est “logiquement accessible”), ou
ce qui revient au méme, que M soit accessible. (Comparer 4.8.1, p. 187.) Mais il ne doit
pas étre difficile (192), en procédant & un nombre 7y de choix (ou 7y = card 1), de faire
quand méme des exemples (“logiquement inaccessibles”) d’une sous-catégorie strictement
pleine M de C” qui soit L,-stable, mais non accessible dans C". Cette M admet donc une
petite sous-catégorie strictement génératrice formée d’objets accessibles (193) et satisfait
a L, sans pourtant étre accessible.

[page 472]

4.16.4 (19%). Soit M une catégorie telle que M et M° soient accessibles. Je conjecture
qu’alors M est essentiellement petite. Plus généralement, supposons M accessible, et
que M admette une petite sous-catégorie qui soit strictement cogénératrice. Alors M
est-elle essentiellement petite? Plus généralement, si M admet une petite sous-catégorie
strictement génératrice, et aussi une petite sous-catégorie strictement cogénératrice, i.e.
si M et M° sont toutes deux équivalentes a des sous-catégories pleines d’'une C*, avec C
petite, alors M est-elle essentiellement petite ?

4.16.5. Soit I une petite catégorie, I, le cone droit sur I (obtenu en rajoutant un objet
final e), M une catégorie accessible,

Hom (f,, M) C~ Hom(/,, M)

la sous-catégorie strictement pleine de la catégorie (accessible) Hom(/,, M), formée des
foncteurs f qui font de f(e) la limite inductive dans M des f(i) (i € ObI). Cette sous-
catégorie est L -stable pour 7 grand, donc il y a lieu

[page 473]

de conjecturer qu’elle est accessible dans Hom(/,, M). ( Je rappelle qu’on a vu dans

4.14 que c’est OK si les lim de type I sont représentables dans M. Et qu'une réponse
affirmative, dans le cas ou

920K en prenant un fermé S non accessible dans M d’une catégorie accessible M, qu’on plonge dans
un C*. Mais ces S n’a pas une petite famille strictement génératrice !

193Ce n’est pas clair, il faudrait pour cela que le foncteur d’inclusion soit un adjoint & gauche!

194 descendre aprés 4.16.5.
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=0 , donc 1

N N,

PN
=0 3

)

implique que la sous-catégorie Ep(M) dans FI(M) est accessible dans ﬂ(/\/l))

N.B. Si M admet une petite sous-catégorie cogénératrice, alors la question est justiciable
de la conjecture 4.16.2 relative a un foncteur accessible M — N°, ici Hom(/,, M) —~

Hom(/° x C,Ens)° ...

4.16.6. Il reste la question de l'accessibilité relative d’'une catégorie £ sur une petite
catégorie C. Je pense a présent, grace a 4.15.9, et son corollaire 4.15.10, que 1’énoncé

suivant doit “tomber” par AQT [&ne qui trotte] :

Proposition 4.16.6.1. Soit f : £ — C un foncteur, avec C petite catégorie karoubienne.
On suppose que f satisfait la condition H' = H (1+2+3) de 4.15.1 (page 415), ot il
suffit H 2, H 3, pour toute fleche A non identique de C. On suppose de plus que pour une
catégorie C' d’un des deux types qu’on va décrire, et un foncteur C' —C, & = & x¢ C’

soit accessible, et &' —C' accessible.

[page 474]

< On prend pour C' la catégorie

( R @ po = idg
= ——>¢ |»
R,
. _ op = p, d’ou
T N
n u = up, dou
\

p2

po
pp
up

uo

(trois objets &, &, n et cing fleches non identiques o, p, p, ug, U,

ci-dessus), ou la catégorie (isomorphe a Q°)

( o /\
So——— ¢ 1P ,d
P “_/ pe = 1% -
Ql _ u op = P
= o
u = oug E
\ n

hS]

q

[~

par les relations

hS]

Q

2

On se limite auz foncteurs Q —C, Q' —=C tels que p soit transformé en une fleche
non identique de C (*°) (donc la condition relative a Q, Q' devient vide, si C est sans

projecteurs).

Sous ces conditions, £ est accessible, et f : E —C est accessible.

195 Je ne suis pas sir si c’est raisonnable — & vérifier avec soin !
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[page 475]
On trouve alors le

Corollaire 4.16.6.2. Soit f : £ — C un foncteur. Conditions équivalentes :

a) Pour toute catégorie C' petite et karoubienne, et tout foncteur C' —C, &' = & X'
est accessible, et le foncteur &' — C' est accessible.

b) Comme a), mais C' étant une des trois catégories Ay, Q, Q' (o Q, Q' sont définies
dans 4.15.6.1 ci-dessus).

b') (19%). (Si C est sans projecteurs.) Comme b), mais en se limitant au cas C' = Ay (a

Uexclusion de Q, Q).

Corollaire 4.16.6.3. Supposons f : £€—C fibrant ou cofibrant. Alors les conditions
équivalentes précédentes impliquent que :

1°) Les & sont accessibles (s € ObC).

2°) Pour toute fleche X : s—t dans C, le foncteur \* : & — &, (resp. Es— &) est
accessible.

D’autre part, ’ensemble de ces conditions 1°, 2°) équivaut a la validité de b) ci-dessus,
dans le cas C' = A1, ou encore a la validité

[page 476]
de a) ci-dessus, quand C' est sans projecteurs.

Question 4.16.6.4. Les conditions 1° et 2° précédentes impliquent-elles celles de
4.16.6.27 En d’autres termes, si la catégorie base C est égale a Q ou a Q', alors ces
conditions impliquent-elles que &€ est accessible, et f : £ —C accessible ¢

(Ca semble idiot de ne pas connaitre la réponse!

4.16.6.5. J’ai envie d’appeler catégorie accessible sur C, une catégorie £ sur C satisfaisant
les conditions équivalentes de 4.16.6.1 — du moins dans le cas ot on suppose C petite.
Pour que cette terminologie soit vraiment satisfaisant, il faudrait que 1’on sache prouver
que ces conditions impliquent ceci : pour toute catégorie accessible M et tout foncteur
accessible M — C, la catégorie £ x¢ M est accessible, et le foncteur € x¢ M —» M est
accessible.

[page 476 Dbis]

L’idée, c’est qu’on appellerait (sous hypothése de petitesse) catégorie accessible £ sur
une autre C, une catégorie ayant la propriété qu’on vient de dire — mais en supposant
maintenant de plus que C satisfasse a L, j'imagine, pour tout foncteur accessible M —C,
avec M accessible, £ x¢ M est accessible et le foncteur canonique £& x¢ M — & est
accessible.

[page 477]

4.16.7. Retour sur les sous-catégories fermées d’une catégorie accessible
(4.16.1).

Proposition 4.16.7.1. Soient M une catégorie accessible, (S;)icr une famille de sous-
catégories fermées accessibles dans M. On ne suppose que card [ soit petit. Soit S la
sous-catégorie strictement pleine de M telle que ObS = |J,.; ObS;. Alors pour que S

196 9 45 vérifier avec soin !
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soit accessible dans M, il faut et il suffit qu’il existe une petite partie J C I, telle que
ObS = ;s S;- (En particulier, si I est ordonnée, et i+ S; croissante et grande devant
tout petit cardinal, il faut et il suffit qu’il existe un v € I tel que S = S,, i.e. tel que j >1

implique S; = S;.)
C’est évidemment suffisant, en vertu de 4.13... Prouvons inversement que si S est acces-

sible dans M, alors la condition précédente est satisfaite. Soit 7 un cardinal > 7 tel que
S soit m-accessible dans M, donc

S <= Ind,S(n), ou S(m) =8N M.,.

[page 478]

Soit S(m)o une sous-catégorie réduite de S(m), telle que S(m)9 & S(7) soit une équi-
valence, de sorte que S(7m)y est petite. Pour tout x € ObS(m)g, soit i, € I tel que
r € ObS, . Soit J I'ensemble de tous les i,, que est une petite partie de I, et soit S; la
sous-catégorie strictement pleine de M ayant pour ensemble d’objets | J s ObS;. Donc
S(m)g est contenue dans S ;, donc aussi S(7), puisque S; est strictement pleine :

S(m) ~ §;.

D’ailleurs S; est accessible dans M (loc. cit.), et est fermée dans M comme réunion
de sous-catégories fermées, a fortiori elle satisfait a L.. Donc, comme S(m) C S, le
foncteur essentiellement surjectif Ind,(S(7)) — S se factorise par S;. Donc S; C~ S
est essentiellement surjectif, et comme S; est strictement pleine, on en conclut S; = 9,
q.e.d.

[page 479]

Proposition 4.16.7.2. Soient M une catégorie accessible, x un objet de M, et M la
sous-catégorie fermée de M engendrée par x, formée des y € Ob M tels que Hom(x,y) #
0, i.e. l'image essentielle de z\M — M. Alors .M est une sous-catégorie de M acces-

sible dans M.
En effet, c’est I'image inverse de la sous-catégorie Ens™ accessible dans Ens par le foncteur
représentable (donc accessible)

hy : y — Hom(z,y) : M — Ens,

donc est accessible dans M en vertu de 4.13. ..

Corollaire 4.16.7.3. Soit M une catégorie accessible, S une sous-catégorie fermée. Pour
que S soit accessible, il faut et il suffit quil existe une petite partie J de S, telle que

ObS =, Ob (M)

En effet, on a
ObsS = |J Ob(uM),

zeO0b S
i.e. S apparait comme réunion de
[page 480]

la famille (pas nécessairement petite) de sous-catégories fermées ,M de M (indexées par
x € ObS), accessibles dans M en vertu de 4.16.7.2. Donc notre assertion est un cas
particulier de 4.16.7.1.

Version 17 décembre 2025 185



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. XVIII, Edition des Universités de Montpellier II et Paris VII

On peut aussi, pour toute partie petite J de Ob S, considérer la sous-catégorie fermée
S; C S de M engendrée par J. L’ensemble I des parties J en question, ordonné par
inclusion, est grand devant tout cardinal @ € U, et S est réunion croissante des S;.
D’autre part, la proposition nous dit que S est accessible dans M si et seulement s’il
existe un J € I, tel que S; = S, i.e. tel que S; =S, pour J C J'.

Proposition 4.16.7.4. Soit M une catégorie accessible. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) Il existe une sous-catégorie S de M fermée dans M, et non accessible dans M.

b) Soit I l’ensemble des ordinaux « tels que card v € U, i.e. des
[page 481]

ordinaur o qui sont dans Y. Donc I = 1,,, ou oy est le plus petit ordinal qui
n’appartienne pas a U, et I est grand devant tout petit cardinal 7, i.e. devant tout
cardinal dans 4 (*7). La condition envisagée est la suivante :

1l existe une suite transfini
T = (Ta)aer
d’éléments de Ob M, telle que l’on ait
Hom(zg, z,) = 0 si B < a.

De fagon précise, pour une telle suite transfinie, soit S ou M la sous-catégorie
fermée de M engendrée par la famille des ., i.e. telle que Ob S = |J,c; Ob ;. M =
Uaer 2o \Ob M. Alors zM est une sous-catégorie fermée non accessible dans M, et
toute sous-catégorie fermée non accessible dans M s’obtient de cette facon.

DEMONSTRATION. Considérons une suite £ = (x4)qe; comme dessus. Si J est une petite
partie de I, il existe un o € I qui majore les § € J, donc Hom(zs,x,) = 0, pour 5 € J,

[page 482]

ce qui signifie que z,, n’appartient & aucune des Sz = ,, M, pour # € J. Donc S n’est
par réunion d’'une petite sous-famille de la famille des , M, donc en vertu de 4.16.7.1, S
n’est par accessible dans M.

Inversement, soit S une telle sous-catégorie dans M. Considérons un bon ordre sur Ob S
(objets s4), et construisons la suite des x, (> s,) par récurrence transfinie (198).

1) On choisit xp = premier élément de Ob S (existe, car ObS # 0, i.e. S # (), car sinon,
S serait accessible dans M).

2) Siles 23 (3 < «) sont construits, on prend pour z,, le premier élément de S majorant les
xg et qui n’appartient pas a la sous-catégorie fermée de M engendrée par les x5 (5 < ).
(Cette sous-catégorie fermeée est C S, et # S, car S n’est pas accessible dans M.) On a
donc bien

Hom(zg,z,) = 0 si f < a.

O7introduire I = Iy avant I’énoncé de la proposition.

198N.B. On a card S ¢ 4, sinon, S serait petite, donc accessible dans M, contrairement & I’hypothése.
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[page 483]

Ainsi, la récurrence transfinie se poursuit sur I tout entier. On voit par récurrence trans-
finie qu’on a, pour tout o € I,
80( < xOé

(card x4 > xg = sz pour f < «, donc x, > sg pour tout § < «, ce qui équivaut a
To = Sq). De plus, on trouve aussi, par récurrence transfinie, que

sg appartient a la sous-
catégorie fermée S, de M
engendrée par les zg avec
g < a.

(%) B < «a -

puisque par construction s, est le premier des éléments de S qui n’est pas dans ladite
sous-catégorie S, de M. Cela montre que tout sz appartient & la sous-catégorie fermée
M de M engendrée par la famille de tous les z,, donc on trouve que S ¢ ,M C S,
donc § = M, qg.e.d.

Proposition 4.16.7.5. Pour un univers  donné (contenant N comme élément), les
conditions sutvantes sont équivalentes :

1) Il existe une catégorie U-accessible M ayant une sous-catégorie fermée non accessible
[page 484]
dans M.

b) Il existe une catégorie C € L, et une suite transfinie d’éléments de
ch ¥ Hom(C, Ensy) ,
T = (4)acr, indexée par l'ensemble de tous les ordinauxr o € U, et telle que
Hom(zq,25) = 0 st < 3.

DEMONSTRATION. On a b) = a) en prenant M = C”, en vertu de la proposition
précédente. On voit de méme a) = b), en plongeant M dans une catégorie C" (C étant
une petite sous-catégorie strictement génératrice de M).

Je n’ai pas été capable (1) de construire une suite (z,)ae; comme exigée dans cette
proposition, ni de prouver qu’une telle suite n’existe pas, méme dans un cas particulier
tel que M = (k-alg. comm.), k un anneau commutatif. Je n’ai pas

[page 485]

méme prouvé qu’on ne puisse trouver une suite transfinie de corps k,, ayant les propriétés
dites.

A fortiori, je n’ai pu tirer au clair la question si une sous-catégorie L-stable d’une catégorie
M accessible est toujours accessible dans M (?%0). 1l se pourrait qu’il n’y ait pas de tel
cas. Il se pourrait aussi qu’il y en ait, méme avec une sous-catégorie fermée (laquelle est
stable par tout type de lim représentable dans M, sauf la lim sur une catégorie d’indices
vide .. .).

199Mais si, finalement, cf. 4.16.7.10 plus bas.
200Cest faux, cf. plus bas.
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Pour les sous-catégories ouvertes, je rappelle que j’ai construit (dans Iappendice) un
exemple d’une telle sous-catégorie, non accessible dans M. Au sujet des sous-catégories
ouvertes, je signale ici ’énoncé (quasi tautologique) :

[page 486]

Proposition 4.16.7.6 (*°!). Soient M une catégorie accessible, S une sous-catégorie
ouverte de M. Pour que S soit accessible dans M, il faut et il suffit qu’elle soit L-stable
dans M, i.e. qu’il existe un cardinal 7y tel que M satisfasse a Lr,, et que S soit stable
dans M par lim de type Lr,. De facon plus précise, si cette condition est satisfaite, alors
pour tout cardinal 7 tel que m > my et que m soit utile pour M, S est w-accessible dans
M. Ou encore : si w est un cardinal utile pour M, alors S est w-accessible dans M si et
seulement s’il est L.-stable dans M.

Cette derniére assertion résulte aussitot du corollaire suivant, lui-méme tautologique.

Corollaire 4.16.7.7. Soit 7 un cardinal comme indiqué ci-dessus, soit S(m) = SN M,
et soit x € Ob M et

r ~ limx;
i€l I grande devant 7

une représentation de x comme image essentielle d’un objet de Ind, M. Alors x € Ob S
< 1, € ObS(m) Viel.
[page 487]

J’ai finalement tiré au clair la question de l'accessibilité des sous-catégories ouvertes et
des sous-catégories fermées d'une catégorie accessible :

Proposition 4.16.7.8. Soient M une catégorie accessible, S une sous-catégorie fermée
de M, T la sous-catégorie ouverte complémentaire de S, ™ un cardinal infini utile pour
M. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) S est w-accessible dans M.

a’) S est le fermé engendré par S(m) d:éfﬁﬂ M, i.e. pour x € ObM, on ax € ObS
si et seulement si 3¢ € Ob S(m) tel que Homp (€, z) # 0.

b) T est m-accessible dans M.

b') T est L-stable dans M.

Notons tout de suite le

Corollaire 4.16.7.9. Pour M, S, T comme dessus, conditions équivalentes :
a) S est accessible dans M.

a’) 1l existe une petite partie A de Ob M, telle que S soit la sous-catégorie fermée s M
engendrée par A, i.e. S = UgeA eM, ou (M est la sous-catégorie fermée de M
formée des x € Ob M tel que Hom(¢, x) # (.

[page 488]
b) T est accessible dans M.

201Cette proposition et son corollaire sont contenus dans 4.16.7.8 ci-dessous, il n’y a pas lieu d’en faire
un énoncé séparé.
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b') T est L-stable dans M.

Corollaire 4.16.7.10. Soit M une catégorie accessible. Les conditions suivantes sont
équivalentes (29?).

a) Il existe une sous-catégorie fermée de M, non accessible dans M.
b) 1l existe une sous-catégorie ouverte dans M, non accessible dans M.
c) 1l existe une suite transfinie
z = (Ta)aer
d’objets de M, indexée par l’ensemble I des ordinauz de l'univers de référence i,

telle que l'on ait
Hom(zy,z5) = 0 pour o < f3.

En effet, 'équivalence de a) et b) est claire par le corollaire précédent, et celle de a) et ¢)
n’est autre que 4.16.7.4.

DEMONSTRATION DE 4.16.7.8. Nous aurons & utiliser le

Lemme 4.16.7.11. Soient M une catégorie accessible, ™ un cardinal utile pour M, S
une sous-catégorie pleine de M, S(m) d:efﬁ N M., d’ot un foncteur pleinement fidéle

¢ : Ind.(S(7)) — M.

[page 489]

a) Soit x € Ob M. Pour que x appartienne a l'image essentielle du foncteur 1, il faut
et il suffit que la sous-catégorie pleine S(m)/x de la catégorie M, [z (qui est filtrante
et méme grande devant ) soit cofinale (donc aussi grande devant 7).

b) Pour que S soit m-accessible dans M, il faut et il suffit que pour tout x € Ob M,
on ait

x € ObS = S(m)/x est cofinale dans My /x

(ou encore, que S satisfasse a L, et que pour tout x dans M, on ait
x €0bS = S(m)/z cofinale dans M, /x.)

DEMONSTRATION. La partie b) est une conséquence tautologique de a), que je vais prou-
ver. Dire que z est dans I'image essentielle de S, signifie que

(%) r ~ lima;,
iel

avec I grande devant 7 et les x; dans S(m). On sait que (%) implique (I étant filtrante,
et M étant équivalente a Ind, (M) puisque 7 utile pour M) que I — M /z est cofinale
(4.4.2, page 79). Or ce foncteur se factorise par le foncteur d’inclusion pleinement fidéle
S(m)/x C~ My /x, lequel est cofinal si et seulement s'il satisfait la condition F 1. Il
est immédiat que cette condition est satisfaite quand elle est satisfaite pour le foncteur
composé en question, ce qui est bien le cas

202Exemple ot ces conditions sont satisfaites : M = (k-alg. comm.), k un corps commutatif infini, {
étant le plus petit univers tel que N € Ll
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[page 490]
par hypotheése.

Inversement, supposons que S(7)/z soit cofinale dans M, /x. Comme on a
r <= lim z; ,
My /x
7 étant utile pour M, on aura aussi par cofinalité
r <=~ lim z; ,
S(m)/m

or M, étant grande devant m, il en est de méme de la sous-catégorie pleine cofinale
S(m)/x. Donc z est dans l'image essentielle de Ind,S(7), q.e.d.

Lemme 4.16.7.12. Soient I une catégorie filtrante, J une sous-catégorie fermée, K la
sous-catégorie ouverte complémentaire. On a alors les équivalences

J # 0 < J cofinale <= K non cofinale <= K # 1.

DEMONSTRATION immeédiate.

Je reviens a la démonstration de 4.16.7.8. On applique le lemme 4.16.7.11 & M, 7, et aux
deux

[page 491]

sous-catégories S, T de M, en notant que pour x € Ob M, S(7)/x est une sous-catégorie
fermée de S(7), dont le complémentaire ouvert est T'(m)/z, de sorte qu’on peut appliquer
le lemme 4.16.7.12. On trouve :

4.16.7,11

S m-accessible &= V x € ObM, on a (zr € ObS <= S(m)/z cofinale dans
M, /x)
— VeeObMona(  z¢ODbS
——
(i.e. x € ObT, par 4.16.7.12)
<= S(m)/x non cofinale dans M, /x >
(i.e. T'(m)/x cofinale d;ns Mz, par 4.16.7.12)
it T est m-accessible.

On a donc I'équivalence de a) et b). D’autre part, S(7)/x cofinale dans M/ signifie
simplement S(m)/x # () (4.16.7.12), donc S m-accessible signifie que S est formée des
x € Ob M tels que S(m) # 0, ce qui signifie aussi que S est le fermé dans M engendré par
S(m), d’'ott a <= a’. D’autre part, ’équivalence b <= b’ n’est autre que 4.6.7.6 (derniére
formulation).

[page 492]

4.17 Retour sur les paratopos, et sur les opérations M XN,

I’IO_ITM(M,N)

[Ce paragraphe n’existe pas.]
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Appendice

Ultraproduits de corps, et catégories accessibles

Soit (k¢)eer une famille de corps, indexé par un ensemble E. ( Soit @ un filtre non trivial
dans F, i.e. une partie & C PB(F) telle que :

a) 0 ® ie. Acd = A#0.

b) A, BEd = ANDB € .

c) SiAe d, AC B, alors B € ®.

d) #£0 (<= Ec ).

(Cela revient a dire que ® est une partie fermée de 'ensemble ordonné B(FE), filtrante
a gauche, et ne contient pas le plus petit élément de B(F), i.e. non égale & P(FE) tout

entier.) > Pour toute partie J de E, posons

kyo= []ke.

¢eJ
on a donc un systéme projectif
(kg)epE) ie. JC J donne ky —kj,
et le systéme
(k) seo

est un systéme inductif d’annaux, indexé par I’ensemble ordonné filtrant ®°. Posons

ko = lim ky .
Jed

Si U est un filtre plus fin que @, i.e.
[page 2]

tel que ¥ O P, on trouve un homomorphisme canonique
k‘1> - k\I/ )

donc si F(E) = F est 'ensemble des filtres sur £, ordonnés par inclusion, on trouve un
systéme inductif
D+ ky : F — Ann.

On n’a pas utilisé encore que les k¢ sont des corps, en fait il suffirait que ce soient des
objets d'une catégorie A stable par petits produis et par petits lim filtrantes. Prenons
maintenant A = Ann (catégorie des anneaux unitaires, non nécessairement commutatifs),
et supposons que les k¢ soient des corps.

Version 17 décembre 2025 191



A. Grothendieck : Dérivateurs, Ch. XVIII, Edition des Universités de Montpellier II et Paris VII

Proposition 1. Supposons que les ke (€ € E) soient des corps (*°3). Pour que ke soit
un corps, il faut et il suffit que ® soit un ultrafiltre, i.e. que pour toute décomposition
E=AuB,onaitAc®ouBecd (NBSiAecd onalB ¢ P, puisque sinon, on aurait
ANB e ®, donc () € @, absurde.)

Nécessité : Soit, pour toute partie A de F,
Ly,

fa€kp  deéfinipar  fa(§) = ‘
O

si (e A
si e E\A.

[page 3]
Soit
fao € ko

I'image de f, par ’homomorphisme canonique kr — kg. Si E = A 11 B, on aura

fa+ fB =1, fafe =0,

d’ou

fae + fBe = 1, fae [Be = 0.
Si kg est un corps, cela implique qu'on a fa¢ = 0 ou fpe = 0. Mais si p.ex. fao = 0,
on voit que cela signifie qu’il existe un J € ® tel que fa|J = 0, ce qui signifie aussi que
J C B. De méme, si fpe =0, on aura J C A. Donc ® est un ultrafiltre.

Inversement, supposons que ® soit un ultrafiltre. Prouvons que kg est un corps, i.e. que
pour f € kg, f # ) => f inversible. Notons que f provient d’un élément d'un k; (J € @),
donc est I'image canonique d'un g € kg. Dire que f = 0 signifie que 4 J € & tel que
glJ = 0. L’inverse f # 0 signifie donc que pour tout J € ®, on a g|J # 0.

[page 4]

Soit alors A I'ensemble des £ € E tel que g(§) # (), B = E\ A l'ensemble des £ € FE tels
que g(&§) # 0. On a donc B € ® puisque f # 0, et comme P est un ultrafiltre, on a donc
A € ®. Mais soit ¢ € kg défini par ¢/(§) = f(§) ' sié € A, ¢'(€) = 1si € € B, et soit f’
I'image de ¢’ dans kg. On voit alors qu’on a

fr=r=r=1,

ce qui montre bien que kg est un corps.

Supposons maintenant que tous les k¢ (§ € E) soient égaux & un méme corps k. Alors les
k; forment un systéme projectif de k-algébres, les k¢ un systéme inductif de k-algébres.
Si k est commutatif, il en est de méme des k;, kg, et en particulier pour ® un ultrafiltre,
ke est une extension du corps k.

Revenons au cas général, mais les k; commutatifs. Soit Fy C F 'ensemble des ultrafiltres
sur . Notons que pour tout ® € F, kg — kg est surjectif. Donc si ® € F, k¢ s’identifie
a un corps quotient de 'anneau kg.

203NB Cette condition est nécessaire si on veut que kg soit un corps pour tout ultrafiltre.
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[page 5]

Pour tout anneau A4, soit Max(.4) le spectre maximal, i.e. 'ensemble des idéaux maximaux
de A. On trouve donc une application canonique

( ) f() — Max(k;E)
* 2
d Ker(kE — kq;) d:ef Mo .

Proposition 2. L’application précédente est bijective.
Prouvons d’abord qu’elle est injective, cela résulte aussitot du

Corollaire 1 (***). Soit, pour ® € F,
Xe : kg — ko
Uapplication canonique. Alors pour A € B(E), on a
Adg o — Xo(fa) = 0, de fa€Emg

(i.e. A€ ® <= xa(fa) #0, i.e. fa g ma) (*®).

En effet, xo(fa) = 0 signifie qu’il existe B € ® tel que f4|B =0, i.e. tel que B C F\A;
mais cela équivaut & F\A € ®, donc a A ¢ & puisque P est un ultrafiltre, q.e.d.

[page 6]

Reste a prouver que 'application (x) est surjective. Soit donc m un idéal maximal de kg,
et soit

® € {AecPB(E) | x(fa) = 1},

ou x : kg — kg/m = r(m) est Papplication canonique. Je dis que ® est un ultrafiltre. En
effet :

a) 0 & @ car fy =0, dou x(fy) =0 # 1 dans ke.
b) SiA,Be® onaANBec®, car fanp = fa- fp, Aot x(fan) = x(fa)x(f5) = 1.

c) SIAC Bet A€ @ alors B € . Eneffet,ona fa = fafp, doux(fa) = x(fa)x(fB),
et comme x(fa) = 1, on trouve x(fz) = 1.

d) Ona F € ®,ie. x(fg) =1, 0r fp =1, donc x(fg) = 1.

Ainsi, ® est un filtre — on n’a utilisé que le fait que A/m est un anneau # 0 (pour conclure
que ) & ®). Prouvons que si A/m est intégre, ® est un ultrafiltre, i.e. :

e) Si A¢g®d, alors BYE E\A € .
En effet, on a fa+ fe =1, fafg =0, d’ou

204NB Pour ® € F quelconque, mg e Ker(xs : kg — ko) détermine ®, puisque
Aed = xo(fa) =1

(mais il faut supposer les K¢ # 0, i.e. 0 # 1¢ ...).
205NB On a donc
(xa(fa) # 0) = (xa(fa) = 1).
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(@) x(fa)+x(fB) =1, et
@ x(fa)x(fs) = 0.

X(f4) # 1, on conclut de (@) x(f5) # 0, d'ott par (B) x(fa) = 0, d'on de @) x(f5) = 1.
d’ou B € O.

[page 7]
Prouvons enfin que m = mg. Comme mg est un idéal maximal, il suffit de prouver
me C m.
Orsi A € PB(F) est telle que A € &, ou fa € mg (cor. 1), on a aussi f4 € m. Donc il suffit
de prouver le

Lemme. Soit & € Fy. Alors me est l'idéal engendré par les fa pour A € P(E)\P. Plus
précisément, les fa sont dans me, et tout f € mg est de la forme ffa, avec A comme
dessus.

En effet, f € mg signifie qu'il existe B € ® tel que f|B = 0. Mais cela signifie aussi que
f=ffa,ou A= FE\A [plutét A= FE\B], dou A ¢ ®.

Cela prouve la proposition 2, et en méme temps :
Corollaire 2. Tout anneau quotient integre de kg = H&E ke est un corps.

Notons maintenant que si ® € F est un filtre quelconque sur F, alors kg est un anneau
quotient de kg, donc

(%) Max(ke) C Max(kg) .
———
~ Fo
Ceci posé, on trouve :

Corollaire 3 (?°°). L’inclusion précédente identifie Max(kg) a l'ensemble des ultrafiltres
U sur E qui sont plus fins que ®.

En effet, si ¥ est un tel ultrafiltre, on
[page 8]

a le diagramme commutatif

(**) kE Xe > Ifcp > k\Il s
~—
X

ce qui montre que W [plutdét my] est dans 'image de (x). Inversement, supposons que
U € Fy provienne de Max(kg), i.e. que I'on ait mg C mg (o mg est le noyau de xg), ou
encore qu’on ait une factorisation (x*) de xy. Prouvons que ¥ est plus fin que @, i.e. que
¥ D ®. Soit donc A € ®, prouvons que 'on a A € W. Mais A € ® implique [1e] fait que
Xa(fa) =1, donc son image dans ky est égale a 1, donc on a A € ¥ par le corollaire 1.

206Marche pour tout systéme d’anneaux (k¢)ecr non nuls, et @,V € F, ¥ plus fin que @, i.e. & C VU si
et seulement si mg C my (pas la peine que ¥ soit un ultrafiltre).
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[page 9]

Supposons & présent que tous les k¢ sont égaux [4] un méme anneau . Donc ky,
ke sont des ‘anneaux sous k' k — kj —» kg, d’ailleurs k —k; (si J # 0) et k— kg
sont injectifs. On se pose la question quand k —» kg est bijectif, i.e. surjectif. Comme
ke ~ kgp/mg, cela signifie donc que kg = k + mg, i.e. que tout f € kg s’écrit

c € k, iecl)= ¢ VEEF,
~—
f=c+yg €k
g € mg ie. JA€PavecglA=0.

Mais pour f € kg, ¢c € k et A € O fixés, l'existence de g € kg telle que g|A = 0 et
f = c+g équivaut a f|A = c4 (fonction constante dans A, de valeur ¢), i.e. A C f~1({c}).
Pour f, ¢ fixés, l'existence de A € ® satisfaisant la relation équivaut a f~'({c}) € ®. Et
pour f fixé, I'existence de ¢ équivaut a celle d'une fibre E. de f : F— k, qui soit dans
®. Ainsi :

Proposition 3. Soit ® € F. Pour que k— kg soit surjectif, il faut et il suffit que pour
toute famille de parties essentiellement disjointes (E¢)ecr de E indexée par k, de réunion
E, il existe un € € k tel que Ee € ®. A fortiori, il faut que ® soit un ultrafiltre (puisque
card k > 2 par hypothése).

[page 10]

En effet, la donnée d’une telle famille (E¢)eer équivaut a la donnée d’une application
E—k, ie. d'un élément de fg.

Scholie. La propriété qu'on vient d’expliciter pour un filtre ® sur E, ne dépend de k
que par l'intermédiaire de m = card k. On peut aussi I’énoncer en disant que pour toute
partition (F;);c; de E en un ensemble I des parties tel que card I < , il existe un (et un
seul) des E; qui soit dans ®. On dit alors que ® est un w-ultrafiltre.

Si m > 2 est fini, cette propriété équivaut & dire que ® est un ultrafiltre. Par ailleurs,
quel que soit m, les ultrafiltres ® triviauz (i.e. tels qu'il existe £ € E avec {{} € @, ou
encore tel que & = {A € P(F) | € € A}) sont des w-ultrafiltres. Si 7 est infini, il n’est
pas clair qu’il existe des w-ultrafiltres non triviaux. On sait qu’il n’en existe sur F que si
card F ¢ iy, o i, est le plus petit univers tel que N € i, i.e. tel

[page 11]
que Y contienne comme élément un ensemble infini.

Si U = iy, et si k est un corps infini, p.ex. £k = Q, alors pour tout ensemble E € il et
pour tout ultrafiltre non trivial ® sur E, kg est une extension non triviale de k. Mais
si 31 = 4, est un univers quelconque, et 7 le premier cardinal dans 4 qui n’appartienne
pas & un univers Y’ C U strictement plus petit, je présume que pour tout £ € i, tout
m-ultrafiltre sur E est trivial.
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Application & un exemple d’une sous-catégorie non accessible.

Soit M une catégorie U-accessible, et a € Ob M, d’ott un foncteur

fo: M° — Ens
r +— Homp(z,a) & a(x) ,

foncteur commutant aux Jim quelconques, donc tel que f: M — (Ens)° commute aux
lim quelconques, et en particulier f est accessible. Considérons la sous-catégorie stricte-
ment pleine

[page 12]

*
ns Ens
<~ C

= Ens\ {0}
des ensembles non vides, on sait qu’elle est accessible, mais elle n’est par stable par Jim
de type L,, quelque grand qu’on prenne 7.

Considérons

ﬁ - ﬁa C M7
—_——
Cl:éff—l(Ens*)

sous-catégorie strictement pleine de M formée des x € Ob M tels que
a(x) # 0, i.e. x < a pour le préordre canonique de M .

C’est donc une sous-catégorie ouverte de M. Son complémentaire fermé S’ = S’ est la
sous-catégorie fermée image inverse, par f, de la sous-catégorie strictement pleine de Ens
réduite au seul objet {(}. Cette sous-catégorie de Ens est la catégorie finale type. Elle
est stable dans Ens par lim quelconques, et par Jlim filtrantes quelconques. Ainsi, S’
est stable dans M par lim filtrantes quelconques. Ainsi, S’ est stable dans M par lim
filtrantes quelconques, en particulier, elle est L,-stable pour 7 assez grand. Explicitons :

[page 13]
s =5 cM
—_——
|| aet sous-catégorie fermée de M
f7'{0}) = formée des © € ObM tels
que a(z) = 0.

Comme S’, étant fermée dans M, est stable par lim non vides et en particulier L.-stable
pour 7 grand, il y a plus de raison de s’attendre a ce que S’ soit accessible dans M que
pour son complémentaire S, dont il n’est pas clair qu’il ait cette propriété de stabilité,
mais seulement stabilité par Jim non vides, et en particulier par facteurs directs.

En fait, nous allons voir qu’il peut arriver que S et S’ soient tous deux non accessibles
dans M :

Proposition 4. Soient 4 un univers, contenant un cardinal infini 7y tel que pour tout
E € M, tout my-ultrafiltre sur E soit trivial. Soit alors k € Y un corps de cardinal 7, > o,
et soit M la catégorie
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[page 14]

des k-algébres commutatives. Donc M est un U-paratopos, admettant k comme objet ini-
tial. Soit S la sous-catégorie strictement pleine, stable par petites lim non vides, formée
des objets A de M tels que Homp(A, k) = 0, et S la sous-catégorie strictement pleine
complémentaire, formée des objets A tels que Homp (A, k) = 0. Alors S’ est une sous-
catégorie fermée dans M, et S la sous-catégorie ouverte complémentaire, donc S (tout
comme S') est stable par facteurs directs. Ceci posé :

a) Il n'existe pas de cardinal 7 tel que S soit L.-stable dans M, a fortiori S n’est pas
accessible dans M.

b) (*°7). Bien que S soit Lo-stable dans M (i.e. stable par lim filtrantes, et méme,
on l'a dit, par toute limy non vide), S' n’est pourtant pas accessible dans M.

DEMONSTRATION. L’assertion a) va résulter du

Corollaire 1. Sous les conditions de la proposition 4, soient E € 4 un ensemble infini, ®q
le filtre des complémentaires des parties finies de E. Alors Homp(ke,, k) = 0, a fortiori,
pour tout filtre ® sur E plus fin que @y, on a Homy(ke, k) = 0.

[page 15]

On a posé ici, bien sir, pour tout filtre ® sur F,

ke = lim k.
Jed

On sait que pour toute k-algébre commutative A, Hom(A, k) est en correspondance 1-
1 avec la partie de Max(A) formée des idéaux maximaux m de A tels que k — A/m
soit un isomorphisme. Si A est de la forme kg, ® un filtre sur E, cet ensemble est en
correspondance biunivoque avec l’ensemble des m(-ultrafiltres ¥ sur E plus fins que @,
ou 7wy = card (k) (proposition 3, et cor. 3 de prop. 2, page 7). Comme 7 > 7o, un tel
ultrafiltre est trivial par hypothése. Donc on trouve

(%) Hom(ks, k) ~ ensemble des £ € E tels que {€} =\ 0 A -

Mais dire que ® est plus fin que @, signifie aussi que pour tout £ € E, on a E\{{} € @,
ie. 3A € ®avec A C E\{{}, ie. {&} & (Nsep A Donc on a alors Homa(ks, k) = 0.

La conclusion du corollaire 1 s’exprime par la relation

ke ¢ ObS, ie k€ Ob S,
d’autre part, on a par définition
kq) - @,kJ7
Jed

[page 16]

et il est clair (comme ces J € ® sont # ), que les k; en question sont dans S. Ainsi,
pour un filtre ® comme dans le corollaire 1, on trouve un systéme inductif d’objets de S,
indexé par ®°, dont la limite inductive n’est pas dans S. Donc le a) de la proposition 4
se déduit en notant que pour tout cardinal m € i, on peut trouver un ensemble E € il
et un filtre ® sur F plus fin que &, tel que I'ensemble ordonné ®° soit grand devant .
Pour trouver un tel ®, il suffit de prendre E de cardinal 7’ > 7, et pour ® ’ensemble

2077 pas prouveé.
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des complémentaires des parties de E de cardinal < 7, de sorte que ®° est isomorphe a
I’ensemble ordonné des parties de F de cardinal < 7, lequel est bien grand devant 7. Cela
prouve le a) de la proposition 4.

Prouvons maintenant le b). Notons le

Lemme. Soit M une catégorie accessible stable par lim de type I, o un ordinal limite
donné, S' une sous-catégorie fermée, ™ un cardinal utile

[page 171

pour M, tel que carda < w. Pour tout x € ObS’, choisissons une représentation w-m-
adaptée (w étant le premier ordinal infini)

z ~ lim z;
fr——
iel,

(donc 1, grande devant 7, stable par lim de type I, i+ x; : I — M commute auzdites
limites, enfin les x; € Ob My ). Pour que S soit w-accessible dans M, il faut et il suffit
que pour tout v € ObS’, il existe un i € I, tel que x; € Ob S’.

En effet, notons que S’ étant fermée, est stable dans M par toute lim non vide repré-
sentable dans M, et en particulier par lim de type I,. Donc on peut appliquer 4.13.22
(p. 342) a M, §', m et a ® = {I,}. Alors a) = ¢) implique que si S’ est m-accessible
dans M, alors pour tout z € ObS’, 'ensemble [, ¢ des i € I, tels que x; € Ob S est
cofinal dans I,. Cela implique qu’il est non vide. (Et réciproquement d’ailleurs, S’ étant
un fermé dans M, puisque si z; € ', alors pour j € ObI, avec ¢ < j, on a z; € 5,
i.e. I, ¢ contient I'image essentielle de i\/,, laquelle est cofinale dans I ...) Cela prouve
le ‘il faut’. Prouvons le ‘il suffit’. Donc prouvons que S’ est égale a 'image essentielle de
Ind,(S'()). Elle la contient, puisque S’ est stable par lim de type L.

[page 18]

Donc il reste a prouver que tout z € Ob S’ est dans I'image essentielle. Or I’hypothése

nous assure que z ~ lim z; est isomorphe a lim z; (car I, ¢ est cofinale dans I,), ou
i€l icl, g

cette fois les x; sont dans S’. Comme I, grande devant 7, de méme la sous-catégorie
pleine cofinale I, ¢/, donc on gagne.

Corollaire. Sous les conditions précédentes, si S’ est m-accessible, il en est de méme de
louvert complémentaire S, pourvu que S soit stable dans M par lim de type L.

Il faut prouver que S est égale a I'image essentielle de Ind .S (7). L’hypothése ‘pourvu’
assure que cette image essentielle est C S. Inversement, tout [?] € Ob .S est dans cette
image essentielle. On aura

r ~ limx;, z; € Ob M, I = My /z, grande devant 7 ,
iel
et comme x € Ob S et S ouverte, les x; sont dans S, donc dans S(7), OK.

Dans le cas qui nous occupe, o M = (k-alg.), comme S n’est justement pas stable dans
M par L; (quel que soit 7) (c’est cela qui nous faisait conclure que

[page 19]

S n’est pas accessible dans M), on ne peut donc conclure de cette inaccessibilité de S,
celle de S’. Notons le
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Corollaire. Soit m un cardinal infini. Pour que la sous-catégorie fermée S' de M (formée
de k-algébres commutatives A telles que Homp (A, k) = 00) soit w-accessible, il faut et il
suffit que pour tout k-algébre A (de cardinal > ), telle que Hompa (A, k) = 0, existe une
sous-algébre A; de cardinal < , telle que Hom g (A;, k) = 0.

(On applique le lemme, en prenant pour « le premier ordinal infini.)

Question. Cela est-il vérifié, en prenant simplement m > card k ¢ La question de I'exis-
tence d’un cardinal 7, ayant la propriété indiquée plus haut, me parait délicate, et j'ignore
la réponse. Si on veut construire un contre-exemple pour tout 7, les développements pré-
cédents suggérent de prendre pour A un produit infini d’extensions non triviales de k, ou
un anneau kg comme dans la démonstration de la proposition 4 a).
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