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CONVENTIONS,

. . d . . s .
- 81 E est un ensemble, E~ est la catégorie discrdte (sans morphismes

propres) ayant E pour ensemble d'objets

- 81 G est un monoide, G est la catdgorie de ce monoide.

i

Un point d'une catégorie est un objet de cette catégorie.

U

- 81 I == I' est un morphisme de catégories

,
bt
g
I

{I, ulI) —3 1'} = fivre & gauche de u su-dessus de I'

.
fr,1t - u{I)% = fibre & droite de u au-dessus de I'.

-
4
-
—r
H

o

= U &bant un univers donné une fois pour toutes, C est la catégorie
. . * . . . .
de U-petites catégories; C est la catégorie de U-petites catégories

pointées.



e A AL



wia

éﬂﬁu

s

antliers

onné dag

ol
A

fengemble o

5

de

-
it

£
o
b

WL

3l

SRRSO N S

)

I

£i

N

[
vl

i,
»w\, il _\U
] o]
4 ]
I
LeM]
A i
o 5]
=
g =
3 1
o3 o
iy
ol iy
O e
L
5 §
W e
oW
“ ﬂ..w_
g 2

o] 8]
[
Ly
[
“..w v
4w o
W b
i e
51 &
g
Rond T3
4+ 4
ot
- [l
{ .
i o
[ .




wd
-

epf

O e}

i

& %
% &

Le st

A

7w
34

(4

ie des

]

e

Le ovatago

-
A

o,

R

st i

ik

i

al
"y

e

=k

=

BLEgn® pa

s

Ty
WL

topie gt

Fhomo

e

o
i

/.e

< g

elie

o

valenes

-
&qu

egt une

O

bl

5

A
e

e

o s
CONTTeITL

e
i

o
&

Mo,\..m
&




contractile en un point.

e 3 -

sont des sous~catfgories de I, A {(I:J,E) est la sous-
® Bax

5
catdgorie de A (I} définie par le diagramme cartésien

Po ¥ By
AL = >T x I
A ¢
|
|
AN{I30,K) s T % K

81 I est un point de I, on remarque que A{I:;I,I ) est contractile
© = =Im Ty

3) L'ensemble des composantes connexes ?‘:O(;) de I est le quctient de

(o]

b{I} per la relation d'équivelence :

i}

IATéE= 31 € AN(I) tel quep("f}mletg

= St
On note, [17, ia composante connexe de I,

Proposition I 3 ¢ Le foncteur :

WC
e T

D (r Yo Ty T
1x) WL 2J) o= obL/ X WQ(;:,;

iv) W _ (I} =% 51 I est filtrante

v) Pour tout morphisme I —&- It,
. . .= ..
- 7w {y} est surjectif si Eg (It} est nen vide pour tout I

W s s . o =1, .
~ 7 {u) est bijectif si Uy {I'}) est non vide et connexe pour
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On désigne par C, gi} la sous-catégorie pleine de C(C ) formé de

p - : - -
ca‘&egorles connaxes et Slm?l.ém&ﬁ@ connades.,

1] - Fivrés localement triviaux et revitements.

1) Un £ibré localement trivial est un triple (I,I',n) o I et I' sont des

petites catégories et FL{I) “"lLf§Aut(£’} est un homomorphisme de moncides
\
i

) &
itn) i
od §ﬁ§} 23t le prodult semi-direct de I par I', clest-f-dire :
v F e 7 5
1y ObiI{wn)) = OB(l x 1')
-« i
ii) ' s

avec la composition : (¥,v") o {u,u') = (v e u, u{u) (v') ¢ u')
Le morphisme p est un exemple de morphisme Fibré qui sera £tudié en
détail au §D.

81 I et I' sont pointées en I, et

L]

e
: : 4, 2 ; - - ; fony o ! gy
1l existe un morphisme naturel : I' =3 T{n} (IV'Ar— (T [I')),

On dé&finit l'application "borda

'ﬂﬁiz} ﬁ5{3$}
par :
T ‘Ew ? i """3 - ;z "'-E « oy F v
Eq LI]= igiklgn) . <12nw?; PR V}i;z) o ?}{1Ejilé;j.
On vErifis sisément que la sulte :

ow g . {p) v (g')

WL = W (1)) o (1) =D (1) 2
w (p)
w (x{9) —7¢ {I)

est exacte. ©
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Preuve : 81 f est défini par £{I ——=—> J)

%h o f (I ~2pJ) = h(fl} (T “—jiﬁ*<3) h(fgi} ; ce qui monitre gue

, x . .
het ¢ o £ zont ¢ -isomorphes.

Dtautre part, —Bk , s T K 09, = k.

o~

Théoreéme IT L a : (théorie de Galcis dans C) : Soit (I,f) un revétement

universel. Les applicsticns

établissent une correspondance blunivogue entre les classes de fibrés
principaux homogénes de groupe G C-isomorphes et les classes &'homomor-

phismes conjugués ds ﬁ}(gj dans G.

3i, on désigne par Hom{H,G}G l'ensenmble pointé des classes d'homo—

v : L A 5 A A L . . R
-morphlsmes conjugués de HE dans G, le thfordme ci-dessus eXprime gue

H {I:G) uom(?\“i{g},@@}s.

5) Solent (1,5,f) et (I',G',f') des revBtements galoisiens pointés et

14
ty
R
4
P
7

R+

e
L
J&
I
kel

uwn dlasgramme commutatif de £ -morphismes.

Un tel morphisme v au-dessus de u s'il existe est unigue; en effet

pour tout (I,g) —=> (J,gf(u)) de I(f), vil,g) = v'{1,g) &=
T

w(d,gf{u)) = v (7,28 (w)). Comme E<E037} = v )1

t

cela entraine gue v = v'.
(v)
On dsigne par G ————> ', l'unique homomorphisme de groupes tel

1) et que I(f) est connexe,
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Preuve : On choisit pour tout peint (I,u{I) —~» 711} g

élément g{I,t) de G tel que :

0, () g(1,8)) = g0 (6) s (x) (D)

et on dé&finit un homomorphisme de moncides :

— i i !
Fl(gg}(l'}} *i;ij;dii;L?fker o, (¥)
par : (I,t) == (J,r) Af'm-)-g(f[,t}f(u}g(i,r)—1

Le morphisme

_.i R -
(x)] (£"(31,8")) ——> v (T g")
({I,t),n) A ((I,ng(1,t)),t)

est alors un isomorphisme.

La proposition IT 3 ¢ peut alors se compléter suivant

[ ; - e

tel gue 1Y secit

: Pour tout {_-morphisme I —%>

Proposition II 5 s
_

c
filtrante et u_ (I') non vide et connexe pour tout I', et pour tout

155}

groupe G :

Preuve : Supposons par exemple 1' filtrente & droite.

D'aprés la proposition ci-dessus, 11 est dquivalent de démentrer 1s

-

q
propriété pour I ou pour un revétement universel de I. On peut donc

a) de

j)

supposer gque I est simplement connexe et il suffit {théoréme IT L

montrer gue pvur tout I' de I' et tout x de w, {u_(I'}), il existe un

| g _
morphlsme It *"“““?<I' de I' tel que 1l'image de x dans ‘Wf{ug'{i'}) soi
1'identité, Or I' &tant filtrante & droite, tout lacet de u—{I%) est
oy 3 e
+ P |
. . T g . — -
homotope & 1'identité dans u_ (J') pour un morphisme I' ——J' convenable.
~g

5) Pour tout morphisme “%L>g’ et tout objet I' de I', on construit le

bt

- L.
carre cartesien !
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est alors exacte.

Proposition IT 6 b : 831 T —=+1' est tel que

i) Pour tout I', u

A . { E A T, 5 fre
Alors ;%%5‘ﬁ (gg {1'}) ﬂ*@§? s (aH {1e})
=1

. T, -1, IS
Alors iim H (g_}? {I7);6) = 1im E'(u_ {1%):8)
T + Tt g
pour tout groupe &.
Infin, notons la :
Proposition II 6 ¢ : Tout morphisme I -2 1", tel que T' soit connexe,

admet une décomposition

g
b

vl

o]
e

tells que
i} Les Pidres hemotopiques de 4 sont connexes

ii) p est un revitement,

Preuve : Pointons ' en I T

de I& & I'. Llapplication :

O
f
fopd
el
-
E
€y
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Propri&té IIT 1 ¢ : 31 D est une catdgorie abflienne, Pro-D est aussi
. . P My
une catégorie eb&liemme. De plus, si (E,8') — (i,8) et (}§,8) - (§,s")

sont des transformetl

<
It
2
o
m
o
4
'..
b
a0
w
o
4%
}._.I
},. J
(¥
7
w2
o
5]

soit exacte pour teout N, alors

est exacte dans Pro-D.

hismes

wor
we L PR - . - o, .
J; avee N > dans N et S(£}{I) —» J dans S5(M).

¢

» 4
. o % Y P wr . »
On remsrguers que S{N) = p (H) — p (W) est une équivalence

d'homctopie pour tout H.

sutrement di%, Ila donnfe

Les notions de fitrég locsalement trivial et revétement ='étendent

sans difficult? sux pro-catégories. En parti

culier, un revétement univer-—

it

" i} ) e . _ . sl %
S(N),f{¥}}. Cette donnfe d&finit une pro-catégorie X —ww~Jw%”ﬁ et un
morphisme naturel S{f) >3, De plus, 2 revétement universels sont

i ¥

sel de E-Ji% C* est 1a donnde pour tout ¥ d'un revétepent universel
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Exemple IIT 2 b : Scit un revétement galo

o
*a b N £
g_m~w>§$ utrement dit la donnge

-
. ) L
i) Dlun foncteur : N —3 Cr

i1} Pour tout N, d'un homomorphisme de monoldes - Friginm)) ——=L ()

é
wEPI L ant - -~ Thezd 3 SN S E Zenl A
Veriiiant uneg proprigte de compatibilité Evidente.

A ce revBtement est assceid un meorphisme (N,8(f)) — (¥,8) de

Fro~C . Le morphisme

iy

2(8{1)) —me 2(5)

qu'il definit n'est autre que le revitement geloisien :

) 3 1im
émr%

F1{pig

(=

S

P SR ey Y
g S {f{gfﬁgaﬂ};}%-

Prags&itian III 2 ¢ & Boit une transformation naturells

tout

iim ldm FE(E, I e
lim dim FU{E,T stiw
- im N,L Lo

B T

i% ES

801t hijective.

egt une bi

leg foncteurs
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ii) Existence d'injectifs.
On procéde dualement.

. A
Bi F et G €1, on définit pour tout entier n, les foncteurs
ExtT(F,G) et Torn(F,G) par

il

(zzom(ﬂ LGN = ER (Hom(F,&™ ) (1))

Ext™(F,G) (1)
{ ( ¢ {(1);

Torn(F,G) I}

il

ol F*(G*) est une résolution projective {injective) de F{G).
On pose, en outre

. ¥*
?xt;(F,G) = Hn(HomA(F*,G)) = Hr(Homﬁ(F,G V)
I

— -

I L : .
Torn(r,G) = Hn( lim If;_@ a3

P

2) si ZI désigne le foncteur constant sur I, de valeur Z, pour tout

¥ de I et tout n > 0, Oon pose

B (I;F) = Ex{*j(zz,%’}
Hn(;;F} = *orgrzﬂ,¢;

Propriété I 2 a : Les groupes H (;,F, et Hﬂ{I,?) sont caractérisés par

= 0 pour o » 0 31 F est inlectif

1 (I,F)
(l;F} =0 pour n » 0 si F est projectif.

O > !

o5
-
)
v

o

les sultes
. . . 1
Orm—1lip F' =3 1ipn ¥ —> 1ig F" —— H (I;F') —> .. ....
o = =
O lig F" & 1im F &—— 1im F' & q_{T:5") € .

sont exactes.
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I1 en résulte que

i) u¥ est exact.

ii) u, est exact & droite et transforme projectifs en projectifs.

iii) u, est exact & gauche et transforme injectifs en injectifs.

On en d&duit en outre des morphismes naturels de B

1,65 (7)) n.id) [I',F') et [I,F) NI (L',u,{F)); d'od pour tout

n % &, des homomorphismes naturels :

Proposition IT 1 b : Seit un C-morphisme I —%4 T

Ji-4

iy 81 u£1ii‘} est non vide et filtrante & gauche pour tout I', alors

- Hr urFUY n,
(sry - g ey

est un isomorphisme pour tout n » C et tout F! de I'.

.. e . v ) . -
ii) 81 2 (I') est non vide et filtrante & droite pour tout I', alors

105 47 L gy

est un ilsomorphisme pour tout n » 0 et tout F de

*

. . ~ -
Preuve : Dans le cas i), H®{1';F') S 8°(T;u"(F')), u, est exact donc u

transforme injectifs en injectifs.
Dans le cas ii), Eo{gf;gi{F)} S HEO(IF) et u, est exact.

I3 suffit donc diutiliser I 2 a.

Coroileire II 1 ¢ : Soit un C-morphisme I ~E 7
i) 8i u possdde un adjoint # gauche, Hn(u;F‘} est un isomorphisme

pour tout n » 0 et fout F! de_i’;
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Comme “Eg‘q = O pour g4
'Eg’q converge vers H*{E;F}

Aoplication 1T 2 b

0 et “EE’D = Hp(ggF), il en résulte que

.11 est un revBtement de I {A IT 2}, la

suite spectrale du morphisme I(n) —%= I relstivement 3 F € g(ﬁ} s'éerit
. ye.
Ei’ = hp(ggp*(F)), Eé’q'= O pour g » O .
11 en résulte gue, pour tout n >0
1, ~oon -
H'(13p,(7)) 5 58(1in))s7)

-
i1

2e 81 (I,6,8)

est un revetement galcisien de I {A IT L)
({I,x),(J,y)) =

oPsQ

- -'?P{ s
5 (&

on d&finit une catégorie L' par Ob I' =06 I x4, Hom,
Hom(I,J).
I
On construit slors le diagramme commutatif :
. - g
i-_{ff > 1! _>§i
s i
\\?
= + ¥ - 5 B {» 5 ”“'"3 ¢ ;‘"‘?
par + o(I,x) = % , g({I,2} = (J,5)) =y x £lu)
i . ) u
i(Ix) = I, i({I,x) =5 {(J,y}) = I ~2»g
o Q s i v d o '*”' ! i o
51 F & I, la suite specirale de g relativenment & 1 (F) gléerit :
29 L oFra, . LKy I
Eg = B (G EMIe) 5 () == B (I 0R)
Or ivpcsséde un adjoint & gauche, donc (II 1 c)

3
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est une &quivalence 4'homctopie.

Pour tout (I,J ~=s I)

s

de o (I), on
~a '

tel que u(f{s)) = z.

On définit ensuite :

.
IR AN ey
1 (1] i G{ Y
T S, )
(T,0-3T7) Avcmm—s %
. oy B T
(u,u e I} -ﬁ-} {,*52_* e ,L}wh

Ce morphisme est llinverse du précédent, pour

otations de A TIT.

utilise legs n

B

o = e :
une pro-csiegorie, on désigne
I

ie
.

i
ey
]
o
L
ot
Q
o
ot
v
¥
-

: ‘ TN ol ek
smes paturels S{H) = N}

un homomorphisme

i (u(s);F)

gqu'on peut considdrer comme

- N I PR 3 -
20 o g (gg,:{qu’ﬁ;?g'f == H (N({5)

assocife au morphisme naturel M(§) —— i,

(h o s}

{22

= F{t) o g).

1thomotopie.

gorie abélienne

un edge—homomorphisme de la suite spectrale :
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mgg..

Fal
ii) Pour tout n » O et tout F de &

B (837) =5 5 (p(s) 5u(F).

freuve : Le foncteur A
B(S) Av

G /vw-—aHn{S;g_*(G))

vérifie les conditions de (I 2 a) ce qui prouve i}.

Al
D'autre part, si F & 8, le noyau F' et le coneyau F' de

* } * "
F-——>u, o u (F) sont tels que u (F') =y (F") = 0 ; donec

.
E(8;7) — B (85

. N . . s ~ -~ e
o © u (F}). Cet isomorphisme joint & i) entrafne ii).
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ol u'€ JAI) et u" €L ATI).

iv) i T€KA " (I) et '€ K A" (1), tout &lément
Mayaeee B0 = Poavssyp, =
1 n 1 n
de Hom N (I,I') est défini par une suite d'applications croissantes,
JAh 1)

au sens striet, [m] ——-J“—-}- [p;]

2) Structure de J A n(g).

. \P'! ‘Pe
8i [m] ——> [pq] et [m]

croissantes, on construit un diagramme commutatif

[pe] sont des applications strictement

N
[m] > [p,]
¥ Y,
Y
[Ps) [p,*+p,-m]

par

Vo) =, e (5) = () 4P () - g

'\Vl{j) = J +‘Pl(i) -1 si \Pl(i) < j<(-Pl(i+i) o
¥, = s < ¥, (0) ’
Y@ =5+ m) - s G, P (m)

Le couple (w‘ﬁ"PQ) est dit maximal s'il n'existe aucune décomposition

non triviale
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tel que (u%,ué) soit un couple maximal.

Proposition I 2 d : Pour tout entier n et tout objet I' de AMD), i1
existe un objet I de K A"(I) et un morphisme I' 35 I de J A 1)

Preuve : Cette proposition &tant &vidente pour n = 1, on la suppose

vraie jusqu'd 1'ordre n~-1 inclus.
i! | St
R I om
51 I' = Io . I1~ e e +-——--22m » ON peut supposer

que I% s Ié . Iémf1 sont des objets de Kﬁﬁ\n_T(g). D'autre part,

en utilisant I 1 c iii), on vérifie immédiatement que I' posséde la
propri&té qu'on veut démontrer si m = 1. Tl suffit done de procéder

per induction sur la longueur de I'. L'utilisation de T 2 betlI2e

donne le résultat.

Il - Les catégories de lacets 0. *(I).

1) 81 I est pointéde en Io’ pour tout n » 1, on pose :

a™n = 2N
n - n-i, . . a B n-1
AT = AN LT LT ) AT (I ), AT L))
KANLI LI ) = kANDIN AMI1,1,)
J/\n(g;xc,zg) IAT ()N An(;;fo,zo)
Lz\n(;;zo,zo) = LA%(1)N An(g;IO,IO}

Ces Lk dernilres catégories possédent des propriétés analogues 3

]

it

gelles décrites ci-dessus.

2) Pour tout n % 1, on a des foncteurs d'inclusion :

KAB{.-I..;IO’EO) “@“‘—*AR(E;IO’IO}

Zn

n CAD,
a™) »AT(L;1 LT )
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et une transformation naturelle de Feneteurs
A
Al I A

n 7
o J ¢ s k7

Z

n

En utilisant I 2 &, appliquée &8 A {I;I ,I )}, on voit que
P =270

Propri&té II 2 b : Pour tout n %> 1, le diagramme

w (EAN(IT 1)) —e) o (2%(1))
o =itgrtg o =

est commutatif et toutes les applications qui le composent, sont des
bijections.
[I] - Les groupes ﬁrp{I).

1) 8% I est pointée en IO, pour tout n % 1, on pose

Proposition IIT 1 a : Le foncteur :

® Trn R

]

posséde les propridtés suivantes

1)

Hat}

X J)
iii)?rn(g} est un groupe abélien si = > 1.

iv) ﬂn(I) = 1 51 I est filtrante.
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