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mo par générateurs et relations

1. Généralités sur les cat-groupes
Définition : Un pré-cat groupe C est la donnée d’un diagramme de groupes
s

C: A E’f B
avec soi =boi =1id , en abrégé pcg. Un pré-cat groupe qui vérifie de plus la condition [ker s,kerb] = 1 est
appelé un cat-groupe, en abrégé cg
On dira que A est le niveau 2 du pcg ou du cg, et que B en est le niveau 1. Un niveau 0 apparaitra plus tard.
A tout pcg C on associe canoniquement un cg T'C obtenu en quotientant A, le niveau 2 de C, par [ker s, ker ],
et en prenant pour nouveaux s, b et 7, les homormorphismes obtenus par passage au quotient.
La colimite d’un diagramme {C, } dans la catégorie des pcg se calcule dans la catégorie des groupes séparément
pour chaque niveau, les homormorphismes s, b, i provenant par passage a la limite de sq,bg, 4.
Pour obtenir la colimite d’'un diagramme de cg, dans la catégorie des cg, on commence par prendre la colimite
dans la catégorie des pcg, et on applique ensuite le foncteur 7'
La terminologie provient de ce qu’un cat-groupe peut étre considéré comme une catégorie dans la catégorie
des groupes. Un tel objet est la donnée de deux groupes A , le groupe des morphismes, et B le groupe des
objets, de deux homomorphismes s : A — B, source, b : A — B, but, d’'un homomorphisme i : B — A
vérifiant les relations soi = boi = id, et d’une loi de composition o : Ax A — A associative (que I'on notera

s,b
souvent, si x et y sont composables, o(x,y) = y o x) vérifiant les égalités :

s(vou)=s(u),blvou)=0b),et,pour tout € A,z 0i(s(z)) = x,i(b(x)) ox = x.
Si (z,y) et (z/,y’) sont deux couples composables, I’égalité

o((z,9)(2",y") = (yox)(y o a')

exprime que la composition est un homomorphisme de groupes. En particulier, prenons x € kerb et y € ker s.

Alors les deux couples (z,1) et (1,y) sont composables et il vient

zy = o((z,1)(1,y)) = o((L, y)(z, 1)) = yu.

Ainsi [ker s, ker b] est réduit & I’élément neutre, et donc une catégorie dans la catégorie des groupes est un
cat-groupe. Réciproquement, partant d’'un cat-groupe, on définit la composition de deux éléments = et y

composables en posant

yor = zi(b()) 'y
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et I'on vérifie facilement que ’on obtient ainsi une catégorie dans la catégorie des groupes.

S
1.1 Analyse des 1-cat groupes. Soit C: A <<i— B un cg. La suite exacte
b

ker s>—> A —— B

admet ¢ comme section, ce qui définit A comme produit semi-direct A ~ ker s x B, 'isomorphisme A —
ker s x B étant donné par a — (a(i(s(a)™!)),s(a)), et dans lautre sens par (x,g) — wi(g). L’action de B

sur ker s est donnée par

L’homorphisme b fournit une deuxiéme suite exacte

ker s Nker b kers — bker s).

La condition [ker s, kerb] = (1) implique que ker s Nker b est abélien et que I’extension est centrale. De plus
on a

b(ker s) = s(kerb).

En effet, soit z € kerb. On a i(s(z))z~! € kers, et donc il vient s(z) = b(i(s(z))z~!) € b(kers), soit
s(kerd) C b(ker s). L’inclusion dans 'autre sens se démontre de méme. Notons H = s(ker b) = b(ker s). C’est
un sous groupe distingué de B car ker b est un sous-groupe distingué de B et, pour tout = € kerb, z € B, on
a zs(z)z7! = s(i(2)wi(2)7!) € s(kerd). Soit h € H et soit y € ker s tel que b(y) = h. On a yi(h)~! € kerb,

qui commute & tout élément de [ de ker s Nkerd ; on peut donc écrire
yi(h) ™'l = lyi(h) ™,

et de cette égalité on déduit, parce que [ et y commutent, que 'on a i(h)li(h)~! = [, et ainsi I'on voit que
I'action de H via 6 est triviale sur ker s N ker b.

Notons M = kers. Dans M on a
(*) mm/m™" = Gy (m)

En effet, par définition, 0y, (m’) = ib(m)m/ib(m)~!, et donc I'égalité (x) est équivalente & la suivante :
m~Lib(m)m’ = m/m~tib(m). Or on a m’ € kers et m~tib(m) € kerb, et par conséquent, ces deux termes
commutent, ce qui acheve la démonstration.

Remarquons que si B est un groupe libre, alors aussi H. La deuxiéme suite exacte est alors scindée, et donc

ker s ~ (ker s Nkerd) x H.



Remarque : Il résulte de ce qui précede que b : kers — B muni de l'action 6 est un module croisé.
Réciproquement la donnée d’un module croisé permet de reconstruire un cg, et ces deux catégories sont
naturellement équivalentes. Dans la suite on ne retient que ’aspect cg.

1.1.1.Définition : Soit C : Ae::—; B un cg. Dans B, on introduit une relation d’équivalence par la
condition g ~ ¢’ si et seulement bsi il existe un « € A tel que s(z) = g et b(z) = ¢’. On pose alors
m(C) = kersNkerbd et m1(C) = B/ ~. Ce sont les groupes d’homotopie de C. Avec les notations de 1.1. on
voit que m (C) = B/H.

Ces notations sont justifiées par le fait que I'on définira ultérieurement un foncteur 7 de la catégorie des

ensembles simpliciaux réduits vers celle des cg tel que les deux premiers groupes d’homotopie d’un ensemble

simplicial X soient égaux a ceux de 7 (X).

1.2. Exemples.

~ s
1.2.1. Soit G un groupe, et soit G le pcg G =—— G avec s = b =i = id. C’est évidement un cg.
b

1.2.2. Soit G un groupe. Le pcg Sc(G) : Gx G é G dont les homomorphismes s, b, et i sont respective-
ment la projection sur le premier facteur, sur le Sebcond facteur, et la diagonale, est aussi un cg.

1.2.3. Soit G un groupe. On fait opérer G sur lui méme par automorphismes intérieurs. Le pcg D(G) :
Gx G % G dont les homomorphismes s, b, et ¢ sont donnés par s(g,9’) = ¢',b(g,9") = g¢’ et i(g9) = (1,9)
est un cg? d’ailleurs naturellement isomorphe au précédent. On le notera simplement D lorsque ’on prend
G =17.

1.2.4. Introduisons les deux foncteurs C — C; avec ¢ = 1,2 de la catégorie des cg vers celle des groupes qui
a un cg font correspondre respectivement le groupe de niveau 1 et celui de niveau 2. Soit ® : Sc(G) — C un

morphisme dans la catégorie cg. C’est donc la donnée de deux homorphismes gy : GXG — Ca et o1 : G — C;

qui font commuter le diagramme

GxG——G
(®): sﬂ2l ltm
Co—C

ou les fleches horizontales désignent simultanément les homorphismes de structure s,b ou i. Posons a(u) =

w2 (u, 1), B(v) = ¢2(1,v) Pour tout (u,v) = (u,1)(1,v) = (1,v)(u,1) € G x G, on a donc

a(u) et B(v) commutent, ce qui provient aussi du fait que b(a(u)) = ¢1(pr2((u, 1)) = 1, et de méme sf(v) = 1.
Par ailleurs s(a(u)) = s(p2(u, 1)) = @1(u) et ip; = pa(u, u) = a(u)B(u).
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Réciproquement la donnée d’un homomorphisme « : G — ker b détermine de facon unique un morphisme

® : Sc(G) — C. En effet on pose

pr=s00a, B)=a@) i(s(av), pa(u,v) = alu)d().

Cette derniere formule définit bien un homomorphisme car § est a valeur dans ker s et donc « et § commutent.
La correspondance & <—— a est donc bijective. Autrement dit, le foncteur Sc de la catégorie des groupes
vers celle des cat-groupes est adjoint & gauche du foncteur C — ker(b : Co — C;). Par ailleurs, Sc possede
aussi un adjoint a gauche, le foncteur C — Cj.

1.2.5. Puisque Sc possede un adjoint a droite, ce foncteur commute aux colimites. Ainsi, par exemple, la
somme directe de k exemplaires de D est le cg Sc(Z x - - - * Z) ou Z figure k fois.

1.2.6. Soit H un sous-groupe distingué du groupe G, sur lequel G opére par automorphismes intérieurs. On

définit comme en 1.2.3. un cg D(H,G) par H x G = G , avec s(h,g) = g,b(h,g) = hg,i(g) = (1, g).
b

Dans les exemples 1.2.1. 4 1.2.5., le w5 est nul, 7 (Sc(G)) est aussi nul, d’ott la notation Sc (pour simplement

connexe), et dans le dernier exemple, on a m = G/H et my = 0.

2. Le cat-groupe P,. Notons j : Z"™ — Z I’homomorphisme somme des coordonnées j(z1,...,2,) =
21+ -+ zp. Soit M C Z™ x Z le sous groupe formé des couples (¢, z) tels que j(¢) = 0. Soit enfin

0 : M — M Dopération définie par
O(z1y-- y2n,2) = (224 2,23, -« o, Zny 21 — 2, 2).

Alors on a 0™(¢,0) = (¢,0) car, lorsque z = 0, l'effet de 6 est une permutation circulaire des autres coor-
données. On a aussi 0™(0,2) = (0, z). En effet soit (e;),i = 1,2,...n+1, la base canonique de Z"*!. 11 vient
facilement

0'(ent1) = €1 — en—it1 + €nt1

d’ou le résultat. Finalement, il vient, " = id.
0 définit une action de Z sur M, et permet donc de construire le produit semi-direct M xZ. On lui associe
le pcg

Prn:MX7<—i—7
b

défini par s((,z,u) = u, b((,z,u) = nz + u, i(u) = (0,0,u). Clest un cg car kers = M x 0 et kerd est

Pensemble des triplets (¢, z, —nz), et par ailleurs, on a

(Cv 2, O)(Clv Z/’ _nzl) = (C/’ Z/v _nzl)(Ca 2 O)
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puisque 6™ = id.

Soient in : Z — D et A : Z — P, les morphismes qui sont l'identité au niveau 1 et qui au niveau 2 sont
donnés par ing(z) = (0, z) A2(2) = (0,0, z). Ces morphismes s’inserent dans le diagramme commutatif

Z
lA
— P,

n
—_

(+) in

%Nz

v

ou n et p; désignent la multiplication par n et us(p,q) = (0,p, ng).
2.1. Proposition Le carré (x) est cocartésien.
Démonstration :

Donnons nous un diagramme en traits pleins, et cherchons a le prolonger par un homomorphisme ¢ : P,, — C

Explicitons , comme précédemment, C en AZ:—; B . Puisque o doit étre un homomorphisme, on
b

doit avoir, pour (m,z) € M XZ, pa(m,z) = p2((m,0)(0,2)) = wa(m,0)p2(0,z) = wa(m,0)p2(A(2)) =

pa2(m, 0) f2(z). Il suffit donc de connaitre la restriction de w9 & M x0, et 'on désignera par ¢ : M — N = ker s

cette restriction pour simplifier I’écriture. Ecrivons que 1 est compatible avec les opérations provenant du

niveau 1 : on a

(2) Y(0(z)m) = 0, (o) (v(m)) = 0y, ) (¥ (m))

pour tout m € M et z € Z. On en déduit les valeurs possibles de ¢ sur la base {e; —e,,e1 —ep_1,...,€1 —

€2, ent1} de M. En effet on doit avoir d’abord
Y(en+1) = p2(€nt1,0) = 2 0 u(1,0) = g2(1,0),
et ensuite, grace aux relations (2),

pler = en—i1 + ent1) = (0" (ent1) = O}, (1) (Y(en+1))-
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Ainsi, nous sommes conduits a définir ¢ par les égalités

{ Ylent1) = g2(1,0)
¢(€1 —en_i_H) = 92( ,O)‘lﬂ}l(l)(gg(l,O)) (i:l,...,n—l).

Puisque e; — €,—j+1 et e,11 commutent, il faut vérifier, pour que cette définition ait un sens, que g2(1,0)

— =

et 07, (1)(92(1,0)) commutent. La commutativité du diagramme (1) implique que g2(1,0)~'0y,1)(g2(1,0))
appartient & ker s Nkerd, d’olt le résultat car go(1,0) € ker s. Puisque les valeurs données de ¢ sur la base
de M commutent, on étend v par linéarité en un homomorphisme encore appelé ©¥» : M — N et il reste a
vérifier que cet homomorphisme est compatible aux actions. Par linéarité, il suffit de le vérifier sur la base
de M.

Ecrivons 8 = fi(1), m = g2(1,0) et a; = ¥(e1 — en—iy1) =m0z (m). Alors il vient :

o Pob(ent1) =(ent1 +e1 —en) = Y(entra1 = 0(m) =05 0 Y(eny1)

Pouri<n—1ona

e Yob(er —eniv1) = P(en —eni) = P(er —en_i)th(er —en) ' = aipra;!

et par ailleurs

e 05 0t(e1 — enit1) = Og(m05:(m)) = Og(m=1)0pirr (M) = a7 ' igs

Enfin pour ¢ = n — 1 il vient

o Yofer —ez) =(en —e1) =y’

o s 0t(er —ea) = 3(m ™ 0gn-1(m)) = O5(m~")pn (m) = 5(m ™" )ym = ay’".

lavant derniere égalité provenant de ce que l'on a 8™ = f1(n) = ¢1(1)), mais alors

On(m) =i0gi(L)m(iogi(1)™" = g2 0i(1)g2(0,1)(g2 0 (1)) ™" = g2((0,1)(1,0)(0, ~1)) = m,
ce qui acheve la démonstration.

Remarque . Soit P, le CW-complexe de dimension 2 obtenu en attachant une 2-cellule au cercle S' par une
application de degré n. Lorsque nous disposerons du foncteur 727, la proposition précédente exprimera que
Ton a P, =7 (P,) .

2.2. Soit u un mot du groupe libre G, et notons encore v I’lhomomorphisme Z — G qui applique 1 sur wu.
Soit C la somme amalgamée du diagramme PHLZLG

Proposition : On a m3(C) # 0.

Démonstration : Soit H le sous groupe distingué de G engendré par u”, et notons G = G/H. Faisons opérer
G sur Z|G], le groupe abélien libre engendré par G, par multiplication & gauche, ce qui permet de définir le

produit semi-direct Z[G] x G, et en ensuite le cg



avec s(z,g) = b(z,g) = g,4(g) = (0,g) ot g désigne la classe de g mod H (c’est bien un cg car ker s = kerb
est commutatif). On définit un morphisme de cg f : P, — C de la facon suivante. Au niveau 1, on pose
fi(z) = @*. On doit alors avoir f(0,0,z) = @*, et il reste a définir la restriction de fo & M x 1, que 'on

notera ¢ : M — Z[G], sur la base de M. Notons e I’élément neutre de G, et posons

Plent1) =e pler — en—iz1) =" —e.

Vérifions que 'homomorphisme étendu par linéarité a M tout entier est compatible avec les actions.

Il
S
)
I
)
g
o
©-
—~
)
3
+
—
_

e poblent1) =dler —en —enp1) =u—ete=1u
Pouri<n—1ona

e pob(er — en—it1) = dlen — en—i) = dle1 — en—i) — dle1 —e,) =0 — @
et par ailleurs

e 0yo0p(er —en_iy1) = Oa(ut —e) = u'tl — .

Enfin pour ¢ =n — 1 il vient

epofe; —ex) =len, —e1) =e— i =0(u" "t —e) =0z 0p(e; — e2).

Le morphisme f s’insere dans le diagramme commutatif

u

Z—>G
'R
Pn——>C

ot vy : G — G (resp. vz : G — Z[G] xG) est donné par g — g, (resp. v2(g) = (0,7)). Par définition de la
somme amalgamée f se factorise & travers C. Pour montrer que m3(C) est non nul, il sufit donc de montrer
que mo(f) : m2(Py) = Z"" ! — Z[G] = m2(C) a une image non nulle. Or par construction, cette image est le
sous-groupe de Z[G] engendré par les n — 1 éléments @’ — e, et ces éléments sont linéairement indépendants
d’apres le résultat suivant :

2.3. Théoréme : @ est d’ordre n.

Démonstration : 1l faut montrer que pour ¢ = 1,...,n — 1, u* n’appartient pas au sous groupe distingué de

G engendré par u”, i.e. qu’on ne peut avoir une relation de la forme
-1 -1 i
(4) gru"tgr e gru g =l

avec les €1, ..., égaux & 1. Si u n’est pas un commutateur, en passant dans GP, cette égalité devient
n(_;€;)u = iu avec u # 0 dans G2, et cette égalité est impossible.

Si u est un commutateur, écrivons gu™g~! = [g,u"¢]u"¢, si bien que (A) s’écrit

(B) YU =

7



ou l'on a posé v; = [g;,u"*]. Par ailleurs on sait que la suite centrale descendante
G=GyD>G;DGyD---DGD---

(avec G = [Gj—1,G]) d'un groupe libre a la propriété que (), G; = 1. Il existe donc un plus grand entier fini
I tel que u € Gy, i.e. un’est pas nul dans G;/Gj41. Mais si u € G; alors les v; sont dans Gj41. en réduisant
I'égalité (B) modulo Gy41 on trouve de nouveau n(}_; €;)u = iu avec u # 0 qui est impossible dans G;/Gi41
puisque ce groupe est abélien libre.
3. Calcul d’une somme amalgamée. Soit A : H — G un homomorphisme de groupes. On se propose de
déterminer la somme amalgamée D(\) du diagramme
D(H) <— f —>¢.
Soit d’abord P, a cet effet, la somme amalgamée, dans la catégorie des groupes, du diagramme précédent
pris au niveau 2 si bien que le carré
H—>—>G
zl : in’
N
H~xH e P
est cocartésien. Soit ¢ : H*G — P I’homomorphisme définit par les égalités ¢(h) = in*(h, 1) et ¢(g) = in'(g)
pour h € H et g € G. 1l est surjectif. En effet tout élément de P s’écrit comme un produit de termes de la

forme z = in'(g)in*(h, h'). Mais dans P on a “I'égalité” \(h) = (1,h) i.e.

(%) in®(h, h') = in?((h, 1)(1, 1)) = (h)p(A(R))

et donc z € Ime.

Dans H x H on a (h,h)(u,u') = (hh'uh’~','u'). Parce que in? et ¢ sont des homomorphismes, il en
résulte, en appliquant d’abord in? puis la définition de ¢, puis la relation *, Pégalité o(A(h/) xux A(h')~1) =
o(h'uh/~1).

3.1. Lemme : P est le quotient de H x G par la relation
(%) AA) xux A(h)™! = huh™*

Démonstration : Notons encore ¢ : H * G — P 'application quotient. Partant du diagramme commutatif en

trait plein suivant, nous devons montrer qu’il existe un unique w qui le complete de fagon a rester commutatif.

H—2 @G

I P
!

in N

w \
g N\

X



(ici in® et in? sont défini par in'(g) = ¢(g) et in?(h, k') = p(h*xA(h'))). Soit ¢ : H*G — X I'homomorphisme
défini par ¥ (h) = g(h,1) et ¥(v) = f(v) (h € H, v € G) . Un calcul simple montre que v passe au
quotient par les relations #x, et se factorise de maniére unique en ¥ = p ow , et 'on vérifie sans peine que
toutes les conditions annoncées sont vérifiées.

Notons que si 'on fait © = h dans la relation *x on trouve la relation P suivante
(5 % *). Alw)u = u(u)

Il reste maintenant, pour obtenir la somme amalgamée cherchée dans la catégorie des cg, a faire le quotient de
P par les relations exprimant que ker s et ker b commutent. Notons qu’au niveau H * G, les homomorphismes
s et b sont définis par les égalités s(h) =1,s(g) = g et b(h) = A(h),b(g) =g (h€ H,g € G).

L et tout élément de

3.2. Lemme : Dans P, tout élément de ker s est produit d’éléments de la forme gug™
ker b est produit d’éléments de la forme gA(u)u=tg~! (u€ H,g € G).

Démonstration : Un élément de P s’écrit z = grhy---gphx. Si k = 1, alors z € kers implique z = h,
et si z € kerb, alors z = A(h)"'h, et donc le lemme est vrai pour k = 1. Dans le cas général, on écrit
z = glhlgflz’ avec 2/ = (g192)ha - grhy avec 2z’ € kers si z € kers, et z = glhl)\(hl)_lgflz’ avec
2" = (g1 A(h1)g2)ha - - - grhy et 2/ € kerb si z € kerb ; dans les deux cas on a ramené k & k — 1.

Pour imposer la condition [ker s, ker b] = 1 il suffit donc de poser que, quels que soient u et h dans H et g et

v dans G, alors gug~—! et yhA(h)"1y~! commutent. Ces conditions peuvent s’écrire

(v ) (gug ™) (b ™) = (AR )y Du( AT )y T

Introduisons, pour rendre ces relations plus lisibles, le groupe I'(\) ayant H X G pour ensemble de générateurs

et pour relations

(W5, 9)(h,y) = (AR )y tg)  (b)

pour tous les h,h/',u € H et g,v € G, et notons D(A) la somme amalgamée du diagramme

{ (h,g)(H, g) = (hh', g) (a)
D(H) <— f —>G.
Alors I'application I'(A) — D(\)q définie par le composé
(h,g) — ghg™' + ghg~'mod [ker s, ker b]

est un isomorphisme sur son image ker(s : D(A)2 — D(A\); = G). Résumons les résultats obtenus dans le

3.3. Théoréme : La somme amalgamée D(\) du diagramme D(H) U A G. estlecg

DA :T(A) X G=—=0@G .
b
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Plus précisément, application (h,g) — gA(h)g~! passe au quotient par les relations (et sera encore notée \)
et il vient i(g) =1 xg,s(m xg) = g,b(m xg) = X(m)g et Oy(u,y) = (u,97) (h,u € H,g,7 € G,m € I'(X)).

Remarquons qu’il n’est pas nécessaire d’ajouter les relations correspondant aux relations (**) du lemme
(3.1.) car c’est précisemment ce que donne la relation (b) ci-dessus pour v = g = 1. Dans la suite , on écrira
T au lieu de T'()A) lorsqu’il n’y aura pas de confusions possibles.
3.3.1. Remarque : La définition de I'(\) par générateurs et relations donnée ci-dessus montre que b : I' —» G
est le module croisé libre (G opérant sur I' par lintermédiaire de ) associé & I’homomorphisme A. On
reviendra sur ce point en 11.5.
3.4. Proposition : T* = H ® Z[coker \].
Démonstration : De la relation (a), il résulte que I'image de (1,g) dans T est I’élément unité. Soient
H, des exemplaires de H indicés par G. On définit des applications de H, dans I' par h +— (h,g). Ce
sont des homomorphismes grace a (a). Ces homomorphismes réunis donnent un homomorphisme surjectif
11 geq Hg — T'. Passant aux abélianisés, il vient un homomorphisme surjectif

p: H® @ Z[G] = @H;b — b,

el

Mais nous avons une suite exacte (ou on a posé K = coker A et ot G’ est le sous groupe distingué de G

engendré par 'image de \):
H*™ 9 Z[G] ® Z|(') *— H™ © Z|G] —> H™ © Z[K] —= 0

avec j(h® g ® ¢') = h® (99’ — g), k induit par le passage au quotient G — K. Montrons que p o j = 0,
c’est-a-dire que l'on a, modulo des commutateurs, p(h ® gg') = p(h ® g) pour tout h € H,g € G,¢" € G'.

Tout élément ¢’ € G’ s’écrit comme un produit d’éléments de la forme yYA(u)y~t, (y € G, w € H ). Or

(h, gy A (W™ = (B, (97) M) (97) " 9) = (u, 97)(h, 9)(u, g7) " = (h, )

la deuxieme égalité provenant des relations (b) et la derniere n’étant verifiée que modulo les commutateurs
de I'. Ecrivons ¢’ = ¢” YA(u)y~! ot g” contient un produit de moins que ¢’, ce qui permet de montrer le

résultat annoncé par récurence sur la longueur de ¢’ :

p(h® gg"vA(uw)y ™) = p(h ® g¢") = p(h @ g).

Donc p se factorise & travers k , et définit un homomorphisme 7 : H** @ Z[K] — I'*® tel que m o k = p.
Par ailleurs, on définit un homomorphisme w : I'*? — H2’ @ Z[K] par I'égalité w(h,g) = h ® g, h désignant
la classe de h € H dans I'abélianisé, et g la classe de g € G dans le quotient G/G’ = K. Pour montrer que w

est bien défini, il suffit de montrer que les relations (a) et (b) sont compatibles avec cette définition. Or on a
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ew((h,g)(W,9))=h®g+h ®g=(h+h)®g=hh'®g=whhg)

et

o () g)(hy) ) =hey+ueg-hey=ucg

o w(u,yA(R)ylg) =u@ ARy lg=u®g

la derniére égalité provenant du fait que yA(h)y~! est dans G'.

Il est clair que 'on a w op = k. Comme on déja montré que m o k = p et que k et p sont surjectifs, il en
résulte que 7 et w sont des isomorphismes réciproques.

Notons pour terminer ce point que bP : H*> @ Z[K] = I'** — G"*P s’explicite en h® g — gA(h)g~!. La suite
exacte

1 —kersnkerb — kers — b(kers) — 1

prise pour le cg D()\) s’écrit
1 —m(D\) =T\ -G —1

(qui est scindée si G est libre) devient apres abéliénisation la suite exacte
b

m(D(A)) —= b ——> Giab >~

a laquelle on peut ajouter un 0 a gauche lorsque G est libre.

3.5. Un exemple : Prenons H = Z, G un groupe libre, A : H — G étant défini par la donnée A(1) = u™,
ol u est un mot de G et n > 1 un entier . Alors D(A) est le cg appelé C dans 2.2. Dans ce cas il vient
I*b = 7Z[K] = Z ® Z[K] et, pour tout g € G, on a b**(§) = b**(1 ® §) = gu”g—!. En particulier, prenons

g = u’. Nous avons vu que dans ce cas § # 1 pour i = 1,...,n — 1, mais

v¥P(g—1) =0,

et lon retrouve le fait que m2(C) # 0. De méme, pour tout g € G et tout 0 < i < n, g; = gu* — g appartient
au noyau de b*" et donc b*P se factorise & travers le quotient par le sous groupe qu’ils engendrent, i.e. le
groupe abélien libre engendré par I’ensemble des classes a droite de K mod le sous-groupe cyclique engendré
par @. Appelons b: Z|K/ < u >] — G" T’application ainsi obtenue. Maintenant supposons que u ne soit
pas lui-méme une vraie puissance i.e. qu’il n’existe pas de mot v tel que u = v*® avec s > 1, et soit n > 1. Un
célebre théoreme de Lyndon (Lyndon Identity Theorem) affirme précisemment que b est un isomorphisme.
Donc dans ce cas m2(C) est égal au au sous-groupe abélien libre de Z[K] de base les g; lorsque g parcourt un
ensemble de représentants des classes a droite de K modulo < u >.

3.5.1. Voici un exemple plus simple. On cherche & déterminer D(A) lorsque A : H — G est 'application

constante. Dans ce cas la relation (b) de (3.2.) exprime simplement que le groupe I' est commutatif. On peut
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donc utiliser la proposition (3.4.). Il vient : ' = H*® ® Z[G]. Dans (3.3.) on a aussi explicité b: ' xG — G.
On trouve b(m,g) =g

3.5.2. Exercice. Soient H, G, F' des groupes, A : H — G un homomorphisme, et u: H — G * F' le composé
de X et de l'injection naturelle de G dans le produit libre G % F'. On suppose que les deux groupes I’ et G
sont libres. Montrer que 1'on a

72 (D(p) =Z[(coker \) * F| @z[coker ] T2(D(N))

=P m(D(V)a

deA

ou d parcourt ’ensemble A des mots réduits de (coker A) * F' qui se terminent par un élément de F, et ot
m2(D(AN))q = m2(D(N)) pour tout d. (Prendre une base convenable du plus petit sous-groupe distingué de G
contenant I'image de A et trouver une base adaptée a la précédente du plus petit sous-groupe distingué de

G x F contenant I'image de p, confer Magnus, Karrass et Solitar)

4. Une autre somme amalgamée. Soient G un groupe, H, et K deux sous groupes distingués de G. On se
propose de déterminer la somme amalgamée D(H, K, G) du diagramme D(H,G) <—— G — D(K,G) ou
les deux fleches désignent 'unique morphisme qui est 'identité au niveau 1 (confer 1.2.6 pour les notations).

4.1. Lemme : Faisons opérer GG sur le produit libre H * K par I'action diagonale sur chaque cofacteur.

Alors le diagramme

G HxG

| |

KxG—— (H*xK)xG

est cocartésien dans la catégorie des groupes.

Démonstration : Soient u : HxG — U et v : K XG — U deux homomorphismes dont les restrictions a G sont
égales, disons a p. Il faut montrer qu’il existe un unique homomorphisme w qui compléte commutativement
le diagramme. Pour les trois produits semi-directs on a (a, g) = (a,1)(1,¢9) (e € H ou K ou H xK et g € G),
et donc, avec les mémes notations, on doit avoir u(a,g) = u(a,u(g), v(a,g) = v(a,ulg),wla,g) =
w(a, 1)u(g). Mais alors, si w est ’homomorphisme (unique) dont la restriction & H (resp. K) vaut u(—,1)
(resp.v(—, 1), on a nécessairement w(z,g) = w(z)u(g), (z € H * K). 1l reste & vérifier que w ainsi défini est
un homomorphisme. On a

o w((2,9)(2,6)) = W(0y(2'), 9') = B(=0,(=")a(gg’) = (=) ({0 (") alg)als’)

et par ailleurs,

o w(z g)w(z,g) = B()ulg)o(=)ule).

Il faut donc vérifier ’égalité



pour tout 2’ € H x K, c’est a dire, vu la définition de w, de vérifier I’égalité analogue pour u ou v au lieu
de @ et a au lieu de 2’ , a € H ou K. Mais on a (1,g)(a,1) = (04(a),g), et donc en prenant u des deux

membres, p(g)u(a, 1) =u(04(a),1)u(g), et de méme pour v.

4.2. Nous pouvons maintenant aborder la recherche du cg D(H, K, G). D’apres le lemme c’est le cg associé
S

aupcg (HxK)x G=<i— G , avec s(z,9) = g,b(z,g9) = m(z)g, m étant défini sur chaque cofacteur de H x K
b

comme étant l'inclusion. L’image de m est donc le sous-groupe HK de G. On a
kers ={(z,1)}|z € H*x K

kerb = {(z,m(2) '}z € H+ K

Un calcul simple montre que la condition [ker s, ker b] = 1 s’écrit

(*) Z * C * 2_1 = em(z) (C)

pour tous z,{ € H x K. Notons U le sous groupe distingué de H * K engendré par ces relations.

On fait opérer K sur H par 0j(h) = khk~—!, ce qui permet de définir deux homomorphismes de groupes
w:H+xK— HxK a:HXxK— HxK/U

de la maniére suivante : w(h) = (h,1),w(k) = (1,k) pour h € H et k € K ; avec les mémes notations
on pose a(h,k) = classe de h x k mod U, et les relations (*) ci-dessus montrent que c’est effectivement un
homomorphisme. Il est clair que w est surjectif, et il en va de méme de «. En effet tout élément de z € H x K
s’écrit comme un produit de la forme hy x ky * ho x ko ... et d’apres la relation (x), on a ki xha = Ok, (he) * k1,
mais alors z est égal, modulo U, & un terme de la forme h * k.

Détermination de w(U). Par récurrence sur la longueur des mots z et ¢, on montre facilement que les

relations (x) sont toutes conséquentes des seules
(%) hxksxh ™t =0,(k) et kxhsxk™ ' =0k(h)
ou h parcourt H et k, K. Un calcul simple montre que I'on a

whxkxh™ % 0,(k)~") = ([h, k], [h, k]71)

et puisque, w est surjectif, w(U) est le sous groupe distingué de H xK engendré par tous les éléments (v, vy~1)
oll v parcourt tous les commutateurs [h, k] = hkh~'k=! € H N K. Attention, le premier v est dans H et le

second dans K !
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Détermination de «ow(U). Par définition, a(y,y~!) est la classe de vz * 7;{1 mod U, ou I'on a indiqué en
indice le groupe dans lequel on considere le méme commutateur v = hkh~'k~!. Or, d’apres la premiere des

relations (), on a

hxkxh™ sk ' = (hxkxh ) skt = (kL Dk € K
et d’apres la seconde on a
hsksh P sk ™ =hx(kxhxk™) =h(khk™') € H

mais alors on a yg = yx mod U et donc a(y,7~!) = 1 mod U. Ainsi on a démontré que aow(U) = 1,
i.e. que « se factorise a travers la projection p : H XK — (H x K)/w(U) suivie d'un homomorphisme
a:(HxK)/wlU) — (H«K)/U. Notons aussi @ : H * K/U — H x K/w(U) lapplication induite par w. Il
résulte des définitions que 'on a w o @op = p et par conséquent @ o & = id donc que & est injectif; comme il

est aussi surjectif, c’est un isomorphisme, et @ est son inverse. Ainsi le cg cherché est

D(H,K,G) : (H %K) /w(U) % G == G
b

avec s(h,k, g) = g,b(h, k, g) = hkg.

Posons L = kerm/w(U). On a un diagramme commutatif

w(Up——> keIm —_—>

-l

w(U) —H xK — H xK/w(U)
im im_b
HK —— HK
a lignes et colonnes exactes. On en déduit que I'on a L = ker sNkerb. Notons f : HNK — H xK 'application
v+ (y71,4). C’est un homomorphisme injectif dont I'image est kerm. Notons [H, K| le sous-groupe de
HNK engendré par les commutateurs [h, k| = hkh™'k~! avec h € H et k € K. Il est distingué dans G, donc
dans H N K. 1l résulte de la détermination de w(U) que 'on a f([H, K] C w(U). Mais, soient v € [H, K] et
(h,k) € Hx K. Un calcul simple montre que l'on a
(hy k) (v, ) (R k)™ = (ky R kyk ™) = flkyk ™)
si bien que I'image de [H, K| par f est distinguée dans kerm, et est donc égale & w(U). 1l vient :
4.3. Théoréme : On a m3(D(H,K,G)) = HN K/[H, K].
4.4 Généralisation. On cherche maintenant la somme amalgamée ) d’un diagramme de cat-groupes
X/ f/ X f// X//

14



ayant méme niveau 1, disons un groupe G, avec f] = f;’ = id.

4.4.1. Soit

M
2N
M/ MII
N

un carré cocartésien de groupes. Soit G un groupe opérant sur M, M’ et M", de fagon compatible avec les
homomorphismes A et \”. Il existe une unique opération de G sur N telle que in’ et in” soient compatibles
avec les opérations. Elle est caractérisée par le fait que 6, oin’ = in" 0 ,, et la relation analogue avec in” au
lieu de in’. On voit alors facilement que le diagramme précédent, lorsque N est ainsi muni de sa structure de
groupe avec opérateurs, devient cocartésien dans la catégorie des groupes sur lesquels G opere. Considérons

alors le carré commutatif de groupes

M xG
PN
M xG M" xG
N xG

ou l'on a écrit A au lieu de ) xid, etc. On a lanalogue du lemme 4.1. :

4.4.2. Lemme : Ce carré est cocartésien.

Démonstration : Soit f : M xG — H un homomorphisme. Posons A\(m) = f(m,1) et p(g) = f(1,g) pour
m € M et g € G. Alors on a f(m,g) = A(m)u(g), A et p sont des homomorphismes, et si 'on exprime que

f est un homomorphisme, on trouve que pour tous m et g on a

(%) AMBg(m)) = p(g)A(m)u(g™").

Réciproquement la donnée de deux homomorphismes A : M — H et p : G — H liés par la relation ()
permet de retrouver un homomorphisme f : M XG — H en posant f(m,g) = A(m)u(g). Donnons nous donc
deux homomorphismes M’ G — H et M" xG — H qui complétent le diagramme en le laissant commutatif.
On voit sans peine que le premier est défini par un couple d’homomorphismes ¢’ : M/ — H, u: G — H et

le second par ¢" : M — H et le méme u et que 'on a

in"o X =in" o \".
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Mais alors, il existe un unique ¢ : N — H tel que ¢oin’ = ¢’ et ¢poin” = ¢". Pour terminer la démonstration,
il suffit de vérifier que I'on a ¢(6,4(n)) = pu(g)p(n)u(g"), et pour cela de vérifier que cette formule est vraie

quand on remplace n par in’(m’) ou in”(m”), ce qui ne présente aucune difficulté.

7 " S
4.4.3. Revenons a la somme amalgamée de X’ <f— X L>)(” . Onéerit X @ M xG =i G, et
b

de méme pour X’ et X en introduisant les groupes M’, M"”. Alors f’ et f” au niveau 2 sont définis,

comme en 4.4.1., par des homomorphismes X : M — M’ et A/ : M — M". La premicre étape de la

construction de la somme amalgamée cherchée consiste en la recherche de la somme amalgamée du diagramme
M xG g MxG AN M" xG , qui est, d’apres le lemme précédent, égale a N x G. Les propriétés
LA

universelles des colimites montrent qu'’il existe une unique structure de pré-cat groupe N xG =i G telle

que in’ et in” soient des morphismes de pré-cat groupes au niveau 2, le niveau 1 étant I’identité de G.
L’étape suivante consiste en la détermination de kers et kerb. Par définition, b : N — G est I'unique
homomorphisme tel que boin’ =b: M’ — G et boin” =b: M" — G, et alors on a b(n,g) = b(n)g. Par

ailleurs on a s(n,g) = g. Ainsi on a
kers = N % (1) kerb = {(n,g)|lg = b(n)"'}.

Finalement, Vs est le quotient de N par les relations exprimant que ker s et ker b commutent. Ecrivons que
(n,1) € kers et (v,b(v)™!) € ker b commutent. 1l vient (n,1)(v,b(v)™1) = (nv,b(v)~1) et (v,b(v)"1)(n,1) =

(V0p()—1(n), b(v)~1), ce qui donne pour tous n,v € N,
ok vt = Oy, (n).

Notons U le sous groupe distingué de N engendré par ces relations et p : N — N/U Papplication quotient. Par
ailleurs N est le quotient de M’ M" par le sous groupe distingué engendré par les relations f'(m) = f”(m),
et soit r Papplication quotient. Tout élément z € N/U se releve en un élément A = mj «xmY xmby*xm} --- €
M’ « M" avec les m, € M' et m € M" et donc z = por(A). Mais la relation *x et les définitions
montrent que 'on a por(my «ms) = por(fymy)(ms) *mY). On peut donc, sans changer z, remplacer A par
B =mi # Op(my) (M) * my «+m”2- - = (m}Oy(my) (M) * (m{m'2) - -~ dont la longueur est strictement plus
courte que celle de A. Par récurrence sur la longueur, on voit donc que tout z a un antécédent de la forme
m' *m”. Prenons donc deux éléments z = por(m’ «m’) et ( = por(v' xv"”) de N/Uet multiplions les :

20 =por(m sm" v « ") = por(m'Oyu(¥))*m"v".

Pour tenir compte de ce résultat, on introduit le groupe M’ x M" dont ’ensemble sous jacent est M’ x M,
mais dont la multiplication est donnée par la formule

(m/v m”)(yla VN) = (mlab(m”)(yl)7 mHVN)a
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et soit M’'xM" le quotient de ce groupe par le sous-groupe distingué engendré par tous les (f/(m), f”(m)~1)
lorsque m parcourt M. La classe de (m’,m’") dans M’ x M" se notera m’, m”. L’homomorphisme M'xM" —
M’'xM" défini par m’ — m’, 1 et m"” +— 1, m” prend la méme valeur sur f’(m) et f”’(m) pour tout m € M,

ce qui signifie qu’il définit un unique homomorphisme, évidemment surjectif,
w:N — M xM".
Soit par ailleurs
a:M'xM" — N/U

I'application m’,m” — por(m’+m’). Elle est bien définie car (f'(m), f”"(m)=1) = p(r(f(m)x f"(m)=1)) =
p(1) =1, et c’est un homomorphisme surjectif d’apreés des calculs précédents.
Image de U par w. On vérifie, par récurrence sur la longueur des mots, que les relations #* sont toutes

conséquence des seules relations (ot I'on écrit pour simplifier m/, m” au lieu de in’(m’), in" (m"),

—1 - -1 -
_— m/m’" m’ ™ Oy (ry (m”) 7! m/ m/'m"” Oy oy (m') 7!

Pour trouver des générateurs de w(U), il suffit donc de calculer les valeurs prises par w sur ces relations, ce

qui donne

w(m'm”m’flﬂb(m/)(m”)_l) = m’ﬁb(m,/)(m’)*l, m”ﬁb(m/)(m”)*l
w(m"m’m”flﬂb(mu)(m')fl) =1.
Détermination de aow(U). On a d’abord

1

000 ("m0 ™ By (")) = 0 (1 Bygry (')~ 5 " By ("))

Mais par ailleurs, p o r(m'@yinn(m’)™) = por(m «m” « m' ™« m”" ) et po (" Oy (m”) 1) =
por(m”s«m/«m" " s«m’~1). Donc aow(m’m”m’fleb(m/)(m”)_l) = 1. Les homomorphismes « et w passent

au quotient et induisent le diagramme
N/U —“> (M'3xM") Jw(U) —2= NJU

Soit z € N/U. 1l existe un couple (m’, m”) tel que z = por(m’+m’). On a donc aow(z) = aow(r(m’«sm’)) =

a(m’,1.1,m") = a(m’,m") = por(m’«m'’"). Ainsi on a @ow = id. Comme w est surjectif, @ et © sont deux
isomorphismes réciproques I'un de 'autre, et on a démontré ’assertion :
Vs est canoniquement isomorphe ¢ (M'xM")/w(U). Pour terminer la description de Y il reste a exhiber

b: (M'xM")/w(U) — G. On définit d’abord b : M'xXM" — G par b(m/,m”") = b(m’)b(m"), dont I'image
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est le sous groupe distingué b(M')b(M") = b(N) de G. Cet homomorphisme passe au quotient par w(U) et
définit le b : (M'xM")/w(U) — b(N) cherché, que 'on désignera par 3 pour le distinguer des précédents.

Alors il vient par définition, m2(Y) = ker 3, et comme en 4.3. on montre que 'on a une suite exacte

w(Up——> ker b — ker .

Remarquons que la formule donnant le produit dans M’ x M" se simplifie pour les éléments de ker b. En effet,

sionam/,m"” € kerbet v/, v" € M'xM", il vient m/,m"”.v',v"" =m0y (v'), m""v"", mais par hypothese

on a b(m”) = b(m/)~!, et donc il vient Oy() (V') = Op(—1y (V') = m/~'v/m/. Finalement, on obtient

m/7 m//.l//, I//I — I/Im/, m”l/”.

4.4.4. Le cas M’ = M". Alors les générateurs de w(U) se simplifient, car dans ce cas, m/0p () (m'~!) =

m/'m”m' " m” =1 = [m/, m"] et par conséquent les générateurs cherchés sont tous les [m’, m”], [m”, m']. 1l est
commode d’introduire les homomorphismes ¢ : M’ — M’ x M’, v+ (y71,7), et ¢ qui est le composé du
précédent et de Papplication canonique ? : M’ xx M" — M'xM" et qui est & valeurs dans ker b.

Une formule dans M' x M'. Soient (m',m”) € M' x M" et v € M’. On a d’abord (m/,m”)~1 =

Op(mrry-1 (m'~1),m”=1), ce qui permet de calculer ensuite 'expression (m',m")o(y)(m/,m”)~". 1l vient

(

(!, m")p(y)(m!,m") ™ = (m!,m) (=) (!, m”) T = (1 Oy ey (v m ) (m,m) T =
(m m ’)/ lm m//,y)(eb(m”)il(m/—l),mnfl) — (m/m//,y—lm//—1’m//,y)(m//—lm/—lm//,m//—l) —
(m m ,Y lm ab(m/w) (m//—lm/flm//)’m//,ym//—l) — (m//,y—lm//fl’m//fym//—l) — go(m ’)/m” 1)'
On a démontré :

(1) (m',m" Yo (y) (', m") " = p(m"ym" ).

Dans M’xM" il vient donc

(2) m, m”@(’y)m’, m//71 _ @(m”’ym//il).

Cette dernieére formule montre que l'image de @ est un sous-groupe distingué de MxM’ et de kerd. De
méme, ¢([M’, M']) est distingué , et on a vu plus haut que w(U) est le plus petit sous-groupe distingué de

M'xM" contenant @([M’, M']), on a donc 1’égalité
p([M', M]) = w(U).

Détermination de ker @. Soit M C M’ le sous-groupe distingué de M’ engendré par f/(M). La formule (1)

montre que @(M) est distingué dans M’ x M’. Mais comme @(f'(m)) = 1 pour tout m € M, il résulte de la
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définition de M’'x M’ que p(M) = ker(M’ x M’ — M'xM’). On a donc M = ker @. L’homomorphisme @ :
M’ — kerb se factorise donc & travers le quotient M’ /M, et Pon notera ¢ : M’ /M — ker b ’homomorphisme
injectif induit.

Conclusion. Mais puisque @ applique surjectivement [M', M'] sur w(U), la restriction de & [M'/M, M’/ M]

est un isomorphisme sur w(U). Le diagramme en traits pleins a lignes exactes

M/ 5L, M [T M' /N[ — (M'/3T)*

R

w(U ¥ kerb ker 3

se laisse compléter par une fleche (en pointillé)qui est injective. Par ailleurs on a M’ /M = coker (f': M —
M), et puisque le foncteur abélianisation commute aux colimites, (coker f’)* = coker f/2P

On a donc démontré

Proposition : Lorsque 'on a M’ = M" 75()) contient un sous groupe isomorphe & coker f/aP.

4.4.5. On va considére le cas particulier suivant. Soient pu : Fy, — G et v : F; — G deux homomorphismes
(ou F,, désigne le groupe libre & n générateurs), et soit 7 : Fr1; = Fj * F; — G I'homomorphisme dont
les restrictions & Fy et F; sont respectivement p et v. Posons X = D(v) et X’ = D(r) (notations de 3.).
Le morphisme f': X = D(v) — X' = D(r), résulte des constructions universelles des cones, et s’explicite

comme suit. Si’on part d’'un diagramme commutatif de groupes
A
H——G
Hl > G/
A/
on obtient un homomorphisme p : T'(\) — T'()\) qui, sur les générateurs, applique (h,g) € H X G sur

(u(h),v(g)) € H' x G’, et qui est compatible avec les relations données en (3.2.). Soit w : coker A — coker X

I’homomorphisme défini par le carré commutatif ci-dessus. Alors, passant aux abélianisés, p® : T'(\)*> —
T(\)2P, ie.

P . H*® @ Z[coker \| — H'®® ® Z[coker N

est simplement donné par h ® x — u*”(h) ® w(z) pour h € H*® et x € coker \.

Dans le cas qui nous occupe, nous partons du carré commutatif

Fl*U>G

Fk+l — &
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ol iny est 'inclusion dans le deuxieme cofacteur de Fy1; = FJ * F;. Dans ces conditions on a une suite exacte
7! @ Z[coker v] — ZFT' @ Z[coker 7] — coker f*P — 0

ou la premiere fleche est

z®@x — (0,2) ® w(zx)

pour z € Z! et x € coker v. Par ailleurs w est surjective et donc il reste simplement coker 2" = ZF @
Z[coker 7]
La proposition 4.4.4. permet donc d’affirmer que

Proposition : Soit ) la somme amalgamée du diagramme

Alors on a w3 (Y) # 0.
Il résulte des propriétés générales des sommes amalgamées que le cg )V précédent peut étre aussi réalisé
comme suit. Soit A : Fop = Fj * Fj, — G ’homomorphisme dont les restrictions aux deux cofacteurs Fj sont

toutes deux égales a p. Alors Y est la somme amalgamée du diagramme

DN <~— G ——D(v).

Mais par ailleurs, D(A) est la somme amalgamée du diagramme

D(p) <— G ——D(p).

11 résulte donc de la proposition précédente que 'on a m2(D(A)) # 0 et m3(Y) # 0. Nous verrons que lorsque
G = F; est un groupe libre , et f : F;. — G, un homomorphisme, alors mo(D(f)) est le 7o du CW-complexe
cone de 'application continue d’un bouquet de r cercles dans le bouquet de s cercles représentant f au niveau
des groupes fondamentaux (confer 10.2.). Soit X le CW-complexe de dimension 2 correspondant & A. Si on
lui ajoute des 2-cellules attachées a son 1-squelette grace a 'homomorphisme v on obtient un CW-complexe
Y dont le 75 est égal & m9(Y). On a donc :

4.4.6.Théoréme : Le CW-complexe X vérifie la conjecture de Whitehead.

Par exemple, on prend un mot m dans un groupe libre G, et on considere ’application A : Fo — G qui vaut
m pour chaque générateur de F;. Le CW-complexe X correspondant vérifie la conjecture de Whitehead.
Question : est-ce un résultat nouveau ? Y-a -t-il une démonstration plus simple ?

4.5. Dans le méme ordre d’idée, donnons rapidement la démonstration de Cockcroft, dans ’esprit de cet

exposé, du
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Théoréme : Soient z un mot du groupe libre G, n > 1 un entier et p : Z — G 'homomorphisme défini par
le mot z". Alors le CW-complexe défini par p vérifie la conjecture de Whitehead.
Démonstration : Soit 7 : Fi11 = Z * F, — G un homomorphisme dont la restriction au cofacteur Z est égale

a . Nous devons montrer que 72(D(7)) est non nul. Partons des diagrammes commutatifs

[P (1) = Z ® Zcoker p] b > Grab et G —> coker p

g NN

T2b(r) = ZF+1 © Zfcoker 7] — b qrab coker T

ou G’ et G” désignent les sous groupes distingués de G engendrés respectivement par 1'image de p et I'image
de 7. Notons e; = (1,0---0) I'image de 1 par I'inclusion Z — ZF*1 et a € I'() un élément tel que b(a) = 2"
(par exemple le générateur (1,1) € Z x G de T'(u)). D’apres 3.5., 1 ® (p(z) — 1) est un élément non nul de

ker b = mo(D()). Son image par p appartient & ker&’. Si cette image est non nulle, ¢’est un élément non nul

de m2(D(7)) et la démonstration est terminée. Si cette image est nulle, il vient

0=p(1®(p(2) —1)) =e1 @ (w(p(z)) = 1) =e1 @ (p'(2) — 1),

et cette égalité dans le groupe abélien libre Z¥*! ® Z[coker 7] implique p/(z) = 1. Comme la suite

I(7) s ¢ — coker 7 est exacte, il existe un y € I'(7) tel que ¥'(y) = z. Donc on a b/ (y") = 2™ =

b o p(a), mais alors p(a)~ty" € ker V.
Il reste & montrer que cet élément est non nul. Pour cela, on regarde son image dans ’abélianisé. Notons

par une barre surlignée l'image dans I’abélianisé. Alors a =1® 1 et p(a) = e; ® 1. Donc

pla) Ty =nj—e1® 1.

Puisque n est supérieur & 1, cette expression ne peut s’annuler dans le groupe abélien libre I'*P(7) dont e; ® 1

est un élément de base, et il en va de méme de p(a)~1y™.
2
Le foncteur 7

5. 2-groupoides Rappelons qu'un 2-groupoide X est la donnée

e d’un ensemble &y appelé ensemble des objets de X,

e pour chaque couple d’objets (a, b), d’une petite catégorie X'(a,b) (dont la loi de composition o est appelée
la loi de composition interne de X, et dont les applications source, but et identité seront notées s,b et i),

e pour chaque triplet (a,b,c) d’objets, d'un foncteur appelé foncteur de composition externe X(a,b) x

X(b,¢) — X(a,c) qui sera noté x,
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e pour chaque objet a, d’un foncteur, appelé id,, de la catégorie * & un objet et un morphisme vers X'(a, a),
e pour tout couple d’objets (a,b), d’'un foncteur, noté —1 en exposant, X'(a,b) — X (b,a).

Ces données sont soumises aux axiomes suivants :

e 1) la loi de composition * est associative

e 2)pour cette loi id est élément neutre a gauche et a droite,

e 3)pour cette loi, —1 est un inverse.

Les objets (resp. les fleches) de X'(a,b) sont appelés les fleches ou 1-fleches (resp. 2-fleches) du 2-groupoide.
Les résultats suivants sont bien connus.

e Soient o et § des deux-fleches de X(a,b), o et 3 des deux-fleches de X'(b,¢) tels que b(a) = s(B) et
b(a') = s(f). Alors on a

(@) (8"« B)o(a'xa)= (B oa)x(Boa)

En particulier, soit o : u = v une 2-fleche de X(a,b) de source et but, respectivement u,v et de méme soit

B :t = w une 2-fleche de X(b,c). On a

(D) Bra=(Bxi(v))o(i(t) x a) = (i(w) x &) o (B *i(u))

e Les catégories X (a, b) sont des groupoides, I'inverse de la 2-fleche o : u = v est la 2-flecche ™ = i(u) x a1 *

i(v) : v = u et, étant données deux 2- fleches composables « et 3 de X (a,b) on a foa = B*i(b(a)™!) * a.
e Soit X un 2-groupoide. On note X et X5 les catégories ayant Xy pour objets, dont les morphismes sont les
1-fleches (resp. les 2-fleches) de X et la loi de composition, la composition externe * . Ce sont des groupoides.
Les applications s, b, i induisent des foncteurs (qui sont 'identité sur les objets) notés du méme symbole, et

S
Pon écrira X : Xy <—i— X . Réciproquement étant donné un tel diagramme de groupoides, qu’on appellera
b

un pré-2-groupoide, on définit une loi de composition interne o : Xy x X5 — Xy qui vérifie, pour tout couple

s,b

« et B composables, et tout « les égalités
s(Boa)=s(a) b(foa)=0b(p) et aoi(s(a))=a=1ibla))oa.

en posant foa = Bx*i(b(a)) ! * . On définit la catégorie X'(a,b) associée & deux objets a et b de Xy comme
étant la catégorie Xs(a,b) e:bz—z X1 (a,b) avec composition o. Avec ces définitions, la composition externe
est fonctorielle si et seulemen: si les conditions (C') sont vérifiées, auquel cas X' est un 2-groupoide. Sinon
soit T'(X)(a,b) le quotient de X(a,b) par ces relations. On obtient ainsi un 2-groupoide T'(X) possédant la
propriété universelle suivante : tout morphisme d’un pré-2-groupoide X vers un 2-groupoide se factorise de
maniére unique & travers T'(X), ou si on préfere, le foncteur T est adjoint & gauche au foncteur oubli des

2-groupoides vers les pré-2-groupoides. Le passage au quotient précédent est simplifié par le résultat suivant:
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5.1. Lemme (Loday) La condition (C) est vérifiée si et seulement si quels que soient les 2-fleches «, 5 pour

lesquelles on a b(a) = s(B) = id(a), alors il vient
Boa=axf=0*a«a

Démonstration: Puisque l'on a i(id(a)) * @ = a xi(id(a)) = «, et les mémes relations pour £, il est clair que
(D) implique les égalités du lemme. Réciproquement, soient a, &', 3, 3’ comme dans (C). Par définition on

a Boa=pxib(a) txa et foa’ =8 xi(b(a’))"! xa’ et donc aussi

(8 0a’) * (Boa) = ' xi(b(a)) " xa’ * Bxi(b(a) "+

Comme id(b) est le but du premier terme souligné, et la source du second, ces deux termes commutent, et

le résultat en résulte aussitot.

Remarque 1 : on a montré qu’un 2-groupoide est une catégorie dans la catégorie des groupoides.

Remarque 2 : La colimite d'un diagramme X, de 2-groupoides s’obtient en prenant, dans la catégorie

des groupoides, la colimite X; des (X,);, ¢ = 1,2, puis en appliquant le foncteur 7' au pré-2-groupoide

Xo <—:j—>> Xl .

Remarbque 3 : Lorsque l'ensemble des objets d’un 2-groupoide se reduit & un seul élément, on retrouve un

cat-groupe.

Remarque 4 : On notera, si nécessaire, 2Gr, la catégorie des 2-groupoides.

5.1.1. Soit X un 2-groupoide. Soit X! la catégorie ayant mémes objets que X et pour fleches les classes

d’équivalence de 1-fleches de X pour la relation f ~ ¢ si et seulement si il existe une 2-fleche « telle que

s(a) = f et b(a) = g. Le foncteur X — X! est adjoint & gauche du foncteur C' — C qui & un groupoide C'

fait correspondre le 2-groupoide (' é C avec i = s = b = idC. Nous pouvons maintenant donner les
b

définitions suivantes :

5.1.2. Définition : Soit a un objet d’un 2-groupoide X. On pose
70(X) = 7o(X1) = mo(X1),  m(X,a) = X)(a,0), m(X,a) = X(a,a)(id(a),id(a))
D’apres le lemme (5.1.) on a, pour tout couple «, 5 € X(a,a)(id(a),id(a)),
aofB=foa=a*f=P*a

et par conséquent mo(X,a) est bien un groupe commutatif. Par ailleurs ces groupes coincident avec ceux
introduits en (1.1.1) lorsque X n’a qu’un objet.
5.1.3. Un groupe abélien peut étre considéré comme un 2-groupoide avec un seul objet 0 et une seule 1-fleche

id(0), et méme comme un cg. Avec cette convention, l'inclusion mo(X,a) C Xp devient un morphisme de
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2Gr. Introduisons la notion de 2-groupoide pointé : ce sont les couples (X, ) formés d’un 2-groupoide et
d’un de ses objets, et la notion de catégorie de ces étres. Notons alors simplement w5 (X) au lieu de w5 (X, o).
Alors o — id devient une transformation naturelle de foncteurs de la catégorie des 2-groupoides pointés en
elle méme.

On peut définir les mémes notions dans la catégorie des groupoides et on voit que ’on a une transformation
naturelle de foncteurs m; — id dans la catégorie des groupoides pointés.

5.2. 2-catégories. Sil’on supprime la donnée du foncteur “inverse” on a ce que 1’on appelle une 2-catégorie,
et soit 2-Cat leur catégorie. Les relations (C) sont encore valables, et 'on peut, comme précédemment
introduire les catégories X5 et X7 associées a la 2-catégorie X'. Oubliant la composition interne o, on obtient
une pré-2-catégorie Ao e:j—: Xy .

5.2.1 Réciproquement, p;rtant d’une pré-2-catégorie X il existe une construction fonctorielle qui en fait
une 2-catégorie T'(X), et le foncteur T est, comme précédemment, adjoint & gauche du foncteur oubli. Mais
la construction est plus délicate que dans le cas des groupoides. Partant d’un diagramme entre petites
catégories X : A §>i—> B ayant mémes objets, on ne dispose plus d’'un moyen de définir la composition
interne comme ci—desbsus. On a donc recourt a la construction intermédiaire suivante.

On commence par appliquer au diagramme X’ le foncteur Fléches ce qui donne un diagramme d’ensembles
Fl(x) = FI(A) Zj—i FI(B) , dont on prend la catégorie des chemins ChFI(X) qui a pour objets F'I(B) et
pour fleches toutes bles suites d’éléments de FI(A), o = a1, aq, ..., avec s(a;+1) = b(a;). On pose s(a) =
s(ay) et b(a) = b(ay,). La composition est définie par concaténation des suites composables. Soit Ch/ FI(X)
la catégorie obtenue en quotientant par la relation d’équivalence engendrée par les relations «, i(u), 5 = a, 8
chaque fois que 'on a s(3) = b(«) = u. On note désormais o la composition interne dans cette catégorie.
Pour tout couple d’objets x,y € Xy, notons Ch'FI(X)(z,y) la sous catégorie pleine de Ch'FI(X) ayant
pour objets B(z,y). On fait le quotient, dans chaque catégorie Ch’/FI(X)(a,c), par les relations (D) dans
lesquelles « : u = v est une 2-fleche de A(a,b) de source et but, respectivement u,v et 8 : ¢ = w une 2-fleche

de A(b,c¢). Pour chaque couple x,y, d’objets on obtient une catégorie que 1’on note Ch(X)(z,y).

Nous pouvons maintenant définir la composition externe *. Soient x,y, z trois objets. On définit un foncteur
Ch(X)(z,y) x Ch(X)(y, z) — Ch(X)(z, 2)

d’abord au niveau de ChFI(X), par les formules suivantes. Soient oy, ..., a € A(x,y) et B1,..., 0k € A(y, 2)

des suites représentant des morphismes de la catégorie des chemins. alors on pose :

plago---oay,fro---0f) = (Br*ax)o---o (B *a).
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Plus généralement, soient r et k deux entiers on pose

plaro - 0ar, B0 0 B) = pli(b(ar) 0 ag o - 0 ar,i(b(B,)" o B0 -0 ).

Il reste a montrer que ¢ est compatible avec les diverses relations d’équivalence introduites au cours de la
construction, ce qui ne présente aucune difficulté particuliere. La composition ainsi définie sera notée *, et
la 2-catégorie résultat de ces constructions notée T'(X). Puisque T posséde un adjoint & gauche, ce foncteur
commute aux colimites.

5.2.2. Les colimites dans 2Cat. Soit D un type de diagramme et soit d : D — 2Cat un diagramme. La
colimite de ce diagramme s’obtient de la fagon suivante. Soit O le foncteur oubli des 2-catégories vers les
pré-2-catégories. Alors O o d est un diagramme de pré-2-catégories, dont la colimite se calcule niveau par
niveau : pour chaque objet ¢ de D, on a une pré-2-catégorie

Ody) : (dy), g (do),

et, par passage aux colimites, il vient la pré-2-catégorie
S
colim Ood: colim dy =<—i— colim dj .

Dans une deuxieme étape, on applique le foncteur T a la pré-2-catégorie précédente, et, pour chaque objet
t de D et chaque ¢ = 1,2, on a un foncteur (ing); : (d¢); — T'(colim (O o d)); qui en général ne commute pas
aux compositions internes o. Pour obtenir enfin colim d, on fait donc le quotient de T'(colim (O o d))s par
les relations ingy (a0 B) = ingy()ing,(8) chaque fois que ces expressions ont un sens.

5.2.3. Décrivons maintenant un foncteur 2Cat — 2Gr. Soit X le foncteur qui va des catégories vers les
groupoides et qui consiste a inverser toutes les fleches. Ce foncteur est muni d’une transformation naturelle
Py (C) : C — XC. Partant d’'une 2-catégorie C, on applique X niveau par niveau a la pré-2-catégorie O(C), et
l’on obtient un pré-2-groupoide L(O(C)) : 2(Cs) e;?; ¥(Cy) auquel on applique le foncteur T, obtenant un
2-groupoide T'(X(OC)) et des transformations naturelles (Px); : C; — T(3(OC));, i = 1,2 . Le 2-groupoide
Y(C) est alors obtenu en faisant le quotient de T'(X(OC))2 par les relations (Ps)a(a o) = (Px)2(a)(Ps)2(5)
chaque fois que ces expressions ont un sens.

Le foncteur ¥ possede la propriété universelle suivante : tout foncteur de C vers un 2-groupoide X" se factorise
de maniere unique a travers Py, et donc ¥ est adjoint a gauche du foncteur oubli.

5.2.4. Le foncteur Sc. Soit E un ensemble. La catégorie Sc(F) a pour objets E et pour morphismes E x E,
avec s(a,b) = a,b(a,b) = b et i(a) = (a,a) et la composition est (b, ¢) o (a,b) = (a,c). Ce foncteur possede

un adjoint a gauche, et commute donc aux produits. Soit maintenant C' une petite catégorie. On définit
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une 2-catégorie Sc(C') en posant Sc(C)(a,b) = Sc(C(a,b)) pour tous les couples d’objets (a,b) de C. La

composition externe provient de
Sc(C(a,b)) x Sc(C(b,c)) = Sc(C(a,b) x C(b,c)) — Sc(C(a,c)).

On constate que si C' est un groupoide, alors Sc(C') est un 2-groupoide. et si ce groupoide est un groupe, on
retrouve le foncteur décrit dans (1.2.2.)

Le foncteur Sc est adjoint & droite du foncteur C — C; On a (Sc(C)); = C et, si C est un groupoide,
(Se)(C))! = Se(Ob(C)).

6. Les foncteurs F et W.

6.1. Un groupoide simplicial est un objet simplicial dans la catégorie des groupoides, i.e. un foncteur de
A°PP dans la catégorie des groupoides. Soit F' un tel foncteur. Pour chaque entier n, F;, est un groupoide, les
applications faces, d; : F,, — Fj,_1 et dégénérescences s; : F,, — F, 1 sont des morphismes de groupoides.
Par ailleurs on peut aussi considérer F' comme un diagramme d’ensembles simpliciaux FI(F') eﬁ Ob(F)
muni des compositions externes convenables. Dans toute la suite, on ne considera que des groupoiiies simpli-
ciauz F pour lesquels Ob(F') est un ensemble simplicial discret, c’est-a-dire concentré en degré 0, en abrégé
‘

‘gs”. On désignera par S la catégorie des ensembles simpliciaux, et par Sg, celle des gs.

6.1.1. On définit un foncteur F : S — S, de la fagon suivante. Soit X un ensemble simplicial. Soit

pF(X), Vensemble des suites & = xoxy...xoxe 41 d’éléments de X411 tels que dozar = doTagt1 et
dids -+ dpi1%or—1 = dids - - dpy1wer, k =0,1,.... On notera dans la suite 0(z) = dydy - - - d,,z Uorigine de
zeX,.

2 2 2
R I S I

PN VAN

La collection des pF,,(X) devient un ensemble simplicial lorsque 1’on définit faces et dégénérescences par les
formules d;x = d;jy1x0 - dit1T2141 S$iT = Si+1T0 - -+ Si+1T2+1. On introduit aussi la source et le but de
la suite x comme étant respectivement o(xg) et o(xg;41), ce qui permet de considérer la notion de suites
composables, et on définit cette composittion par la concaténation des suites composables. Finalement on
définit F,,(X) comme étant le quotient de pF,,(X) par la relation d’équivalence engendrée par la suppression
dans la suite z des couples xpxk11 tels que xx = xp1 et [ > 0. En particulier, dans le quotient on a, quels
que soient a et b, deux éléments de X,, 11 de méme origine u € Xy, aa = aabb = bb. On note i(u), ou plus

précisemment i, (u) € F,,(X), cet élément commun. Maintenant F(X) est le gs, dont 'ensemble des objets

est ’ensemble simplicial concentré en degré 0 et égal a Xy en ce degré, et dont I’ensemble simplicial des
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fleches est F(X), de composition, source but, définis plus haut et 'application identique de I'objet u étant
Lorsque X est réduit, on retrouve le foncteur G de Kan. A la suite z = ToX1 ... T To41 ON associe
xozfl . 562[332_[1+1 € G, (X). Dans lautre direction, & y¢ € G,,(X) on associe la suite y.sodoy si e = 1 et la
suite sodoy.y si e = —1.

Une démonstration analogue & celle de Kan pour le foncteur G montre que l'ensemble simplicial F(X)(u, )
formé des suites = de source et but u € Xy a le type d’homotopie (faible si X n’est pas un complexe de Kan)
de 'ensemble des lacets de X issus de u.

6.1.2. Rappelons que le foncteur F possede un adjoint a droite W : S — S que nous allons décrire
maintenant. Soit G un gs. On lui associe d’abord ’ensemble bisimplicial BG “nerf en chaque dimension” qui
en bidimension (p, ¢) consiste en toutes les suites (x1, z2, ..., x,) d’éléments de G, telles que b(z;) = s(zit+1),
avec les opérateurs face et dégénérescence usuels. On définit ensuite W (G) comme étant la diagonale d’Artin-
Mazur de BG. Rappelons que la diagonale d’Artin-Mazur d’un ensemble bisimplicial K est en dimension n

la partie Dy, (K) C [[,, ,—, Kp,q formée des suites (kj,q) vérifiant les égalité
d;+1kp+1,q71 = dgkp,q,

avec des formules compliquées pour les faces et dégénérescences. Ce foncteur s’explicite de la maniere
suivante. On pose

Wo(G) = 0b(9)

et, pour n > 0, W,,(G) est la partie de Fl,,_1(G) x - -+ x Fly(G) formée des suites

(gn—lygn—Qa-'ng)v gi € Flz(g)

telles que

b(gi+1) = s(gi)-

 GnoiN . T Gn 2 g0

Les formules pour les faces et dégénérescences sont classiques. Rappelons les formules des faces. Pour n > 1
on a

® do(gn—-1,---,90) = (gn—2,---,90)

® dn(gn-1,---,90) = (dn-1gn-1,--.,d1g1)

o di(gn-1,---,90) = (di—19n—1, - -y d1Gn—it1, Gn—i—1 © doGn—i, Gn—i—2, - - - 190 pour 0 < i < mn,
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et pour n =1,

e d;: Fly(G) — Ob(G), i=0,1

onadyg=betd =s.

6.2. Soit G un gs. Notons G 'ensemble simplicial FI(G) et B = Ob(G). Soit aussi X un ensemble simplicial.

La donnée d’un morphisme F(X) — G est par définition la donnée d’un diagramme commutatif

S

F(X)<—'L )(07

—_ >

G=—

11 suffit de connaire ¢ sur les suites (zox1) avec doxg = doxy et d’utiliser le produit pour connaitre ce mor-
phisme en général. Comme (xgz12120) = i(0(20)), il vient @(xoz1)e(x120) = i(f(0(x0))) et donc p(xoz1) =
o(x129)~t. Par ailleurs on a (xg.sodoxg.S0dox1.71) = (xory)et par conséquent il vient p(xiz9)~! =
o(wg.s0doz0)0(11.80dox1) "

Posons 7(z) = ¢(z.s0dpx). On définit ainsi une application 7 : X,,11 — G, pour n > 0 ayant les propriétés

suivantes :

-y
A
8
~—
~—
[

f(0(dox))
d;im(z) = 7(di+12) pour >0
T(dlx) = doT(iC)T(dol’).

La donnée de 7 avec ces propriétés permet de reconstituer ¢ : il suffit en effet de poser

(p(.’EolL'l e $21.’£2[+1) = T(l’o)’r(.’ﬂl)il v T(m2l)’r(l’2[+1)7l.

La donnée de 7 et f permet aussi de définir un morphisme w : X — W(G). On pose & cet effet wy = f et,
pour n >0, x € X,

w(zx) = (7(x),7(doz), ..., 7(d0 "))
et I'on vérifie que I'on définit bien un morphisme simplicial par cette formule.
Réciproquement, partant de w : X — W(G), et étant donné un = € X,,, n > 0, on appelle 7(x) la projection
sur G,,—1 de w(x) € Gp—1 X -+ X Go. On vérifie que cette fonction possede les propriétés indiquée ci-dessus
pour une fonction 7. Par exemple vérifions la relation s(7(z)) = f(0(x)) (ot de nouveau on a posé f = wy).

Si w(x) = (gn-1,---,90), il vient

fO(z) =di - dpw(z) = di(di - dpn-1gn-1) = s(d1 - dn—1gn—1) = $(gn—1) = s(7(2))
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car sod; = s.

Ceci termine la vérification de I’adjonction des foncteurs F et W.

6.3. Voici un complément sur le foncteur F. Soit * € X un élément choisi comme point base de X. Soit A
un arbre maximal dans la composante connexe de X contenant . Tout 0-simplexe u de cette composante
connexe est joint a % par un unique chemin dans A de la forme A(u) = agpaq - - - agag 41, avec a; € A,
drag = *, diag;+1 = u et dopag; = doazit1 , diag;—1 = diag;. Donc on a A(u) € Fy(X), et plus précisemment,
Au) € Fo(X)(*,u). On notera encore A\(u) € Fy,(X) I'élément sjA(u). Pour simplifier I'écriture, on notera
G le groupe simplicial F'(X)(x,*) : c’est ’équivalent simplicial de 'espace des lacets de X issus de . Il y a
deux procédés pour construire ’espace des chemins d’origine *. Le premier, traditionnel, consiste a prendre
E(X) =X x; G, ou la fonction 7 : X — G de degré —1 est donnée par la suite (ou plutot par la classe de
cette suite)

7(x) = M0(2)).z.50dox.A(0(doz)) .

On vérifie facilement que cette fonction vérifie les relations usuelles des fonctions 7, et 'on définit ensuite
la projection p : EF(X) — X par p(x,g) = x. On obtient ainsi une construction au sens de Cartan, qui
est d’ailleurs un fibré puisque G est un groupe. Dans lautre procédé, on définit 'ensemble simplicial £(X)

comme on a défini F(X) “en ajoutant un simplexe”:

/\/\ /\/

0 =o T Q0 T2 | LB Qe T21 | T204+10 X

NN NN

On considere donc toutes les suites zgxy...x9x9 12z d’éléments de X,41 tels que doxor = doxogt1 ,
O(xog—1) = O(zer) k =0,1,...,0 et O(xg) = *, 0(xo+1) = O(x). On fait ensuite le quotient de cet en-
semble simplicial par la méme relation d’équivalence que pour F. On définit ensuite p : £(X) — X en
posant p(zox1 ... Towe4+1x) = dox. Ces deux espaces de chemins sont isomorphes. En effet, posons pour

simplifier z = xox1 ... x9x9+1 € F(X). On définit un morphisme ¢ : £(X) — E(X) en posant
o(zx) = (dox, zx.50dox.N(0(doz)) ™' € X x G
et un morphisme dans l'autre sens ¢ : E(X) — £(X) par
P(z, g) = g.A(0(x)).s0.

Il faut vérifier que les formules ci-dessus sont compatibles avec les relations d’équivalence définissant les

quotients, qu’elles sont compatibles avec les opérateurs d; et s;, et que ¢ et ¢ sont inverses I'un de 'autre:
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cela ne présente aucune difficulté particuliere. Il en résulte en particulier que p : £(X) — X est un fibré.
Pour montrer que G(X) est ’espace des lacets de X de point base x, on montre comme dans le cas classique
que E(X) est connexe, simplement connexe et que son homologie est nulle en chaque dimension.

7. Premiére construction du foncteur 7. Rappelons d’abord la définition du foncteur groupoide de
Poincaré m qui & un ensemble simplicial X associe un groupoide 7(X). C’est le seul foncteur qui commute
aux colimites et tel que w(A[n] = Sc[n]. Ici Sc[n] désigne le groupoide ayant pour objets les nombres
0,1,...,n et pour morphisme ¢ — j l'unique couple (i,7) de tels entiers. Plus généralement, si C est une
catégorie possédant des colimites, la donnée d’un foncteur ® : A — C permet de définir deux foncteurs
G : § — C adjoint a gauche de D : C — S. En effet, tout ensemble simplicial est la colimite dans S
d’un diagramme T', dépendant fonctoriellement de X, dont les objets sont tous des A[n] et les fleches des
morphismes de la forme Afa] avec a € FI(A). Alors on pose G(X) = colimier®(t) et D(c),, = C(P([n]), ¢).
Résumons les propriétés du foncteur 7 dans la proposition suivante dans laquelle Sk* désigne le i-squelette
7.1. Proposition. 7 commute aux colimites quelconques et aux produits finis. On a 7(X) = 7(Sk*X) ;
plus précisemment Ob(7(X)) = X et Fl(w(X)) est engendré par X; avec les relations dox o daz = dja pour
tout © € X5. Enfin on a m (X, z) = n(X)(z, z) pour tout z € Xj.

7.2. Soit F' € Ob(Sg,) un groupoide simplicial d’objets discrets. Etant donnés deux objets u et v, on désigne
par F'(u,v) C FI(F) ensemble simplicial des o € FI(F') tels que s(a) = u et b(«) = v. La composition dans

le groupoide fournit, pour tout triple d’objets (u, v, w) un morphisme simplicial
F(u,v) x F(v,w) — F(u,w).

Appliquons le foncteur 7 a cette situation. A tout couple (u,v) d’objets de F on associe le groupoide

m(F (u,v)), & tout triple d’objets (u, v, w) on associe un foncteur
m(F(u,0)) X 7(F(v,w)) = 7(F(u,0) x F(v,w)) = x(F(u, w)).

ou la premiere fleche, un isomorphisme, provient du fait que 7 commute aux produits finis.

Pour tout objet w on définit un foncteur id : * — 7w (F (u,u)) en posant id(x) = u et id(id*) = i(u).

Enfin, puisque F est un groupoide simplicial, il existe un morphisme simplicial = : F(u,v) — F(v,u) auquel
on applique 7 pour obtenir un foncteur ~! : 7(F(u,v)) — m(F(v,u)).

Il est clair que toutes ces données définissent un 2-groupoide II(F), pour lequel on a :

o II(F)p = Ob(F)

o II(F)(u,v) = n(F(u,v)),

o FUTI(F)) = Uy OW(r(F(u,0)) = Uy F s 0)o = FIF)y = Ob(x(FI(F)),
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o FUTI(F):) = Uy FUR(F (u,0)) = FU(FIEF))
en effet FI(F) =]] F(u,v) et m commute aux sommes directes.

Il est maintenant possible de donner la définition de 7.

7.3.Définition : on pose 7=Tlo F. Cest un foncteur S — 2Gr-

7.4. En vertu de (7.), m possede un adjoint a droite v. Si C est un groupoide, alors en dimension n,
v(C') est égal & Pensemble des morphismes de groupoides Sc[n] — C. On étend ce foncteur en un foncteur
N : 2-Gr — &g, de la fagon suivante. Soit X un 2-groupoide. Etant donnés deux objets a,b € Xy, on pose
N(X)(a,b) = v(X(a,b)), et si a,b, c sont trois objets de X, alors le foncteur * : X(a,b) x X(b,c) — X(a,c)
donne par application de v qui commute aux produits (étant un adjoint a droite), un morphisme d’ensembles
simpliciaux

+ 2 N(X)(a,0) x N(X)(b,¢) — N(X)(a,0).

Enfin 'inverse N(X(a,b)) — N(X(b,a)) provient de l'inverse X(a,b) — X(b;a) auquel on applique le
foncteur v.

Il est clair sur les définitions que II est adjoint & gauche de N, et donc II commute aux colimites, N aux
limites. Par ailleurs nous avons vu en (6.2.) que le foncteur F posséde un adjoint a droite. Il commute donc

. . . . , 2
aussi aux colimites, et il en va donc aussi pour le composé 7= Il o F.

8. Deuxieme construction du foncteur #. Pour définir un foncteur § — 2Gr qui commute aux colimites,
il suffit de le donner sur les A[n]. C’est ce procédé que nous développons maintenant.

8.1. Notons o le foncteur qui a un ensemble ordonné E associe la catégorie admettant E pour objets et pour
fleches a — b les couples de deux objets (a,b) tels que a < b. Disons qu’une petite catégorie C' est ordonnée
si, pour tout couple d’objets (a,b), Pensemble C(a,b) est ordonné et si pour tous h: o’ — a, k: b=V, fet
g € C(a,b) telsque f < g,ona foh < gohetkof <kog. A une catégorie C' ordonnée, on fait correspondre
fonctoriellement une 2-catégorie O(C) qui a mémes objets que C' et définie par O(C')(a,b) = o(C(a,b)) pour
tous couples a,b d’objets de C'. La loi de composition externe provient du fait que la composition dans C'

respecte les structures d’ordre, et du fait que o commute aux produits :
x: 0(C(a,b)) x o(C(b,c)) = o(C(a,b) x o(C(b,c)) — o(C(a,c)).

Partons d’un ensemble ordonné E. On note ici Ch(E) la catégorie ayant pour objets les éléments de F et pour
morphismes a — b non pas les suites croissantes a = e; < ey < --- < e, = b, selon une définition précédente,
mais le quotient de cet ensemble par la relation engendrée par les relations a < a ~ id(a) pour tout a € E. 11
revient au méme de prendre pour morphismes a — b les suites strictement croissantes a =e; < --- <ep =b

(on écrit donc aussi @ = ida), en changeant de fagon convenable la composition des fleches. On ordonne
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I’ensemble des suites croissantes commencant en a et finissant en b par ’ordre lexicographique, ce qui donne
& Ch(F) une structure de catégorie ordonnée. Ainsi, si on prend E = {1,2,3,4,5,6,7,8}, on a 1237 < 127.
8.2. Définition : On pose . (A[n]) = ZOCh[n].

Voici une représentation de OCh[2] ou le triangle représente la double fleche 12 % 01 = 012 < 02 :

et de méme voici une représentation de OCh[3] :

O%’Hi\g : 0/1%\2@\3

qui illustre 1’égalité entre 2-fleches

(023 < 03) o (id(23) * (012 < 02)) = (013 < 03) o ((123 < 13) xid(01)) = (0123 < 03)

PR L g 2 .
8.3. Théoréme : Les deux définitions de 7 coincident.
Démonstration : Comme les deux foncteurs commutent aux colimites, il suffit de vérifier qu’ils prennent la

méme valeur sur Aln], i.e. que 'on a

IT o FA[n] = £OChln|

ou, plus correctement que les deux membres de cette expression sont canoniquement isomorphes. Soit, dans
ce but, X un gs quelconque. Les adjonctions recensées précédemment permettent d’écrire les isomorphismes

suivants :
2Gr(Ilo F(An], X) = Sg:(F(Aln]), N(X)) = S(An], W o N(X) = (W o N(X))n,

et par ailleurs

2Gr(X0Ch[n], X) = 2Cat(OChn], O(X)).

Mais un élément de (W o N (X)), est une suite zg,z1,...,x, d’objets de Xy et une suite g, _1,...,91,go ol

chaque g; € N(X); est, pour ¢ > 0 une “pile” de i 2-fleches de X (xp—i—1,Tn—;)

_ 0 1
gi = Q¢

R

telles que b(af) = S(ag+1). Pour i = 0, go est une 1-fleche z,,_; — z,, de X;. On notera aussi o = i(go).

0 /"""0“\
e @2 T

go
T T X9 \_‘a}_,..-r'? r3g — > T4
~_ % 7 ~_ % 7
\\aé/
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fig (1) : un élément de (W o N(X))4
A un tel élément on associe canoniquement un morphisme ¢ : OCh[n] — O(X) de 2Cat de la maniere

suivante. Au niveau des objets, on a ¢g(i) = x; pour i = 0,...,n. Les 1-fleches de la 2-catégorie de gauche

sont les suites croissantes ajag - -+ a,. Alors ¢1(i(i + 1)) = s(a®_, 1), ¢1(i(i + 2)) = s(al_,_5) *s(al_, ;)
$1(i(i+3)) =s(a2_,_3)*s(a?_,_5)*s(a?_, ;) -- avec la convention que ai =i(b(af™)) pour j > k. Les

1-fleches & plus de deux chiffres sont des composées (externes) des précédentes et par exemple, pour n =7,
$1(1457) = go * s(af) * s(a3) * s(a3) * s(a}) * s(ad).

L’effet de ¢ s’explicite simplement en utilisant la figure (1). Les images de la source et du but d’une 2-fleche
se représentent sur la figure par une suite d’arétes délimitant un nombre fini de ag-. Pour avoir I'image de la

2-fleche, on compose tous ces a. Par exemple, avec n = 4,
$2(0124 < 04) = i(go) * i(b(a?)) * (as 0 a9) * (a2 0 a3 0 a).

Réciproquement, & un morphisme ¢ : OCh[n] — O(X') de 2Cat on associe une suite g,_1, ..., g1, go comme

suit. On pose

go =¢1((n — 1)n)

af =i(go) ™' * ¢2((n — 2)(n — 1)n < (n — 2)n)

ag =(af) T x ¢a((n = 3)(n —2)(n — 1) < (n - 3)(n - 1))

ag =(¢2((n = 2)(n — Hn < (n = 2)n) 1) * (¢2((n = 3)(n = 2)(n = )n < (n = 3)n)) o (7))
ete. Ceci termine la démonstration du théoreme.

9. Propriétés du foncteur z

9.1.0. Théoréme : Soit X un ensemble simplicial. On a (72T(X))1 =m(X) et (72T(X))1 = 7(Sk*(X). (Sk'(X)

désigne le 1-squelette de X). Si X est de dimension 1 on a 72r(X) = Wf(k/)
Démonstration : Comme le foncteur (72r)1 et le foncteur m commutent aux colimites, il suffit de montrer qu’ils

coincident sur A[n] pour établir leur égalité. Or, si G est un groupoide quelconque on a
Gr((#(An)Y, G) = 2Gr(#(An)), G) = 2Gr(SOCh([n]), G) = 2Cat(OChn], G),

et il est facile de voir que ce dernier ensemble est égal & Gr([Sc[n], G).
. ’ ez BN T 2 . 52 ez Y
Pour démontrer la seconde égalité, on part de la premieére définition de 7. Il est clair que I’égalité est vérifiée

au niveau des objets. Au niveau des fleches on a

FI(7(X)1) = Ob(m(F(X)) = F(X)o,
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et cet ensemble ne fait intervenir que le 1-squelette de X. Donc il vient (72r(X )1 = (72r(Sk1 (X))1. Pour
terminer la démonstration de 1’égalité il suffit maintenant de démontrer la troisieme égalité. Cette derniere
égalité provient du fait que 72T(A[1]) = W(Zﬁ]) et du fait que 7 et ? sont deux foncteurs commutant aux
colimites.

9.1.1 Théoréme : Soient X un ensemble simplicial, et € Xy. On a 7p(X) = 7'('0(7%’()()) et, pour i = 1,2,
mi(X,x) = 7ri(72r(X ),z). Plus précisement, il existe un isomorphisme naturel entre foncteurs définis sur la
catégorie des ensembles simpliciaux pointés m; — 7Ti72T pour ¢ =0,1,2.

Démonstration : On remarque d’abord que la premiere définition implique immédiatement 1’égalité X, =
721'(X )o- Donc g (72r(X )) est le quotient de X, par la relation d’équivalence a ~ b ssi il existe une 1-fleche
d’extrémités a et b, donc un élément dans (F)(a,b)o. Mais un tel élément est une chaine de 1-simplexes de

X :

Q——«—---—b

La relation d’équivalence est donc exactement celle qui définit 7o (X).
L’égalité des m; résulte immédiatement de la premiere égalité du théoréeme précédent.
Passons maintenant a my. Soit K la catégorie des couples formés d'un complexe de Kan et d’'un de ses

sommets. On sait qu’il existe un isomorphisme de foncteurs ¢ de I dans la catégorie des groupes
tuw: m(U,u) — 7(U)(u, u),

défini ainsi : m (X, u) est le quotient du sous I'ensemble de Uy formé des simplexes x tels que par la relation
R : x ~ y ssi il existe un 2-simplexe z tel que doz =z, di1z =y, doz = spu. Par ailleurs 7(U) est le quotient
du groupoide libre engendré par U; par une relation S. Alors pour tout x € X7 avec dixz = dpx = u, on pose
tvu(x) =z mod S. Cette application passe au quotient par R et donne l'isomorphisme cherché.

Appliquons ce résultat au couple (U, u) = (F(X)(z,x),idz), ce qui est loisible puisque F(X)(z, z), étant un
groupe, est un complexe de Kan, et notons simplement ¢x jq, le morphisme correspondant. La suite exacte
du fibré F(X)(x,z) — £(X) — X fournit par ailleurs un isomorphisme dx : m1 (F(X)(x,x),idz) — 7 (X, z)

fonctoriel en X. Le composé

—1 2

Dx 0 1 140y (X) s ma(7(X), 2) = 7(X) (2, 2) (ide, ida)

=Tl o F(x,z)(idx,idz) = n(F(z, z))(idx, idz) — 7 (X, z)

est isomorphisme cherché, fonctoriel en X. Notons que ’on en déduit immédiatement le corollaire suivant
. . o . . 2
Corollaire : Si f : X — Y induit un isomorphisme m3(X,z) — m(Y, f(z)) , alors m(w(X),2) —

e (%’(Y), f(z)) est aussi un isomorphisme.
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9.1.2. Proposition : XOCh[n| = ScXCh[n]

Démonstration : Comme A[n] est contractile, ses groupes d’homotopie sont nuls et donc m;(XOCh[n]) = 0
pour ¢ = 1,2 (ce qui peut se démontrer directement en n’utilisant que la deuxiéme définition, facilement
pour m; et péniblement pour m3). Mais les 2-groupoides des deux membres ont méme niveau 1. En effet il
est facile de voir que l'on a (XOCh([n]));1 = £Chln] = ((ScXCh[n]));.

On utilise alors le lemme

9.1.3.Lemme : Soit X un 2-groupoide tel que m;(X,z) = 0 pour i = 1,2 et quel que soit x € Ay. Alors
X = ScAX;.

Démonstration : L'application identique X; — X; fournit par adjonction un morphisme X — Sc(X7). Or,
quels que soient deux 1-fleches u,v : x — y de A}, il existe une 2-fleche a : u = v car w1 (X, z) = 0 et cette

2- fleche est unique car mo (X, z) = 0.

Désignons par Sk™(X) le n-squelette de I’ensemble simplicial X, par A¥[n] C A[n] la réunion de toutes les
(n — 1)-faces de A[n], sauf la k-eme et par A[n] le (n — 1)-squelette de A[n]. On a :

9.1.4. Proposition : %(Ak[n]) = %(A[n]) pour n > 3, 72r(X) = 72r(Sk3(X)) et 72r(A[n]) = %(A[n]) pour n > 4.
Démonstration : La premiere égalité provient du lemme 9.1.3. car les deux membres ont méme niveau 1
d’apres 9.1.0. la seconde résulte du fait que 7 ne fait intervenir que le 2-squelette et donc 7 o F ne fait
intervenir que le 3-squelette. Enfin la derniére égalité reflete le fait que A[n] et A[n] ont méme 3-squelette
pour n > 4.

9.2. Homotopies. Soient X et ) des 2-groupoides, f, g, des morphismes X — ). Soit A un sous
2-groupoide de X (i.e. A; C &; pour i = 1,2, les compositions de A étant les restrictions de celles de X'.
9.2.1.Définitions : (1) Une homotopie f ~ g est la donnée

(i) pour tout objet a € Xy d’une 1-fleche n(a) : f(a) — g(a) de Iy

(ii) pour toute 1-fleche w: a — b de &y d’une 2-fleche 14 p(u) : gap(w) * n(a) = (b) * fop(u) de Vo

Ces données sont astreintes a vérifier les conditions suivantes

(1) 7.0 id(a)) = i(n(a))

(i) mp,c(v) * i(n(b) ™" % 1y p(w)) = Na,c(v * u) lorsque u et v sont composables.

(iii) Pour toute 2-fleche 6 : u = v’ de X, on a

(9a.6(0) * i(n(a))) © nap (1) = 1ap(u’) © (i(n(b)) * fa,5(6))-

La condition (ii) exprime que 7 est compatible avec les compositions externes x et la condition (iii) que
Ta,p €st une transformation naturelle de foncteurs i(7(b)) * fop — gap * i(n(a)) entre les catégories X, et
NIORTOE
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(2) On dit que 'homotopie est rel A si on a n(a) = id(f(a)) = id(g(a)) pour tout objet a € Ay, et

Na,b|A(a, b) = id pour tout couple a,b d’objets de Ay.

5 b
Voici un exemple d’homotopie. Soit C: A <—i— B un cg dont le 7m; est nul. Donc I’homorphisme A2

b
B x B est surjectif, et ’on a les suites exactes de groupes, ou l'on a posé m3(C) = L,

L— sA—"YBxB et L ker s—2 = B

(confer 1.1. pour la seconde). Supposons qu’il existe une section j : B — ker s de b : elle permet de construire
un isomorphisme L x B — kers qui est défini par (I,g) — [j(g). Comme on a aussi un isomorphisme
ker s xB — A, on a finalement un isomorphisme (L x B) xB — A, donné par (I,7,g) — 1j(7)i(g) et de plus
s(1,7,9) = 9:0(1,7,9) = 7g.

Explicitons I'action de B sur L x B via . Nous avons vu en 1.1. que (‘)b(m)(m') = mm/m~"! quels que soient

m,m’ € ker s. Donc il vient, pour m = (I,7) et m’ = (I',7’) :

0,(',7') = o (U'7) = LA A )G = (')

Le produit dans (L x B) x B est donc donné par (1,7,9)(I',v',9") = (L +1',797' g™, g9’), et en particulier
il en résulte que la projection (I,7,g) — [ est un homomorphisme de groupes (L x B) x B — L . Notons
L le cg Léo et A: L - C, XN :C — L les morphismes qui au niveau 2 sont respectivement
I— (1,1,1) (?,'y,g) — [, et au niveau 1 0 — 1 g — 0 (1 désigne I’élément unité de B). On a X o A = Id.
Montrons que ¢ = Ao X ~ Id rel x. On pose a cet effet 1. = 1 et 1. .(g) = (0,971, g), si bien que 7. «(g) est

une 2-fleche Id(g) = ¢(g). La vérification des axiomes des homotopies est triviale, tout étant explicité.

La proposition suivante résulte immédiatement des définitions.
9.2.2. Proposition : Soient f et g deux morphismes homotopes. Notons n*(a) : m; (Y, f(a)) — m:(Y, g(a))

I’isomorphisme induit par la 1-fleche n(a) : f(a) — g(a). On a

mi(9) = n*(a) o mi(f) : mi(X,a) — m (Y, g(a))

9.2.3. Proposition : Pour n = 1,2, Papplication naturelle 7 : %(Ak[n] — %(A[n]) posseéde une rétraction
naturelle r telle que i or est homotope & id par une homotopie 7 rel %(Ak[n]) telle que ’homotopie composée
rn soit ’homotopie identité. (On dira que 72r(Ak[n]) est un rétract par déformation de %(A[n]))

Démonstration : Faisons-la pour n = 2 et k = 0. Puisque A°[2] est égal & son 1-squelette on a 727(A0 [2]) = Sc[2].
Pour définir la rétraction r : 721'(A[2]) — fc\[é], il suffit, d’apres (5.1.1.), de se donner son adjointe (72r(A[2D)1 =

Sc[2] — Sc[2] : on prend 'identité. La vérification de I’égalité r o = id est immédiate. L’homotopie ior ~ id

est donnée sur les objets par n(a) = id pour ¢ = 0,1,2. On a ior(01) = 01, i0r(02) = 02 et 50(12) = 02010.
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Donc 712(12) doit étre une 2-fleche 02 o0 10 = 12. Comme 72r(A[2]) a ses m; nuls, une telle 2-fleche existe et
est unique. Avec les notations de (8.2.) on peut Pécrire (012 < 02) *(01) L.

9.2.4. Théoréme : Soit 7 : X — Y une extension anodine. Alors le morphisme induit 72r(z) : 72T(X) — 7(Y)
possede une rétraction et 72T(X ) est un rétract par déformation de 72T(Y)

Démonstration : D’apres les propriétés des extensions anodines, il suffit de vérifier les cing propriétés suiv-
antes :

(i) c’est vrai pour 72r(z) si 7 est inclusion A¥[n] — Aln]

(ii) Soit 1 X C 9X -+ C , X C - - - une suite dénombrable de 2-groupoides, de colimite X', et tels que chaque
nX soit un rétract par déformation de ,, 1 X. Alors 1 X est rétract par déformation de X

(iii) La propriété est stable par sommes directes quelconques.

(iv) La propriété est stable par rétraction

(v) La propriété est stable par cochangement de cobase.

La propriété (i) a déja été démontrée. Les autres ne présentent pas de difficultés.

Le théoreme précédent nous permettra d’utiliser plus loin les résultats sur les cones qui serviront a relier les
constructions géométriques a leur équivalent algébrique.

9.3. Cones. Soient X et ) des 2-groupoides. Notons (s,b) : X — Sc(X;) le morphisme canonique (cf.

9.1.3.). On appelle cone du morphisme f : X — Y la somme amalgamée du diagramme

f
Se(X1) ==X ——=Y

que I'on note Cy. On a donc un carré cocartésien

X

(S,b)l lkf

Se() ——=Cy

Soient v : Y — Z, g : X — Z des morphismes et 7 : vo f ~ g une homotopie. On cherche & comparer
Cy et C4. Nous le ferons lorsque les 2-groupoides n’ont qu’un seul objet, donc sont des cat-groupes, et que
I’homotopie est relative au sous 2-groupoide trivial de X réduit a son unique objet et aux identités.

9.3.2. Proposition : Sous les hypotheses ci-dessus, il existe un diagramme commutatif

k
— 0

Yy
Ul i@n
Z

CQ
kg

(3)
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Démonstration : Remarquons pour commencer qu’au niveau 1, ky est I'identité, et que ¢y = f, et des égalité
analogues pour g. On a donc p; = v;. Passons au niveau 2 et convenons de supprimer les indices 2 des
morphismes f, g,k etc lorsqu’ils s’appliquent a ce niveau. Un tel diagramme existe si et seulement si il

existe un carré commutatif

($9) r—I -y

(Sab)i ikg‘”’

SC(Xl) ]4) Cg.

D’apres (1.2.4.), la donnée de j est équivalente & la donnée d’un homomorphisme « : X; — ker(b: (Cy)2 —
(Cg)1). Pour tout u € X1, ’homotopie n(u) est une 2-fleche i.e. un élément de Z5 de source vo f(u) et de but
g(u). Appliquons kg : kg(n(u)) € (Cy)2 a méme source et but que n(u). Comme g4(u, 1), a pour source g(u) et
pour but 1, le composé a(u) = g4(u,1)oky(n(u)) appartient & ker b. Une fois vérifié que I'on définit bien ainsi
un homomorphisme, on pose ensuite, conformément & (1.2.4.) B(u) = a(u) " .i(s(a(u))) = a(u)~Li(vo f(u)),
et finalement j(u,u’) = a(u).8(u'). Or la composition interne o s’exprime en fonction du produit (confer 1.)
il vient
a(u) =kg(n(u).i(g(w)").qq(u, 1)

Bu) =qq(1,u).kg(n(u)~"i(v o f(u))).

Pour vérifier que o est un homomorphisme on remarque apres explicitation et du fait que kg, 7, g, sont des
homomorphismes, qu’il suffit de montrer que k,(n(u’)).i(g(u’)) ™" et i(g(u))~*.q(u, 1) commutent quels que
soient u,u’ € Xy : ceci est bien le cas car le premier terme est un élément de ker b et le second un élément
de kers.

Il reste & montrer, pour tout 6 € X5 avec s(0) = u et b(#) = v/, que 'on a j(u,u') = kyovo f(6). Cela résulte
immédiatement des égalités g4(u,1).qq(1,u’) = g4(u,u’) = k4 0 g(#), de la condition (iii) de la définition
des homotopies qui s’écrit ici (v o f(6).i(vo f(u')"1)n(u’) = n(u).i(g(u)~1).g(f) et du fait que k, est un

homomorphisme. Ceci termine la démonstration.

Donnons nous des morphismes g : X — Z, v : Y — Z et une rétraction r : Z — ) de v, i.e. rov = id.
Supposons de plus que cette rétraction est telle que ) est un rétract par déformation de Z. Posons enfin
f =rog. La proposition précédente fournit un morphisme ¢ : Cy — Cj.

9.3.3. Proposition C’est une équivalence d’homotopie.
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Démonstration : Puisque f =r o g, on a un diagramme dont les deux carrés sont cocartésiens

X Z y

w e e

SC(Xl) ? Cg E— Cf

avec g5 = gq o 7, et puisque v o f est homotope & g, on a aussi les diagrammes ($) et ($$) (si I'on note 7
I’homotopie v o r ~ id, ’homotopie v o f ~ g est n o g. Dans le premier de ces diagrammes, il faut donc
lire si I’'on veut conserver des notations homogenes, ¢,.4 au lieu de ¢,). Un peu de chasse aux diagrammes
montre que ’on a

Topyoky =ky

Towppoqp=roj
Montrons que 7 o j = gy, ce qui impliquera compte tenu des égalités ci-dessus et des propriétés des sommes
amalgamées que 'on a 7 o ¢, = id. Comme il s’agit d’une égalité entre morphismes Sc(X;) — CY, il suffit
de montrer qu’ils prennent la méme valeur sur les couples (u, 1), pour tout uw € X;. Or on a 7o j(u,1) =
(kg (n(1).i(g ()Y (1, 1)) = (g (m(u).i(g()1)-F(ag (1)) = kg 0 r(n(u).ig(w) 1))y (u,1) = q5(u, 1)
car r o n(u) = i(f(u)) puisque I’homotopie r o n est triviale par hypotheése, et donc il vient finalement
ky o r(n()-i(g(w) ) = kp(i(f(w)i(F(uw) ") = 1.

Montrons enfin que ¢, o 7 est homotope & id. Nous cherchons, pour tout u € (Cy); = Z;, un élément

=3I

N(u) € (Cy)2 de source vor(u) et de but u et tel que pour tout 6 : v = u’ on ait # o f(u) = 7(u') o (g o 7(h)).

Montrons que 7} = kg4(n) convient. Il suffit donc de montrer que ’on a

por(0) =kg(n(u))™ 000 ky(n(u))

pour tout 6 : u = u’. A cet effet, on commence par vérifier que le terme de droite est un homomorphisme,

et pour cela on I’écrit en exprimant les composés internes o en fonction des produits ; on trouve

kg ()™ 00 0 kg(1(u)) = kg(n(u)).i(u)~".0.kg(n(u')) " Vi(v o r(u')),

et on termine la vérification comme dans le calcul analogue (mais plus simple) rencontré dans la démons-
tration de la proposition précédente. Notons pour simplifier ¢(8) = kg (n(u'))™ 0 6 0 kg(n(w)). Pour assurer
Iégalité ¢ o 7 = ¢, il reste a vérifier que 'on a

poky=porTok,

poqy=poroqy.
Cela résulte facilement des diverses formules établies plus haut.
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9.4. Notons ladjoint & droite de 727, qui existe d’apres (7).

9.4.1. Proposition : Pour tout 2-groupoide X, 12/(2() est un complexe de Kan et on a 7ri(12/()()7 x) = 0 pour
i > 3 et tout objet x de Ap.

Démonstration : résulte immédiatement de I’adjontion de 7 et de 72r, et des propositions (9.1.4) et (9.2.3.).
9.4.2. Proposition: Le morphisme d’adjonction @ : T id2Gr induit un isomorphisme des m; pour
i=0,1,2.

Démonstration: Remarquons que si z : A[n] — 5(26) est un n-simplexe de 5(?6), son adjoint Z : %(A[n]) - X

rend commutatif le diagramme suivant :

(R) H(An]) — 7(X)

Puisque 72r12/(X ) et X ont mémes objets il en résulte (en faisant n = 0 dans (R)) que Py est I'identité sur
les objets. Les 1-simplexes de 5(/1’ ) sont les 1-fleches de X. Maintenant, pour tout ensemble simplicial X,
on a (72r(X))1 = 7(Sk'(X)) (confer 9.1.4.) Donc (72r12/(X))1 est le groupoide libre engendré par les fleches
(différentes des identités) de Xp, et en utilisant (R) avec n = 1, on voit que (Px); applique bijectivement
ces générateurs sur les fleches (différentes des identités) de &X;. Donc ®» induit un isomorphisme des .

Passons aux 7. Soient :a — b et y: b — ¢ des 1-fleches de X et posons Z = ¢ * . On définit une 2-fleche
a de X qui applique 0 sur a, 1 sur b, 2 sur ¢, 01 sur &, 12 sur ¢, 02 sur Z et (012 < 02) sur i(2). Alors

1

a:yxx = z est une 2-fleche de 7275(2\?) qui fournit 1’égalité y x = z dans le quotient (7275(X)) . Donc le

foncteur canonique X; — X! se factorise en

ol
X —— (7 X)) ——= A"

et la fleche de gauche est surjective. Soient x,y : a — b deux 1-fleches de 72r1%(X ) et supposons que & et ¢
soient équivalentes, i.e. qu'il existe une 2-fleche ¢ : & = §. Il existe un (unique) morphisme & : %(A[Z]) —- X
qui applique 0 sur a, 1 et 2 sur b, 01 sur &, 02 sur ¢ et 12 sur idb et (012 < 02) sur ¢. Alors s(a) = z et
b(a) = y. Donc x et y sont aussi équivalentes, et (®x)! est un isomorphisme.

Il reste & voir le cas du m3. Commencons par le cas particulier ou X est le cg A 623 0 ou A est un
groupe abélien. Convenons dans ce cas de désigner par le méme symbole A le grou;:))e abélien et le cg
précédent et remarquons que les colimites de cg ainsi réduits a un groupe abélien se calculent comme dans la
catégorie des groupes abéliens. Les éléments de z%(A)n sont en correspondance biunivoque avec les morphismes

z: %’(A[n]) — A. Puisque A est nul au niveau 0, Z; s’annulle sur (%’A[n])l = 7(Sk*A[n]), et donc Z s’annule
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sur ?r(SklA[n]) et puisque 7 commute aux colimites, Z définit un morphisme %(A[n] /Sk*An]) — A que

l’on note encore Z. Notons que 72r(A[n] /Sk'A[n]) est réduit & 0 en niveau 1, et qu'il est donc de la forme
S
A(n) =i
b

En utilisant le calcul des colimites dans 2Cat de (5.2.2.) et (5.1.) on trouve que A(2) = Z et que A(3) C Z*

0 pour un certain groupe abélien A(n) que nous allons maintenant déterminer pour n = 2 et 3.

est le sous groupe formé des (a, b, ¢, d) tels que a+c = b+d, cette égalité provenant de I'égalité dans OChol3]
explicitée dans (8.2.) Les faces 9; : A[2]/Sk*(A[2]) — A[3]/Sk'(A[3]) induisent aprés application de 7 les
applications encore notées 9; de Z dans Z* et qui sont les inclusions dans le i-eme facteur. On peut aussi
prendre A(3) = Z? et définir 9; comme ci-dessus pour i = 0,1,2 et 93 = Jy — 91 + Os.
Par définition de i on a

P(A) = colimg, a(n) . a(An] /Sk* Aln])..

. N . . 2
qui donne apres application de 7

F(A) = colimz, 4 (n)— 4 A1),

et U'on peut d’ailleurs se restreindre a prendre n = 2 ou 3 car 7 ne fait intervenir que le 3-squelette. Dans
cette présentation, ® 4 est obtenu par passage a la colimite & partir des morphismes & : A(n) — A.
9.4.3. Lemme : ® 4 est un isomorphisme.
Démonstration : Soit B un groupe abélien et supposons donnés pour chaque Z un homomorphisme j, :
A(n) — B tel que pour tout morphisme « : Alp] — Aln] on ait j, 0 A() = jzoa(a) (on a noté A(a) le
morphisme A(p) = %(A[p]/SklA[p]) — %’(A[n}/SkIA[n] = A(n) induit par «). Pour démontrer le lemme, il
suffit de montrer qu’il existe un unique homomorphisme f : A — B tel que pour tout x on ait foZ = j,.
Donnons nous un élément a € A et soit & : Z = A(2) — A 'homomorphisme qui applique 1 sur a. On
pose alors f(a) = j,(1). Etant donnés trois éléments a,b,c de A soit & : Z3 = A(3) — A défini par
#(1,0,0) = a, #(0,1,0) = b, #(0,0,1) =c. On a

Jz 0 A(0o)(1) = f(a)

Jz© A(01)(1) = f(b)

Jz 0 A(02)(1) = f(c)

Jz 0 A(93)(1) = fla—b+c)
car jz o A(0;) = Jzoa(s,) et par ailleurs j, o A(03)(1) = f(a) — f(b) + f(c). Ainsi f est un homomorphisme.
De plus les formules précédentes montrent que j.(u,v,w) = uf(a) + vf(b) + wf(c) = f(ua + vb + we) =
foZ(u,v,w).
9.4.4. Fin de la démonstration. Choisissons un objet * de X'. Soit ¥ C 5()( ) le sous ensemble simplicial des

simplexes ayant tous leurs sommets en * et tous leurs 1-simplexes dégénérés. Puisque v(X') est un complexe
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de Kan, Y aussi et dans ces conditions I’inclusion précédente induit un isomorphisme des 7o avec point de base
. Les éléments de Y,, sont en correspondance biunivoque avec les applications simpliciales y : A[n] — I%(X )
qui appliquent Sk*(A[n]) sur *, donc avec les applications simpliciales A[n]/Sk'(A[n]) — 5(./? ) et finalement
avec les morphismes § : A(n) — X, c’est & dire les morphismes qui se factorisent & travers mo(X, *). Ainsi
on a démontré que 'on a Y = 5(7@(/\’, %)), et 'inclusion Y C I%(X) provient de l'inclusion m (X, %) — & &

laquelle on applique . Or on a un diagramme commutatif

HY) = 7iA(ma(X, %) — 7 X)
*)l i@x
X, * X

(I>7\'2(X,
7'('2(
dans lequel les fleches horizontales induisent un isomorphisme des w5 (d’apres le corollaire 9.1.1. pour celle

) —————>

du haut) et la fleche verticale de gauche est un isomorphisme d’apres le lemme 9.4.3. Cela termine la
démonstration.

9.4.5 Corollaire : Le morphisme d’adjonction V¥ : idS — 77 induit un isomorphisme des groupes 7; pour
i=1,2.

Démonstration : c’est une conséquence immédiate de la proposition précédente et du fait que le composé des

deux fleches

BN
S|

N
=N
T
=N
N

est I'identité.

10. CW-complexes de dimension 2. Soit f : S} — S} une application continue (pointée) d'un bouquet
de k cercles dans un bouquet de n cercles, et soit X le cone de f. C’est un CW-complexe de dimension
2 et tout CW-complexe fini connexe de dimension 2 a le type d’homotopie d’un tel cone. De plus le type
d’homotopie de X est fixé par le type d’homotopie de f, c’est & dire par ’homomorphisme 71 (f) : F, — F,
(confer 3.7 : F,. désigne le groupe libre a r générateurs). Donnons une représentation simpliciale & cette
construction. Notons encore S! le “cercle simplicial” A[1]/Sk’A[1], et S} un bouquet de 7 tels cercles. Il
n’existe pas d’application simpliciale f : S — S} comme dans le cas topologique : il faut remplacer cette

unique application par un couple

oll v est une extension anodine. Dans la catégorie homotopique, v est inversible et on a f = v og. Si

Pon applique 71, v devient aussi inversible, et tout homomorphisme de groupes Fj — F), peut s’écrire
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m1(v) "t omi(g) pour des g et v convenables . Si on applique le foncteur réalisation géométrique, |v| : |S}| =

SL — |U| possede une rétraction r et S} est rétract par déformation de |U|. Posons f = rogl. On a

“lLom(g). Par ailleurs, les propriétés des cones topologiques font que r induit une

bien sir m (f) = m1(v)
application 7 : C|y — C qui est une équivalence d’homotopie. Puisque la réalisation géométrique commute
aux colimites, on a |Cy| = C)y et par conséquent I’ensemble simplicial Cy peut jouer le role du CW-complexe
X cherché. Notons B = A[2]/A'[2] la boule simpliciale de dimension 2 de bord S, et By le bouquet de

k de ces boules Le céne C, est défini comme la somme amalgamée du diagramme Bj <—— S,igH-U .

Appliquons 7 qui commute aux colimites. Il vient un carré cocartésien

(@) ﬁyrﬂgﬁm

que nous allons maintenant expliciter.

Il est clair que 72r5’1 =7 et donc on a 72rS,1 = F},. Par ailleurs on a le

10.1. Lemme : 72r(B) = D et par application de 72r, I'inclusion S' C B devient I'application naturelle
7 — D =Sc(Z)

Démonstration : C’est un bon exercice d’utilisation du calcul des colimites dans 2Gr et cg.

Mais alors la fleche verticale de gauche du diagramme (C') n’est autre que I’application naturelle F}, — ScF},
d’apres (1.2.5.) et ainsi 72r(C’g) n’est autre que le cone du morphisme 72r(g) Utilisons maintenant (9.2.4.):
I’extension anodine v fournit un morphisme F,, — 72r(U) possédant une retraction r, et nous sommes en mesure
d’appliquer la proposition (9.3.3.), notons abusivement g au lieu de 72r(g) et f=rogalorsv:Cy — Cy
devient une équivalence d’homotopie dans la catégorie c¢g. Comme le f que nous venons de trouver n’est
autre que celui appelé 71 (f) : F,. — F,,, nous pouvons énoncer :

10.2. Théoréme : Soit f : S,i — Sl une application continue et notons encore f : Fj, — F),, 'homomor-
phisme induit. Alors les groupes d’homotopie 7 et mo du cone de f pris dans la catégorie des espaces
topologiques sont les mémes que ceux de Cy, le cone de f pris dans la catégorie cg.

11. Compléments sur les homotopies.

Soit E un ensemble ordonné. On lui associe fonctoriellement un ensemble simplicial C(E) défini par C(E),, =
Hom([n], ), le Hom étant compris au sens des ensembles ordonnés. Un n-simplexe de C(E) est donc une
application croissante [n] — E. Ainsi C[n] = A[n] et C([n] x [m]) = A[n] x A[m)]

11.1. Proposition : Si E est un ensemble ordonné fini, on a %’C’(E) = XOCh(E).

Démonstration : Appelons chaine de E une partie totalement ordonnée de E, et associons & une chaine ¢

de n. + 1 éléments 'unique fonction strictement croisssante x. : [n.] — E dont I'image est ¢. Soient enfin
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¢(1),¢(2),...,c(k) les chaines maximales de E. On a un diagramme commutatif

u
_— t

() i< [neiynen] —_Z Iilnew] ——E

v
dans lequel u,v sont définis par les inclusions de c(i) N c(j) dans c(i), resp. c(j), et t[[neu)] = o). Ce
diagramme définit £ comme colimite dans la catégorie des ensembles ordonnés de la double fleche u, v, et il
est facile de voir que I'on obtient encore des diagrammes coexacts en lui appliquant successivement Ch et O.
Comme le foncteur ¥ commute aux colimites, on obtient encore un diagramme coexact en appliquant aussi

3. Par ailleurs on sait que le diagramme * induit un diagramme coexact

u

LN t
(%) [i<; Alnetynei)] —2 IT; Alnes)] —— C(E)

v
Finalement on a un diagramme dont les lignes sont coexactes et les fleches verticales sont des égalités :

[T«; ZOCh[nginey] —_2 11, SOCh[n)] —— YLOCLE

T

Iic; 7 Alnenem)) — = I A Alne]) — = 7(C(B)).

La proposition en résulte immédiatement.
11.2. Le foncteur FI. Soit Y un 2-groupoide. On va lui associer un un 2-groupoide FI()) de la maniere
suivante. Les objets de FI()) sont les 1-fleches de ). Soient a et b des objets de Fi()). Les 1-flecches a — b

sont tous les quintuplets {a, b, u,v,n}

oun:v+*a= bxu est une 2-fleche de ). On désignera ce quintuplet simplement par 7 lorsque I’on ne veut
pas faire apparaitre explicitement les fleches horizontales u et v. Soient 1 : @ — b et 73 : b — ¢ deux fleches

composables de FI(Y). On définit leur composée n2%1; : a — ¢ comme étant

avec i =z i(0) " x 1 = (n2 % i(u1)) o (i(v2) * ).
Si {a,b,u,v,n} et {a,b,u',v',n'} sont deux 1-fleches de méme source a et méme but b, les 2-fleches n = »’

sont les décuplets {a, b, u,v,n, v, v, 0, ®, ¥} ot @ : u = v et U : v = v sont des 2-fleches de ) telles que
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le diagramme suivant de Y commute :

(¢) Vxa— > pxu

\P*i(a)l li(b)*@
n/

v'ka—>=bxu .
On désignera pour simplifier par (®,¥) : n = n’ la 2-fleche précédente. Soit (®',¥’) : ' = 5" une autre
2-fleche. La composée interne (®',¢") o (@, V) est {a,b,u,v,n,u”, 0", n",®" o ®, ¥ o ¥} que l'on écrira donc

simplement (®' o ®, ¥’ o ) : n = n”. La composée externe de (®1, V1) et (Po, Uy) est
{a, c,ug * uy,ve x vy, ub x Uy, vh x v}, Pg * By, Uy Uy}

La vérification de la commutativité du diagramme requise par la définition des 2- fleches est évidente pour
la composition interne. Elle est plus délicate pour la composition externe. La commutativité du diagramme

(c) peut se traduire par 1’égalité :

B

Avec ces conventions, nous avons a vérifier I'égalité

[ ¥y Y WUy Y

XD
qui résulte de I'usage répété de 'égalité (C) de 5. La vérification des axiomes des 2-groupoides ne présente
ensuite aucune difficulté, ce qui acheve la définition du 2-groupoide FI(}).
11.2.1. Le foncteur Fl vient avec deux transformations naturelles S, B : FI — Id que l'on définit de
la maniere suivante. Soit {a,b,u,v,n, v, v'n’,®, ¥} : n = 1’ une 2-fleche de FI(Y). On pose S(a) =
s(a), B(a) = b(a); S(n) = u, B(n) =v;S(®,¥) = &, B(P, V) = V.
Si 'on revient maintenant & la définition des homotopies donnée en 9.2., il est clair qu’il y a correspondance
biunivoque entre les homotopies 1 : f ~ g : X — ) et les morphismes de 2-groupoides 1 : X — FI(Y) tels
que Son=fet Bon=g.
11.2.2. Proposition : Soit Y un ensemble simplicial, et soient f,g : A[n] — Y deux applications homo-
topes. Alors 721'(f), %’(g) : 72r(A[n]) — 72r(X) sont deux morphismes homotopes.
Démonstration : Notons ig (resp.iy) l'application [n] — [1] x [n] définie par a — (0,a) (resp.(1,a)), et toutes

celles qui seront naturellement induites par celle-ci. Soit alors h : A[1] x A[n] — X une homotopie f ~ g.

45



D’apres la proposition 11.1, 6 = 72r(h) est un morphisme XOCh([1] x [n]) — 72T(Y), et Pon a un diagramme

commutatif

Y OCh([n])
On pose alors n(a) = 6((0,a) < (1,a)) pour tout @ = 0,1,...,n. Une 1-fleche de OCh[n] est une suite

strictement croissante u = (a = ap < a; < --- < ap = b). On lui associe deux 2-fleches de OCh([1] x [n]) :
a=((0,a) =(0,a1) < (1,a1) <--- < (1,ax) = (1,b)) < ((0,a) < (1,b))

B=(0,a) < <(0,ar) < (1,ax) = (1,b)) < ((0,a) < (1,b)).

On pose alors 1,5(u) = 0(3)7! 0 0(). La vérification des axiomes se fait immédiatement en regardant les
relations dans OCh([1] x [n]) provenant de l'ordre défini dans les catégories ordonnées.

11.2.3. Théoréme : Soient X et Y deux ensembles simpliciaux, et f et g deux applications homotopes de
X dans Y. Alors 72r(f) et 72r(g) sont homotopes (rel 72r(A) si f et g sont homotopes rel A).

Démonstration : A Pensemble simplicial X, on associe un diagramme dx de S dont les objets sont les A[n],,
un pour chaque morphisme z : A[n] — X, et les morphismes ¢, , : Aln], — A[p], sont les applications
croissantes ty , : [n] — [p] telles que t; 4 = Aty et yot,, = z. On sait qu’alors X = colim dx. Comme

le produit cartésien commute aux colimites, on a A[1] x X = colim A[l] x dx. Soit h, le composé

Idxz
E——

A[l] x Aln] Al x X vy,

Mais d’apres la démonstration de la proposition précédente nous savons associer une homotopie 7, : fz ~ g.
a la donnée de hy, c’est & dire un morphisme 7, : EOCh([n],) — FI(Y), et il est clair que 'on a n, ot, , = ;.
On peut donc prendre la colimite des 7, obtenant 1 : X — FI()) qui est ’homotopie cherchée.

11.2.4. Reprenons la situation de 9.3.3. Avec les notations de ce paragraphe, et puisque 'on a ) = kg o 7,

il en résulte que le diagramme suivant est commutatif :

z—"'s Fl(2)

kgl J/fl(kg)

Cy *ﬁ> j:l(cg)
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11.2.5. Soient f; et g; deux morphismes homotopes rel * de C; dans C}, i = 1,2, les quatre C étant des cg,
et * désignant leur unique objet lorsqu’on les considere comme des 2-groupoides.

Proposition : Dans ces conditions, f; V fa et g1 V g2 sont deux morphismes homotopes de C; V Cs dans
Ci Vv (.

Démonstration : Soient 7; i = 1,2 les homotopies, considérées comme des morphismes C; dans FI(C}).
Appliquons le foncteur Fl aux inclusions naturelles C; — C{ V C} et composons les morphismes ainsi obtenus
avec 7; : on obtient deux morphismes y; : C; — FI(C V C5) qui sont égaux sur * et qui définissent donc une
unique homotopie p : C; V Cy — FI(C] V C}) qui est Phomotopie cherchée.

11.3. Rappelons quelques résultats généraux sur les sommes amalgamées dans des catégories avec point
base. Soient, pour ¢ = 1,2,

i %

A B
MiHNi

deux carrés cocartésiens. Alors, il en va de méme du carré

B1V By —— NV By,

L

Bl V N2 —— N1 V N2
et lorsque B; = By = B, les colimites des deux diagrammes

MV My A VAL B ot Ny~ BN,

sont les mémes. Si l'on appelle p; le composé A; — B; — Bj V By, N1 V By est la somme amalgamée
du diagramme M;<——A; i>31 V By et de méme B V Ny est la somme amalgamée du diagramme
M2<—A2i>31 V By . Considérons alors le cas (confer 3.3.) des homorphismes de groupes \; : H; — G;

et des diagrammes

H; G,
D(H;) —D(\i)
Il vient un carré cocartésien

GlTGQ - ’D(/il) )

| |

D(p2) —=D(\1) V D(A2)

et par ailleurs on a D(u1, u2) = D(A\1) V D(A2).
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Considérons pour commencer le cas H; = G et A} = Id. Alors D(\;) = D(G1) a le type d’homotopie de 1,
1 désignant ici le groupe réduit a ’élément neutre (9.2.1. avec L = 0). Donc D(u1) a le type d’homotopie
de Gs (proposition 11.2.3), ce qui implique que m2(D(p1)) = 0 . D’apres la proposition 3.4. il vient un
isomorphisme G4P ® Z[Ga] — N(G1)*® ou N(G1) est le plus petit sous groupe distingué de G1 V G2 qui
contient G1.

Peut-on montrer ce résultat plus simplement ?

Partons maintenant de A; : F),, — g, et notons H; € F,, le plus petit sous groupe distingué de Fy, contenant
limage de A;, et supposons que 'on ait, pour ¢ = 1,2, ma(D(A;)) = 0. Alors D()\;) n’est autre que le cg
(confer 1.2.6.) D(H/,Fy,). D’apres 10. il existe un ensemble simplicial X; et une équivalence d’homotopie
72T(XZ) ~ D(N;), et donc une équivalence d’homotopie 72'('(X1 VvV Xy) = 72T(X1) Y 72r(X2) ~ D(A) V D(A2) .
Or I’hypothese sur les A; implique que les X; sont asphériques, et donc, d’apres un théoreme de J.H.C.
Whitehead, il en va de méme de X; V Xa, et donc m2(D(A1) V D(A2)) = 0. Les généralités sur les sommes
amalgamées permettent d’affirmer que mo(D(u1,12)) = 0. Notons H; (resp. N) le plus petit sous groupe

distingué de F,, VF,, contenant 'image de p;, (resp. de (p1, n2)). Il vient :
D(HLFCH) v D(Héz F%) = D(Na IB‘(Il-i-(h)

et (d’ apres 4.3.)

Hy N Hy = [Hy, Hyl.

En particulier, il vient :

11.3.1. Proposition. Soient m et m’ deux mots d’un groupe libre de type fini G qui ne soient pas des vraies
puissances, et qui ne contiennent aucune lettre en commun. Soient H et H' les plus petits sous groupes
distingués de G engendrés par m et m’. Alors on a H N H' = [H, H'].

Peut-on démontrer ce résultat directement ?

11.4. Voici une démonstration simple de quelques résultats de W.H.Cockcroft.

11.4.1.Proposition: Si un CW-complexe fini de dimension 2 non homotopiquement trivial a un m; fini ,
alors son w5 est non nul.

Démonstration: Soit A : F,, — F, 'homomorphisme définissant le CW-complexe. Par hypothese, le conoyau
K de A est fini, disons d’ordre k. Soit p : Fy; — K la projection canonique. Alors le noyau H de p est
d’indice fini k et par conséquent H est un sous-groupe libre de rang n = k(¢ — 1) + 1 de F,. Mais le m
cherché est le noyau de I’homomorphisme surjectif b : T**(\) = F2> @ Z[K] — H*" ie ZP @ Z* — 7Z". La
surjectivité implique que 1'on a k(g — 1) + 1 < kp, i.e. k(p — ¢+ 1) > 1. Mais alors le noyau de b*" est non

bab

nul si £ > 1. Si k =1, alors le seul cas ou le noyau de peut étre nul est celui ol on a p = q. Mais dans
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ce cas, A : F, — F, étant surjectif est un isomorphisme (confer par exemple Combinatorial Group Theory

p.110, corollary 2.13.1.), et le CW-complexe est homotopiquement trivial, étant égal & un wedge de disques.

Si 'on part d'un 2-CW- complexe de m; fini et de w5 non nul, alors p > g, et cette inégalité se conserve si
I'on ajoute des 2-cellules a son 1-squelette. Comme le 71 restera fini, le w5 restera non nul. Il en résulte que

la conjecture de Whitehead est vraie pour ces CW-complexes : c¢’est 'un des résultats de Cockcroft.

Proposition 11.4.2. : Si un CW-complexe X fini de dimension 2 a un m libre, et si Ha(X) = 0, alors on

a aussi m2(X) = 0. (c’est aussi un résultat de Cockeroft).

Démonstration: Comme ci-dessus, on suppose que X est défini par 'application A : F}, — Fj,. La suite exacte
)\ab

d’homologie du cone s’écrit 0 Hy(X) zp 74... et I'hypothese est donc que A\*P est injective.
Soit G I'image de A. C’est un groupe libre, et I'application u : F}, — G étant surjective, il en va de méme de
u®P et par conséquent le rang de G est au plus égal & p. Comme AP est injective, ce rang est exactement p. On
en conclut comme dans la proposition précédente que u est un isomorphisme. Par ailleurs I’hypothese sur le
m1 implique que le conoyau K de A est un groupe libre. Soit i : F;, — K I’application de passage au quotient.
D’apres Combinatorial Group Theory p. 132 theorem 3.3. il existe un isomorphisme ¢ : F,.V Fj, — Fj tel que
[4 0 @ p, soit un isomorphisme, et qui applique H’, le sous groupe distingué engendré par F,., sur le noyau de
i, i.e. sur le sous groupe distingué de F, engendré par G. Notons comme précédemment H ce sous groupe.
Passant aux abélianisés, on voit que ’'on a r = p. Par ailleurs, H’ est un groupe libre de base les mgm ™' ou
m parcourt Fy, et g parcourt une base de F,., et donc H'® est isomorphe comme Z[Fy]-module & Z" ® Z[F}],

cependant que I'on a I'*P(\) = ZP ® Z[F},], une égalité de Z[F)]-modules. Mais alors, puisque 7 = p, b*" est

un épimorphisme de Z[F}]-modules libre de méme rang : c’est donc un isomorphisme.

11.4.3. Soit A : F, — F, ’'homomorphisme défini par A(x) = zy? et A(y) = x%y. Notons H; le sous groupe
distingué de F» engendré par 2y? et Ho celui engendré par z?y. Soit enfin H le noyau de p (avec les notations
de 11.4.1.). Comme le conoyau de A est égal & Z/3Z, nous sommes dans le cas envisagé en 11.4.1. Le cone de
A a donc un 7o non nul. Comme ce 7o est par ailleurs égal & Hy; N Hy/[Hy, Hs], ce groupe est donc non nul.
Par ailleurs H?P est isomorphe a Z* et T3P = Fi# @ Z(coker \) = Z°. Donc Hy N Hy/[H;, Hs] est isomorphe
a Z2.

1

11.4.4. A titre d’exercice, montrons que le commutateur zyz 'y~! est un élément de H; N Hy qui

n’appartient pas & [Hy, Ho]. D’abord, utilisant combinatorial group theory (theorem 2.7. p 89 , theo-

rem 2.9. p.94), on voit que H; et Hy sont les sous-groupes libres de F5 respectivement engendrés par les

+2 n

yr~", By = y"Tlay "

éléments «a,, = =" ,n € Z, et que H = HyHy a pour base les quatre éléments

3

{a = xyz=2,b = 23, c = 2%y,d = yr~'}. Pour trouver ce dernier résultat & partir du théoréme 2.7 rappelé

ci-dessus, on releve les éléments de Fy/H = Z/3 en K = {1,z,2%} C H, et on fait les produits des éléments
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de K par successivement x puis y. Si u est 'un de ces produits, soit v € K I’élément congru a v mod
H. On calcule alors les six éléments uv™! : deux sont égaux & 1, est les quatre autres sont les éléments
indiqués ci-dessus. On peut maintenant expliciter I'application 6> : I'*P(\) = Z% ® Z[Z/3] — H®*". Notons
par une barre I’abélianisation et par 6 le générateur de Z/3 , classe de x. D’apres 3.3. b*P est donné par
50 — x'A(s)x~" — xi\(s)z—7. Ce qui donne

r®1—aly=c

yR0—zy’=a+¢c

yR60% = x2y2x-l=c+d
Une base du noyau de b* est donc formée des deux éléments (z + y)(0 — 1) et (x + y)(6% — 1). Par
ailleurs, Fy/H; = 7 et donc b* : %P () — H2P est I'application Z ® Z[t,t~'] — H2P donnée par x ® t"

a(z)z™™ = a,. Cest un isomorphisme, ce que prédisait d’ailleurs le théoréme de Lyndon puisque z2y n’est
pas une vraie puissance. Méme résultat pour I'(3) en remplagant = par y et H; par Hs. Donc I'(a) =~ H; et
I'(B) &~ Hs. Les générateurs de I'(«) sont, dans la description par générateurs et relations donnée en 3.2. tous

les éléments de Z x Fy, et 'image du couple (2", g) est ga(r)"g~!, de méme celle de (y™,g) est gB(y)"g~*.

Revenons & xyz ly~!.

Le couple (zyx~ly~1,yzy~'x~1) € H; x Hy est un représentant mod w(U) d’un
élément du 7o de D(H;, Ha, F») dont on veut savoir s’il est non nul. Pour cela nous allons chercher a quel
élément de T'#P()) il correspond par l'isomorphisme D(Hy, Ha, Fp) ~ D()). Or zyz—ty~! = (xyx(yx2)_1 =
a_1a_y ' et de méme yxy 'z~ = f_18_5 ' Mais dans I'(«) le produit de générateurs (z,z~) (1, z72)
vasur a_jo_o ', et dans T'(B), (y, 4y~ ") (y~ ', y~2) vasur B_16_o . Donc dans I'()\) le produit de générateurs
(z, 27 (2~ 272)(y,y ) (y~, y~?) correspond & (zyz~ty~ !, yxy~lz~1) € Hy x Hy (on rappelle que D())
est isomorphe & la somme amalgamée de D(a) <—— F» — D(f) ). Pour terminer, il suffit d’envoyer
chacun des quatre générateurs sur leur image dans I'*"()\). Comme le générateur (z,g) € Fp x Fy va sur
Z® (g modH), on trouve 1 ® 0> —2R0+y®0> -y 60 = (z+y) @ (6% — 0) : c’est un élément non nul du
7o, et donc wyx~ly~! & [Hy, Hs).

L27=5 est aussi un élément de H; N Hy qui n’appartient pas a [Hy, Ha]. En effet

De méme, A = 23yz?y~
on a d’une part A= 04105371 et d’autre part A= 5—26—46—65—76—96—10_1ﬂ—8_1ﬂ—6_1/8—4_16—2_1 ce qui
permet de construire dans I'(A) I’élément suivant, ot 'on a posé g = f_28_40_¢ :

-1 -1

(2, 2)(2,2%) " (4,95 ¥, 95) (W, 95~ °) " (v, 99™7)
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dont I'image dans T'#P()) est

TR0-r1+y00+y0?—ye1l-y60%=(z+y)(0 - 1).

11.5. Le cas relatif. Revenons au paragraphe 10, et traitons le cas d'un CW-complexe X de dimension 2
auquel on attache des 2-cellules a son 1-squelette, obtenant I’espace Y. Au niveau des ensembles simpliciaux,

on a donc d’abord un diagramme commutatif

BkﬁCg:X

ol v est anodine et le carré cocartésien, et, quite & agrandir U, sil'on attache &’ cellules & Cj; par Papplication
g’, il vient un second diagramme

/

Sy

U
:
X
Y - Bk'

o1 Y = Cy o4 ale type d’homotopie de I’ensemble cherché, et la paire (Y, X) est aussi celle que I'on cherche.
Les considérations générales de 11.3. sur les sommes amalgamées fournissent un diagramme dont les trois

carrés sont cocartésiens (et ot X' = Cy/) :

sk,

/ N,
\ /

/\/
\/\

Y

2 2, 2 2
Passons aux T, et écrivons pour simplifier g, ¢’, v au lieu de 7(g), 7(g’), 7(v), posons f =rog, f' =rog, et
2 2 2 2
soient 7 : 7(Cy) =m(X) = Cp , ¢ : Cp — 7(Cy) = w(X') construits comme 7 et . Il vient les deux

diagrammes commutatifs (en choisissant sur les deux lignes les mémes fleches horizontales soit pleines, soit
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en tirets)

Fe—=}U)=—< F, P,z = 3U)<~— Fu
l k:gl lkf kf/l ikg/ l
) ’
Sc(Fy,) HX)=_=Cr Cp 27 2(X') <57 Sc(Fir)

et aussi

o

Sc Fk/

w4
\/
e

dont les trois carrrés sont cocartésiens et o 'on a posé X = Cy, X' = Cy et o Y est la somme amalgamée
. kp o kg . . .
du diagramme C;<——f —— Cf . Finalement, mettant ensemble des parties de ces diagrammes, on
f n f ) )
obtient le diagramme dont tous les “carrés” sont cocartésiens, et qui commutent avec la convention évidente

pour le choix des fleches obliques

F b X’
n\* v o T
T N //f/
N 5 9 ) 7
7(U) — n(X")
I
T(X) —>=x(Y)
F, 7
e
X y .

R

Il existe deux uniques fleches %(y) ~— > Y qui completent le diagramme précédant en le laissant commu-
o

tatif, et de plus on a Ro® = id et ® o R ~ id. C’est clair pour la premiere égalité. Pour démontrer la

seconde on introduit le diagramme (qui est commutatif d’apres 11.2.4.) ot ’homotopie 77" est définie comme
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7] en remplagant f par f’ :

Fl(U) FUR(X)
n %
HU) — HX)
H(X) — HY)
FU(7X) FURY) .

Encore une fois il existe une unique fleche E : 72T(Y) — F l(72r(Y) qui le laisse commutatif : c¢’est 'homotopie
cherchée. Les groupes d’homotopie 7, et mo de Y sont donc ceux de ). En fait il y a mieux. Le morphisme

X — Y permet de récupérer la suite exacte d’homotopie

(%) ma(X) = ma(Y) = me (Y, X) — m(X) — m(Y).

En effet, notons w 'application X — Y, Q lapplication X — ) et posons w = 1%72r(w), Q = 0. Notons

aussi d’une maniére générale I';, la fibre homotopique de 'application h. Ainsi on a mo(Y, X) = m1(T,), et
la transformation naturelle Id — % applique la suite exacte précédente dans celle correspondant a w. Le
corollaire 9.4.5. et le lemme des cinq montrent que 71 (I'y,) — m1(I's) est un isomorphisme. Par ailleurs le

carré commutatif

dont les fleches verticales induisent des isomorphismes des 7y et o montre que finalement la suite exacte %

s’identifie fonctoriellement & la suite exacte dans les mémes degrés du morphisme €, i.e. & la suite exacte
() m(X) = m2 (V) — m(lg) — m(X) — ™1 (V).

11 ne reste plus qu’a expliciter m1(I'g). Rappelons la définition de I'j, lorsque h : U — V est une application
entre complexes de Kan réduits, ce qui est le cas ici (confer 9.4.1.). C’est, en dimension n, ensemble des
couples (z, z) avec z : Aln] — U et z : A[l] x A[n] — V tels que 2|0 x A[n]UA[L] x % = x et 2|1 x A[n] = houz.
Par ailleurs, le 7y d’un complexe de Kan réduit K est le quotient de I’ensemble des 1-simplexes par la relation

d’équivalence a ~ a’ si et seulement si il existe un b € Ky avec dob = *, dib = a, dob = a/'.
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D’apres la définition de Det 11.1, se donner A[1]x Aln] — 5()2), c’est se donner une application de 2-catégories
OCh([1] x [n]) — Y. En utilisant les relations explicitées en 8.2., on trouve sans peine 'explicitation suivante
de 71 (Tg) : on prend I'ensemble des triples (z,u,v) formés d’une 1-fleche = de X et de deux 2-fleches u et v
de Y telles que s(u) = Q(z), b(u) = b(v), s(v) =1, et on quotiente par la relation (x,u,v) ~ (z', v/, v’) si et
seulement si il existe une 2-fleche 6 : 2’ = «x telle que l'on ait Q(f) = u~ ovov'~ o'

11.5.1. En particulier, lorsque Q : X — Y est Papplication G — D(A) du théoréme 3.3., la relation

d’équivalence se simplifie et on trouve immédiatement que 71(I'g) n’est autre que T'(A\). Mais alors la suite

exacte d’homotopie (x*) devient
0 —=m(D(A) = T(A) = G —m(DA)) — (1)

ou l'application I'(A) — G est b. Il n’y a la rien de nouveau, sauf que, puisque D(A) n’est autre que le cone
de X (car D(H) est isomorphe a Sc(H)), et puisque I'(A) est isomorphe au module croisé libre associé a A,
on retrouve le théoreme suivant de J.H.C. Whitehead :

Théoréme : Soient U et V deux bouquets de cercles, f : U — V une application continue et soit X le
2-CW-complexe obtenu en attachant & V' des 2-cellules le long de f. Alors m3(X, V) est le module croisé
libre de 'homomorphisme 71 (f) : m (U) — m1(V).

11.5.2. En fait le théoreme de Whitehead s’applique a ’attachement de 2-cellules & un CW-complexe
quelconque, et non & un bouquet de sphéres. Avant d’étudier ce cas, commencons par établir quelques
généralités. Soit donc f : A — B un morphisme de cg, et soit, comme ci-desus, (z,u,v) un générateur de

7m1(I'y). On voit immédiatement sur la définition que I'on a les équivalences suivantes :
(z,u,v) ~ (z,v~ ou,i(1)) ~ (x,if1(z),u” owv).

En particulier, si A = G pour un certain groupe G, l'application (z,u,v) — u~ o v passe au quotient et
définit une bijection 7 (I'y) — ker s (ce qui démontre l'assertion de 11.5.1.).
On définit 'homomorphisme m3(B) — m1(I's) en faisant correspondre & w € m2(B) la classe du triplet
(1,i(1),w), et un homomorphisme 71 (I'f) — m;(A) qui & la classe de (x,u,v) associe la classe de x € A,
dans le 1. Alors la suite

m2(A) = m2(B) — m(l'y) = m(A) — m(B)
est exacte. Montrons par exemple exactitude en 71 (I'y). Le composé ma(B) — m1(I'y) — m1(A) est nul,
étant w — (1,4(1),w) + classe de 1 ; et si le triplet (z, f1(z),v) a pour image 0 dans 71 (A), alors il existe un
0 € Ay avec s(0) = 1 et b(0) = x, et donc, par définition de I’équivalence, on a (x,i(x),v) ~ (1,4(1), f(0) ov).
Ce dernier triplet est 'image de f(0)~ o v € m2(B), ce qui acheve la vérification de ’exactitude en ce point.

Les autres vérifications sont analogues.
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Notons aussi qu'un carré commutatif
A—"> A
o
B T> B
induit un homomorphisme 71 (I'y) — 7 (I's/) donné au niveau des triplets par (z,u, v) — (a1 (z), ba(u), ba2(v)).
11.5.3. Considérons la situation suivante. Soit A : H — G un homomorphisme de groupes, et soit A :

S
M x G =i— @G un cg. Soit enfin B la somme amalgamée du diagramme
b

si bien que l'on a le diagramme suivant, dont les deux carrés sont cocartésiens :

A ~ i

G A
|
B

et olt le carré de droite est dans la situation de 4.4. On cherche m;(I'y). L’adjonction du foncteur m; de la

()

) D(N)

k

catégorie des cg vers celle des groupes, au foncteur ~de la catégorie des groupes vers celle des cg, fournit un

morphisme naturel ¢: A — 71(A). Soit C la somme amalgamée du diagramme

Bl A——#(A),

ce qui fournit un nouveau carré cocartésien

o~
:11

()

<
J<~—
a <

>
J

(on a posé m = m1(A) pour simplifier I’écriture) que l'on peut coller & droite des deux précédents. En

composant les trois, obtient le carré cocartésien

si bien que C n’est autre que D(cq o A).
Théoréme : L’homomorphisme 71 (I'y) — 71 (I';) induit par le carré (s*) est un isomorphisme. Autrement

dit, m1(T'y) est le module croisé libre engendré par 'homomorphisme ¢ o A : H — 1.
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Lorsqu’on applique ce théoreme a la situation 2 : X — ) ci-dessus dans 11.5., on retrouve le théoréeme de

Whitehead.

11.5.4. Démonstration du théoréme. Commencons par expliciter le morphisme D(A) — D(cp o A), c’est
a dire 'homomorphisme I'(A) — T'(¢; o A) obtenu en composant le carré de droite de (x) et le carré ().
D’apres 3.3, T'(A\) est un quotient du groupe libre K engendré par toutes les paires (h,t) ou h parcourt H
et ¢t parcourt G. De méme, I'(¢; o \) est un quotient du groupe libre L engendré par toutes les paires (h,7)
avec h € H, 7 € m. Notons ¢ : H — T'(A) et aussi ¢ : H — I'(c1 o \) les passages au quotient par les
relations explicitées en 3.3. Soit p : K — L ’homomorphisme de groupes qui au générateur (h,t) associe le
générateur (h,ci(t)). ( Rappelons que c¢;(x) est la classe de x € G dans 71 et que cz3(z), pour z € D(A)ag, est
la classe commune de s(z) et b(z) dans 7;.) Cet homomorphisme est compatible avec les relations et définit

donc par passage aux quotients un homomorphisme p : T'(A) — I'(¢g 0 A) : ¢’est 'homomorphisme cherché.

o Surjectivité. 11 suffit de relever un élément de la forme g(h,7) € m1(I';) = T'(¢1 0 A). Or, q(h, 7) correspond
au triplet (&,4(£),q(h, 7)) olt on a posé & = b(q(h, 7)) = Tc1 o A(h)7~ L. Soit t € G un reléevement de 7, et
soit & = b(q(h,t)) = tA(h)t~t. Alors le triplet (x,ifi(x),q(h,t)) a pour image par p le triplet précédent. De
la surjectivité de lapplication composée 71 (T'(A)) — 71 (D(f)) — m1(T(e1 o A)) résulte la surjectivité de celle
de droite, qui est celle que I'on cherche.

e Injectivité. Soit (x,u,v) un triplet pour I'( f) dont la classe appartient au noyau. son image (¢1(z), j(u), j(v))
est donc équivalente au triplet (1,1,1). Par définition cela implique que 'on a ¢1(z) = 1 et donc que, dans G,
on a x ~ 1. Il existe donc un élément w € D(A) avec s(w) = 1,b(w) =z, et on a (z,u,v) ~ (1, uo fa(w),v).
On suppose donc deés le début que 'on part d’un triplet (1, u,v). A son tour, ce triplet est équivalent au
triplet (1,1,u~ o v) et 'on remarque que 'on a § = u~ ov € my(B). Notre hypothése est maintenant que
0 appartient a ker jo et nous devons montrer que cela implique que (1,1,60) ~ (1,1,1). Pour ce faire, nous
commengons par rappeler (confer 4.4.) que N = ker(s : B — G) est un quotient de M xT'(\) muni d’une
certaine multiplication tordue par I’action de G, quotient par le sous groupe des relations noté U. On reléve
6 en un couple (m,z) = (m,1)(1,2) € M xT'(N\) , et Pon a j2(0) = i(c1(b(m))p(z) = p(z). Done p(z) = 1.
Pour conclure, on utilise le lemme suivant :

Lemme : Sion a p(z) = 1, alors il existe un w € M tel que dans N on a (1,2) = (w,1) mod U.

Mais alors, mod U on a (m,z) = (mw, 1) i.e. § = fa(mz), et revenant aux triplets, on a (1,1,6) ~ (1,1, 1),
ce qui termine la démonstration du théoreme.

11.5.5. Démonstration du lemme. Puisque l'on a z € T'(\), on peut le relever en un y € K. De ’égalité
p(z) = q(p(y)), on déduit que p(y) appartient aux relations définissant les I On voit facilement sur la

définition de ces relations (a) et (b) en 3.2. que si 7 est une relation de I'(¢; o A), alors il existe une relation r
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de T'(\) telle que p(r) = 7. Mais alors si p(y) = R, un produit de relations (a) et (b), il existe un produit R
des relations analogues pour I'(\) tel que p(R) = R. Alors yR~! appartient au noyau de p. Or ce noyau est
le groupe libre dont on obtient un systéme de générateurs (et méme une base) de la fagon suivante. Puisque
L est libre, il existe une section o de p. Plus précisément on définit o(h,7) = (h,t,) par le choix d’un
relevement ¢, de 7. Au couple (g,!) d'un générateur de K qui n’appartient pas a I'image de o et d’'un mot
I € L on associe I'élément T'(g,1) = o(l)go(p(g)~1)o(l)~! € kerp. L’ensemble de ces T(g,!) est 'ensemble
des générateurs cherché. Remarquons que si g = (h, ), alors go(p(g) ') vaut (h,t)(h,te, 1))~ . Ort et te, (4
ont méme image par ¢;. Donc il existe un m € M tel que b(m) = tcl(t)t’l et compte tenu de I'action de G

sur I'(A) (confer 3.2.) on peut écrire

algo(p(9)™)) = a(9)Buimy(alg) ™).

Maintenant yR~! est égal & un certain produit 7 des générateurs T'(g, 1), et 'on a ¢(y) = q(T'), donc il suffit
de démontrer le lemme lorsque y = T(g,1). Dans ce cas, z = q(y) = Aq(9)0pm)(q(g)~*)A~" pour un certain

A de T'(M\). Appliquons maintenant k pour aller dans N via M xIT'(A) :
k(z) = (1,2) = (1, A)(1, 4(9)0s(m) (a(g) ~))(1, A) 7"
D’apres 4.4.3., (mby(q)(m) ", q(9)0p(m)(q(g) ")) est un élément de U, et donc mod U on a
(1,4(9)0s(m) (a(9) ™)) = (By(my(m)m ™", 1)

et il vient

(1’ Z) = (LA)(m/v 1)(1714)71

pour un certain m’ € I'(A). Enfin, utilisant la multiplication dans M xT'()), on trouve,
(1,2) = (ab(A)mlv 1)(1, A)(1, A)_l = (m/lv 1)

ce qui acheve la démonstration.
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