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LA THEORIE DE L’HOMOTOPIE DE GROTHENDIECK

Georges Maltsiniotis

Résumé. — Le but de ce livre est d’exposer la tres belle théorie de I’homoto-
pie développée par Grothendieck dans “A la poursuite des champs”. Il s’agit de
caractériser les catégories de préfaisceaux qui permettent de modéliser les types d’ho-
motopie, généralisant ainsi la théorie des ensembles simpliciaux. Les criteres dégagés
par Grothendieck montrent que de telles catégories, appelées des modélisateurs
élémentaires, abondent. On expose une construction catégorique des extensions de
Kan homotopiques & gauche, généralisant une construction des colimites homotopi-
ques par Thomason. On étudie deux classes remarquables de foncteurs, les foncteurs
propres et les foncteurs lisses, notions duales I'une de 'autre. Ces foncteurs sont ca-
ractérisés par des propriétés cohomologiques, inspirées des théoremes de changement
de base propre ou lisse, en géométrie algébrique.

Abstract (Grothendieck’s homotopy theory). — The aim of this book is to
explain the very beautiful homotopy theory developed by Grothendieck in “Pursuing
Stacks”. The question is to characterize categories of presheaves that modelize ho-
motopy types, thus generalizing the theory of simplicial sets. The criteria discovered
by Grothendieck show that there are pretty many such categories, called elementary
modelizers. We describe a categorical construction of left homotopy Kan extensions,
generalizing a construction of homotopy colimits by Thomason. We study two re-
markable classes of functors, proper and smooth functors, these two notions being
mutually dual. These functors are characterized by cohomological properties inspired
by the proper or smooth base change theorem in algebraic geometry.






TABLE DES MATIERES

Préface. ... . 1
Introduction. ... ... 3
La catégorie homotopique Hot......... ... . i 3
La définition simpliciale......... ... 4
La définition catégorique. .. ... ...ttt 5
La définition topoSIQUE. . .. ...ttt 6
Les modélisateurs et les catégories test........ ... i 7
Les foncteurs test. .. ..o 9
Les localisateurs fondamentaux. ....... ..o, 10
Les extensions de Kan homotopiques. ........ ..o, 13
La catégorie de modeles conjecturée par Grothendieck........................ 14
Foncteurs propres, foncteurs liSSes. ......vviii i 15
Le plan du LIvre. . ..o 16
NoOtAtIONS. . .ot 18
1. La théorie des catégories test.............. ... ... .. 19
1.1. Les localisateurs fondamentaux faibles............... ... ... ... .. ... ...... 19
1.2. Les équivalences faibles dans une catégorie de préfaisceaux............... 29
1.3. Les catégories test faibles......... ..o i 34
1.4. Segments et homotopie dans une catégorie..................coiiiiii... 39
1.5. Les catégories test. .. ..o 46
1.6. Les catégories test Strictes. .........ooouiiini i 51
1.7. Les foncteurs teSt. ..ottt e e 57
1.8. Décalages et exemples de catégories test................coiiiiiLL. 71
2. Les localisateurs fondamentaux............... ... ..o i 99
2.1. Les propriétés élémentaires des localisateurs fondamentaux............... 99
2.2. Foncteurs d’intégration et de cointégration.............. ...t 108

2.3. Images directes et composés transfinis d’équivalences faibles.............. 113



vi TABLE DES MATIERES

2.4. Catégories filtrantes et asphéricité............ . .. .o it 124
3. Théorie homotopique élémentaire des catégories...................... 137
3.1. Colimites et extensions de Kan homotopiques............................ 137
3.2. Morphismes propres, lisSes. . ........oouiiii i 145
Bibliographie........ ... 171
Index des notations.......... ... . 173

Index Terminologique. ... ... ... ... . i 177



PREFACE

Le but de ce livre est de rendre accessible la tres belle théorie de ’homotopie de
Grothendieck, telle qu’elle est développée dans “Pursuing Stacks” (“A la poursuite
des champs”). Son origine est une suite d’exposés que j’ai fait au groupe de travail
“ Algebre et topologie homotopiques” a UInstitut de Mathématiques de Jussieu. Les
idées, notions, propositions, théoremes, et démonstrations de ce travail sont forte-
ment inspirés par le texte de Grothendieck. Néanmoins, un travail trés important de
déblayage, et de mise au point a été nécessaire. Dans un prochain volume d’Astérisque,
qui peut étre considéré comme la suite de cet ouvrage, Denis-Charles Cisinski prouve
deux conjectures énoncées par Grothendieck, et poursuit le développement de la
théorie. Il utilise pour cela les résultats de Grothendieck exposés dans le présent vo-
lume, et les techniques récentes de localisation des catégories de modeles de Quillen.
Il s’inspire aussi grandement de la théorie des dérivateurs de Grothendieck, méme si
ce concept n’est pas explicitement utilisé.

La lecture de ce livre ne remplace évidemment pas celle de “Pursuing Stacks”.
Son ambition est de rendre cette derniere plus facile, en donnant une exposition plus
systématique (et plus “bourbachique”) des idées de Grothendieck. Tous les sujets
traités dans “la poursuite” ne sont pas couverts par ces notes. En particulier, il n’est
pas fait mention d’infini-groupoides, ni d’abélianisation, ou schématisation des types
d’homotopie, et 'aspect toposique n’est considéré que dans 'introduction. En outre,
la structure de journal “intime” mathématique, qui fait de “Pursuing Stacks” une
lecture passionnante, pleine de surprises, et précieuse pour la compréhension de la
genese des concepts, est perdue.

Je voudrais remercier Alain Bruguieres, Albert Burroni, Bruno Kahn, Bernhard
Keller et Fabien Morel pour les innombrables discussions que j’ai eues avec eux, ainsi
que tous les participants du groupe de travail “du mercredi soir”. Je voudrais plus
particulierement exprimer ma reconnaissance a Denis-Charles Cisinski pour notre
longue et fructueuse collaboration autour de la these qu’il a préparé sous ma direction.



2 PREFACE

Une grande partie de ce livre a été écrite sur I'lle de Patmos. Je voudrais exprimer ma
gratitude a la famille Vamvakos qui m’héberge sur cette ile, et m’épargne tout souci
matériel.

Patmos, Paris, Port-en-Bessin, 1997-2011



INTRODUCTION

La catégorie homotopique Hot

La catégorie homotopique Hot est définie classiquement comme étant la catégorie
dont les objets sont les CW-complexes, et les morphismes les classes d’homotopie d’ap-
plications continues entre CW-complexes. On démontre qu’on obtient une catégorie
équivalente en localisant la catégorie Zop de tous les espaces topologiques et applica-
tions continues, relativement aux équivalences faibles topologiques.

On rappelle que si M désigne une catégorie et W une partie de la classe FI(M)
des fleches de M, il existe (quitte & éventuellement agrandir 'univers de base) une
catégorie W1 M (localisée de M relativement & W) et un foncteur v : M — W1 M
(foncteur de localisation) tel que pour tout w € W, y(w) soit un isomorphisme de
WM, et qui sont universels pour cette propriété. Autrement dit, pour tout foncteur
F : M — M’ tel que pour tout w € W, F(w) soit inversible, il existe un unique
foncteur F : W='M —s M’ tel que F = F'r.

M— W1\

|
I F
N
M/
La catégorie W1 M est construite en inversant formellement les morphismes appar-
tenant a W.
Si 'on note W, la partie de Fl(Zop) formée des équivalences faibles topologiques,
autrement dit, des applications continues f : X — Y telles que
(a) mo(f) : mo(X) — mo(Y") soit une application bijective,
(b) pour tout n > 1, et tout € X, m,(f,z) : mp(X,z) — 7, (Y, f(z)) soit un

isomorphisme de groupes,

alors la catégorie homotopique Hot est équivalente & la catégorie W1 7Zop.
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La définition simpliciale

La catégorie homotopique peut étre également définie, a équivalence de catégories
pres, en termes d’ensembles simpliciaux. La catégorie des ensembles simpliciaux est
la catégorie A des préfaisceaux (foncteurs contravariants a valeurs dans la catégorie
Ens des ensembles) sur la catégorie A des simplexes, catégorie dont les objets sont les
ensembles

A, ={0,1,...,m}, meN,
ordonnés par ’ordre naturel, et les morphismes les applications croissantes. Les sim-
plexes topologiques standards
AP — {(zg,21,...,2y) € R ixi =1,2;,20,0<i<m}
i=0

2

forment un espace topologique cosimplicial A%P (foncteur covariant de A dans Zop),
en définissant, pour tout morphisme ¢ : A,, — A,, de A, une application continue

b T T
AP AP — AP
par
Af)p<x0)l‘17"'axm):(y05y17"',yn) ’ ol Y; = Z Ti 0<]<7’l
(i)=j
On en déduit un unique (& isomorphisme unique pres) couple de foncteurs adjoints
|.|:3—>’Top , SZTOpHE

(le foncteur de réalisation topologique, et le foncteur ensemble simplicial singulier) tel
que la restriction de | . | & la catégorie A (identifiée & une sous-catégorie pleine de
3, par le plongement de Yoneda) soit isomorphe au foncteur A%P : A — Top. Pour
tout ensemble simplicial K, 'espace topologique | K| est le quotient
K| = [TAZ? x Ky [~
m

ou ’ensemble K, est considéré comme espace topologique discret, et ~ est la relation
d’équivalence engendrée par les relations élémentaires

(2, Ko(y)) ~ (ATP(2),y) . @:Am — Ay €FI(A), ze€ AP, yekK,
Pour tout espace topologique X, ’ensemble simplicial S(X) est défini par

(S(X))m = Homz,(AZP X) | m>0

m

Une équivalence faible simpliciale est un morphisme d’ensembles simpliciaux dont la
réalisation topologique est une équivalence d’homotopie. Si I’'on note W, la partie de
FI(E) formée des équivalences faibles, on démontre que la catégorie localisée W;}A
est équivalente a la catégorie homotopique Hot. De fagon plus précise, les foncteurs
| .| et S sont compatibles aux équivalences faibles, et induisent des équivalences de
catégories

WA — W Top et WL'Top — WA
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quasi-inverses 1'une de l'autre (voir par exemple [13]).

La définition catégorique

La catégorie homotopique Hot peut étre enfin obtenue, a équivalence de catégories
pres, comme localisation de la catégorie Cat des petites catégories. L’inclusion
A C Cat, définie en associant & l’ensemble ordonné A,,, m > 0, la catégorie
correspondante, fournit un objet cosimplicial de Cat, d’ou un couple de foncteurs
adjoints

c: A —Cat , N: Cat — A
(le foncteur de réalisation catégorique, et le foncteur nerf) tel que la restriction de

c & A soit Iinclusion AC— Cat. Pour toute petite catégorie C, I’ensemble simplicial
N(C) (nerf de C) est défini par

(N(C))m = HomCat(Amv C) ’ m 2 0 )

I’ensemble ordonné A,, étant considéré comme une catégorie. Plus concretement,
(N(C))m est I'ensemble formé des suites de m fleches composables de C. Une
équivalence faible catégorique est un foncteur entre petites catégories dont le nerf est
une équivalence faible simpliciale. Si 'on note W, la partie de FI(Cat) formée des
équivalences faibles, on démontre que la catégorie localisée W 'Cat est équivalente &
la catégorie homotopique Hot. De fagon plus précise, le foncteur nerf est compatible
aux équivalences faibles et induit une équivalence de catégories

Wz!Cat — WA

(voir par exemple [17] ou [19]). En revanche, contrairement au foncteur de
réalisation topologique, le foncteur de réalisation catégorique n’est pas compa-
tible aux équivalences faibles. Pour construire un quasi-inverse a 1’équivalence de
catégories définie par le foncteur nerf, on peut procéder comme suit. On définit un
foncteur
Simpl : A — Cat

en associant & un ensemble simplicial K sa catégorie des simplexzes Simpl(K), dont
I’ensemble des objets est la somme disjointe

Ob(Simpl(K)) = Km
m
un morphisme de z € K, vers y € K,, étant une application croissante ¢ : A,, — A,
telle que z = K (y). On montre qu’on a 1’égalité
W = Simpl_l(Woo) ,
et que le foncteur Simpl définit une équivalence de catégories
WA — WwZlCat

quasi-inverse a celle induite par le foncteur nerf (voir par exemple [17] ou [19]).
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La définition toposique

Les équivalences faibles catégoriques admettent aussi une caractérisation en termes
de cohomologie a coefficients localement constants. Siu : A — B est un foncteur entre
petites catégories, alors u est une équivalence faible si et seulement si le morphisme
de topos (u*,u,) : A—B (ou u* : B— A désigne le foncteur image inverse de
préfaisceaux F — u*(F) = Fu, F € Ob(B), et u, : A — B son adjoint & droite) est
une équivalence d’Artin-Mazur. Un morphisme de topos ¢ = (¢*,4,) : X — Y est
une équivalence d’Artin-Mazur [3] si pour tout m > 0, le morphisme

H™(Y,F) — H™(X,¢*(F))

induit par 1, est un isomorphisme pour tout faisceau localement constant F sur Y,
d’ensembles si m = 0, de groupes si m = 1, de groupes abéliens si m > 2.

Une démonstration détaillée de cette caractérisation des équivalences faibles
catégoriques est exposée dans [22]. L’idée de la démonstration est de comparer
I'espace classifiant | N(A)]|, réalisation topologique du nerf d’une petite catégorie A, &
son topos classifiant A. Pour cela, on définit un morphisme de topos, fonctoriel en A,

T(NA)) — A4,

ol pour tout espace topologique X, 7 (X) désigne le topos des faisceaux d’ensembles
sur X, et on démontre que ce morphisme est une équivalence d’Artin-Mazur. Ensuite,
on montre que pour tout espace topologique “gentil” X, par exemple un CW-complexe,
la cohomologie du topos 7 (X) est canoniquement isomorphe a celle de l'espace to-
pologique X. Enfin, un théoreme de Whitehead donne une caractérisation cohomolo-
gique des équivalences faibles topologiques, analogue a la définition des équivalences
d’Artin-Mazur (les conditions sur le mg et le w1 étant équivalentes aux conditions sur
le H° et le H' non abélien), ce qui permet d’affirmer quune application continue
f X —Y entre CW-complexes est une équivalence faible topologique si et seule-
ment si le morphisme correspondant de topos 7 (X) — 7 (Y), défini par les foncteurs
image inverse et image directe de faisceaux, est une équivalence d’Artin-Mazur. On
termine la démonstration, grace a une propriété du type “deux sur trois” pour les
équivalences d’Artin-Mazur, en considérant, pour un morphisme A — B de Cat, le
carré commutatif de morphismes de topos

T(ITA)I)—ME
T(NB)) — B :

dont les fleches horizontales sont des équivalences d’Artin-Mazur.
En conclusion, on dispose donc de plusieurs catégories, Top, A, Cat, dont les objets
peuvent servir comme “modeles” pour les types d’homotopie.
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Les modélisateurs et les catégories test

Le défi que Grothendieck se pose dans Pursuing Stacks [14] est de chercher toutes
les catégories dont les objets sont des “modeles” pour les types d’homotopie. De
fagon plus précise, il s’agit de déterminer les couples (M, W), ou M est une catégorie,
et W une partie de FI(M), tels que la localisation de M par W soit équivalente &
la catégorie homotopique Hot. Grothendieck appelle modélisateur un tel couple, et
équivalences faibles les fleches appartenant a W. Il s’intéresse plus particulierement a
la recherche des modélisateurs canoniques, autrement dit ceux dont les équivalences
faibles sont déterminées canoniquement par la structure méme de la catégorie sous-
jacente. S’il ne parvient certes pas a donner une réponse compléte a une question aussi
générale, il obtient, moyennant quelques hypotheses restrictives, une caractérisation
des modélisateurs (M, W) dans le cas o M est une catégorie de préfaisceaux sur
une petite catégorie. Cela le conduit naturellement a dégager la tres belle théorie des
catégories test, généralisant celle des ensembles simpliciaux.

Les équivalences d’Artin-Mazur permettent de définir canoniquement une notion
d’équivalence faible pour les morphismes d’un topos. Soit X un topos. Pour tout
objet  de X, on note X/x le topos des objets de X “au-dessus” de x. On dit qu’un
morphisme ¢ : x — x’ de X est une équivalence faible de X si le morphisme de topos
X/x — X/, induit par ¢, est une équivalence d’Artin-Mazur. En particulier, si A
est une petite catégorie, et X = A est le topos des préfaisceaux sur A, un morphisme
de préfaisceaux ¢ : F' — F’ est une équivalence faible de Asile morphisme de topos

AJF =X/F — X/F = A/F’
est une équivalence d’Artin-Mazur. Or, pour tout préfaisceau F' sur A, on a un
isomorphisme canonique /Al/F ~ X/TT, ou A/F désigne la catégorie des objets de
A, considérés comme préfaisceaux représentables sur A, au-dessus de F. Ainsi, un
morphisme ¢ : F'— F’ de A est une équivalence faible si et seulement si le mor-
phisme de topos //1/77 — /T/? " est une équivalence d’Artin-Mazur, autrement dit, si
le foncteur A/F — A/F’, induit par ¢, est dans Wy,. On obtient ainsi une définition
élémentaire des équivalences faibles de E, indépendante de toute considération topo-
sique. On note Wj; la partie de FI(A\) formée des équivalences faibles de A. Sil'on
note 7 4 : A — Cat le foncteur associant & un préfaisceau F la catégorie A/F, et aun
morphisme de préfaisceaux ¢ : F — F’ le foncteur A/F — A/F’, induit par ¢, alors
Wi = i;l(Woo). On remarque que si A = A, alors le foncteur ia est canoniquement
isomorphe au foncteur Simpl, et par suite que W3 = W.

La question que Grothendieck se pose est de dégager des conditions nécessaires et
suffisantes sur une petite catégorie A pour que le foncteur

Tyt Wilg—> Wx'Cat = Hot

induit par 7 4, soit une équivalence de catégories. Mais il constate qu’il est difficile de
trouver des critéres pour caractériser les catégories satisfaisant a cette propriété. Il
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renforce donc cette derniere en demandant en outre que le foncteur
i* i Cat —s A, C+ (a+— Homea(A/a,C))

adjoint a droite de i, respecte les équivalences faibles (autrement dit, que 'on ait
i% (W) C W3). La catégorie A est alors appelée une catégorie test faible. Dans ce
cas, le foncteur

i3 Hot = WilCat — WA

induit par ¢%, est une équivalence de catégories quasi-inverse de 7. De plus, Gro-
thendieck obtient une caractérisation simple des catégories test faibles : pour qu’une
petite catégorie A soit une catégorie test faible, il faut et il suffit que pour toute
petite catégorie C' admettant un objet final, le préfaisceau % (C) soit asphérique (on
dit qu'un préfaisceau F' sur A est asphérique si I'unique foncteur de la catégorie
is(F) = A/F vers la catégorie ponctuelle est dans Wy). Il observe cependant que
cette notion n’est pas locale, dans le sens que si A est une catégorie test faible, il n’en
est pas nécessairement de méme pour A/a, a € Ob(A). Ainsi, il appelle catégorie test
locale une petite catégorie A telle que pour tout objet a de A, A/a soit une catégorie
test faible. Enfin, il dit que A est une catégorie test, et que A est un modélisateur
élémentaire, si A est a la fois une catégorie test locale et une catégorie test faible. Ce
sont les notions de catégorie test locale et de catégorie test qui s’averent étre les plus
importantes. Ces catégories admettent des caractérisations étonnamment simples. Si
on note A; la catégorie correspondant & l’ensemble ordonné {0 < 1}, alors pour
qu'une petite catégorie A soit une catégorie test locale, il faut et il suffit que le
préfaisceau % (A1) (qui est {'objet de Lawvere du topos A\, représentant le foncteur
F +— {sous-objets de F'}) soit localement asphérique (on dit qu’un préfaisceau F' sur
A est localement asphérique si pour tout objet a de A, la restriction de F' & A/a est un
préfaisceau asphérique sur A/a). De plus, une catégorie test locale est une catégorie
test si et seulement si 'unique foncteur de A vers la catégorie ponctuelle est dans Wy,
(on dit alors que A est asphérique). Ces criteres permettent facilement de trouver un
grand nombre de catégories test et de catégories test locales. On peut par exemple en
déduire que le produit d’une catégorie test par une petite catégorie asphérique (resp.
arbitraire) est une catégorie test (resp. test locale). En particulier, tout type d’homo-
topie peut étre représenté par une catégorie test locale. La catégorie des simplexes A
est, comme on s’y attend, un exemple de catégorie test, et celle des ensembles simpli-
ciaux A un exemple de modélisateur élémentaire. Il en est de méme pour la catégorie
des cubes et celle des ensembles cubiques [10]. Le slogan de Grothendieck est que
toute catégorie test est aussi “bonne” que celle des ensembles simpliciaux pour “faire
de I’homotopie”.

La derniere (et plus forte) variante de catégorie test, introduite par Grothendieck,
est celle de catégorie test stricte. Une catégorie test stricte est une catégorie test A telle
que le foncteur i, : A — Cat soit compatible aux produits finis, a équivalence faible
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pres. Cela revient aussi & demander que le foncteur deAlocalisation A— W;g com-
mute aux produits finis. On dit alors que la catégorie A des préfaisceaux sur A est un
modélisateur élémentaire strict. Ainsi, dans un modélisateur élémentaire strict, le pro-
duit cartésien représente le produit des types d’homotopie. Toute petite sous-catégorie
pleine de Cat formée de catégories non vides, stable par produits finis, et ayant un
objet qui soit une catégorie comportant au moins deux objets (méme éventuellement
isomorphes) est une catégorie test stricte. Cela montre que les catégories test strictes
abondent. Par exemple, une petite catégorie équivalente a celle des ensembles finis
non vides, ou a celle des ensembles ordonnés finis non vides, ou encore a celle des
catégories finies non vides est une catégorie test stricte. La catégorie des simplexes
A est également une catégorie test stricte, et celle des ensembles simpliciaux A un
modélisateur élémentaire strict. En revanche, la catégorie des cubes n’est pas une
catégorie test stricte.

Les foncteurs test

Les foncteurs test généralisent, dans le cadre des catégories test, le foncteur nerf de
la théorie simpliciale. Si A est une catégorie test faible, on aimerait appeler foncteur
test faible un foncteur i : A — Cat tel que si on note i* le foncteur

i*:Cat —s A | C + (a+— Homeg(i(a),C))

on ait i*(Wao) C Wy, et le foncteur 7* : Hot = W 'Cat — Wilﬁ, induit par ¢*,
soit une équivalence de catégories. Par exemple, le foncteur a — A/a satisfait & ces
propriétés, puisque alors i* est le foncteur %, déja considéré, et si A est la catégorie
des simplexes A, le foncteur d’inclusion ¢ : A C— Cat satisfait aussi & ces conditions,
puisque alors i* est le foncteur nerf N. Néanmoins, il n’y a pas de caractérisation
simple des foncteurs satisfaisant a ces propriétés. Or, on remarque que si le foncteur
¢ est pleinement fidele, alors ces conditions impliquent que pour tout objet a de
A, la catégorie i(a) est asphérique. Grothendieck ajoute cette derniere condition & la
définition d’un foncteur test faible, et il obtient ainsi une notion qui peut étre aisément
caractérisée.

Plus précisément, il définit un foncteur test faible comme étant un foncteur
i: A — Cat, d'une catégorie test faible A vers la catégorie des petites catégories,
tel que pour tout objet a de A, i(a) soit une catégorie asphérique, et tel que
i*(Wao) C W3 Il démontre qu’alors le foncteur 7* : Hot = Wi 'Cat — Wilg, induit
par 7%, est automatiquement une équivalence de catégories, quasi-inverse de 7,, et
il prouve le critere suivant. Soient A une catégorie test faible, et i : A — Cat un
foncteur tel que pour tout objet a de A, la catégorie i(a) soit asphérique. Alors les
deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) @ est un foncteur test faible;

(ii) pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau i*(C) est asphérique.
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Ensuite, il définit un foncteur test local comme étant un foncteur i : A — Cat, de
source une catégorie test locale, tel que pour tout objet a de A, le foncteur A/a — Cat,
induit par 4, soit un foncteur test faible, et il obtient la caractérisation suivante. Soient
A une petite catégorie arbitraire, et i : A — Cat un foncteur tel que pour tout objet
a de A, la catégorie i(a) soit asphérique. Alors les deux conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) A est une catégorie test locale, et i un foncteur test local ;
(ii) pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau i*(C) est localement
asphérique.

Si en outre pour tout objet a de A, la catégorie i(a) posséde un objet final (ce
qui est une condition suffisante d’asphéricité), alors ces deux conditions sont aussi
équivalentes a la condition suivante :

(iil) i*(A1) est un préfaisceau localement asphérique.

Cette derniere condition est en général tres facile a vérifier, et cette caractérisation
est un outil puissant pour trouver des catégories test locales, et des foncteurs test
locaux. Enfin, il démontre que si A est une catégorie test, et ¢ : A — Cat un foncteur
test local, alors i est aussi un foncteur test faible. On dit alors que i est un foncteur
test.

Le paradigme de foncteur test est l'inclusion ¢ : AC—Cat, qui donne naissance
au foncteur nerf N = i*. Les criteres ci-dessus montrent facilement que si A est une
petite sous-catégorie pleine de Cat formée de catégories ayant un objet final, stable
par produits finis, et telle que la catégorie correspondant a ’ensemble ordonné A; soit
un objet de A, alors I'inclusion AC— Cat est un foncteur test. De méme, si A est la
sous-catégorie pleine de la catégorie des ensembles, formée des ensembles {0, 1, ..., m},
m 2 0, le foncteur associant & un tel ensemble la catégorie correspondant a I’ensemble
ordonné (par inclusion) des ses parties non vides est un foncteur test. En revanche,
si A’ désigne la sous-catégorie (non pleine) de A, ayant mémes objets que A, mais
dont les morphismes sont les applications strictement croissantes, alors 1'inclusion
i : A’C5 Cat est un foncteur test faible mais pas un foncteur test, et A’ est une
catégorie test faible mais pas une catégorie test.

Les localisateurs fondamentaux

Dans son étude des catégories test, Grothendieck observe que ses démonstrations
n’utilisent pas la définition méme de W, mais seulement quelques propriétés for-
melles de cette classe de fleches, dont la plus importante est le théoréme A de Quillen :
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Siu : A— B est un morphisme de Cat tel que pour tout objet b de B,
u/b: AJb— B/b () soit dans Wao, alors u est dans Wa, [24].

Grothendieck remarque que dans le contexte toposique, ce résultat est extrémement
naturel. En effet, si¢ : X — Y est un morphisme de topos, on dit que v est asphérique
si pour tout objet y de Y, le morphisme de topos ¥/y : X/y — Y/y, induit par 1,
est une équivalence d’Artin-Mazur. Un argument cohomologique standard montre que
pour vérifier 'asphéricité de v, on peut se limiter a des y appartenant a une famille
génératrice du topos Y. En particulier, si u : A — B est un morphisme de Cat, et
si X = ﬁ, Y = E, et ¥ = (u*,u,), comme les objets de B forment une famille
génératrice du topos Y, pour montrer que v est asphérique, il suffit de vérifier que
pour tout objet b de B,

X/b=A/b~AJb— Bjb~B/b=Y/b

est une équivalence d’Artin-Mazur, autrement dit, que A/b — B/b est dans We.
Ainsi, cette derniere condition implique l’asphéricité du morphisme de topos
¥ : X — Y, et en particulier, en prenant I'objet final de ¥ = §, on en déduit
que A —5 B est une équivalence d’Artin-Mazur, autrement dit que v : A — B est
dans Wy, ce qui donne une esquisse de preuve cohomologique du théoréeme A de
Quillen.

Un localisateur fondamental faible est une partie W de Fl(Cat) satisfaisant aux
conditions suivantes :

La (Saturation faible.) Les identités sont dans W. Si deux des trois fleches d’un
triangle commutatif sont dans W, il en est de méme pour la troisieme. Si un
morphisme i de Cat admet une rétraction r telle que ir soit dans W, alors i est
dans W.

Lb (Objet final.) Si A est une petite catégorie admettant un objet final, alors
I'unique foncteur de A vers la catégorie ponctuelle est dans W.

Lc (Théoreme A de Quillen.) Si w: A — B est un morphisme de Cat tel que pour
tout objet b de B, u/b: A/b — B/b soit dans W, alors u est dans W.

Grothendieck reprend, dans ce cadre, la théorie des catégories test, en prenant
comme équivalences faibles les fleches de Cat appartenant & W, et en introduisant la
catégorie homotopique relative & W, Hotyy = W™'Cat, et les notions de W-catégorie
test, de W-catégorie test faible ou locale, de W-foncteur test etc. Il vérifie qu’on
obtient les mémes résultats, avec les mémes démonstrations.

(M Pour tout foncteur F : C — D, et tout objet d de D, on note C/d la catégorie des objets de C
au-dessus de d, autrement dit, la catégorie dont les objets sont les couples (¢, s : F(c) — d), ¢ étant
un objet de C, et s un morphisme de D, et dont les fleches (c,s) — (¢’, s’) sont les morphismes
g : ¢ —>c de C tels que s'F(g) = s. En particulier, pour toute catégorie D, et tout objet d, on
obtient ainsi la catégorie D/d des objets de D au-dessus de d, en considérant le foncteur identique
1p : D — D. Le foncteur F' : C — D induit alors un foncteur F/d : C/d — D/d.
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L’avantage de cette approche axiomatique est d'une part, sa grande clarté, et
d’autre part, le fait qu’elle s’applique a d’autres contextes que celui de la catégorie ho-
motopique classique. Elle s’applique, en particulier, & ’homotopie rationnelle, et plus
généralement, & toutes sortes d’équivalences faibles définies par des conditions coho-
mologiques. Grothendieck propose de considérer les parties W de FI(Cat), définies
exactement comme W.,, mais en remplacant les équivalences d’Artin-Mazur par
d’autres classes de morphismes de topos, définies par des conditions cohomologiques.
Par exemple, si k désigne un anneau commutatif (on pense plus particulierement a
k=7,7/nZ, Q), on peut demander que le morphisme de topos ¥ : X — Y induise
un isomorphisme sur la cohomologie & coefficients dans k, ou & coefficients dans un
k-module arbitraire, ou dans les faisceaux localement constants de k-modules. On
peut varier en prenant une famille d’anneaux k;, ou une famille de groupes com-
mutatifs constants, par exemple Z/nZ, pour n premier & un ensemble de nombres
premiers, conditions qu’on peut éventuellement combiner avec des conditions sur la
1-cohomologie non-abélienne a coefficients dans des faisceaux localement constants de
groupes. . .

Tous ces localisateurs fondamentaux faibles satisfont a une version relative du
théoreme A de Quillen exprimant que si une fleche de Cat est une équivalence faible
localement au-dessus d’une base, alors elle est une équivalence faible :

LC (Théoreme A de Quillen relatif.) Si

A——B
C

est un triangle commutatif de Cat, et si pour tout objet ¢ de C, le foncteur
u/c: AJ/c — B/e, induit par u, est dans W, alors u est dans W.

Un localisateur fondamental est un localisateur fondamental faible satisfaisant a cette
condition (qui implique la condition Lc). Cette hypothese plus forte sur W est utile
pour certains résultats plus fins que la simple caractérisation des catégories test.
Elle sert, par exemple, pour démontrer que I'image directe d’une équivalence faible de
préfaisceaux par un monomorphisme est une équivalence faible, ou pour montrer que la
classe formée des équivalences faibles de préfaisceaux, qui sont des monomorphismes,
est stable par images directes. Elle sert aussi pour prouver que les équivalences faibles
(entre catégories ou préfaisceaux) sont stables par limites inductives filtrantes, ou par
rétractes. Elle permet également d’établir I'existence des colimites homotopiques, et
plus généralement des extensions de Kan homotopiques a gauche, dans Cat. Enfin, elle
fournit le cadre naturel pour étudier deux classes importantes de morphismes de Cat,
les foncteurs propres et les foncteurs lisses, qui sont caractérisés par des propriétés
cohomologiques inspirées des théoremes de changement de base propre ou lisse en
géométrie algébrique.
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Dans “Pursuing Stacks”, Grothendieck conjecture que Wy, est le plus petit lo-
calisateur fondamental. Cette conjecture, permettant une caractérisation purement
axiomatique de Wy, a été démontrée par Cisinski dans sa these. Il a depuis amélioré
ce résultat, en prouvant que Wy, est le plus petit localisateur fondamental faible [10].

Les extensions de Kan homotopiques

Le fil conducteur de la théorie de I’homotopie de Grothendieck est le concept d’ex-
tension de Kan homotopique, conduisant & la théorie des dérivateurs [15], [16], [20].
Un localisateur est un couple (M, W) formé d’'une catégorie M, et d’une partie W
de FI(M) @), Etant donné un tel localisateur, on associe & toute petite catégorie I,
la catégorie Hot(y; 1y (1), localisée de la catégorie des foncteurs de I vers M, rela-
tivement a la classe des morphismes de foncteurs qui sont dans W argument par
argument. Pour tout foncteur entre petites catégories u : I — J, on en déduit un
foncteur image inverse u* : Hot sy (J) — Hot(y; (1), induit par la composition
par u. Une extension de Kan homotopique a gauche ou a droite est un adjoint a gauche
ou a droite de u*. Un cas particulier important, correspondant aux colimites ou li-
mites homotopiques, est celui ou la catégorie J est réduite a la catégorie ponctuelle.
Un théoréme de Cisinski [9] affirme que si le localisateur (M, W) est Quillenisable,
autrement dit, s’il existe une structure de catégorie de modeles fermée [23] sur M
dont les équivalences faibles sont exactement les fleches de M appartenant a W, et
si la catégorie M admet des petites limites inductives (resp. projectives), alors les
extensions de Kan homotopiques a gauche (resp. a droite) existent. D’autre part, un
théoréme de Thomason assure que le localisateur (Cat, W) est Quillenisable [27], ce
qui prouve 'existence des extensions homotopiques a gauche et a droite dans ce cas.

En fait, 'existence des extensions de Kan homotopiques a gauche pour ce loca-
lisateur est bien plus élémentaire, et se généralise aisément au cas d’un localisateur
fondamental arbitraire WW. Pour toute petite catégorie I, notons plus simplement
Hot,y, (1) la catégorie Hot(cy (1), localisation de la catégorie des foncteurs de I
vers la catégorie Cat des petites catégories par les morphismes de foncteurs qui sont
dans W argument par argument. Pour tout foncteur F' : I — Cat, on désigne par
f F — T la catégorie cofibrée sur I définie par ce foncteur, a ’aide de la “construc-
tion de Grothendieck”. Si w : I — J désigne un morphisme de Cat, on en déduit un
morphisme composé [ F — J, d’olt un foncteur

J — Cat ir— ([F)/j

On démontre que ce procédé, associant a F' le foncteur j+— ( f F ) / J, induit par
localisation un foncteur u, : Hoty,,(I) — Hot,,(J), et que ce dernier est un adjoint a

()Quand il n’y a aucune ambiguité sur la catégorie M, on dit parfois que W est un localisateur.
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gauche du foncteur image inverse u* : Hot,,, (J) — Hoty,,(I). On généralise ainsi une
construction des colimites homotopiques par Thomason [26].

La catégorie de modeles conjecturée par Grothendieck

Le probleme de l'existence des extensions de Kan homotopiques a droite, pour
un localisateur fondamental arbitraire, est bien plus délicat. Pour essayer de traiter
ce probleme, Grothendieck conjecture que pour toute W-catégorie test, il existe une
structure de catégorie de modeles fermée sur la catégorie des préfaisceaux sur A,
dont les équivalences faibles sont les morpklismes de A appartenant a W3, et dont les
cofibrations sont les monomorphismes de A. En fait, cette conjecture n’est vérifiée que
moyennant une hypothese, au demeurant assez anodine, d’accessibilité du localisateur
fondamental W.

Soit a un cardinal. On dit qu'un ensemble ordonné I est a-filtrant si toute partie de
I de cardinalité inférieure ou égale & & admet un majorant dans I. Une limite inductive
a-filtrante est une limite inductive indexée par un ensemble ordonné a-filtrant. Soit
C une catégorie admettant des limites inductives a-filtrantes. On dit qu'un objet X
de C est a-présentable si le foncteur

C—éns Y +— Hom¢(X,Y)

commute aux limites inductives a-filtrantes. Une catégorie a-accessible est une
catégorie C admettant des limites inductives a-filtrantes, telle que tout objet soit
limite inductive a-filtrante d’objets a-présentables, et telle que la sous-catégorie
pleine formée des objets a-présentables soit essentiellement petite (équivalente & une
petite catégorie). Une catégorie C est accessible 8'il existe un cardinal « tel que C soit
a-accessible. Un foncteur F' : C — D, entre catégories accessibles, est accessible s’il
existe un cardinal « tel que le foncteur F' commute aux limites inductives a-filtrantes.
Une classe d’objets d’une catégorie accessible est accessible si la sous-catégorie pleine
formée de ces objets est accessible, et si le foncteur d’inclusion est accessible. Une
classe de fleches d’'une catégorie accessible est accessible si la classe correspondante
d’objets de la catégorie des fleches est accessible.

La catégorie des préfaisceaux sur une petite catégorie, ainsi que la catégorie des pe-
tites catégories, sont accessibles. On dit qu’un localisateur fondamental est accessible
s’il est accessible comme classe de fleches de Cat. Si W est un localisateur fondamental
accessible, il résulte aussitot de la théorie générale de l'accessibilité (voir par exem-
ple [1]) que pour toute petite catégorie A, la classe W; = i;l(W) de fleches de A est
accessible. Un théoréme de Jeflrey Smith (voir [4]) implique alors facilement que si
A est une W-catégorie test locale (et & plus forte raison si elle est une W-catégorie
test), alors il existe une structure de catégorie de modeles fermée & engendrement
cofibrant sur E, dont les équivalences faibles sont les éléments de W3, et dont les
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cofibrations sont les monomorphismes de E, ce qui prouve en particulier la conjecture
de Grothendieck dans ce cas.

L’inconvénient de cette approche est que 'hypothese qu'un localisateur fondamen-
tal W soit accessible est a premiere vue difficile a vérifier. C’est grace a la belle théorie
développée par Cisinski [10] que cette difficulté est surmontée. I1 démontre la conjec-
ture de Grothendieck en supposant simplement qu’il existe un ensemble de fleches
de Cat tel que W soit le plus petit localisateur fondamental contenant cet ensemble,
hypothese bien plus facile a vérifier. Il appelle un tel localisateur accessible, et il
résulte de sa théorie que cette définition est finalement équivalente & la précédente, le
théoreme difficile étant justement cette équivalence. Il montre aussi une réciproque :
si W est un localisateur fondamental, et s’il existe une catégorie test locale non vide
A telle que A admette une structure de catégorie de modeles fermée, a engendrement
cofibrant, dont la classe des équivalences faibles est W3, et dont les cofibrations sont
les monomorphismes, alors W est accessible.

En fait, 'hypothése qu’un localisateur fondamental soit accessible n’est pas tres
restrictive. Il semble en effet qu’on peut montrer, moyennant un axiome de grands
cardinaux connu sous le nom de principe de Vopénka, que tout localisateur fonda-
mental est accessible (en utilisant les résultats de [7], ou de [8], ou encore de [25]).
On ne s’attend donc pas a trouver un localisateur fondamental non accessible en uti-
lisant uniquement les axiomes de ZFC (Zermelo-Fraenkel plus ’axiome du choix). En
revanche, si I'on suppose qu’il n’existe pas de cardinaux mesurables, alors on peut
construire un localisateur fondamental non accessible [8]. En particulier, Paxiome de
constructibilité de Godel implique l'existence de tels localisateurs, puisque tout car-
dinal mesurable est (fortement) inaccessible. Ainsi, laffirmation “tout localisateur
fondamental est accessible” aurait le méme statut qu’un axiome de grands cardinaux.

Foncteurs propres, foncteurs lisses

Dans “Pursuing Stacks” [14], Grothendieck a introduit les notions de foncteur
propre et de foncteur lisse, en s’inspirant des propriétés cohomologiques des morphis-
mes propres et des morphismes lisses de schémas en géométrie algébrique. Une étude
systématique de ces foncteurs a été entreprise par lui dans “Les dérivateurs” [15].
La construction des extensions de Kan homotopiques a gauche a ’aide des catégories
cofibrées, exposée précédemment, rend cette théorie élémentaire.

Soit W un localisateur fondamental. On dit qu’un foncteur entre petites catégories
u: A— B (resp. v : B' — B) est W-propre (resp. W-lisse) si pour tout carré
cartésien

A4
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le morphisme de changement de base
ww* — v*u,

(ou u, : Hoty, (4) — Hoty,, (B) et u] : Hoty,,(A") — Hot,, (B’) désignent les exten-
sions de Kan homotopiques a gauche relatives & W) est un isomorphisme, et cette
propriété reste vraie apres tout changement de base. Grothendieck obtient des ca-
ractérisations simples des foncteurs W-propres et des foncteurs W-lisses, et il est
émerveillé par la découverte du fait qu'un foncteur u : A — B est W-propre si et
seulement si le foncteur “dual” u° : A° — B°, entre les catégories opposées, est
Wh-lisse, phénomene qui n’a bien entendu aucun analogue en géométrie algébrique. Si
le foncteur v : A — B fait de A une catégorie cofibrée sur B, alors u est un exemple
de foncteur W-propre. Dualement, si A est une catégorie fibrée sur B, alors u est
un foncteur W-lisse. Néanmoins, pour tout localisateur fondamental W, il existe des
foncteurs W-propres qui ne sont pas des cofibrations (au sens des catégories cofibrées),
et des foncteurs W-lisses qui ne sont pas des fibrations (au sens des catégories fibrées).
La manipulation des changements de base par des foncteurs propres ou lisses s’avere
un outil de calcul extrémement puissant en théorie de 'homotopie, ainsi qu’en algebre
homologique.

La théorie des foncteurs propres et des foncteurs lisses peut, en fait, étre développée
dans un cadre beaucoup plus général, celui des structures d’asphéricité, permettant
d’englober aussi la théorie des catégories cofibrées et des catégories fibrées [21].

Le plan du livre

Le premier chapitre est consacré a I’étude des catégories test et des foncteurs test.
Dans le premier paragraphe, on introduit le concept de localisateur fondamental faible,
ainsi que les notions qui s’y attachent directement : équivalences faibles, catégories
asphériques, foncteurs asphériques ou localement asphériques, et on étudie les pro-
priétés élémentaires de ces notions. On démontre qu'un localisateur fondamental faible
est stable par le foncteur “passage a la catégorie opposée”, ce qui permet d’introduire
les notions, “duales” aux précédentes, de foncteur coasphérique et de foncteur coloca-
lement coasphérique. On prouve qu’un adjoint & gauche (resp. a droite) est asphérique
(resp. coasphérique), et qu'une cofibration (resp. fibration) a fibres asphériques est un
foncteur asphérique (resp. coasphérique). Un lemme “a la Mayer-Vietoris” est établi.
Des exemples de localisateurs fondamentaux faibles sont présentés.

Dans le deuxieme paragraphe, on définit les équivalences faibles et les morphismes
asphériques de préfaisceaux, et on introduit les notions de préfaisceau asphérique et
localement asphérique. Une caractérisation des foncteurs asphériques en termes de
préfaisceaux est démontrée, et une version préfaisceautique du lemme de “Mayer-
Vietoris” est établie.
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Dans le paragraphe 3, on définit la catégorie homotopique relative a un localisateur
fondamental, et on introduit les notions de pseudo-catégorie test et de catégorie test
faible. Plusieurs caractérisations des catégories test faibles sont présentées.

Le paragraphe 4 est consacré aux “outils homotopiques”. On introduit les notions
de segment, de segment séparant, et on définit la relation d’homotopie relative a un
ensemble de segments et les notions associées d’homotopisme et d’objet contractile.
On établit le “lemme d’homotopie” qui relie les notions d’homotopie et d’équivalence
faible. On présente ’exemple du segment de Lawvere, crucial pour la suite. On termine
par ’étude de la relation d’homotopie dans la catégorie des petites catégories.

Dans le paragraphe 5, on introduit les notions importantes de catégorie test locale
et de catégorie test, et on en donne plusieurs caractérisations. On établit une condition
suffisante pour qu’une petite catégorie, admettant des produits finis, soit une catégorie
test, ce qui permet de présenter une multitude d’exemples. On termine en démontrant
que la catégorie des simplexes est une catégorie test.

Dans le paragraphe 6, on étudie la variante la plus forte de catégorie test, celle
de catégorie test stricte. Dans ce but, on introduit la notion de petite catégorie to-
talement asphérique, caractérisée par plusieurs conditions équivalentes, une catégorie
test stricte étant une catégorie test qui est totalement asphérique. On constate que
la plupart des exemples de catégories test du paragraphe précédent sont en fait des
catégories test strictes, et on présente des exemples de catégories test qui ne sont pas
strictes. On définit le concept de contracteur, cas particulier de catégorie test stricte,
et on démontre que la catégorie des simplexes est un contracteur.

Le paragraphe 7 est consacré a I’étude des foncteurs test. On introduit la notion
de foncteur asphérique d’une petite catégorie vers la catégorie des petites catégories
(notion & ne pas confondre avec celle de foncteur asphérique entre petites catégories),
et on en donne plusieurs caractérisations. On en déduit les notions de foncteur test
faible, de foncteur test local et de foncteur test, ainsi que des caractérisations de
ces foncteurs. On présente plusieurs exemples de foncteurs test, dont I’inclusion de
la catégorie des simplexes dans la catégorie des petites catégories, ce qui permet
de retrouver la théorie du foncteur nerf. Enfin, on montre que la sous-catégorie de la
catégorie des simplexes, ayant les mémes objets, et comme morphismes les applications
strictement croissantes, est une catégorie test faible, mais n’est pas une catégorie test.

Dans le paragraphe 8, on introduit la notion de décalage sur une petite catégorie, ce
qui permet de donner d’autres exemples de catégories test. En particulier, on démontre
que la catégorie cellulaire de Joyal est une catégorie test stricte.

Le deuxiéme chapitre est consacré au concept de localisateur fondamental (version
renforcée de la notion de localisateur fondamental faible). Dans le premier paragraphe,
on introduit ce concept, et on présente plusieurs définitions équivalentes. On démontre
que la catégorie homotopique correspondante admet des produits finis, des sommes
finies, et que le foncteur de localisation y commute.
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Dans le deuxieme paragraphe, on rappelle la “construction de Grothendieck”, as-
sociant a un foncteur, a valeurs dans la catégorie des petites catégories, une catégorie
cofibrée, qui est la “2-limite inductive” de ce foncteur. Dans le paragraphe suivant,
on utilise cette construction pour prouver que pour tout localisateur fondamental,
I'image directe d’une équivalence faible de préfaisceaux par un monomorphisme est
une équivalence faible, et que la classe formée des équivalences faibles de préfaisceaux,
qui sont des monomorphismes, est stable par images directes et composés transfinis.
Dans le dernier paragraphe de ce chapitre, on montre que les catégories filtrantes sont
asphériques, et que tout localisateur fondamental est stable par limites inductives
filtrantes.

Dans le troisieme chapitre, on présente certains aspects élémentaires de la théorie
de 'homotopie dans la catégorie des petites catégories. Le premier paragraphe est
consacré aux extensions de Kan homotopiques a gauche relatives a un localisateur
fondamental arbitraire, et leur construction a I'aide des catégories cofibrées. On ob-
tient une caractérisation des équivalences faibles en termes de colimites homotopiques,
et un critere d’asphéricité pour les foncteurs, en termes d’extensions de Kan homoto-
piques a gauche.

Dans le second paragraphe, on introduit la notion de foncteur propre, ainsi que la
notion duale de foncteur lisse, en adoptant une définition élémentaire ne faisant pas in-
tervenir des extensions de Kan homotopiques. On démontre des propriétés de stabilité,
et on en donne plusieurs caractérisations. En utilisant les propriétés des morphismes
propres, on trouve une nouvelle caractérisation des morphismes coasphériques. Enfin,
on démontre des théoremes de changement de base, pour les morphismes propres ou
lisses, analogues a ceux de la géométrie algébrique.

Notations

Les notations suivantes seront utilisées librement, sans autre explication. Pour toute
catégorie C, on notera Ob(C) la classe des objets de C, FI(C) la classe des fleches, ou
morphismes, de C, et C° la catégorie opposée. Si ¢, ¢ sont deux objets de C, I’en-
semble des morphismes de ¢ vers ¢’ sera noté Homg(c, ¢’). Si D désigne une deuxieme
catégorie, on notera Hom(C, D) la catégorie des foncteurs de C vers D. Si F': C — D
est un foncteur admettant une limite inductive (resp. projective), lim F* (resp. lim F)
désignera un objet de D représentant cette limite. Pour toute petite catégorie A, on
notera A la catégorie Hom(A°, Ens) des préfaisceaux sur A & valeurs dans la catégorie
des ensembles Ens. Pour tout ensemble F, le cardinal de E sera noté card(E).



CHAPITRE 1

LA THEORIE DES CATEGORIES TEST

1.1. Les localisateurs fondamentaux faibles

1.1.1. — Soit M une catégorie. On dit qu'une partie W de FI(M) est faiblement

saturée si elle satisfait aux conditions suivantes :

FS1 Les identités sont dans W.

FS2 Si deux des trois fleches d’un triangle commutatif sont dans W, il en est de
méme de la troisieme.

FS3 Sii: X' — X et r: X — X’ sont deux morphismes de M tels que ri = 1x,
et si ir est dans W, il en est de méme de r (donc aussi de i, en vertu de FS1
et FS2).

Il résulte de FS1 et FS3 que les isomorphismes sont dans W.

On dit qu'un morphisme v : A — B de M est universellement dans W si :
(i) w est quarrable (autrement dit, pour tout morphisme B’ — B, le produit fibré
B’ xp A est représentable dans M) ;
(ii) pour tout carré cartésien

AA——A
B '—— B J
le morphisme v’ est dans W.

1.1.2. — Notons Cat la catégorie des petites catégories, et e un objet final de Cat
(une catégorie ayant un seul objet, et I'identité de cet objet comme seul morphisme).
On appelle localisateur fondamental faible une partie W de FI(Cat) satisfaisant aux
conditions suivantes :

La La partie W de FI(Cat) est faiblement saturée.
Lb Si A est une petite catégorie admettant un objet final, alors A — e est dans W.
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Lec Siw : A— B est un morphisme de Cat tel que pour tout objet b de B, le
morphisme u/b: A/b — B/b soit dans W, alors u est dans W.

On rappelle que A/b désigne la catégorie dont les objets sont les couples
(a,p:u(a) —b), ot a est un objet de A et p un morphisme de B, un mor-
phisme de (a,p) dans un deuxieme objet (a’,p’) de A/b étant une fleche f: a — a’
de A telle que p = p’u(f). Le morphisme u/b est le foncteur induit par w.

Les éléments de W sont appelés des W-équivalences, ou des équivalences faibles.
On dit qu'un morphisme u : A — B de Cat est W-asphérique, ou plus simplement
asphérique, si pour tout objet b de B, u/b: A/b — B/b est une équivalence faible.
La condition (Lc) ci-dessus peut donc s’énoncer : un morphisme asphérique de Cat
est une équivalence faible. On dit qu’une petite catégorie A est W-asphérique, ou
plus simplement asphérique, si le foncteur A — e est asphérique, ou de fagon équi-
valente une équivalence faible. La condition (Lb) affirme donc qu’une petite catégorie
admettant un objet final est asphérique.

Dans la suite, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental faible W.

Proposition 1.1.8. — Soit u: A — B un morphisme de Cat.

(a) Le foncteur u est asphérique si et seulement si, pour tout objet b de B, la
catégorie A/b est asphérique.
(b) Siwu est universellement dans W, alors u est asphérique.

Démonstration. — Pour tout objet b de B, la catégorie B/b admet un objet final
(b,1). 11 résulte donc des conditions (La) et (Lb) que u/b : A/b — B/b est une
équivalence faible si et seulement si A/b — e lest, ce qui prouve l'assertion (a).
L’assertion (b) résulte de 'observation que le carré

A/b—— A

B/b—— B )
ol les fleches horizontales désignent les foncteurs canoniques, est cartésien. O
Proposition 1.1.4. — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(a) A — e est une équivalence faible ;
(b) A — e est asphérique (autrement dit, A est asphérique) ;
(¢c) A — e est universellement dans W.

Démonstration. — L’équivalence de (a) et (b) est évidente. L'implication (¢) = (b)
résulte de la proposition 1.1.3, (b). Montrons que (a) implique (¢). Il s’agit de mon-
trer que pour toute petite catégorie B, la deuxiéme projection A x B — B est une
équivalence faible. En vertu de (Lc) et de la proposition 1.1.3, (a), il suffit de montrer
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que pour tout objet b de B, la catégorie (A x B)/b est asphérique. Or, on a un isomor-
phisme de catégories (Ax B)/b ~ Ax(B/b), et comme par hypothese A est asphérique,
il suffit, en vertu de (La), de montrer que la premiére projection A x B/b — A est une
équivalence faible. En vertu de (Lc) et de la proposition 1.1.3, (a), il suffit donc de
montrer que pour tout objet a de A, la catégorie (A x B/b)/a est asphérique. Comme
on a un isomorphisme (A x B/b)/a ~ A/a x B/b, cela résulte de (Lb), puisque la
catégorie A/a x B/b admet un objet final. O

Corollaire 1.1.5. — Le produit de deux petites catégories asphériques est une
catégorie asphérique.

Démonstration. — Soient A et B deux petites catégories asphériques. En vertu de
la proposition 1.1.4, la deuxiéme projection A x B — B est une équivalence faible,
donc par (La), A x B — e est une équivalence faible, ce qui prouve le corollaire. [

Corollaire 1.1.6. — Sotent w : A— B, v : A" — B’ deux morphismes
asphériques de Cat. Alors le foncteur u x v’ : A x A’ — B x B’ est asphérique.

Démonstration. — 11 s’agit de montrer que pour tout objet (b,b') de B x B’, la
catégorie (A x A’)/(b,b") est asphérique. Or, (A x A")/(b,V’) est canoniquement iso-
morphe a (A/b) x (A’/b'), et par hypothese, A/bet A’/b’ sont asphériques. L’assertion
résulte donc du corollaire 1.1.5. O

Lemme 1.1.7. — Soit A% B - C un couple de morphismes composables de Cat.
Si u est asphérique, pour tout objet ¢ de C, le morphisme u/c : A/c — B/c induit
par u est asphérique.

Démonstration. — On vérifie aussitét que pour tout objet (b, p : v(b) — ¢) de B/c, la
catégorie (A/c)/(b,p) est canoniquement isomorphe & A/b, qui est asphérique puisque
u est asphérique, ce qui prouve que u/c est asphérique. ]

Proposition 1.1.8. — Soit A -5 B - C un couple de morphismes composables
de Cat. Si u est asphérique, vu est asphérique si et seulement si v [’est.

Démonstration. — Pour tout objet ¢ de C, on a un triangle commutatif

A/04>B/c

vux /C
C/e
et, en vertu du lemme 1.1.7, u/c est asphérique et en particulier une équivalence

faible (Lc¢). On en déduit (La) que v/c est une équivalence faible si et seulement si
vu/c Vest, ce qui prouve que v est asphérique si et seulement si vu lest. O
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Proposition 1.1.9. — Soitu : A — B un morphisme de Cat. Si u admet un adjoint
a droite, alors u est asphérique.

Démonstration. — Si v : B — A désigne un adjoint & droite de u, la bijection fonc-
torielle

Homp(u(a),b)) ~ Hom4(a,v(b)), a € Ob(A), b€ Ob(B),

implique que pour tout objet b de B, la catégorie A/b est isomorphe a la catégorie
A/v(b) qui admet un objet final. On en déduit que A/b est asphérique, ce qui prouve

la proposition. O
Corollaire 1.1.10. — Une équivalence de petites catégories est asphérique.
Corollaire 1.1.11. — Une petite catégorie A admettant un objet initial est
asphérique.

Démonstration. — Soient p, : A — e I'unique foncteur de A vers 'objet final de

Cat, et s, : e — A le foncteur associant a I'unique objet de e un objet initial de A.
On vérifie aussitét que p, est un adjoint a droite de s,. On en déduit que s, est
asphérique (1.1.9), donc une équivalence faible (Lc). Comme p 45,4 = 1., il résulte de
(La) que p, est une équivalence faible, ce qui prouve I’assertion. O

1.1.12. — On dit qu'un morphisme u : A — B de Cat est localement VW-asphérique,
ou plus simplement localement asphérique, si pour tout objet a de A, le morphisme

AJa — B/b b=u(a) ,
induit par u est asphérique.

Exemples 1.1.13. — a) Un foncteur asphérique pleinement fidele est localement
asphérique.

b) Pour toute petite catégorie C, le foncteur C' — e est localement asphérique.

Proposition 1.1.14. — a) Soit u : A — B un morphisme de Cat. Pour que u soit
localement asphérique, il faut et il suffit que pour tout objet b de B, le foncteur
u/b: AJb — B/b, induit par u, le soit.

b) Soit A B+ C un couple de morphismes composables de Cat. Siu et v sont
localement asphériques, il en est de méme de vu.

c) Soient u: A — B, u' : A’ — B’ deux morphismes localement asphériques de
Cat. Alors le foncteur u x u' : A x A’ — B x B’ est localement asphérique.

Démonstration. — La premiere assertion est immédiate, la deuxieme résulte de la
proposition 1.1.8, et la troisieme du corollaire 1.1.6. [
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1.1.15. — Soit u : A — B un foncteur. On rappelle que la fibre de u au-dessus d’un
objet b de B est la sous-catégorie (non pleine) Ay, de A dont les objets sont les objets
a de A tels que u(a) = b, et dont les morphismes sont les fleches f de A telles que
u(f) = 1p. Soit ¢ : @ — a’ un morphisme de A. On dit que c est cocartésien (relative-
ment & u, ou au-dessus de B) si pour tout morphisme f : a — a” tel que u(f) = u(c),
il existe un unique morphisme g : a’ — a” tel que u(g) = 1) et f = gc.

/
a—>a/

c

a/

/

1+~
|9
|

On dit que u est une précofibration si pour tout morphisme p : b — b’ de B, et
tout objet a de A au-dessus de b (u(a) = b), il existe un morphisme cocartésien
¢:a—a au-dessus de p (u(c) = p). On dit que u est une cofibration si u est une
précofibration, et si le composé de deux morphismes cocartésiens composables de A
est un morphisme cocartésien.

Dualement, on dit qu'un morphisme de A est cartésien (relativement & u, ou au-
dessus de B) si le morphisme correspondant de A° (catégorie opposée de A) est co-
cartésien (relativement & u® : A° — B°). On dit que le foncteur u est une préfibration
(resp. une fibration) si le foncteur u® est une précofibration (resp. une cofibration).

Lemme 1.1.16. — Un foncteur u : A — B est une précofibration si et seulement
st pour tout objet b de B, le foncteur canonique A, — A/b, associant d un objet a de
la fibre Ay de u au-dessus de b Uobjet (a,1p) de A/b, admet un adjoint d gauche.

La démonstration est laissée au lecteur.

Proposition 1.1.17. — Soit u: A — B un morphisme de Cat, et supposons que u
soit une précofibration. Pour que le foncteur u soit asphérique, il faut et il suffit que
pour tout objet b de B, la fibre Ay de u au-dessus de b soit asphérique.

Démonstration. — En vertu du lemme précédent, pour tout objet b de B, le foncteur
ip - Ab — A/b
a > (a,1p)

admet un adjoint a gauche

Il résulte alors de la proposition 1.1.9 que le foncteur j, est asphérique, donc qu’il est
une équivalence faible, ce qui prouve la proposition. O
1.1.18. — Soit A une catégorie. On définit une catégorie S(A) comme suit :

Ob(S(A4)) =FI(A) ,
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et si f:a—bet f':a — 1 sont deux objets de S(A), 'ensemble Homg(4(f, f')
est formé des couples (g,h), g:a —a, h:b— 1, tels que le diagramme :

f
aq ———

b
, | J'=hfg

9
a —
soit commutatif. L'identité de f est définie par 1; = (1,4,1;), et si
(g.h): f— " et (g R):ff — [
sont des morphismes de S(A),
(g',h") o (9,h) = (g9, h'h)
On définit deux foncteurs :

Aot S(A) A4

en posant pour tout objet f de S(A),

sA(f) = source de f comme morphisme de A,

ta(f) =but de f comme morphisme de A,
et pour tout morphisme (g, h) de S(A),

salg:h) =g ,  talg,h) =

On vérifie aussitot que

I:5(4) — S(A°)

fr—1f, f€0b(5(4)),
(g9, h) — (h,g) (9,h) € FI(S(A)) ,

définit un isomorphisme de catégories tel que

Spol =ty et tacl = s4

Lemme 1.1.19. — Pour toute catégorie A, les foncteurs sx : S(A) — A° et
ta:S(A) — A sont des cofibrations.

Démonstration. — Montrons que t4 est une cofibration. Soient h : b — b’ un mor-
phisme de A, et f: a — b un objet de S(A) tel que t4(f) = b. Notons h.(f) 'objet
he(f) =hf:a—V de S(A), et ¢(h, f) le morphisme c(h, ) = (14,h) : f — he(f)
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de S(A).

G g
fl th e(h f) < f— 1*(f)
b—"s

On a ta(c(h, f)) = h, et on vérifie aussitdt que le morphisme c(h, f) est cocartésien
(relativement & t4), ce qui prouve que t4 est une précofibration. En remarquant que
pour tout morphisme A’ : ¥ — b’ de A, on a

(Wh)(f) = W'hf =R (he(f))
et
(W he(F))elhs £) = (Las W) (Las B) = (Lo, W) = (W', f)
on en déduit que t4 est une cofibration.
En appliquant ce qui précede a la catégorie opposée, on en déduit que s4 = taol

est aussi une cofibration, ce qui prouve le lemme. O

Lemme 1.1.20. — Pour toute petite catégorie A, les foncteurs sy : S(A) — A° et
ta:S(A) — A sont asphériques.

Démonstration. — On vérifie aussitot que les fibres de s et t4 admettent un objet
initial. L’assertion résulte alors du corollaire 1.1.11, du lemme 1.1.19 et de la propo-
sition 1.1.17. O
1.1.21. — Soit u: A — B un foncteur. On en déduit un foncteur
S(u) : S(A) — S(B)
fr=ulf) f€0b(S(4)) ,
(9:h) — (u(g),u(h)) (9.h) € FI(S(A4)) ,

rendant commutatif le diagramme suivant :
Ao 5(4) s 4
(1.1.21.1) u® lS(u) \J/u
B4 S(B) B
B
Proposition 1.1.22. — Soient u : A — B un morphisme de Cat, et u® : A° — B°
le foncteur opposé. Alors u est une équivalence faible si et seulement si u° [’est.

Démonstration. — Considérons le diagramme commutatif 1.1.21.1 ci-dessus. En vertu
du lemme 1.1.20 et de (Lc), les morphismes ¢4, tp, s4 et sp sont des équivalences
faibles. En utilisant la propriété de saturation (La), on en déduit que u est une
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équivalence faible si et seulement si S(u) l'est, et S(u) est une équivalence faible
si et seulement si u® l'est, ce qui prouve la proposition. O

Corollaire 1.1.23. — Soit A une petite catégorie. Alors A est asphérique si et seule-
ment si la catégorie opposée A° l’est.

Corollaire 1.1.24. — Soit u : A — B un morphisme de Cat, et supposons que u
soit une préfibration et que pour tout objet b de B, la fibre Ay, de u au-dessus de b
soit asphérique. Alors u est une équivalence faible.

Démonstration. — Par définition, u étant une préfibration, le foncteur u® : A° — B°
est une précofibration, et comme pour tout b € Ob(B), (A°), = (Ap)°, Passertion
résulte du corollaire 1.1.23, de la proposition 1.1.17, de (Lc¢) et de la proposition
1.1.22. O

Remarque 1.1.25. — La situation parait dissymétrique. Cela vient du fait qu’on a
privilégié les foncteurs asphériques, ce qui correspond a privilégier la cohomologie par
rapport a I’homologie. Pour rétablir la symétrie, il suffit d’introduire la notion de fonc-
teur coasphérique. On dit qu’un morphisme v : A — B de Cat est W-coasphérique,
ou plus simplement coasphérique, si le morphisme u® : A° — B° est asphérique.
Pour tout objet b de B, notons b\A la catégorie dont les objets sont les couples
(a,p:b— u(a)), ol a est un objet de A et p un morphisme de B, un morphisme de
(a, p) vers un deuxieme objet (a’,p’) de b\ A étant un morphisme f : a — a’ de A tel

que le triangle
b
VN
u(a) T) u(a’)

soit commutatif. On a un isomorphisme canonique A°/b ~ (b\A)°, et le foncteur
b\u:b\A — b\B
induit par u, s’'identifie au foncteur
(u®/b)° : (A°/b)° — (B°/b)°

Il résulte alors de la proposition 1.1.22 (resp. du corollaire 1.1.23 et de la proposition
1.1.3, (a)) que u : A — B est coasphérique si et seulement si, pour tout objet b de
B, le foncteur b\u : b\ A — b\ B est une équivalence faible (resp. la catégorie b\ A est
asphérique). En vertu de (Lc) et de la proposition 1.1.22; un foncteur coasphérique
est une équivalence faible. En vertu de la proposition 1.1.9, un foncteur admettant
un adjoint & gauche est coasphérique. Enfin, il résulte de la proposition 1.1.17 et du
corollaire 1.1.23 que si u est une préfibration, alors u est coasphérique si et seulement

s’il est a fibres asphériques. On dit qu'un morphisme v : A — B de Cat est colocale-
ment YW-coasphérique, ou plus simplement colocalement coasphérique, si le morphisme
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u® : A° — B° est localement asphérique. Le foncteur u est colocalement coasphérique
si et seulement si pour tout objet a de A, le foncteur a\A — u(a)\B, induit par v,
est coasphérique.

1.1.26. — Soit A une catégorie. On rappelle qu'un crible de A est une sous-catégorie
pleine U de A, telle que pour tout morphisme o’ — a de A, si a est un objet de U, il
en est de méme de a’. Un cocrible de A est une sous-catégorie pleine F' de A telle que
F° soit un crible de A°, autrement dit, telle que pour tout morphisme a — a’ de A, si
a est un objet de F', il en est de méme de a’. Si A; désigne la catégorie correspondant
a l'ensemble ordonné {0 < 1}, alors pour tout foncteur u : A — Ay, u=1(0) (resp.
u~1(1)) est un crible (resp. un cocrible) de A, et I'application :

ut— u~H(0) (resp. ur—u (1))

établit une bijection de la classe des foncteurs de A vers Ay sur celle des cribles (resp.
cocribles) de A.

Proposition 1.1.27. — Soient A une petite catégorie, et Uy, Uy deux cribles de A
tels que A = Uy UUs. Alors si Uy, Us et Uy NUs sont asphériques, il en est de méme
de A.

Démonstration. — Se donner un crible de A équivaut a se donner un foncteur
A — Aq, le crible étant 'image réciproque de 0. La donnée des cribles Uy et Uy de
A équivaut a la donnée d’un foncteur A — A; x Ay, et dire que A est la réunion des
cribles Uy et Us équivaut a dire que ce foncteur se factorise par la sous-catégorie

(0,1)

s

B=1{ (0,0

(1,0)

de Ay x Ay, et alors Uy ~ A/(0,1), Uy ~ A/(1,0) et Uy NU ~ A/(0,0). L’hypothese
que Uy, Us et U; N Uy sont asphériques implique donc que le foncteur A — B est
asphérique. Comme B admet un objet initial, il résulte du corollaire 1.1.11 que B
est asphérique. Il résulte alors de (Lc) et (La) que A est asphérique, ce qui prouve la
proposition. O

Corollaire 1.1.28. — Soient A une petite catégorie, et Fy, Fy deuz cocribles de A
tels que A = Fy U Fy. Alors si Fy, Fy et Iy N Fy sont asphériques, il en est de méme
de A.

Démonstration. — Le corollaire résulte, en vertu de 1.1.23, de la proposition 1.1.27,
appliquée a la catégorie opposée A°. O
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Exemple 1.1.29. — La classe FI(Cat) de toutes les fleches de Cat est un localisateur
fondamental faible appelé localisateur fondamental trivial. On dit qu’un localisateur
fondamental faible W est non trivial st W # FI(Cat).

Proposition 1.1.30. — Si le localisateur fondamental faible W n’est pas trivial,
alors toute catégorie asphérique est non vide.

Démonstration. — En effet, supposons que la catégorie vide & soit asphérique. Pour
toute petite catégorie C, le carré

g—rJ

| ]

C——e

étant cartésien, il résulte de la proposition 1.1.4 que @ — C est une équivalence faible,
ce qui implique que la catégorie C' est asphérique. Ainsi, toute petite catégorie est
asphérique, et on en déduit, par la condition de saturation (La), que tout morphisme
de Cat est une équivalence faible, ce qui contredit la non trivialité de W. O

Exemple 1.1.31. — La partie W,, de FI(Cat) formée du foncteur identique de la
catégorie vide, et de tous les foncteurs de source (donc aussi de but) une catégorie
non vide est un localisateur fondamental faible. On dit qu’un localisateur fondamen-
tal faible W est grossier s’il contient W,.. Il résulte immédiatement de la proposition
1.1.30 que les seuls localisateurs fondamentaux faibles grossiers sont Wy, et le locali-
sateur fondamental trivial FI(Cat).

Exemple 1.1.32. — Soit 7, le foncteur de Cat vers la catégorie des ensembles, as-
sociant & une petite catégorie ’ensemble de ses composantes connexes. Pour toute
petite catégorie A, 'ensemble 7y(A) est le quotient de ’ensemble Ob(A) par la rela-
tion d’équivalence engendrée par la relation

a~a <= Homu(a,d)# @ , a,a’ € Ob(A)

Le foncteur 7, est adjoint a gauche du foncteur associant & un ensemble E la catégorie
discrete correspondante, autrement dit, la catégorie ayant ' comme ensemble d’objets
et les identités de ces objets comme seuls morphismes. En particulier, le foncteur 7,
commute aux limites inductives. On pose

W, = {u € FI(Cat) | my(u) est bijectif }

Alors W, est un localisateur fondamental faible. En effet, les conditions (La) et (Lb)
sont évidentes, et la condition (Lc) résulte de la commutativité du foncteur 7, aux
limites inductives, et de ’observation que pour toute fleche u : A — B de Cat, on a
un isomorphisme canonique

lim A/b—— A |

e

beOb(B)
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ou la limite inductive ci-dessus désigne, par abus de notations, la limite inductive du
foncteur
F,: B —Cat br— A/b

Exemple 1.1.33. — 1l résulte aussitot du théoreme A de Quillen [24] que la partie
Weo de FI(Cat) formée des équivalences faibles usuelles de Cat, autrement dit, des
morphismes de Cat induisant une équivalence d’homotopie des espaces classifiants
correspondants, est un localisateur fondamental faible. On démontre que W, est le
plus petit localisateur fondamental faible [10].

Ezxemple 1.1.34. — Soit n un entier, n > 0. On dit qu’'une fleche de Cat est une
n-équivalence si elle appartient a W,, et si pour tout entier m, 1 < m < n, elle
induit un isomorphisme des m-iémes groupes d’homotopie des espaces classifiants
correspondants, et ceci pour tout choix de point base. Alors si I’on note W, la partie
de Fl(Cat) formée des n-équivalences, W,, est un localisateur fondamental faible [10].

1.2. Les équivalences faibles dans une catégorie de préfaisceaux

Dans ce paragraphe, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental
faible W.

1.2.1. — On se fixe une petite catégorie A. On note Ala catégorie des préfaisceaux
d’ensembles sur A. Pour tout objet a de A, on note aussi a le préfaisceau
x +— Homa(z,a) représenté par a, et on identifie A & une sous-catégorie pleine
de A. On définit un couple de foncteurs :

ig: A—>Cat i* :Cat — A
F+— A/F | C +— (a+ Homeq(A/a, €))

et des morphismes de foncteurs :

€:iqiy — lear n:lz —iqiy
Pour toute petite catégorie C', le foncteur :

eq Al (C)— C
est défini par :
(a, AJa - C)—v(a, 1)
et pour tout préfaisceau F', et tout objet a de A, I’application :
Ngr(a): F(a) — Homeg:(A/a, A/F)

est définie par :

(a5 F)— (AJa=5AJF)
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ou s, est défini par :

(,p:z—a)— (z,sp: 2z — F)

Proposition 1.2.2. — Le couple des foncteurs (i4,i%) est un couple de foncteurs
adjoints (le foncteur i, est adjoint a gauche du foncteur i%y) et les morphismes de
foncteurs

(1.2.2.1) griqihy — lear nilg ——iliy
sont les morphismes d’adjonction.
La démonstration est laissée au lecteur.

1.2.3. — On dit qu’un morphisme de préfaisceaux sur A :
p: F—G
est une équivalence faible, ou une W-équivalence, si le foncteur correspondant :
iAlg) : AJF — AJG
est une équivalence faible. On note Wj la classe des équivalences faibles de A
(1.2.3.1) G =1, (W)

L’ensemble des équivalences faibles de A est une partie faiblement saturée de FI(A\).
On dit qu'un morphisme de préfaisceaux :

p: F—G
est W-asphérique, ou plus simplement asphérique, si le foncteur correspondant :
is(p): AJF — A/G

est asphérique. En vertu de (Le¢) (1.1.2), un morphisme asphérique de préfaisceaux
est une équivalence faible.

Proposition 1.2.4. — Soit ¢ : ' — G un morphisme de préfaisceaux. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :
(a) @ est asphérique;
(b) pour tout objet a de A, et tout morphisme a — G de ﬁ, la catégorie A/(axg F)
est asphérique ;
(c) ¢ est universellement dans W3 (1.1.1).

Démonstration. — Dire que ¢ est asphérique signifie que le foncteur A/F — A/G
est asphérique, autrement dit, que pour tout objet (a, s : a — G) de A/G, la catégorie
(A/F)/(a,s) ~ A/(a xg F) est asphérique (1.1.3), ce qui prouve I’équivalence de (a)
et (b).

Si ¢ est universellement dans W3, en particulier, pour tout morphisme a — G,
avec a objet de A, le morphisme a xg F' — a est dans W3, donc le foncteur
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A/(a xg F) — A/a est une équivalence faible, et comme A/a admet un objet final,
il en résulte que A/(a x¢ F) est asphérique, ce qui prouve (¢) = (b).

Supposons maintenant ¢ asphérique, et soit G’ — G un morphisme arbitraire de
préfaisceaux. Montrons que G’ xg F' — G’ est dans Wj;. Il suffit de montrer qu’il
est asphérique, autrement dit, en vertu de I'implication (b) = (a), que pour tout
morphisme a — G’ de A, Alla xg G' xg F) ~ A/(a xg F) est asphérique, ce qui
résulte de I’asphéricité de ¢ et de I'implication (@) = (). On a donc (a) = (¢). O

1.2.5. — Soit F un objet de A. On dit que F' est W-asphérique, ou plus simplement
asphérique, si la catégorie A/F est asphérique, autrement dit si i 4 (F') est asphérique.
Si F est un préfaisceau représentable, la catégorie A/F admet un objet final, et il
en résulte que F' est asphérique. En vertu de la proposition 1.2.4, un morphisme
u:F—Gde A est asphérique si et seulement si pour tout morphisme a — G de
A\7 avec a objet de A, le préfaisceau a X F est asphérique.

1.2.6. — Pour toute petite catégorie A, on note e; un objet final de A. Considérons
les propriétés :

(a) le préfaisceau F' est asphérique;

(b) le morphisme F' — e est une équivalence faible;

(¢) le morphisme F — ¢ 5 ost asphérique ;

(d) le morphisme F' — e . est universellement dans Wy .
En vertu de la proposition 1.2.4, les conditions (¢) et (d) sont équivalentes, et en
vertu de (Le¢) (1.1.2), ces conditions impliquent la condition (b) qui est, en général,
strictement plus faible. Si la catégorie A n’est pas asphérique aucune des conditions
(b), (¢), (d) n’implique la condition (a). Si A est asphérique, ce qui équivaut a affirmer
que e ; est asphérique, alors les conditions (a) et (b) sont équivalentes (et 'équivalence
de ces conditions pour tout F' équivaut a lasphéricité de A), mais toujours plus
faibles, en général, que les conditions équivalentes (c) et (d). On verra que ces quatre
conditions sont équivalentes si et seulement si A est totalement asphérique (1.6.2). On
dit que F est localement W-asphérique, ou plus simplement localement asphérique,
s’il satisfait aux conditions équivalentes (¢) et (d).

Cette terminologie est justifiée par I'observation suivante : un préfaisceau F' est
localement asphérique si et seulement si, pour tout a € Ob(A), le préfaisceau F|(A/a),
induit par F sur A/a, est asphérique. En effet, on a des isomorphismes canoniques

(A/a)/(F|(A/a)) = Af(a x F) = Af(a x. _F)

Plus généralement, on dit qu’un morphisme ¢ : F' — G de préfaisceaux sur A est
une W-équivalence locale, ou une équivalence faible locale, si pour tout objet a de A,
le morphisme de préfaisceaux

pl(A/a): F|(A/a) — G|(A/a)
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induit par ¢, est une équivalence faible de A/a, autrement dit, si pour tout objet a
de A, le morphisme

lyXxp:axF—axG

est une équivalence faible de A.On remarque qu’un préfaisceau F' sur A est localement
asphérique si et seulement si le morphisme F' — e 4 est une équivalence faible locale.

Proposition 1.2.7. — Soient A une petite catégorie, F' un préfaisceau sur A, et Fy
et Fy deux sous-préfaisceauz de F tels que ' = Fy U Fy. Si les préfaisceaux Fy, Fy et
Fy N Fy sont asphériques, il en est de méme du préfaisceau F .

Démonstration. — 1l s’agit de montrer que la catégorie A/F est asphérique. Par
hypothese, les catégories A/Fy, A/Fy et A/Fy N Fy sont asphériques. Or, A/F; et
A/ F, s’identifient & des cribles de A/F, A/F; N Fy s’identifiant au crible intersection.
L’hypothese F' = Fy U F» implique que A/F est la réunion des cribles A/F} et A/ Fs.
L’assertion résulte donc de la proposition 1.1.27. O

1.2.8. — Soit maintenant u : A — B un morphisme de Cat. On note u* : B-—Ale
foncteur “image réciproque par u”, associant & un préfaisceau F' de B le préfaisceau
F ou de A. Pour tout préfaisceau F' de B, le foncteur u : A — B induit un foncteur

u/F:A/F = A/u*(F) —— B/F
(a, a 2 u*(F)) — (u(a), u(a) = F)

(en considérant, par Yoneda, s comme un élément de v*(F)(a) = F(u(a)) ). On définit
ainsi un morphisme de foncteurs

A=Ay tiqut —ig
en posant A\p = u/F, pour F objet de B.

Proposition 1.2.9. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) w est asphérique;

(b) pour qu'un préfaisceau F de B soit asphérique, il faut et il suffit que le
préfaisceau u*(F) de A soit asphérique ;

(b") si F est un préfaisceau asphérique de §, alors u*(F) est un préfaisceau
asphérique de E,’

(b") pour tout objet b de B, le préfaisceau u*(b) de A est asphérique ;

(c) pour tout préfaisceau F de B, le foncteur A\p : AJu*(F) — B/F est une
équivalence faible ;

(') pour tout préfaisceau F de B, le foncteur Ap : AJu*(F) — B/F est asphérique ;

(c") pour tout objet b de B, le foncteur Ay : A/u*(b) — B/b est une équivalence
faible ;

et si ces conditions sont satisfaites, on a :
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(d) pour qu’un morphisme ¢ de B soit une équivalence faible, il faut et il suffit que
u*(p) soit une équivalence faible de A.

De plus, si A et B sont asphériques, les conditions (a) a (d) sont équivalentes, et

équivalentes a la condition :

(d") sip est une équivalence faible de B, alors u*(p) est une équivalence faible de A.

Démonstration. — L’implication (b) = (b') est évidente, 'implication (b') = (b”)
résulte du fait qu’un préfaisceau représentable est asphérique (1.2.5), 'implication
(b") = (") de La et Lb, (1.1.2), 'implication (¢”) = (¢’) de 'observation que pour
tout préfaisceau F de E, et tout objet (b, b —> F') de B/F, on a des isomorphismes
canoniques (B/F)/(b,s) ~ B/b et (A/u*(F))/(b,s) =~ A/b = A/u*(b), 'implication
(¢") = (¢) de Lc (1.1.2), et 'implication (¢) = (b) de La (1.1.2). Enfin, on remarque
que (c”) est une paraphrase de (a), ce qui prouve I’équivalence des conditions (a)
a ().
L’implication (¢) = (d) résulte de la commutativité du carré

A (F) 2O 40 (@)

B/F ————— B/G )
/ ip(¢) /

pour ¢ : F' — G morphisme de E, et de la condition de saturation La (1.1.2).
Si A et B sont asphériques, montrons l'implication (d’) = (b’). Soit donc

F un préfaisceau asphérique de B. Comme B est asphérique, le morphisme
canonique ¢ : F — e est une équivalence faible de E, et en vertu de (d),
u*(p) ru*(F) — u*(ez) = e; est une équivalence faible de A. Comme A est
asphérique, on en déduit que u*(F') est asphérique. L’implication (d) = (d’) étant
évidente, ceci prouve, sous ’hypothese de asphéricité de A et B, I’équivalence des
conditions (a) & (d’), et acheve la démonstration de la proposition. O

Corollaire 1.2.10. — Soitu : A — B un morphisme localement asphérique de Cat.

(a) Pour tout préfaisceau localement asphérique F de B, u* (F) est un préfaisceau
localement asphérique de A.

(b) Pour toute équivalence faible locale ¢ de B, u*(p) est une équivalence faible
locale de A.

Si de plus le foncteur u induit une surjection sur les objets, alors on a les assertions
sugvantes.

(a') Pour qu’un préfaisceau F de B soit localement asphérique, il faut et il suffit que
le préfaisceau u*(F) de A le soit.

(b") Pour qu’un morphisme ¢ de B soit une équivalence faible locale, il faut et il
suffit que le morphisme u*(p) de A le soit.
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Démonstration. — Le corollaire est conséquence immédiate de la proposition
précédente, et du fait que pour tout préfaisceau F' sur B, et tout objet a de A, on a
un isomorphisme

Ala—— A

u*(F)|A/a ~ (u/a)*(F|B/u(a)) u/{ u
B/u(a) —— B
fonctoriel en F. O

1.2.11. — Soient maintenant A et B deux petites catégories. On définit un foncteur

—

X:AxB —— s AxB
(F,G) = pri(F) x pr3(G)

ou
Ax B

RN
A B

désignent les projections. On vérifie aussitot qu’on a un isomorphisme fonctoriel ca-
nonique :

iang(FRG)=AXx B/JFRG — A/F x B/G =i,(F) x ig(G)
Proposition 1.2.12. — a) Soient F', G des préfaisceaux sur A, B respectivement.

Si F et G sont asphériques (resp. localement asphériques), il en est de méme de FKG.

b) Soient u : F — F', v : G — G’ des morphismes de préfaisceaux sur A, B
respectivement. Si les morphismes u et v sont asphériques, il en est de méme de uXwv.

Démonstration. — La proposition résulte aussitot de ce qui précede et des corollaires
1.1.5 et 1.1.6. [

1.3. Les catégories test faibles

Dans ce paragraphe, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental

faible W.

1.8.1. — Soient M une catégorie, et W une partie de FI(M). On rappelle qu’il
existe (quitte & agrandir 1'univers de base) une catégorie W 1M et un foncteur
v : M — W=LM tel que, pour tout w € W, y(w) soit un isomorphisme de W' M,
et qui soient universels pour cette propriété. Autrement dit, pour tout foncteur
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F : M — M’ tel que, pour tout w € W, F(w) soit inversible, il existe un unique
foncteur F: WM — M’ tel que F = F7.

M— W1\

|

N

M/
On dit que WM est la catégorie des fractions de M relativement ¢ W, ou la
localisation de M par W, et que 7y est le foncteur de localisation. On dit que la
partie W de FI(M) est fortement saturée si W est formée exactement des fleches
qui deviennent inversibles par le foncteur de localisation. On vérifie aussitot qu’une
partie fortement saturée de FI(M) est aussi faiblement saturée (cf. 1.1.1). On dit que

le localisateur fondamental faible W est un localisateur fondamental faible fortement
saturé si la partie W de FI(Cat) est fortement saturée.

1.3.2. — On appelle catégorie homotopique relative au localisateur fondamental
faible W, ou plus simplement catégorie homotopique, et on note Hotyy, ou plus
simplement Hot, la catégorie W~'Cat. On appelle foncteur de localisation canonique
et on note ), ou plus simplement +, le foncteur de localisation v : Cat — Hot.

Si W est le localisateur fondamental trivial (1.1.29), W = Fl(Cat), alors la catégorie
homotopique Hotyy, est équivalente & l'objet final de Cat. Si W = W, (1.1.31),
alors la catégorie Hotyy est équivalente & la catégorie Ay = {0 — 1}. Si W =W,
(1.1.32), alors la catégorie Hotyy est équivalente & la catégorie des ensembles, et le
foncteur de localisation canonique s’identifie au foncteur my. Si W = Wy, est formé
des équivalences faibles usuelles (1.1.33), alors la catégorie Hotyy est équivalente a
la catégorie homotopique usuelle des CW-complexes. Si n est un entier, n > 0, et si
W =W, est formé des n-équivalences (1.1.34), alors la catégorie Hotyy est équivalente
a la catégorie des n-types d’homotopie.

1.3.3. — On appelle W-modélisateur, ou plus simplement modélisateur, un couple
(M, W), ot M est une catégorie et W une partie faiblement saturée de FI(M), tel que
la catégorie des fractions W' M soit équivalente & la catégorie homotopique Hot. Si
(M, W) et (M',W’) sont deux modélisateurs, on dit qu’un foncteur F': M — M’ est

un morphisme de modélisateurs si :
(a) W=F1(W);

(b) le foncteur F : WM — W'~ 'M’, induit par F, est une équivalence de
catégories.

Le couple (Cat, W) est un modélisateur, appelé le modélisateur fondamental.

1.3.4. — On se fixe une petite catégorie A. On rappelle que

iy A—s Cat
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désigne le foncteur canonique :
Fr— A/F
(cf. 1.2.1), et que
Wi =ig (W)
désigne la classe des équivalences faibles de A (cf. 1.2.3). On note Hotyy 4, ou plus
simplement Hot 4, la catégorie des fractions WilA et 74 : A — Hoty le foncteur de
localisation. On dit que A est une W-pseudo-catégorie test, ou plus simplement une
pseudo-catégorie test, si :
(a) A est asphérique;
(b) le foncteur :

iy Hoty = W1'A — W'Cat = Hot
induit par ¢, est une équivalence de catégories.

Proposition 1.3.5. — Si W est un localisateur fondamental faible fortement saturé,
les conditions sutvantes sont équivalentes :

(a) A est une pseudo-catégorie test;
(b) (A, W3) est un modélisateur, et le foncteuri , est un morphisme de modélisateurs
vers le modélisateur fondamental (Cat, W).

Démonstration. — L’implication (a)=-(b) est évidente. Pour montrer I'implication
(b)=(a), il suffit de montrer que la condition (b) implique que A est asphérique,
autrement dit que le foncteur canonique A — e, ou e désigne la catégorie ponctuelle,
est une équivalence faible. Considérons le diagramme commutatif :

~ ia
A—Cat

HOtA T Hot

Le localisateur fondamental faible W étant fortement saturé, il suffit de montrer que
¥(A) — v(e) est un isomorphisme. Or, on a A ~ A/e; = i, (ez), ot e; désigne
I’objet final de A\, et v(A) ~viy(ez) =7474(ez), et comme par hypothese 7, est une
équivalence de catégories, ’assertion résulte du fait que 'image d’un objet final par
une équivalence de catégories est un objet final, et du lemme suivant. O

Lemme 1.3.6. — Soient M wune catégorie, W wune classe de fléches de M, et
Yt M — WM le foncteur de localisation. Si eps est un objet final de M, alors
var(ear) est un objet final de W1 M.

La démonstration est laissée au lecteur.
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1.3.7. — Dans la définition d’une pseudo-catégorie test, on a privilégié le foncteur
i, par rapport & son adjoint & droite % (cf. 1.2.2). De fagon plus symétrique, on
appelle W-catégorie test faible, ou plus simplement catégorie test faible, une petite

-~

catégorie A telle qu’il existe une partie faiblement saturée W de FI(A) telle que :
(a) (A, W) soit un modélisateur ;
(b) i, et % soient des morphismes de modélisateurs

ig: (AW) — (Cat, W) , i :(Cat, W) — (A, W) ;

¢) pour toute petite catégorie C € at), on ait e, € W, et pour tout préfaisceau
tout tit tégorie C' € Ob(Cat iteq €W, et tout préfai

-~

F € Ob(A), on ait ny € W, ou
e ity — lear s nilz —ilig
désignent les morphismes d’adjonction (1.2.2.1).

On remarque que la condition (b) implique en particulier que W = i,* (W) = Wi,
et que W =i 1 (W) = ij‘_l(W;l). En fait, les conditions (a), (b), (¢) ci-dessus sont
largement redondantes.

Lemme 1.3.8. — Soient i : M — M’', j : M' — M un couple de foncteurs ad-
joints,

e — 1y n:ly — gt
les morphismes d’adjonction, et W (resp. W) une partie faiblement saturée de FI(M)

(resp. FI(M")). Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(a) W = i=Y(W'), et pour tout a’ € Ob(M'), le morphisme e, : ij(a') — a’ est

dans W' ;
(a') W' ==Y (W), et pour tout a € Ob(M), le morphisme 0, : a — ji(a) est dans
W

ces deux conditions impliquant la condition :
(b) i(W) Cc W', j(W') CW et les foncteurs :
WM —w M, WM s WM

induits par i et j, sont des équivalences de catégories quasi-inverses l'une de
Uautre, les isomorphismes d’adjonction étant déduits de € et 7.

De plus, si les parties W et W' sont fortement saturées, les conditions (a), (a) et (b)
sont équivalentes.

Démonstration. — Montrons que (a) = (d’). Pour tout a € Ob(M), on a :
Eita) © 1(Ma) = Li(a)

i €i(a
i) < i) = ifa)
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et comme €;,, € W', on en déduit par saturation faible que i(n,) € W', d’oun, € W.
Montrons que W’ = j=Y(W). Soit f’ : @’ — b’ une fleche de M’. On a un diagramme
commutatif :

€.t

ii{a) ——

et comme ¢,,, £, € W, la saturation faible implique que f’ € W’ si et seulement si
ij(f") € W’. Or, par hypothese, on a ij(f’) € W’ si et seulement si j(f’) € W, ce qui
prouve (d’).

L’implication (¢’) = (a) résulte de limplication précédente, appliquée aux
catégories opposées.

Les autres assertions sont évidentes. O
Proposition 1.3.9. — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) A est une catégorie test faible;
(ii) A satisfait auz conditions suivantes :
(a) A est asphérique ;
(b) % (W) C W; (autrement dit i ,i% (W) CW);
(i) pour toute petite catégorie C, le foncteur e :i43% (C) — C' est une équivalence
faible ;
(iii") pour toute petite catégorie C, le foncteur e :i,1%(C) — C est asphérique ;
(iii”) pour toute petite catégorie C ayant un objet final, le préfaisceau i%(C) est
asphérique.
(iii"") pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau i*(C) est asphérique.

Démonstration. — L’implication (i) = (i), (b) est immédiate. Pour démontrer
que (i) = (it), (a), on remarque que la condition (7) implique que le morphisme
€. 1 141% (e) — e est une équivalence faible. Or, ¥ étant un adjoint & droite, il trans-
forme un objet final en objet final. On a donc % (e) ~ e; et i,i%(e) ~ iy (ez) ~ A,
ce qui montre que A est asphérique, et prouve implication (i) = (i7). Montrons
Pimplication (#4) = (iii”"). Soit C' une petite catégorie asphérique. Le morphisme
C — e est une équivalence faible, et en vertu de (ii), (b), il en est de méme de
14959 (C) — i 1% (e) >~ A. 1l résulte donc de (i), (a) et (La), (1.1.2) que % (C) est
un préfaisceau asphérique. L’implication (#ii”’) = (4ii”) résulte de (Lb), (1.1.2),
Iimplication (44") = (4") de I'observation que pour toute petite catégorie C et tout
c € 0b(C), i,4i%(C)/c ~ i,i%(C/c), V'implication (') = (#3) de (Lc), (1.1.2), et
limplication (#77) = (i) du lemme 1.3.8, ce qui prouve la proposition. O
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Remarque 1.3.10. — 1l résulte, en particulier, de la proposition précédente qu’'une
catégorie test faible est une pseudo-catégorie test.

1.4. Segments et homotopie dans une catégorie

1.4.1. — Soit M une catégorie admettant un objet final e,,. On appelle segment de
M un triplet I = (I,0p,01), ou I est un objet de M, et 9y, 01 : e, =2 I des mor-
phismes de M. Si M admet un objet initial @y, on dit qu'un segment I = (1, dy, d1)
est séparant si le morphisme canonique @, — e,, est un noyau de la double fleche
(00,01) : ey =% I. Soient I = (I,09,01) et I' = (I',0{, ;) deux segments de M. On
appelle morphisme de segments de T vers I' un morphisme ¢ : I — I’ de M tel que
0y = pdy et 0] = pd.

1.4.2. — On suppose dans la suite que M admet des produits finis. Soient I =
(I,00,01) un segment de M, et f,g: X —= Y deux morphismes de M. On dit que
f est I-homotope de facon élémentaire a g s’il existe un morphisme h: I x X — Y
tel que f=h(0y x 1x) et g=h(0; x 1x)

IxX

807 '\M X

X h X
Sl
Y

et on dit que h est une I-homotopie de f a g (ou par abus de langage une I-homotopie).
On remarque que 1; est une I-homotopie de 9y & 01 (en identifiant I x e,, & I). Plus

i

généralement, un morphisme de segments ¢ : I = (1,9,01) — I’ = (I',9],0}) est
une I[-homotopie de 9} & 9.

Soit Z un ensemble de segments de M. On appelle relation de Z-homotopie la
relation d’équivalence engendrée par la relation : “il existe un segment I appartenant
a 7 tel que f soit I-homotope a g de fagon élémentaire”. On dit que deux morphismes
sont Z-homotopes (ou I-homotopes si T = {I}) s’ils sont en relation par la relation
de Z-homotopie. Si Z = {(I, dy, d1)}, on dira parfois, par abus de langage, qu’ils sont
I-homotopes.

1.4.3. — On vérifie immédiatement que la relation de Z-homotopie est compatible
a la composition et au produit de morphismes :

a) Si fo,f1: X =Y, go,91 : Y =% Z sont des morphismes de M, et si fy est
Z-homotope a f1 et g9 Z-homotope a g1, alors gg fo est Z-homotope a g1 f1.

b) Si fo,f1: X =Y, fl,f1 : X == Y’ sont des morphismes de M, et si fy est
Z-homotope & f1 et f Z-homotope a f1, alors fy x f est Z-homotope & f1 x fi.
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En vertu de la propriété (a), il existe une catégorie M7 ayant mémes objets que M,
et telle que pour tous objets X et Y, Homys, (X,Y) soit le quotient de I’ensemble
Hom/(X,Y) par la relation de Z-homotopie, la composition dans Mz étant déduite
de celle de M par passage au quotient, ainsi qu’un foncteur Q7 induisant 'identité
sur les ensembles des objets, associant a une fleche de M sa classe de Z-homotopie,
et jouissant de la propriété universelle suivante. Pour toute catégorie M’, et tout
foncteur F' : M — M’ tel que pour tout couple de morphismes Z-homotopes de M,
on ait F(f) = F(g), il existe un foncteur unique F : Mz — M’ rendant commutatif

le triangle :
| N

MI?M’

L’assertion (b) implique que Mz admet des produits finis, et que le foncteur Qr
commute & ces produits.

On dit qu’un morphisme f de M est un Z-homotopisme, ou une Z-équivalence
d’homotopie (ou un I-homotopisme, ou une I-équivalence d’homotopie si T = {I}), si
Qz(f) est un isomorphisme de Mz. On dit qu’un objet X de M est Z-contractile (ou
I-contractile si T = {I}) si Qz(X) est un objet final de Mz, ou de fagon équivalente,
si le morphisme canonique X — e, est un Z-homotopisme. Pour cela, il faut et il
suffit que l'identité de X soit Z-homotope & un endomorphisme constant de X (se
factorisant par I'objet final e, de M). SiZ = {(I, 9y, 01)}, on parlera parfois, par abus
de langage, de I-homotopisme, de I-équivalence d’homotopie, ou d’objet I-contractile.

1.4.4. — On note 7 la classe des segments I = (I,0y,01) de M tels que 9y et Oy
soient Z-homotopes. On a T C Z (cf. 1.4.2), et il résulte de assertion (a) ci-dessus
que la relation de f—homotopie coincide avec la relation de Z-homotopie, et 7 est la
plus grande classe de segments ayant cette propriétié. On a Mz = Mz, Q7 = Q7, et
en particulier, pour qu'un morphisme de M soit un Z-homotopisme, il faut et il suffit
qu’il soit un Z-homotopisme, et pour qu’un objet de M soit f—contractile, il faut et il
suffit qu’il soit Z-contractile.

Si M admet des sommes amalgamées (il suffit des sommes amalgamées sous e, ),
et si les foncteurs produit par un objet respectent les carrés cocartésiens, alors deux
fleches f,g: X == Y de M sont Z-homotopes si et seulement s’il existe un segment
I appartenant a 7 et une I-homotopie de f a g.

Si Z’ est une deuxieme classe de segments de M, la relation de Z-homotopie est
plus fine que celle de Z’-homotopie si et seulement si pour tout segment I = (I, dy, d1)
appartenant & Z, dy et 0; sont Z’-homotopes, autrement dit, si Z C 7 , et alors
un Z-homotopisme est aussi un Z’-homotopisme, et un objet Z-contractile est aussi
T'-contractile.
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1.4.5. — Soient M et M’ des catégories admettant des objets finaux e,,; et e,
respectivement, et F' : M — M’ un foncteur tel que F'(e,,;) = e, . Pour tout segment
I=(1,00,01)de M, (F(I),F(0y), F(01)) est un segment de M’, noté F'(I). Supposons
que M et M’ admettent des produits finis, et que le foncteur F' y commute. Alors si
fyg: X =2 Y sont deux morphismes de M, et h: I x X — Y une I-homotopie de

fag,

F(h): F(I) x F(X) ~ F(I x X) — F(Y)

est une F(I)-homotopie de F(f) & F(g). On en déduit que si Z est une classe de
segments de M, et I’ la classe des segments de M’ formée des segments F(I), pour I
segment appartenant a Z, et si f,g: X —= Y sont deux morphismes Z-homotopes de
M, alors F(f) et F(g) sont Z'-homotopes. Ainsi, en vertu de la propriété universelle de
la catégorie Mz, le foncteur F induit un foncteur F : My — MY, rendant commutatif
le diagramme :

M4F>MI

o o

sz)Mlz
F

En particulier, si f est un Z-homotopisme de M, alors F(f) est un Z’-homotopisme
de M', et si X est un objet Z-contractile de M, F(X) est un objet Z’-contractile de
M.

Lemme 1.4.6 (d’homotopie). — Soient M une catégorie admettant des produits fi-
nis, W une partie faiblement saturée de FI(M), et Z un ensemble de segments de M,
tel que pour tout segment 1 = (I,00,01) appartenant ¢ I, le morphisme canonique
py I —r ey, ot ey, désigne lobjet final de M, soit universellement dans W. St
f,g: X == Y sont deux morphismes T-homotopes de M, alors :

(a) v(f) =~(g), oy : M — W—tM désigne le foncteur canonique de localisation ;

(b) f est dans W si et seulement si g lest;

(c) si f est un isomorphisme, et g un morphisme constant (se factorisant par l’objet
final ey, ), alors le morphisme canonique X — e, (et Y — e, ) est universel-
lement dans W.

Démonstration. — Pour démontrer (a) et (b), on peut supposer qu’il existe un seg-
ment I = (I, 0y, 0;) appartenant a Z, et une I-homotopie h: I x X — Y de f a g, de
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sorte que le diagramme

soit commutatif. Comme le morphisme canonique p; : I — e,, est universellement
dans W, pro =p; x 1x : I x X — X est dans W, et comme

(1.4.6.1) proo (Og X 1x)=1x =proo (01 x 1x)
on a
Y(pr2)y(Go x 1x) = Lyx) = v(pr2)y(01 x 1x) ,
d’ou
V(0o x 1x) = (0 x 1x) ,

ce qui implique que

Y(f) = v(h)v(0o x 1x) = y(h)y(01 x 1x) = v(g) ,

et prouve lassertion (a).

De méme, 'égalité 1.4.6.1 implique, en vertu des conditions FS1 et FS2 de la
saturation, que dy X 1x et 9y X 1x sont dans W. On en déduit que f (resp. g) est
dans W si et seulement si h l'est (condition FS2 de la saturation), ce qui prouve
lassertion (b).

Montrons lassertion (¢). Par hypothese, g = sp, ou p : X — ¢, désigne le mor-
phisme canonique et s : e;; — Y un morphisme de M. Il s’agit de montrer que pour
tout objet T' de M, la deuxieme projection pro = p X 17 : X X T — T est dans W.
Or, en vertu de 1.4.3, (b), f X 17 est homotope & g x 17 = (s X 17)(p X 1), et comme
f est un isomorphisme, il en est de méme de f x 1¢ qui est donc dans W (conditions
FS1 et FS3 de la saturation). Il résulte donc de (b) que (s X 17)(p X 17) est dans W,
et comme (p X 17)(s X 1) = 1, p x 17 est dans W (condition FS3 de la saturation),
ce qui acheve la démonstration. O

Remarque 1.4.7. — Dans la démonstration de 1.4.6, (¢), on utilise pour la premiere
fois de fagon essentielle la condition FS3 de la saturation. Jusqu’a présent, la seule
conséquence utilisée de cette condition (combinée avec la condition FS1) était que les
isomorphismes sont dans W.

Proposition 1.4.8. — Soient M une catégorie admettant des produits finis, W une
partie faiblement saturée de FI(M), et T un ensemble de segments de M, tel que pour
tout segment I = (I,0y,01) appartenant ¢ I, le morphisme canonique p; : I — e,
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ot e,, désigne l'objet final de M, soit universellement dans W. Si X est un ob-
jet Z-contractile de M, alors le morphisme canonique X — e,, est universellement
dans W.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du lemme 1.4.6 (¢). O

1.4.9. — On appelle segment multiplicatif d’une catégorie M admettant des produits
finis, un segment . = (L, Ag, A1) de M, muni d’une loi de composition

A:LxL—1L

admettant A\g comme unité a gauche et A\; comme zéro a gauche, autrement dit, telle
que les diagrammes suivants soient commutatifs

Aox1 A1 x1
ey X L2 L L ey XL Lx L
A A
1r
ey —m8
L M ™ L

En particulier, A est une L.-homotopie de I'identité de L a un endomorphisme constant,
et L est un objet L-contractile de M.

Lemme 1.4.10. — Soient M une catégorie admettant des produits finis, d’objet final
eys W une partie faiblement saturée de FI(M), 1 = (I,0,01) un segment de M tel
que le morphisme canonique I — e,; soit universellement dans W, et (L,A), L =
(L, Ao, A1), un segment multiplicatif. S’il existe un morphisme de segments p : I — L,
alors le morphisme canonique p; : L — e, est universellement dans W.

Démonstration. — Posons h = A(p x 1) : I x L — L

IxL2 -2

On a
h(0o x 1) = Al x 11)(8o x 1) = A(Xo x 1) =1
et
h(01 x 1) = Alp x 11)(01 x 1) = A(M x 1) = Aipy,

autrement dit, 17, et A\;p, sont I-homotopes. Il résulte donc du lemme 1.4.6, (¢) que
pr : L — e, est universellement dans W. O

Remarque 1.4.11. — Voici une démonstration plus conceptuelle de ce lemme. Le
morphisme de segments ¢ définit une I-homotopie de Ag & Ay (cf. 1.4.2), et le segment
LL appartient donc a m (cf. 1.4.4). Comme L est L-contractile (cf. 1.4.9), on en
déduit qu’il est aussi I-contractile (1.4.4), et on conclut par la proposition 1.4.8.
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Exemple 1.4.12. — Soit M une catégorie admettant des limites projectives finies,
un objet initial strict @y (on dit qu’un objet initial est strict si tout morphisme de but
cet objet est un isomorphisme), et un objet de Lawvere L (un objet de M représentant
le préfaisceau X > {sous-objets de X}). Comme &) est un objet initial strict, pour
tout objet X de M, le morphisme canonique @p; — X est un monomorphisme. Si
eyr désigne objet final de M, les monomorphismes 1. = : ey — ey, et Oy — ey
définissent deux morphismes Ag : e); — L et Ay : e), — L, d’ot1 un segment L. =
(L, Ao, A1), appelé segment de Lawvere de M. On remarque que l'intersection des
sous-objets
(X' X, X" X)) — (X' xx X" X)

définit une loi de composition sur L

AiLxL—L

Lemme 1.4.13. — Le segment L est séparant, (L, A) est un segment multiplicatif, et
pour tout segment séparant 1= (I,00,01) de M, il existe un morphisme de segments
¢ : 1T — L (non nécessairement unique).

Démonstration. — Montrons que L est séparant. En effet, supposons que le carré
€M
/‘ \Ao‘
X L
N4
€M

(1.4.13.1)

soit commutatif. Comme les carrés

X ——eéy Y —
(1.4.13.2) 1{ l J l
X ——ey X—— €y

sont cartésiens (le second parce que @y est un objet initial strict), la commutativité
de 1.4.13.1 implique que 1x : X — X et @)y — X représentent le méme sous-objet
de X, autrement dit, que @p; — X est un isomorphisme, ce qui prouve l’assertion.

Pour montrer que Ay (resp. A1) est une unité (resp. un zéro) a gauche pour A,
comme les carrés 1.4.13.2 sont cartésiens, il suffit de remarquer que pour tout objet
X de M, lintersection du sous-objet “plein” (resp. “vide”) de X avec un sous-objet
arbitraire X’ de X est le sous-objet X’ (resp. vide).

Montrons que pour tout segment séparant I = (I, 9y, 1), il existe un morphisme
de segments ¢ : [ — L. Il s’agit de montrer qu’il existe un morphisme ¢ : I — L de
M tel que

(14133) /\0 = <p80 ) /\1 = @81
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Soit ¢ : I — L le morphisme correspondant au sous-objet dy : e); — I de I. Les
égalités 1.4.13.3 résultent alors du fait que les carrés suivants sont cartésiens :

e — fm Gy —Cm

I O S

e g
(le deuxieéme puisque I est séparant). O
Proposition 1.4.14. — Soit M une catégorie admettant des limites projectives fi-

nies, un objet initial strict, et un objet de Lawvere L, et soit W une partie faiblement
saturée de FI(M). Notons ey, un objet final de M. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) Le morphisme canonique L — e,, est universellement dans W ;
(b) il existe un segment séparant 1 = (I,0y,01) de M tel que le morphisme canonique
I — ey, soit uniwersellement dans W .

Démonstration. — La proposition résulte aussitot des lemmes 1.4.13 et 1.4.10. O

Exemple 1.4.15. — Supposons que M = Cat, notons A; la catégorie correspon-
dant & 'ensemble ordonné {0 < 1}, et ey, e; : € =X A; les foncteurs définis par
0 et 1 (correspondant aux cribles “plein” et “vide” de e (cf. 1.1.26)). On vérifie
immédiatement que A; = (Aj,e,,e;) est un segment séparant de Cat, et on re-
marque que si ug,u; : A —X B sont deux fleches de Cat, les Aj-homotopies de ug
a uy correspondent biunivoquement aux morphismes de foncteurs de ug vers u;. On

en déduit facilement que les segments appartenant a {/\A_l/} (cf. 1.4.4) sont exacte-
ment les segments I = (I, 0y, d1) tels que les images de Jy et 0; appartiennent & une
méme composante connexe de I, et que deux fleches up,u; : A —X B de Cat sont
Aj-homotopes si et seulement s’il existe un segment I = (I,0y,01) de Cat, avec I
connexe, et une I-homotopie h : I x A — B de ug & u;. On dira plus simplement que
ug et uy sont homotopes. De méme, on dira qu’une fleche de Cat est un homotopisme,
pour A;-homotopisme, et qu’une catégorie est contractile, pour Ai-contractile.

Proposition 1.4.16. — Si C est une petite catégorie admettant un objet final (ou
initial), alors C' est contractile.

Démonstration. — Soient e~ un objet final de C, s : e — C' le foncteur défini par cet
objet, et p : C' — e le foncteur canonique. On a ps = 1., et si pour tout objet ¢ de C,
o : ¢ — e désigne la fleche canonique, o : 1¢ — sp est un morphisme de foncteurs
qui correspond a une Aj-homotopie de 1¢ a sp, ce qui prouve la proposition. O
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1.4.17. — Le segment A; admet une structure de segment multiplicatif. En effet,
A représente le préfaisceau

C +—— {cribles de C}

sur Cat (1.1.26), et le morphisme de C vers A; se factorisant par e, (resp. e;) cor-
respond au crible plein (resp. vide) de C. On en déduit que la loi de composition
sur A; représentant l'intersection de deux cribles définit une structure de segment
multiplicatif sur A;. Explicitement, cette loi de composition est définie par

Al X Al — Al
(a,b)—a+b—ab, a,be0Ob(A;)={0,1}.
C’est le morphisme qui correspond au crible {(0,0)} de Ay x A;.

Proposition 1.4.18. — Pour tout localisateur fondamental faible VW, une catégorie
contractile est W-asphérique.

Démonstration. — En vertu de Lb (1.1.2), et de la proposition 1.1.4, Ay — e est
universellement dans Y. Comme en vertu de La (1.1.2), W est faiblement saturé, la
proposition 1.4.18 résulte de la proposition 1.4.8. O

1.5. Les catégories test

Dans ce paragraphe, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental
faible W.

1.5.1. — La propriété d’étre une catégorie test faible n’est pas une propriété locale :
si A est une catégorie test faible, la catégorie A/a, pour a objet de A, n’est pas
nécessairement une catégorie test faible, et si A est une petite catégorie telle que pour
tout objet a de A, A/a soit une catégorie test faible, A n’est pas nécessairement une
catégorie test faible. On est ainsi conduit a poser la définition suivante.

Définition 1.5.2. — On dit qu'une petite catégorie A est une W-catégorie test lo-
cale, ou plus simplement une catégorie test locale, si pour tout objet a de A, A/a est
une catégorie test faible. On dit que A est une W-catégorie test, ou plus simplement
une catégorie test, si elle est a la fois une W-catégorie test locale et une WW-catégorie
test faible.

Proposition 1.5.83. — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) A est une catégorie test locale ;
b) pour toute petite catégorie C admettant un objet final, i% (C) est un préfaisceau
A
localement asphérique (cf. 1.2.6) ;
c) pour toute petite catégorie asphérique C, i (C) est un préfaisceau localement
A
asphérique ;
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(d) pour toute équivalence faible u de Cat, i (u) est une équivalence faible locale de
préfaisceaux sur A (cf. 1.2.6).

Démonstration. — On remarque que pour toute petite catégorie C', on a un isomor-
phisme fonctoriel i) (C')[(A/a) ~ @7, ,,(C). La proposition résulte donc de I'équivalence
des conditions (), (i1"), (#1"") et (ii) de la proposition 1.3.9. O

Remarque 1.5.4. — a) Une petite catégorie A est une catégorie test si et seulement
si elle est une catégorie test locale asphérique. En effet, en vertu de la proposition
1.3.9, pour démontrer que sous ces hypotheses A est une catégorie test faible, il suffit
de montrer que pour toute petite catégorie C' ayant un objet final, A/i% (C') — A est
asphérique, ce qui résulte de la proposition 1.5.3. Pour caractériser donc les catégories
test, il suffit de caractériser les catégories test locales.

b) Si A est une catégorie test locale, alors pour tout préfaisceau F' de E’ la catégorie
A/F est une catégorie test locale. En effet, pour tout objet (a,p:a— F) de A/F,
on a un isomorphisme canonique (A/F)/(a,p) =~ A/a. Si de plus F est asphérique, il
résulte de (a) que A/F est une catégorie test.

1.5.5. — Soit A une petite catégorie. On pose Lg = % (A1), ou A; désigne la
catégorie correspondant & ’ensemble ordonné {0 < 1}. On remarque que si F' désigne
un préfaisceau sur A, on a des bijections fonctorielles

Hom ;(F, L) = Hom 3(F, i (A1)) ~ Homea (ia(F), Ar)
= Homea (A/F, Aq) ~ {cribles de A/F} ~ {sous-objets de F'} .
On en déduit que L4 représente le foncteur
F +— {sous-objets de F} ,
autrement dit, que L4 est un objet de Lawvere de A.

Théoréme 1.5.6. — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) A est une catégorie test locale ;
(b) La est localement asphérique ;

(c) il existe un segment séparant I = (I,0,01) de A tel que I soit localement
asphérique.
Démonstration. — Comme A; admet un objet final, implication (a) = (b) résulte

de la proposition 1.5.3. Pour montrer 'implication (b) = (a), supposons que Ly4
soit localement asphérique, autrement dit, que le morphisme canonique Ly — €3,
olt e; désigne I'objet final de /T, soit universellement dans W;. Soit C' une petite
catégorie admettant un objet final. En vertu de la proposition 1.4.16, la catégorie C' est
Aj-contractile, ot A; désigne le segment (Aq,eq,e1) (cf. 1.4.15). Comme le foncteur
%, étant un adjoint a droite, commute aux limites projectives, on en déduit que L 4 :=
(La4,i%(e0), 1% (e1)) est un segment de A, et que i%(C) est L a-contractile (cf. 1.4.5).
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Il résulte donc de la proposition 1.4.8 que le morphisme canonique % (C') — e est
universellement dans W3, autrement dit que % (C) est localement asphérique, ce
qui prouve, en vertu de la proposition 1.5.3, que A est une catégorie test locale.
L’équivalence de (b) et (¢) résulte de la proposition 1.4.14. O

Corollaire 1.5.7. — Soit A une petite catégorie admettant des produits finis. S’il
existe un segment séparant I = (I,09,01) de A tel que I soit représentable, alors A
est une catégorie test.

Démonstration. — Comme A admet des produits finis, elle admet, en particulier, un
objet final e 4, et elle est donc asphérique. Comme le préfaisceau I est représentable,
pour tout objet a de A, le préfaisceau a x I est aussi représentable, donc asphérique
(1.2.5), ce qui implique que le morphisme I — e4 de A est asphérique (1.2.5), au-
trement dit, que le préfaisceau I est localement asphérique (1.2.6). Il résulte donc du
théoreme 1.5.6 que A est une catégorie test locale, et comme elle est asphérique, elle
est une catégorie test (1.5.4, (a)). O

Remarque 1.5.8. — Si A est une petite catégorie admettant un objet final e4, un
segment séparant (I, 9y, d1) de A, tel que I soit représentable, n’est rien d’autre qu'une
double fleche 0y, 01 : e4 =% I de A telle qu'il n’y ait aucun diagramme commutatif

dans A de la forme
€A
N
X I
N
€A .

En particulier, cela exclut I'existence d’un objet initial dans A.

Exemples 1.5.9. — Le corollaire 1.5.7 fournit un grand nombre d’exemples de
catégories test :

a) La catégorie dont les objets sont les ensembles
{0,1,...,n}, n=0,
et dont les morphismes sont toutes les applications entre ces ensembles (catégorie
équivalente & celle des ensembles finis non vides) est une catégorie test.

b) Une petite catégorie équivalente a la catégorie des ensembles ordonnés (ou
préordonnés) finis non vides est une catégorie test.

¢) Une petite catégorie équivalente a celle des catégories finies non vides est une
catégorie test.

d) Plus généralement, soit A une petite sous-catégorie pleine de Cat stable par
produits finis. On suppose :

(i) la catégorie vide n’est pas un objet de A;
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(4) il existe une catégorie ayant au moins deux objets, et qui est un objet de A.
Alors A est une catégorie test. En effet, soit I un objet de A ayant au moins deux
objets distincts eg, e1. Alors les fleches 0y, 01 : e == I, définies par eq, e1, définissent
en vertu de la remarque 1.5.8, un segment séparant de E, et I'assertion résulte du
corollaire 1.5.7. On remarque que les exemples précédents peuvent étre considérés
comme des cas particuliers.

e) La sous-catégorie (non pleine) de la catégorie des ensembles dont les objets sont
les puissances {0,1}"™, n > 0, de ensemble {0, 1}, et les morphismes les applications

¥ = (@17"%@071) : {071}771 — {071}n y  Pit {Oal}m — {071} ’
ou pour tout ¢, 0 < ¢ < n, p; est une projection ou une application constante, est une
catégorie test.

Corollaire 1.5.10. — Soient A une catégorie test locale (resp. une catégorie test),
et B une petite catégorie arbitraire (resp. asphérique). Alors la catégorie A X B est
une catégorie test locale (resp. une catégorie test).

Démonstration. — Soient A une catégorie test locale, B une catégorie arbitraire, et
notons pry : A x B — A la premiere projection. En vertu du théoreme 1.5.6, il existe
un segment séparant I = (I, 9y, 01) de A tel que [ soit localement asphérique. Comme
le foncteur pri : A— Ax B est exact, (pri(I),pri(do),pri(61)) est un segment
séparant de m, et il résulte de la proposition 1.2.12 que pri(I) = I Reg (ot
e désigne l'objet final de é) est localement asphérique. Le théoreme 1.5.6 implique
donc que A x B est une catégorie test locale, ce qui prouve l'assertion relative aux
catégories test locales. L’assertion relative aux catégories test en résulte, grace a la
remarque 1.5.4, (a) et au corollaire 1.1.5. O

Exemple 1.5.11. — Notons A la catégorie des simplexes, sous-catégorie pleine de
la catégorie des ensembles ordonnés dont les objets sont les ensembles

A,={0,1,....,n}, neN,

ordonnés par l'ordre naturel, de sorte que A soit la catégorie des ensembles simpli-
clauz.

~

Lemme 1.5.12. — L’objet Ay de A est localement asphérique.

Démonstration. — Pour montrer que A; est localement asphérique, autrement dit,
que le morphisme A; — ez = Ap de A est asphérique (1.2.6), il suffit, en vertu de
1.2.5, de montrer que pour tout m, m > 0, le préfaisceau A,, x A; est asphérique.
Notons
Ok A1 — A x4, 0<k<m,

le morphisme de A défini par les morphismes

30;@ : Am-‘rl — Am ) QO;@/ : Am-‘rl — Al
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de A, définis par

l 0<I<k, 0, 0<!

o) = pr(l) =
-1, k<l<m+1, 1, k<l<m+1.

N

k.,

Notons Fj le préfaisceau image de ¢;. Comme le morphisme ) est un monomor-
phisme de A, on en déduit que F} est isomorphe & A,, 11, et en particulier, Fj, est
représentable, donc asphérique (1.2.5).

On pose

N
N
IN
3

G=UJ R ., o

oISk
On va montrer
(a) Ay x Ay = Gy
() GpNFrp1~ A, 0<k<m.
La condition (b) impliquera, par récurrence, que pour tout k, 0 < k < m, Gy est
asphérique (car Go = Fj est asphérique, et si Gy est asphérique (pour un entier k,
0 <k <m), Ggy1 = G U Fiy1 est asphérique, en vertu de (b) et de la proposition
1.2.7), et la condition (a) impliquera alors que A, x A; est asphérique.
Or, la condition (a) est immédiate. Pour montrer la condition (b), considérons le
morphisme
Vi A — A x A1, 0<k<m,
de A défini par les morphismes

Wy Ay — Ay v Ay — Ay

de A, définis par

1, k<l<m.

Notons Fj, le préfaisceau image de t;. Comme le morphisme 1, est un monomor-
phisme de A, on en déduit que F} est isomorphe & A,,. D’autre part, on vérifie
aussitot que

F]é:GkﬂFk+1 R 0<k<m,
ce qui prouve la condition (b), et achéve la démonstration. O
Proposition 1.5.13. — La catégorie A est une catégorie test.
Démonstration. — Comme la catégorie A admet un objet final Ay, elle est

asphérique. Pour montrer donc que A est une catégorie test, il suffit, en vertu
de 1.5.4, (a), de montrer qu’elle est une catégorie test locale. Notons

€0, €1 :AO :; Al
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les morphismes définis par
e(0)=0, e(0)=1

En vertu du théoreme 1.5.6, pour montrer que A est une catégorie test locale, il
suffit de montrer que (Aq,eg,e1) est un segment séparant de A, et que Ay est un

objet localement asphérique de A. La premiére assertion résulte immédiatement de
la remarque 1.5.8, et la deuxieme du lemme 1.5.12. O

Exemple 1.5.14. — Si W est le localisateur fondamental trivial (1.1.29), alors toute
petite catégorie est une W-catégorie test. Si W est le localisateur fondamental faible
grossier non trivial Wy, (1.1.31), pour qu’une petite catégorie soit une W, -catégorie
test, il faut et il suffit qu’elle soit non vide. En effet, il résulte aussitot de la proposition
1.1.30 qu'une petite catégorie est WW,,-asphérique si et seulement si elle est non vide,
et ’assertion est donc conséquence immédiate de la proposition 1.5.3.

1.6. Les catégories test strictes

Dans ce paragraphe, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental
faible W.

Proposition 1.6.1. — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont
équivalentes :
(a) pour tous objets a et b de A, le produit axb dans A estun préfaisceau asphérique ;
(a') le produit de deuz préfaisceauz asphériques de A est asphérique ;
(b) le foncteur iy : A —s Cat commute auz produits binaires, & équivalence faible
pres, autrement dit, pour tous préfaisceaux F et G de A\, le morphisme canonique

A/(F xG)— AJ/F x AJG
est une équivalence faible;
(b") pour tous préfaisceaur F et G de A, le morphisme canonique
A/(FxG)— AJ/F x AJG

est asphérique ;
(c) tout préfaisceau représentable de A est localement asphérique ;
(") tout préfaisceau asphérique de A est localement asphérique ;
(d) le foncteur diagonal A — A x A est asphérique.
De plus, si A est non vide, chacune de ces conditions implique que la catégorie A est

asphérique.

Démonstration. — L’implication (a) = (b') résulte de I'observation que pour tous
objets (a,p: a— F) et (b,q : b— G) de A/F et A/G respectivement, on a un
isomorphisme canonique

(A4/(F x @))/((a,p), (b,q)) ~ AJa x b
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L’implication (b") = (b) est évidente, et I'implication (b) = (a’) résulte du corol-
laire 1.1.5. Dire qu'un préfaisceau F' de A est localement asphérique, c’est dire que
pour tout objet a de A, le préfaisceau a x F' est asphérique, ce qui montre I'implica-
tion (a’) = (¢’). Les implications (¢’) = (¢) et (¢) = (a) sont immédiates, ce qui
prouve I’équivalence des six premieres conditions. L’équivalence de (a) et (d) résulte
de lobservation que pour tout objet (a,b) de A x A, on a un isomorphisme canonique
Af(a,b) ~ Aja x b.

Montrons que si A est non vide, ces conditions impliquent que A est asphérique.
Soit a un objet de A. En vertu de la condition (c), le morphisme canonique a — e ; de
g, ol ez désigne I'objet final de g, est asphérique, ce qui implique que le préfaisceau
e; est asphérique, autrement dit que la catégorie A est asphérique. O

Définition 1.6.2. — Soit A une petite catégorie. On dit que A est totalement
W-asphérique, ou plus simplement totalement asphérique, si elle est asphérique, et si
pour tous objets a et b de A, le préfaisceau a x b de A est asphérique.

Remarque 1.6.3. — Une catégorie totalement asphérique est donc une petite
catégorie satisfaisant aux conditions équivalentes de la proposition 1.6.1 et qui est
asphérique, et pour cela il suffit qu’elle soit non vide. En vertu de la proposition
1.1.30, si le localisateur fondamental faible W est non trivial, les catégories totale-
ment asphériques sont exactement les petites catégories non vides satisfaisant aux
conditions équivalentes de la proposition 1.6.1. Si A est une catégorie totalement
asphérique, il résulte de I’équivalence des conditions (a) et (¢’) de la proposition 1.6.1
et de lasphéricité de A qu’un préfaisceau de A est asphérique si et seulement si il est
localement asphérique.

Ezxzemple 1.6.4. — Une petite catégorie admettant des produits finis est totalement
asphérique.
Proposition 1.6.5. — a) Un produit fini de petites catégories totalement asphériques

est une catégorie totalement asphérique.

b) Soit w : A— B un morphisme asphérique de Cat. Si A est totalement
asphérique, il en est de méme de B.

Démonstration. — a) Comme la catégorie ponctuelle e est totalement asphérique, il
suffit de montrer que le produit de deux catégories totalement asphériques A et B est
totalement asphérique. Comme A X B est asphérique (1.1.5), il suffit, en vertu de la
proposition 1.6.1, de montrer que le foncteur diagonal

Aaxp:AXxB—AxBxAxB

est asphérique. Or, ce foncteur est le composé de Ay x Ap (ot Ay : A— AX Aet
Ap : B — B x B désignent les foncteurs diagonaux) et de I'isomorphisme

AXxAXxBxB—AxXxBxAxDB
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permutant les deux facteurs du milieu. Comme A et B sont totalement asphériques,
les foncteurs A 4 et Ap sont asphériques (1.6.1), donc aussi As x Ap (1.1.6), ce qui
prouve l’assertion.

b) Comme u est une équivalence faible et A asphérique, B est aussi asphérique.
Pour montrer qu’elle est totalement asphérique, considérons le diagramme commutatif

A———B

| o

AxA——BxB >
uxXu

ou Ay et Ap désignent les foncteurs diagonaux. Les foncteurs A4 et u X w sont
asphériques, en vertu de 1.6.1 et 1.1.6 respectivement. Comme v est aussi asphérique,
il en est de méme de Ap (1.1.8), ce qui achéve la démonstration (1.6.1). O

Proposition 1.6.6. — Soit A une petite catégorie. On suppose qu’il existe une classe
7T de segments de A telle que pour tout segment 1 = (I,0,0;) de A appartenant a L, le
préfaisceau I soit localement asphérique, et telle que tout préfaisceau représentable soit
T-contractile. Alors A satisfait aux conditions équivalentes de la proposition 1.6.1. En
particulier, si de plus A est non vide ou asphérique, alors A est totalement asphérique.

Démonstration. — En vertu de la proposition 1.4.8, pour tout objet a de A, le
préfaisceau représenté par a est localement asphérique, autrement dit, A satisfait
a la condition (c¢) de la proposition 1.6.1. En vertu de cette méme proposition, si A
est de plus non vide, A est asphérique, donc totalement asphérique, ce qui acheve la
démonstration. O

Définition 1.6.7. — On appelle W-catégorie test stricte, ou plus simplement
catégorie test stricte, une catégorie test totalement asphérique.

Proposition 1.6.8. — Soit A une petite catégorie totalement asphérique. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(a) A est une catégorie test faible;

(b) A est une catégorie test locale ;

(¢) A est une catégorie test;

(d) A est une catégorie test stricte;

(e) il existe un segment séparant 1 = (I,/(?o, 01) de A tel que I soit asphérique ;
)

(f) Vobjet de Lawvere L = i% (A1) de A est asphérique.

Démonstration. — Comme A est totalement asphérique, I’équivalence (¢) < (d) est
tautologique. L’équivalence des conditions (b), (e) et (f) résulte du théoreme 1.5.6
et de la remarque 1.6.3. La catégorie A étant asphérique, 1’équivalence (b) < (¢)
résulte de la remarque 1.5.4, (a). L’implication (¢) = (a) est évidente. Il reste a
prouver I'implication (a) = (b). Soit C une petite catégorie admettant un objet final.
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En vertu de la proposition 1.3.9, le préfaisceau % (C) est asphérique. Comme A est
totalement asphérique, il résulte de la proposition 1.6.1 que % (C) est localement
asphérique. En vertu de la proposition 1.5.3, la catégorie A est donc une catégorie
test locale. O

Corollaire 1.6.9. — Soit A une petite catégorie totalement asphérique. S’il existe
un segment séparant 1 = (1,0y,0:1) de A tel que I soit représentable, alors A est une
catégorie test stricte.

Ce corollaire, qui est conséquence immédiate de la proposition 1.6.8, généralise et
précise le corollaire 1.5.7. Le corollaire suivant généralise et précise 'exemple 1.5.9, (d).

Corollaire 1.6.10. — Soient A wune petite catégorie totalement asphérique, et
i : A — Cat un foncteur pleinement fidéle tel que pour tout objet a de A, la catégorie
i(a) soit non vide. S’il existe un objet a de A tel que la catégorie i(a) posséde au
moins deux objets distincts, alors A est une catégorie test stricte.

Démonstration. — Soit a un objet de A tel qu'il existe deux objets distincts cq et
¢1 de la catégorie C' = i(a). On en déduit un segment séparant (C, 0y, 01) de Cat, ou
0Jp , 01 : e — C sont définis par les objets ¢y, c; de C. Le foncteur

i*: Cat — A C +— (a +— Homeg(i(a), C))

commute aux limites projectives, et comme pour tout objet a de A, la catégorie i(a)
est non vide, il transforme I'objet initial de Cat en 1’objet initial de A. On en déduit
que (*(C),3*(0p),4"(01)) est un segment séparant de A. Comme le foncteur i est
pleinement fidele, on a un isomorphisme *(C') = i*i(a) ~ a dans A, et i*(C) est donc
un préfaisceau représentable. On conclut alors grace au corollaire précédent. O

Corollaire 1.6.11. — a) Soient A une catégorie test stricte, et B une catégorie
totalement asphérique. Alors la catégorie A x B est une catégorie test stricte.

b) Soit u : A — B un morphisme asphérique de Cat. Si A est totalement asphérique
et B une catégorie test locale, alors A et B sont des catégories test strictes.

Démonstration. — L’assertion (a) résulte de la proposition 1.6.5, (a), et du corollaire
1.5.10. Montrons lassertion (b). En vertu de la proposition 1.6.5, (b), B est totalement
asphérique. Elle est donc une catégorie test stricte (1.6.8). On en déduit qu’il existe
un segment séparant (I,9y,0;1) de B tel que I soit un préfaisceau asphérique (1.6.8).
Comme u est asphérique, u*(I) est un préfaisceau asphérique de A (1.2.9), et comme
u* est un foncteur exact, (u*(I),u*(9p), u*(81)) est un segment séparant de A. Donc
A est aussi une catégorie test stricte (1.6.8), ce qui prouve le corollaire. O

Exemple 1.6.12. — Les catégories test des exemples 1.5.9, (a) - (e) sont des
catégories test strictes, car elles admettent des produits finis (1.6.4).
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Lemme 1.6.13. — Tout objet A,, de A est un objet Aq-contractile de E, ou Aq
désigne le segment (Aq,ep,e1) de A (eq et e; étant définis par 0+ 0 et 0+ 1 res-
pectivement).

Démonstration. — Le morphisme
h:A x Ay — Ay,
correspondant a l'application croissante
k i=0
(i,k) — { ) 0<km

m =1

est une Ai-homotopie de I'identité de 4A,, a ’endomorphisme constant de 4A,, défini
par ’application croissante constante

kt—m 0<k<m
ce qui prouve le lemme. O
Proposition 1.6.14. — La catégorie A est une catégorie test stricte.
Démonstration. — Comme A est une catégorie test (proposition 1.?\.13), il suffit de

montrer que A est totalement asphérique. Comme le préfaisceau de A représenté par
Aj est localement asphérique (lemme 1.5.12), cela résulte de la proposition 1.6.6 et
du lemme 1.6.13. O

Ezxemple 1.6.15. — La catégorie A étant une catégorie test, elle est en particulier
une catégorie test locale, autrement dit, pour tout m, m € N, la catégorie A/A,, est
aussi une catégorie test. Néanmoins, si le localisateur fondamental faible W est non
trivial, et sim # 0, la catégorie A/A,, n’est pas une catégorie test stricte. En effet, soit
a; = (Ao, 8; : Ag — Ap,) Pobjet de A/A,, défini par s;(0) =i, 0 < i < m. Comme
m > 1, le produit ag X a,,, dans A//A\m est le préfaisceau vide, objet initial de A//A\m, la
catégorie A/ag X a,, est donc la catégorie vide, et comme le localisateur fondamental
faible W est non trivial, cette catégorie n’est pas asphérique (proposition 1.1.30).

Exemple 1.6.16. — Plus généralement, si A est une catégorie test arbitraire, en
vertu du théoréme 1.5.6, il existe un segment séparant (I, 9, d;) de A tel que I soit
localement asphérique, donc asphérique (puisque A est asphérique). On en déduit
que A/I est une catégorie test (1.5.4, (b)). Néanmoins, si le localisateur fondamental
faible W n’est pas trivial, A/I n’est pas une catégorie test stricte. En effet, les objets
(e4,00) et (ez,01) de AJT ~ Z/\I sont des préfaisceaux asphériques de Z/\I, car
(A/D)/(ez,0:;) ~ AJez ~ A, i = 0,1, mais leur produit dans A/I est le préfaiscean
vide, qui n’est pas asphérique (proposition 1.1.30), ce qui contredit la condition (a’)
de la proposition 1.6.1.
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Définition 1.6.17. — Soit A une petite catégorie non vide, et notons Z 4 ’ensemble
des segments

]I:(I,ao,al) 5 30,(91262 :; I 5

de E, tels que I soit un objet de A. On dit que A est un précontracteur si tout
préfaisceau représentable de A est T-contractile. On dit que A est un W-contracteur,
ou plus simplement un contracteur, si A est a la fois un précontracteur et une catégorie
totalement asphérique. On remarque que la notion de précontracteur (contrairement
a celle de contracteur) est indépendante du choix d’un localisateur fondamental faible.

Ezxemple 1.6.18. — La catégorie vide est un précontracteur. La catégorie ponctuelle
est un contracteur.

Proposition 1.6.19. — Soit A un précontracteur non trivial (non vide, et non
équivalent a la catégorie finale). Alors il existe un segment séparant 1 = (I,0q,01)
de A\, avec I objet de A. Si de plus A est un contracteur, alors A est une catégorie
test stricte.

Démonstration. — Notons Z4 1’ensemble des segments I = (I, 0y, 0;) de A tels que [
soit un objet de A. Soit F' un préfaisceau de A. Si F est non vide, il existe une fleche
a— F de A\, avec a objet de A. Comme a est Z4-contractile, il existe, en particulier,
un morphisme e; — a, d’olt un morphisme e3; — F. On en déduit que si F'C—~ej3
est un sous-objet de e 3, alors I est vide ou égal a e3. En effet, en vertu de ce qui
précede, si I est non vide, il existe une fleche e ; — F', ce qui implique que F'C— e 3
est un isomorphisme. Soit donc I = (I, 8y, d;) un segment appartenant & Z4. Alors
Ker(0p, 01) est vide ou égal a e 5, autrement dit, ou bien le segment I est séparant, ou
bien dy = J;. Si aucun segment de Z4 n’était séparant, la relation de Z4-homotopie
serait donc 1’égalité, et les Z 4 -homotopismes les isomorphismes. Comme les objets
de A sont Z4-contractiles, les objets de A seraient isomorphes & I'objet final, ce qui
est contraire a ’hypothese de non-trivialité de A, et prouve la premiere assertion. La
deuxieme en résulte, grace a la proposition 1.6.8. O

Exzemple 1.6.20. — La catégorie A est un contracteur. En effet, en vertu du lemme
1.6.13, la catégorie A est un précontracteur, et en vertu de la proposition 1.6.14, elle
est totalement asphérique.

Exzemple 1.6.21. — Si W est le localisateur fondamental trivial (1.1.29), alors
toute petite catégorie est une W-catégorie test stricte, et tout précontracteur est un
Wh-contracteur. Si W est le localisateur fondamental faible grossier non trivial W,,
(1.1.31), pour qu'une petite catégorie A soit une W,,-catégorie test stricte, il faut et
il suffit qu’elle soit W,,-totalement asphérique, autrement dit, qu’elle soit non vide,
et que pour tous objets a; et ay de A, il existe un objet a de A, et des fleches a — a,
et a — a, de A (exemple 1.5.14, et proposition 1.6.8). Pour qu’un précontracteur
soit un Wy,-contracteur, il faut et il suffit qu'’il soit non vide. En effet, si A est un
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précontracteur et a;, a, des objets de A, comme a; et ay sont Z4-contractiles, il
existe des fleches e ; — ay, e; — a5 de A, et par suite, pour tout objet a de A, des
fleches a — aq, a — a, de A.

1.7. Les foncteurs test

Dans ce paragraphe, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental
faible W.

Définition 1.7.1. — Soient A une petite catégorie, i : A — Cat un foncteur, et
i*: Cat — A C +—— (a+ Homeg:(i(a), C))

le foncteur correspondant. On dit que i est un foncteur W-asphérique, ou plus sim-
plement un foncteur asphérique, si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(a) pour tout objet a de A, la catégorie i(a) est asphérique;
(b) pour qu'une petite catégorie C soit asphérique, il faut et il suffit que le
préfaisceau i*(C') soit asphérique.

Remarque 1.7.2. — Cette notion de foncteur asphérique, de source une petite
catégorie et a valeurs dans Cat, ne doit pas étre confondue avec la notion de mor-
phisme asphérique de Cat. Le lien entre ces deux notions vient de la proposition 1.2.9
qui affirme (entre autres) qu'un morphisme v : A — B de Cat est asphérique si et
seulement si les préfaisceaux asphériques de B sont exactement ceux dont I'image
réciproque par u est un préfaisceau asphérique de A.

Exemple 1.7.3. — Soit A une catégorie test faible. Alors le foncteur ¢ 4, : A — Cat,
at— A/a, est un foncteur asphérique. En effet, pour tout objet a de A, i,(a) =
A/a admet un objet final, et est donc une catégorie asphérique. D’autre part, en
vertu de la proposition 1.3.9, pour toute petite catégorie C', le morphisme d’adjonc-
tion ¢ 4% (C') — C est une équivalence faible. On en déduit que la catégorie C' est
asphérique si et seulement si le préfaisceau i% (C') l'est, ce qui prouve que le foncteur
i, est asphérique. On remarque que réciproquement, si A est une petite catégorie
telle que le foncteur i, soit asphérique, la proposition 1.3.9 implique que A est une
catégorie test faible.

Lemme 1.7.4. — Soient u : A — B un morphisme de Cat, j : B — Cat un fonc-
teur, et posons i = ju: A — Cat. On suppose que pour tout objet b de B, la catégorie
j(b) est asphérique.

a) Siu est un morphisme asphérique de Cat, le foncteur j : B — Cat est asphérique
st et seulement si le foncteur i : A — Cat [’est.

b) Si le foncteur j est pleinement fidéle et i asphérique, alors u est un morphisme
asphérique de Cat et j un foncteur asphérique.
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Démonstration. — On vérifie immédiatement qu’on a un triangle commutatif

Cat

- N\

B————A

u

(ott “Iétoile en haut” de i et j a un sens légerement différent de celle de u).

a) Si u est asphérique, il résulte de la proposition 1.2.9 qu’un préfaisceau F de
B est asphérique si et seulement si le préfaisceau u*F de A Test. L’équivalence de
I’asphéricité des foncteurs ¢ et j résulte alors immédiatement de la commutativité du
triangle 1.7.4.1.

b) Supposons le foncteur j pleinement fidele et ¢ asphérique. Pour tout objet b de B,
la pleine fidélité de j implique que j*j(b) est isomorphe a b, d’ott u*(b) ~ u*;j*j(b) =
i*j(b). Comme j(b) est une catégorie asphérique et ¢ un foncteur asphérique, u*(b) ~
i*7(b) est un préfaisceau asphérique, ce qui prouve que le morphisme u est asphérique
(1.2.9). 11 résulte alors de (a) que j est un foncteur asphérique, ce qui acheve la
démonstration. O

1.7.5. — Soient A une petite catégorie, i : A — Cat un foncteur tel que pour tout
objet a de A, i(a) soit asphérique, Ay une catégorie test faible, et B une petite sous-
catégorie pleine de Cat contenant i(A) et i, (Ao), et formée de catégories asphériques.
Les foncteurs i et 7 4 se factorisent par I, et on obtient ainsi un diagramme commutatif

A—2 B+ A,

(L.7.5.1) \ fj/

Cat .

Comme Ag est une catégorie test faible, i, est un foncteur asphérique (1.7.3), et
il résulte du lemme 1.7.4, (b) que up est un morphisme asphérique de Cat, et j un
foncteur asphérique. En vertu du lemme 1.7.4, (a) et (b), on en déduit que le foncteur i
est asphérique si et seulement si u est un morphisme asphérique de Cat. Le diagramme
commutatif 1.7.5.1 permet de former un “2-diagramme”

Cat
it“o
i
(1.7.5.2) B A“" A,
=
'B
A Tag
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dont les deux triangles supérieurs sont commutatifs, et les deux triangles inférieurs
indiquent simplement les morphismes de foncteurs

Ay tiqu —ig Aug D g,y —> i
définis dans 1.2.8. On en déduit une chaine de morphismes d’endofoncteurs de Cat

)\u*j* . . Auo*j*

€
(1.7.5.3) i i i iay iy —2 s logr

€4, 6tant le morphisme d’adjonction (cf. 1.2.1), et pour toute petite catégorie C, des
morphismes de Cat

o A (T (C)) . Aug (GF(C)) €4, (0)
(1.7.5.4) ’LAZ*(C>M’LB_]*(C)<O—ZAOZAU(C)AO—>C ,
les deux derniers étant des équivalences faibles (A, (7*(C)) en vertu de la proposition
1.2.9, puisque le morphisme ug est asphérique, et € 4, en vertu de la proposition 1.3.9,
puisque Ay est une catégorie test faible). Si i est un foncteur asphérique, A, (5*(C))
est aussi une équivalence faible, car u est alors un morphisme asphérique.

Proposition 1.7.6. — Soient A une petite catégorie, eti: A — Cat un foncteur tel
que pour tout objet a de A, la catégorie i(a) soit asphérique.

(a) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 1 est asphérique;

(ii) pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau i*(C) est
asphérique ;

(iii) A est asphérique, et un morphisme w de Cat est une équivalence faible si
et seulement si i*(w) est une équivalence faible de préfaisceaus ;

(iv) A est asphérique, et pour toute équivalence faible w de Cat, i*(w) est une
équivalence faible de préfaisceaut.

(b) Ces conditions équivalentes impliquent la condition :

(v) *(W) C Wy, et le foncteur v* : W™Cat — Wilg, induit par i*, est un

quasi-inverse a droite du foncteuri, : Wilg — W™1Cat, induit pari 4 ;

et cette condition est équivalente aux précédentes si le localisateur fondamental
faible W est fortement saturé (cf. 1.3.1).

(¢) Si pour tout objet a de A, la catégorie i(a) est, non seulement asphérique,
mais méme contractile, alors les conditions équivalentes (i)-(iv) sont aussi
équivalentes a la condition :

(ii") pour toute petite catégorie contractile C, le préfaisceau i*(C) est
asphérique.

(d) Si pour tout objet a de A, la catégorie i(a) admet méme un objet final e,, alors
les conditions équivalentes (1)- (iv) sont aussi équivalentes a la condition :

(ii"”) pour toute petite catégorie C admettant un objet final, le préfaisceau i*(C)
est asphérique ;
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et si l’on note
it — legt
le morphisme de foncteurs défini par

ac it (C) — O, (a,i(a) = C) > v(eq), C € Ob(Cat), a € Ob(A),

les deux conditions suivantes sont encore équivalentes aux précédentes :
(o) pour toute petite catégorie C, le foncteur ap : i,44*(C) — C est une
équivalence faible ;
(&) pour toute petite catégorie C, le foncteur agn : i,i*(C) — C est
asphérique.

Démonstration. — On choisit une catégorie test faible Ay (par exemple une des
catégories test de ’exemple 1.5.9, ou la catégorie des simplexes A (cf. 1.5.13)). On
note B la sous-catégorie pleine de Cat dont I’ensemble des objets est la réunion de
I'ensemble des images par i des objets de A, et de I'ensemble des images par i,
des objets de Ag, et on désigne par j : BC—Cat I'inclusion. On en déduit ainsi un
diagramme 1.7.5.1, et on peut appliquer les considérations de 1.7.5, puisque B est
formée de catégories asphériques. De plus, on remarque que si pour tout objet a de A,
i(a) est une catégorie contractile (resp. admettant un objet final), alors B est formée
de catégories contractiles (resp. admettant un objet final), puisque pour tout objet
a de Ay, la catégorie i, (a) possede un objet final, et est en particulier contractile
(1.4.16).

Les implications (i) = (i) = (#') = (it"") sont évidentes (1.4.18, 1.4.16). Montrons
limplication (i) = (7). En gardant les notations du diagramme 1.7.5.1, comme j est
pleinement fidéle, pour tout objet b de B, on a un isomorphisme u*(b) ~ u*j*j(b) =
i*(§(b)). Comme j(b) est une catégorie asphérique, il en est de méme, en vertu de
I'hypothese (ii), de u*(b) ~ i*(j(b)). On en déduit que u est un morphisme asphérique
de Cat (1.2.9), et par suite, que 7 est un foncteur asphérique (cf. 1.7.5). En vertu de la
remarque précédente, le méme argument prouve que si pour tout objet a de A, i(a)
est une catégorie contractile (resp. admettant un objet final), alors la condition (ii’)
(resp. (%)) implique la condition (7).

Montrons implication (i) = (#4). Supposons donc que le foncteur i soit
asphérique. En vertu de 1.7.5, pour toute fleche w : C — C’ de Cat, on a un
diagramme commutatif

o o Mg (7O €40 ()
ini*(C) ipd™(C) iy i%, (C) ——— C

(1.7.6.1) m*wl J@j*(w) JiAoimw) Jw

ZAl*(C/) ZAOZZO(C/) W C,
0

Au(37(C))

<7
Aug (37(C"))
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dont les fleches horizontales sont des équivalences faibles. On en déduit que w est
une équivalence faible si et seulement si i,i*(w) Pest, autrement dit si i*(w) est
une équivalence faible de préfaisceaux. Il reste a prouver que A est une catégorie
asphérique, et cela résulte de I'isomorphisme A ~ i ,i*(e).

L’implication (#ii) = (iv) est évidente. Montrons l'implication (iv) = (i). Soit
C une catégorie asphérique. Alors le morphisme C' — e de Cat est une équivalence
faible, et par (i), i%(C) — i%(e) ~ e; est une équivalence faible de préfaisceaux.
Comme A est asphérique, e; est un préfaisceau asphérique, donc % (C) aussi. Ceci
acheve la démonstration des assertions (a) et (c).

Démontrons que les conditions équivalentes (i)-(4) impliquent la condition
(v). Supposons donc ces conditions satisfaites. La condition (i) implique que
i*(W) C Wy . Si l'on note v : Cat — Hot = W~!Cat le foncteur de localisation, le
diagramme commutatif 1.7.6.1, dont les fleches horizontales sont des équivalences
faibles, montre que

C = (24, (@)1 (7 (C)) (A (57(C)))

définit un isomorphisme du foncteur i4 i* et du foncteur identique 1hot. Réciproque-
ment, pour montrer que si le localisateur fondamental faible W est fortement saturé,
la condition (v) implique la condition (iv), il suffit de montrer que la condition (v)
implique alors que A est asphérique. Or, A ~ i ,i*(e), et par hypothese, (i 4i*(e)) =
ix1*(y(e)) est isomorphe & y(e), qui est un objet final de Hot (1.3.6). On en déduit
que y(A) est aussi un objet final de Hot, et que I'image par v du morphisme canonique
A —» e est un isomorphisme. L’hypothese que le localisateur fondamental faible W est
fortement saturé implique alors que A — e est une équivalence faible, ce qui acheve
la démonstration de I'assertion (b).

Il reste & prouver que, sous les hypotheses de (d), les conditions (ii”), («) et
(a’) sont équivalentes (puisque 1’équivalence, sous ces hypotheses, de (i) et (i1”) a
déja été établie). Les implications (o’) = (a) = (#") sont évidentes. L’implication
(i") = (') résulte de l'observation que pour toute petite catégorie C, et tout objet
¢ de C, on a un isomorphisme canonique (i,i*(C))/c ~ i,4i*(C/c). Ceci acheve la
démonstration de la proposition. O

Corollaire 1.7.7. — Soient A une petite catégorie, et i : A — Cat un foncteur
asphérique tel que pour tout objet a de A, la catégorie i(a) admette un objet final.
Si M est une sous-catégorie pleine de Cat telle que le foncteur i,i* : Cat — Cat
se factorise par M, alors (M, W N FI(M)) est un modélisateur, et l'inclusion de M
dans Cat un morphisme de modélisateurs de (M, W N FI(M)) vers le modélisateur
fondamental (Cat, W).

Démonstration. — Comme, en vertu de la proposition 1.7.6, (d), il existe un mor-
phisme de foncteurs o : 7 4i* — 1¢q: tel que pour toute petite catégorie C, le foncteur
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ap 1 i,49%(C) — C soit une équivalence faible, le corollaire résulte aussitot du lemme
suivant. 0

Lemme 1.7.8. — Soient N une catégorie, W une partie faiblement saturée de
FIIN), f : N— N un foncteur, o : f — 1y un morphisme de foncteurs tel que
pour tout objet a de N, o, € W, M une sous-catégorie pleine de N, et ¢ : M — N
le foncteur d’inclusion. On suppose que le foncteur f se factorise par M, de sorte
qu’on ait un triangle commutatif

N\_/N

Alors les foncteurs g et i induisent des équivalences de catégories
G:WTIIN — (WAF(M)™'M et 7: (WNFI(M)™"'M — W™ 'N
quasi-inverses l'une de ['autre.

Démonstration. — Pour toute fleche u : a — o’ de N, on a un carré commutatif

g(u)=f(u)l lu

9(@) = fla) ——r o

Siu € W, comme aq,a, € W, on a par saturation g(u) € W NFI(M), et g induit
un foncteur g: WIN — (W NFI(M))~'M. De méme, comme i(W NFI(M)) C W,
le foncteur ¢ induit un foncteur 7 : (W N FI(M))~tM — W~1N. Le morphisme de
foncteurs o définit un isomorphisme de foncteurs & : 7g — 1y -1, et la restriction de
a a M induit un morphisme de foncteurs  : gi — 1, qui définit un isomorphisme
de foncteurs 3 : g7 — Lwnriar)-1 0 - O

Corollaire 1.7.9. — Soient A une catégorie test faible, et M la sous-catégorie
pleine de Cat dont les objets sont les petites catégories C' localement isomorphes a A,
autrement dit, telles que pour tout objet ¢ de C, il existe un objet a de A tel que les
catégories C/c et A/a soient isomorphes. Alors (M, WNFI(M)) est un modélisateur,
et Uinclusion de M dans Cat un morphisme de modélisateurs.

Démonstration. — On applique le corollaire 1.7.7 au foncteur asphérique
i=1i4:A— Cat |, a+—— Ala

3

(1.7.3), en remarquant que pour tout préfaisceau F de E, la catégorie A/F est loca-
lement isomorphe a A. O
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Corollaire 1.7.10. — Soient A une pseudo-catégorie test, et i : A — Cat un fonc-
teur tel que pour tout objet a de A, la catégorie i(a) soit asphérique. Alors le foncteur
1 est asphérique si et seulement si i* : Cat — A est un morphisme de modélisateurs,
du modélisateur fondamental (Cat, W) vers le modélisateur (A, W3), autrement dit,
st

(@) W=i""'(W3);

(b) le foncteur i* induit une équivalence de catégories :

W Cat — Wilg

Démonstration. — Si le foncteur ¢ est asphérique, en vertu de la proposition
1.7.6, (#ii), on a W = i*_l(Wg), et en vertu de 1.7.6 (v), le foncteur +*, induit par
i*, est un quasi-inverse a droite du foncteur 74, induit par 7. La catégorie A étant
une pseudo-catégorie test, le foncteur 74 est une équivalence de catégories, et il en est
donc de méme de 2*. La réciproque résulte du fait que la condition W = i*fl(Wg)
implique la condition (74) de la proposition 1.7.6, puisque une pseudo-catégorie test
est, par définition, asphérique. O

Ce corollaire justifie la terminologie suivante.

Définition 1.7.11. — On appelle W-pseudo-foncteur test (resp. W-foncteur test
faible), ou plus simplement pseudo-foncteur test (resp. foncteur test faible), un fonc-
teur asphérique dont la catégorie source est une pseudo-catégorie test (resp. une
catégorie test faible). On appelle W-foncteur test local, ou plus simplement fonc-
teur test local, un foncteur i : A — Cat tel que pour tout objet a de A, le foncteur
A/a — Cat, induit par i, soit un foncteur test faible, autrement dit, si A est une
catégorie test locale, et pour tout objet a de A, A/a — Cat un foncteur asphérique.
On dit que le foncteur ¢ : A — Cat est un W-foncteur test, ou plus simplement un
foncteur test, s’il est a la fois un foncteur test local et un foncteur test faible, au-
trement dit, si A est une catégorie test, et les foncteurs A — Cat et A/a — Cat,
a € Ob(A), asphériques.

Ezxzemple 1.7.12. — 11 résulte de 'exemple 1.7.3 que si A est une catégorie test
faible (resp. une catégorie test locale, resp. une catégorie test), alors le foncteur
iy A— Cat, a+> A/a, est un foncteur test faible (resp. un foncteur test local,
resp. un foncteur test).

Théoréme 1.7.13. — Soient A une petite catégorie, i : A — Cat un foncteur tel
que pour tout objet a de A, i(a) soit une catégorie asphérique, et

i*:Cat — A, Cr— (a+> Homeg(i(a),C))

le foncteur correspondant.

(a) Les conditions suivantes sont équivalentes :
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(i) A est une catégorie test locale,® et i est un foncteur test local ;

(ii) pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau i*(C) est locale-

ment asphérique ;

(iil) pour toute équivalence faible w de Cat, i*(w) est une équivalence faible

locale de préfaisceauz (cf. 1.2.6);

(iv) pour tout objet a de A, le foncteur i|A/a : AJa — Cat est asphérique.
De plus, si ces conditions sont satisfaites, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) A est une catégorie test,>) et i un foncteur test;

(2) i est un foncteur asphérique;

(3) A est une catégorie asphérique.

(b) Si pour tout objet a de A, la catégorie i(a) est, non seulement asphérique,
mais méme contractile, alors les conditions équivalentes (i)-(iv) sont aussi
équivalentes aux conditions équivalentes suivantes :

(ii") pour toute petite catégorie contractile C, le préfaisceau i*(C) est locale-

ment asphérique ;
(ii”) pour toute petite catégorie C admettant un objet final, le préfaisceau i*(C')
est localement asphérique ;

(ii"”") i*(A1) est un préfaisceau localement asphérique.

Démonstration. — En vertu de ’équivalence des conditions () et (i) de la proposi-
tion 1.7.6, le foncteur i|A/a : A/a — Cat, a € Ob(A), est asphérique si et seulement
si pour toute petite catégorie asphérique C, i*(C')|A/a est un préfaisceau asphérique,
ce qui prouve I'équivalence des conditions (i) et (iv) du théoreme (cf. 1.2.6). Pour
montrer 1’équivalence des conditions (i) et (i), il suffit donc de montrer que la condi-

tion (é4) implique que A est une catégorie test locale. Pour cela, on peut supposer
que le localisateur fondamental faible YW n’est pas trivial, ce qui implique que pour
tout objet a de A, la catégorie i(a) est non vide (1.1.30). Notons eg,e1 : e =% Ay
les morphismes définis par 0 et 1 respectivement. On remarque que A = (Aq, e, €1)
est un segment séparant de Cat (cf. 1.4.15). D’autre part, le foncteur ¢* commute aux
limites projectives, et comme pour tout objet a de A, i(a) est une catégorie non vide,
i* commute aux objets initiaux. On en déduit que i*(A;) = (i*(A1),i*(e0),i*(e1))
est un segment séparant de A. Comme la condition (it) implique que le préfaisceau
i*(A1) est localement asphérique, il résulte du théoreme 1.5.6 que A est une catégorie
test locale, ce qui démontre 1’équivalence des conditions (¢) et (ii). L’équivalence
des conditions (ii) et (i77) résulte aussitot de celle des conditions (ii) et (iv) de la
proposition 1.7.6.

Supposons que les conditions équivalentes (i)-(iv) de (a) sont satisfaites, et
montrons ’équivalence des conditions (1), (2) et (3). La condition (i) implique

(3)pléonasme volontaire
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en particulier que pour toute petite catégorie asphérique C, i*(C) — e; est une
équivalence faible de préfaisceaux. Si A est une catégorie asphérique, cela implique que
le préfaisceau i*(C') est asphérique. En vertu de la proposition 1.7.6, le foncteur i est
donc asphérique, ce qui prouve U'implication (3) = (2). Comme le foncteur ¢ est déja
par hypothese un foncteur test local, et comme une catégorie test locale asphérique
est une catégorie test (1.5.4, (a)), on en déduit aussi 'implication (3) = (1). L’impli-
cation (1) = (2) étant évidente, et 'implication (2) = (3) résultant de la proposition
1.7.6, cela acheve la démonstration de assertion (a).

Pour montrer assertion (b), on remarque que, sous les hypotheses de (), 'équi-
valence de (i) et (') résulte de la proposition 1.7.6 (c¢), appliquée aux foncteurs
i|A/a: AJa — Cat, a € Ob(A). L'implication (it') = (éi") résulte de la proposi-
tion 1.4.16, et I'implication (#") = (it"") est évidente. Pour montrer I'implication
(it"") = (#'), on remarque que si C' est une catégorie contractile, elle est par définition
A-contractile, o A désigne le segment (Aq, eg, e1). Comme le foncteur i* commute
aux limites projectives, on en déduit que le préfaisceau i*(C) est i*(A1)-contractile,
ot i* (A1) = (i*(A1),4*(eo),i*(e1)) (1.4.5). Comme en vertu de la condition ("), le
préfaisceau i*(A;) est localement asphérique, il en est de méme de i*(C) (1.4.8). Ceci
acheve la démonstration du théoreme. O

Corollaire 1.7.14. — Soient u : A — B un morphisme localement asphérique de
Cat, j : B — Cat un foncteur, et i = ju: A — Cat le foncteur composé.

(a) Sij est un foncteur test local, il en est de méme de i, et en particulier A est
une catégorie test locale.

(b) Sii est un foncteur test local, et si u induit une surjection sur les objets, alors
j est un foncteur test local, et en particulier B est une catégorie test locale.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la caractérisation (i) des
foncteurs test locaux du théoreme 1.7.13, et du corollaire 1.2.10. O

Corollaire 1.7.15. — Soitu : A — B un morphisme localement asphérique de Cat.

(a) Si B est une catégorie test locale, il en est de méme de A.

(b) Si B est une catégorie test, et u une équivalence faible, alors A est une catégorie
test.

(¢c) Si B est une catégorie test stricte, u pleinement fidéle, et A non vide ou
asphérique, alors A est une catégorie test stricte.

Démonstration. — L’assertion (a) résulte aussitdt du corollaire 1.7.14, (a), appliqué
au foncteur test local ip. L’assertion (b) est conséquence immédiate de l’assertion
(a), et de la remarque 1.5.4, (a). En vertu de (a), et de la proposition 1.6.8, pour
prouver (c), il reste & montrer que, sous les hypotheses de (¢), la catégorie A est
totalement asphérique. Le foncteur u étant pleinement fidele, il en est de méme de
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I'adjoint & gauche v, : A — B de u*. On en déduit que pour tout objet a de A, on a
des isomorphismes

a ~u'u(a) ~ u u(a)
Comme la catégorie B est totalement asphérique, le préfaisceau représentable u(a) de
B est localement asphérique (1.6.1), et il résulte du corollaire 1.2.10 que le préfaisceau

u*u(a) ~ a de A est localement asphérique, ce qui acheve la démonstration. O
Corollaire 1.7.16. — Soient A une petite catégorie, i : A — Cat un foncteur tel
que pour tout objet a de A, i(a) soil une catégorie contractile, et

i!:ﬁ%Cat , i*: Cat — A

le couple de foncteurs adjoints correspondant a i, i, étant 'unique (4 isomorphisme
unique pres) foncteur prolongeant i et commutant auz limites inductives. On suppose
que A admet un objet final e, que i(es) = Ao = e, objet final de Cat, et qu’il existe
un segment I = (I,0y,01) de A tel que I soit localement asphérique, et un morphisme
de segments de Cat

@ iI(H) = (i!(1)7i!(80)7i!(61)) — A= (Ahe()?el)

(eo et ey étant définis par 0+ 0 et 0 > 1 respectivement). Alors A est une catégorie
test,(4) et i un foncteur test.

Démonstration. — Comme A admet un objet final, elle est asphérique. En vertu
du théoreme 1.7.13, (a) et (b), il suffit donc de montrer que le préfaisceau i*(A;)
est localement asphérique. Le morphisme ¢ définit par adjonction un morphisme de
segments ¢ : I — * (A1) = (i*(A1),i*(en),3*(e1)) de A. En vertu du lemme 1.4.10,
il suffit donc de montrer que i*(A;) admet une structure de segment multiplicatif.
Comme le foncteur ¢* commute aux limites projectives, cela résulte de 1.4.17. O

Exemple 1.7.17. — Soient A la catégorie test de exemple 1.5.9, (a), sous-catégorie
pleine de la catégorie des ensembles ayant pour objets les ensembles

{0,1,...,n} neN,

et i : A — Cat le foncteur associant a un objet a de A la catégorie associée a I’ensemble
ordonné formé des parties non vides de a, ordonnées par inclusion. Pour tout objet
a de A, la catégorie i(a) est contractile, puisqu’elle admet un objet final (1.4.16),
et le corollaire 1.7.16 montre que 7 est un foncteur test. Considérons, en effet, le
segment ({0, 1}, 0y, 01) de E, 0y et 01 étant définis par 0 — 0 et 0 — 1 respectivement.
Comme A est une catégorie test stricte (1.6.12), les préfaisceaux représentables, et
en particulier celui représenté par {0,1}, sont localement asphériques (1.6.1). Pour
pouvoir appliquer le corollaire, il suffit donc de définir un foncteur

v :0({0,1}) =i({0,1}) — Ay

(4)pléonasme volontaire
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induisant un morphisme de segments. Or,

{0}
’i({O,l}) = {071}
{1} ’

et il suffit donc de définir ¢ par
e({0}) =0,  o({1}) =¢({0,1}) =1

Ezxzemple 1.7.18. — Soit i : A — Cat 'inclusion canonique de la catégorie des sim-
plexes (1.5.11) dans la catégorie des petites catégories. Alors i* : Cat — A est le
foncteur nerf, et i est un foncteur test. En effet, pour tout m, m € N, i(4,,) = 4,,
admet un objet final, et est donc contractile (1.4.16), et en particulier asphérique
(1.4.18). D’autre part, i*(A;) n’est autre que le préfaisceau représenté par A;, et en
vertu du lemme 1.5.12, ce préfaisceau est localement asphérique, et ’assertion résulte
du théoreme 1.7.13, (a) et (b). De plus, le théoréme 1.7.13 implique alors que pour
tout m, m € N, i*(4,,), qui n’est autre que le préfaisceau représenté par A,,, est
localement asphérique, ce qui, en vertu de la proposition 1.6.1, fournit une deuxiéme
démonstration du fait que A est une catégorie test stricte (1.6.14).

Exemple 1.7.19. — Soit A une petite sous-catégorie pleine de Cat formée de
catégories contractiles, stable par produits finis, et telle que A; soit un objet de
A. Alors le foncteur d’inclusion 7 : A — Cat est un foncteur test. En effet, comme
une catégorie contractile est non vide, la catégorie vide n’est pas un objet de A.
La catégorie A est donc une catégorie test stricte (cf. 1.5.9, (d) et 1.6.12). On en
déduit que le préfaisceau i*(A;), qui est représentable (puisque A; est un objet de
A), est localement asphérique (1.6.1), ce qui prouve que ¢ est un foncteur test local
(1.7.13, (b)), donc un foncteur test (1.7.13, (a)).

Ezxemple 1.7.20. — Plus généralement, si A est une petite sous-catégorie pleine de
Cat formée de catégories contractiles, stable par produits finis, et satisfaisant a la
condition :

(H) il existe une petite catégorie C' appartenant & Ob(A) et possédant deux objets
co et ¢ tels qu’il n’y ait aucune fleche de C' de source ¢; et de but ¢ ;

alors le foncteur d’inclusion ¢ : A — Cat est un foncteur test. En effet, A est alors
une catégorie test stricte (cf. 1.5.9, (d) et 1.6.12), et le préfaisceau représentable
de A représenté par C est localement asphérique (1.6.1). Considérons le segment
I=(C,0p,01)de ﬁ, ot les foncteurs 9y, 91 : e ==X C sont définis par les objets cg et ¢;
respectivement. Le crible de C' engendré par ¢g (sous-catégorie pleine de C formée des
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objets ¢ tels qu'il existe une fleche ¢ — ¢g de C) définit un foncteur ¢,(C) = C — A4
(1.1.26), qui en vertu de 'hypotheése (H), est un morphisme de segments

Z’(H) = (07 a0761) — Al - (Alae();el)

(ep et eq étant définis respectivement par les objets 0 et 1 de A;). L’assertion résulte
alors du corollaire 1.7.16.

Exemple 1.7.21. — Dans 'exemple précédent, 'hypotheése (H) est essentielle. En
effet, soit par exemple A la sous-catégorie pleine de Cat dont les objets sont les
catégories I"™, m > 0, ou I = {0 = 1} désigne la catégorie ayant comme objets
0 et 1 et équivalente & la catégorie e, objet final de Cat (autrement dit, les seuls mor-
phismes non identiques de I sont deux isomorphismes inverses I'un de 'autre 0 — 1
et 1 — 0). On vérifie facilement que cette catégorie est formée de catégories contrac-
tiles. D’autre part, elle satisfait aux conditions de 1.5.9, (d) et est donc une catégorie
test stricte (1.6.12). Montrons que si le localisateur fondamental faible W n’est pas
grossier (1.1.31), le foncteur d’inclusion i : AC— Cat n’est pas un foncteur test (ni
méme un foncteur test faible). Pour cela, il suffit de montrer que le préfaisceau i*(A;)
n’est pas asphérique. Or, i*(A;) est le préfaisceau
I"™ — Homga: (I™, Ay) ~ {cribles de I™}

-~

(1.1.26), et on a donc i*(A;) ~ ez1le; (ol e 5 désigne I'objet final de A), car les seuls
cribles de I™ sont le crible plein et le crible vide. On en déduit que i 4i*(A;) ~ AIT A,
et il résulte du lemme suivant que i*(A;) n’est pas asphérique.

Lemme 1.7.22. — Si le localisateur fondamental faible W n’est pas grossier, alors
toute catégorie asphérique est 0-connezxe (connexe non vide).

Démonstration. — Soit C' une catégorie asphérique. Le localisateur fondamental
faible W n’étant pas grossier, il est a fortiori non trivial, et il résulte de la proposi-
tion 1.1.30 que la catégorie C' est non vide. Montrons qu’elle est connexe. Supposons
que C = Cy I C1, avec Cy,C; # O, choisissons des objets ¢y et ¢; de Cy et Cy
respectivement, et notons dy : e — C et J; : e — C les morphismes définis par ¢
et c1 respectivement, ou e désigne 1'objet final de Cat. On définit ainsi un segment
I=(C,dp,01). Soit A une catégorie non vide, p : A — e le foncteur canonique, a un
objet de A, s: e — A le morphisme défini par 'objet a, et ¢ = sp ’endomorphisme
constant correspondant de A. Notons

poICOXAHA et p1101><A4)A
les premiéres projections. On définit un foncteur
h:CxA=(Coyx AT(Cy xA) — A

par
h|00><A=p0 et h|01XA:Cp1
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On constate immédiatement que h est une I-homotopie de 14 vers ¢, autrement dit,
la catégorie A est I-contractile. Comme la catégorie C' est asphérique, il résulte des
propositions 1.1.4 et 1.4.8 que A est asphérique. Ainsi, on a montré que toute catégorie
non vide est asphérique, ce qui implique que tout foncteur entre catégories non vides
est une équivalence faible, et contredit I’hypothese que le localisateur fondamental
faible W n’est pas grossier. O

Exemple 1.7.23. — Notons A’ la sous-catégorie (non pleine) de A ayant mémes
objets que A, et dont les morphismes sont les applications strictement croissantes.

Lemme 1.7.24. — La catégorie A’ est asphérique.

Démonstration. — On définit un foncteur D : A’ — A/, en posant pour tout m,
m €N,
DAm - Am,+1 3

et en définissant, pour toute application strictement croissante ¢ : A,,, — A,,, D(p)
par

o(k) 0<k<m,
D(p)(k) =

n+1, k=m+1.
L’inclusion A,,, & A, 11 définit un morphisme fonctoriel 1o, — D, et 'application

Ay — Aps1 O—m+1 |
un morphisme fonctoriel de I’endofoncteur constant de A’, de valeur Ag, vers D. La
catégorie A’ est donc contractile, et le lemme résulte de la proposition 1.4.18. O
Proposition 1.7.25. — La catégorie A’ est une catégorie test faible, et le foncteur

d’inclusion i' : A’ C— Cat est un foncteur test faible.

Démonstration. — Considérons les foncteurs

u

A’ A—25 R —Cat

ot A désigne la catégorie test de l'exemple 1.5.9, (a), sous-catégorie pleine de la
catégorie des ensembles, ayant mémes objets que A (mais comme morphismes toutes
les applications, au lieu de seulement les applications croissantes), et ou u et v
désignent les foncteurs d’inclusion et ¢ le foncteur test de 'exemple 1.7.17, associant a
un objet E de A Pensemble ordonné formé des parties non vides de F. On remarque
que le foncteur

iA’ . A/ — Cat
Ay — AN JA,,
est canoniquement isomorphe & ‘vu. Pour montrer que A’ est une catégorie test faible,

il suffit de montrer que le foncteur i,, est asphérique (cf. 1.7.3). Le foncteur ¢ étant
un foncteur test, et en particulier un foncteur asphérique, il suffit donc de montrer
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que v et u sont des morphismes asphériques de Cat (1.7.4, (a)). Comme l'inclusion
7+ A’C Cat est le composé du foncteur u suivi de I'inclusion A C— Cat, qui est un
foncteur test (1.7.18), donc un foncteur asphérique, cela prouvera aussi que i’ est un
foncteur test faible (1.7.4, (a)).

a) Le morphisme v de Cat est asphérique. En vertu de la proposition 1.2.9, il suffit
de montrer que pour tout objet E de A, le préfaisceau

F=v"(E) , Ay, — HomA(Am,E) = Homg, (A, E)

de A est asphérique. Comme FE est non vide, on choisit a € FE, et on définit un
morphisme de préfaisceaux
h: A xF— F

comme suit. Pour tout m-simplexe ¢ : A,, — A; de A;, et tout m-simplexe
Y : Ay — E de F, le m-simplexe h(p,v) : A,, — E de F est défini par
hp. ¥)(k) = {W) REY e,
a si (k) =1
Notons I le segment (Ay,eg,e1) de A (eg et ey étant définis par 0+ 0 et 0 1
respectivement). On remarque que h est une I-homotopie de 'identité de F' vers un
endomorphisme constant de F', ce qui implique que F est I-contractile. Comme A;
est localement asphérique (1.5.12), il résulte de la proposition 1.4.8 que F' est un
préfaisceau localement asphérique, donc asphérique, de 37 ce qui prouve ’assertion.
b) Le morphisme u de Cat est asphérique. Il s’agit de montrer que pour tout m,
m € N, A’/u*(A,,) est une catégorie asphérique. Notons A’ la catégorie obtenue en
adjoignant un objet initial @ & A’. Ainsi A’ s’identifie au cocrible A’ — {@} de A’.
Notons
o, =(2,9,...,9)
——

n fois

I’'objet initial de En, n > 1. On définit un isomorphisme de catégories
A Ju* (A) — N {210}

de A’ /u*(A,,) sur le cocrible AT {Dm+1} de Emﬂ, en associant a tout objet
(An, o Ay — Ap) de A Ju*(Ay,), Vobjet (ag, ay, ..., am) de N {Dm+1}, ol
Acard(¢*1{i})—1 si (p_l{i} 7é 1)

a; = 0<i<m.
%) sinon

vl 1 - .
Il suffit donc de prouver que la catégorie A’ i {Dm+1} est asphérique. On rai-
sonne par récurrence sur m. Pour m = 0, A’ — {2} s’identifie & A’ qui est asphérique
(lemme 1.7.24). Supposons donc que AT {Dm} soit asphérique, et montrons que

o m+1 . (e gml P .
A" — { @y} Vest aussi. La catégorie A7 — {@,, 11} est réunion des cocribles
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A" x (AT —{@}) et (A" = {@,n}) x A, et Vintersection de ces deux cocribles est
(A" = {@}) x (A7 — {@}). Ces trois cocribles sont asphériques, en vertu de I'hy-
pothese de récurrence, du lemme 1.7.24, et des corollaires 1.1.5 et 1.1.11. Il résulte
alors du corollaire 1.1.28 que AT {Dm+1} est asphérique, ce qui prouve 'asser-
tion, et acheve la démonstration. O

Remarque 1.7.26. — Si le localisateur fondamental faible VW n’est pas grossier,
alors A’ n’est pas une catégorie test. En effet, si A’ était une catégorie test, il en
serait de méme de A’/Ay ~ e. Or, pour toute petite catégorie C, i i5(C) est la
catégorie discrete ayant méme ensemble d’objets que C. Si e était une catégorie test,
et en particulier une catégorie test faible, la catégorie discrete {0,1} = i_i% (A1) serait
asphérique (1.3.9), et le localisateur fondamental faible W serait grossier (1.7.22).

Exemple 1.7.27 — Pour tout entier n, n > 0, on note A, la sous-catégorie pleine
de A formée des A,,, pour 0 < m < n, et 3, : A¢, — A le foncteur d’inclusion. On
démontre que sin > 1, et si W = W,,_q, alors le foncteur 4,, est W, _i-asphérique
[10]. Comme le foncteur i,, est pleinement fidele, on en déduit qu’il est localement
Wi —1-asphérique (cf. exemple 1.1.13, (a)), et il résulte de la proposition 1.6.14 et du
corollaire 1.7.15, (¢) que A, est une W,,_;-catégorie test stricte.

1.8. Décalages et exemples de catégories test

Ce long paragraphe est largement et librement inspiré d’idées de D.-C. Cisinski [11],
et d’une description de la catégorie cellulaire de Joyal [18], due a Clemens Berger [6].
Il a fait lobjet d’un article en commun avec D.-C. Cisinski [12].

1.8.1. — Soit A une petite catégorie. Un décalage sur A est la donnée d’un endo-
foncteur D : A — A, d’'un objet ag de A, et de morphismes de foncteurs

14— pelag

(o1 ag désigne aussi 'endofoncteur constant de A de valeur ag). On dira parfois que
le quintuplet D = (A, ag, D, o, §) est un décalage, et que le quadruplet (ag, D, a, 8),
ou plus simplement, quand aucune confusion n’en résulte, le couple (a,3), est un
décalage sur A. On dit que 'objet ag de A est le centre du décalage D, ou que le
décalage D est centré sur ag. Un scindage du décalage D est la donnée pour tout
objet a de A, d’une rétraction r, : D(a) — a de a,. (On ne demande pas que le
morphisme r, soit fonctoriel en a). On dit qu'un décalage est scindable s’il admet un
scindage, et qu’il est scindé s’il est muni d’un scindage. Le décalage sous-jacent a un
décalage scindé est scindable.

1.8.2. — Soient D = (A, a9, D, a, ) et £ = (B, by, E,~, ) deux décalages,

1AL>D<LGO , IBL)EWLZ)O
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Un morphisme de décalages du premier vers le second est un foncteur v : A — B
satisfaisant aux relations

Eu=uD bo = u(ap) , Yrxu=uxa dxu=uxpg

Si p et g sont des scindages de D et £ respectivement, on dit que u est un morphisme
de décalages scindés si u est un morphisme de décalages, et si pour tout objet a de
A, on a I'égalité q,(,) = u(p,). La catégorie des décalages, ainsi que celle de décalages
scindés, admet des petites limites inductives et projectives qui se “calculent argument
par argument”. En revanche, la sous-catégorie pleine de la catégorie des décalages
formée des décalages scindables n’est pas stable par limites inductives ou projectives.

1.8.3. — Soit A une petite catégorie. Un décalage séparant sur A est un décalage

14— pela
sur A tel que :

(i) pour tout objet a de A, la fleche o, : a — D(a) est un monomorphisme ;
(#) pour toute fleche f: a — a’ de A, le carré

a —2*— D(a)

1 e

a —— D(a)

Oéa/
est cartésien ;
(ii1) pour tout objet a de A, il n’existe aucun carré commutatif dans A de la forme

a — Qo

J»

GTD((Z) ’

autrement dit, le produit fibré (a, ) X p(a) (a0, B3.) dans la catégorie A des
préfaisceaux sur A est le préfaisceau vide.

En présence de la condition (%), la condition (i) équivaut & la condition :
(#') pour toute fleche f : a — a’ de A, si un morphisme a”” — D(a) de A ne se

factorise pas par «, : a — D(a), alors le morphisme composé

D(f)

o D(a) =L D(a)

ne se factorise pas par a, : @’ — D(d’).

On dit que le décalage («, 8) sur A est cartésien s'il satisfait aux seules deux premieres
conditions (7) et (i) ci-dessus, ou de fagon équivalente aux conditions (7) et (i’).
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Proposition 1.8.4. — Une limite inductive filtrante de décalages séparants (resp.
cartésiens) est un décalage séparant (resp. cartésien).

Démonstration. — La proposition résulte facilement de la propriété de commutativité
des limites inductives filtrantes et des limites projectives finies dans la catégorie des
ensembles, et du “calcul” des limites inductives filtrantes dans la catégorie des petites
catégories. Les détails sont laissés au lecteur. O

1.8.5. — La notion de décalage admet la généralisation suivante, qui sera utile par
la suite. Soit I : A’ — A un foncteur entre petites catégories. Un décalage sur I est la
donnée d’un foncteur D : A’ — A, d’un objet ag de A, et de morphismes de foncteurs
I—=D <L ao

(o1 ag désigne aussi le foncteur constant de A’ vers A de valeur ag). On dit que 'objet
ag de A est le centre du décalage, ou que le décalage est centré sur ag. On dira parfois
que le quadruplet (ag, D, a, ), ou plus simplement, quand aucune confusion n’en
résulte, le couple (v, 3), est un décalage sur I, et que le quintuplet D = (I, ag, D, a, 3)
est un décalage généralisé. Un scindage du décalage généralisé D est la donnée pour
tout objet a de A’, d’une rétraction r, : D(a) — I(a) de a,. On dit qu’un décalage
généralisé est scindable s’'il admet un scindage, et qu’il est scindé s’il est muni d’'un
scindage. On dit que le décalage généralisé D = (I,ap, D, a,3) est séparant si les
conditions suivantes sont satisfaites :

(i) pour tout objet a de A’, la fleche a, : I(a) — D(a) est un monomorphisme

de A;
(#) pour toute fleche f:a — a’ de A’, le carré

1(f) J{D(f)

I(a) ==~ D(a)
—a D)

I(a)

est un carré cartésien de A ;
(#i) pour tout objet a de A’, il n’existe aucun carré commutatif dans A de la forme

o — Qo

|

I(a) —— D(a) )

autrement dit, le produit fibré (I(a), &) X p(a) (@0, Ba) dans la catégorie A des
préfaisceaux sur A est le préfaisceau vide.
On dit que le décalage généralisé D = (I,ag, D, a, ) est cartésien s’il satisfait aux
seules deux premieres conditions (%) et (i) ci-dessus.
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Soient D = (I : A — A,ap,D,,08) et £ = (J : B'— B,by, E,v,d) deux
décalages généralisés,

I—Q>D<Lao , J— s B+

Un morphisme de décalages généralisés du premier vers le second est un couple de
foncteurs (v',u), u’ : A’ — B’, u: A — B, satisfaisant aux relations

Ju' =ul , Eu =uD, by=ulay), vy*xu'=uxa, dxu'=uxf

Si p et ¢ sont des scindages de D et £ respectivement, on dit que (u',u) est un
morphisme de décalages généralisés scindés si (u',u) est un morphisme de décalages
généralisés, et si pour tout objet a de A’, on a I'égalité g,/ (o) = u(pa). La catégorie
des décalages généralisés, ainsi que celle des décalages généralisés scindés, admet des
petites limites inductives et projectives qui se “calculent argument par argument”.
La sous-catégorie pleine de la catégorie des décalages généralisés formée des décalages
généralisés séparants (resp. cartésiens) est stable par limites inductives filtrantes. On
remarque qu’'un décalage sur une petite catégorie A n’est rien d’autre qu'un décalage
sur I’endofoncteur identique de A. La catégorie des décalages s’identifie ainsi & une
sous-catégorie pleine de la catégorie des décalages généralisés.

Dans la suite, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental faible V.

Proposition 1.8.6. — Soit A une petite catégorie. Si A admet un décalage, alors A
est asphérique. Si A admet un décalage scindable, alors A est totalement asphérique.

Démonstration. — Si la catégorie A admet un décalage elle est contractile, et la
premiere assertion résulte de la proposition 1.4.18. Pour montrer la deuxiéme asser-
tion, il suffit donc de prouver qu'un décalage scindé sur A induit pour tout couple
d’objets a1, as de A, un décalage sur A/a; X ag. Soit donc

1o - Dl ag
Ko

r

(r non nécessairement fonctoriel) un décalage scindé sur A. On rappelle qu’un objet
de A/aj X ag est un triplet

(a,p1:a— a1, pr:a— as) , acObA, pi,ppeFlA |

un morphisme f : (a,p1,p2) — (a’,p),ph) étant une fleche f : a — a’ telle que
f li f li
a——q a——aq ,
\ / \ / pr=p1f
P1 P} P2 Ph oy
0 s p2=pof

D':Alay x ag — Ajay X as

On définit



1.8. DECALAGES ET EXEMPLES DE CATEGORIES TEST 75

par
D/(a7pl7p2) = (D(a)a TalD(p1)> raz-D(pZ)) ; Dl(f) :D(f)
On définit des morphismes de foncteurs

’

! B
]-A/(,L1><112 L) D/ — (GO) Talﬁala razﬁaz)
par
/ /
Oé(a’pl’pQ) =Qq , ﬁ(a,pl,p2) = Ba )
qui sont bien des morphismes de A/a; X as
a B(L
(aaplap2) L> D/(a’aplap2) = (D(CL), TalD(pl)a T(LQD(p2)) — (a03 T(llﬂal; Ta2/8a2) )

car en vertu de la fonctorialité de o et 3, on a

Ta; D(pi)oa = ra;0a,pi =pi et 1a,D(pi)Ba =74,0a, , =12
La fonctorialité de o’ et 3’ résulte de celle de a et (. O
Corollaire 1.8.7. — Soit A une petite catégorie admettant un décalage scindable.

S’il existe un segment séparant I = (I,00,01) de A tel que I soit asphérique, alors A
est une catégorie test stricte.

Démonstration. — Le corollaire résulte aussitot des propositions 1.6.8 et 1.8.6. [

Proposition 1.8.8. — Soient A, B deux petites catégories,

1AL>D<LCL0 , s LB« b

des décalages sur A et B respectivement, et u : A — B un morphisme de décalages.
Si le décalage (7,0) est scindable, alors u est un foncteur asphérique.

Démonstration. — Soit b un objet de B. Il s’agit de montrer que la catégorie A/b
est asphérique, et pour cela, en vertu de la proposition 1.8.6, il suffit de construire
un décalage sur A/b. Choisissons un scindage ¢ (non nécessairement fonctoriel) du
décalage scindable (v,d). On définit un décalage

Las L A ajg
sur la catégorie A/b comme suit. L’objet af, de A/b est défini par af, = (ao, qpds)-

Op qb

E(b) b

u(ao) = bo

Le foncteur D' : A/b — A/b est défini en posant, pour tout objet (a,g : u(a) — b)
de A/b,

E(g)

D'(a,g) = (D(a), %E(9)) u(D(a)) = E(u(a)) E(b) b,
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et pour toute fleche f : (a,g) — (a’,¢') de A/b, D'(f) = D(f). Les morphismes de
foncteurs o’ et 3’ sont définis par

Vo) =+ Blag=0 »  (a,9)€O0b(Afb) |

qui sont bien des morphismes de A/b

(a,9) —2* D'(a, ) = (D(a), @ E(g)) +— (a0, @)

car le fait que u soit un morphisme de décalages et la fonctorialité de v et § impliquent
les égalités
wE(g)u(aa) = @E(9)Vu@) = w6 WI =9

wE(9)u(Ba) = @wE(9)0u(a) = @0

La fonctorialité de o’ et 8’ résulte de celle de a et 3, ce qui acheéve la preuve. O

1.8.9. — Soient A une catégorie et U un crible de A. On note A—U la sous-catégorie
pleine de A définie par Ob(A — U) = Ob A — Ob U, et on vérifie aussitot que A — U
est un cocrible de A. Cette convention permet d’énoncer le lemme suivant, dont la
démonstration est immédiate.

Lemme 1.8.10. — Soient A une catégorie, U un crible de A, et u : U — C un
foncteur dont le but est une catégorie admettant un objet final e. Alors il existe un
unique foncteur v : A — C tel que v|U = wu et tel que v|A — U soit le foncteur
constant de valeur e..

Proposition 1.8.11. — Une petite catégorie admettant un décalage séparant est une
catégorie test faible.

Démonstration. — Soit A une petite catégorie admettant un décalage séparant

IAL)D<LGO

En vertu de la proposition 1.3.9, pour montrer que la catégorie A est une catégorie
test faible, il suffit de prouver que pour toute petite catégorie C' admettant un objet
final e, la catégorie A/i* (C) est asphérique, et pour cela il suffit de montrer qu’elle
admet un décalage (1.8.6). On définit un foncteur D¢ : A/i% (C) — A/i%(C) comme
suit. Soit (a, p : A/a — C) un objet de A/i*(C). Comme «, : a — D(a) est un
monomorphisme, le foncteur A/a, : A/a — A/D(a), induit par oy, identifie A/a a
un crible de A/D(a), et il résulte du lemme 1.8.10 que le foncteur p : A/a — C' se
prolonge en un foncteur unique p: A/D(a) — C, induisant p sur le crible A/a, et le
foncteur constant de valeur 'objet final e, de C sur le cocrible complémentaire. On
pose D¢ (a,p) = (D(a),D). Soit

(a,p: AJa— C) SN (a/,p': AJa' — C)
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un morphisme de A/i%(C), autrement dit, une fleche f : a — o’ de A telle que le
triangle

A/a—>A/a
N

soit commutatif. Il résulte aussitdt de la fonctorialité de «v et de la condition (#i'), 1.8.3,
que le triangle

A/D(d’

A

est commutatif, autrement dit que D(f) : (D(a),p) — (D(a’),p’) est un mor-
phisme de A/i%(C). On pose Dc(f) = D(f), définissant ainsi un foncteur
D¢o : A/i%(C) — A/i%(C). Comme par construction, pour tout objet (a,p) de

A/i%(C), le triangle
——— A/D(a

est commutatif, le morphisme de foncteurs « induit un morphisme de foncteurs
ac  Lasin (o) — Dc. Enfin, la condition (4ii), 1.8.3, implique que pour tout objet
(a,p) de A/i%(C), le triangle

Afag —L2 5 A/D(a
\ /

ol e : A/ag — C désigne aussi le foncteur constant de valeur e, est commutatif,
ce qui implique que le morphisme de foncteurs 3 : ag — D induit un morphisme de
foncteurs B¢ : (ag, ) — Dc, ce qui acheve la démonstration. O

Corollaire 1.8.12. — Une petite catégorie admettant un décalage a la fois séparant
et scindable est une catégorie test stricte.

Démonstration. — Le corollaire est conséquence immédiate des propositions 1.6.8,
1.8.6 et 1.8.11. O
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Exemple 1.8.13. — Soit D : A — A le foncteur défini en posant pour tout m,
m €N,

D(Am) = Am—i—l 3

et en définissant pour toute application croissante ¢ : A,, — A,,, D(y) par

p(k) 0<k<m,
D(p)(k) =
n+1, k=m+1.
L’inclusion naturelle
Ap s A k—k , 1<k<m ,

définit un morphisme fonctoriel a : 1o — D, et I'application
Aoﬂﬂm_;_l R O—m+1 )

un morphisme fonctoriel 3 de I’endofoncteur constant de A, de valeur Ay, vers D. On
obtient ainsi un décalage de centre Ay

1AL>D<LAO

Ce décalage est scindable. En effet, pour tout entier m > 0, 'application croissante
T @ A1 — Ay, définie par

k, 0<ksm,
rm(k):
m, k=m+1,

est une rétraction (non fonctorielle) de a, . Comme il est facile de vérifier que ce
décalage est également séparant, le corollaire 1.8.12 fournit une troisieme preuve du
fait que A est une catégorie test stricte (1.6.14 et 1.7.18).

Exemple 1.8.14. — Le foncteur D : A — A de 'exemple précédent induit par
restriction un foncteur D’ : A’ — A’, et les morphismes de foncteurs «, 8 des mor-
phismes de foncteurs
IUN; L,> D’ L Ag

On vérifie aussitét que le décalage ainsi défini sur A’ (considéré déja dans 1.7.24)
est un décalage séparant, et la proposition 1.8.11 fournit une deuxieme preuve du
fait que A’ est une catégorie test faible (1.7.25). En revanche, on remarque que les
rétractions r,, ne sont pas des morphismes de A’, et que le décalage induit n’est pas
scindable. L’inclusion A’ C5 A est un morphisme de décalages de (A’, Ay, D', o/, ')
vers (A, Ag, D, a, 3). En particulier, la proposition 1.8.8 implique que cette inclusion
est un foncteur asphérique (ce qui a déja été prouvé par une autre méthode dans la
démonstration de la proposition 1.7.25).
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Ezxemple 1.8.15. — Soit A la sous-catégorie pleine de celle des ensembles ordonnés,
et applications croissantes, dont le seul objet est ’ensemble ordonné N des entiers
naturels. En d’autres termes, A est le monoide des applications croissantes N — N,
considéré comme catégorie a un seul objet. On définit un décalage scindé sur A

1AL>D<LUIO
K~

r

comme suit. Le foncteur D est défini en posant pour toute application croissante
p:N— N,
0, i=0,
D(p)(i) =
pi—1)+1, i=1.
Le morphisme de foncteurs «, qui est tout simplement une application croissante
a : N — N, est défini par o(i) = ¢+ 1, ¢ > 0. L’objet ag est I'unique objet ag = N
de A, et le morphisme ( est 'application constante de valeur 0. Enfin, le scindage r
est défini par
0, i=0,
r(i) =
i—1, i=1.
On vérifie aussitot que ce décalage est séparant. Le corollaire 1.8.12 implique alors que
la catégorie A est une catégorie test stricte. En particulier, la catégorie des ensembles
munis d’une action a droite du monoide des applications croissantes N — N modélise
les types d’homotopie !

Exemple 1.8.16. — Pour toute catégorie C, on note C* la catégorie obtenue de C'
par adjonction formelle d’un objet final. On remarque que C' s’identifie a un crible de
C™, et que si C' a déja un objet final, ce dernier n’est plus un objet final de C*. Soit
A une petite sous-catégorie pleine de Cat satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) la catégorie ponctuelle e est dans A;
(i) pour tout objet a de A, la catégorie a* est dans A.

Soit D : A — A le foncteur défini en posant pour tout objet a de A, D(a) = a*, et
en définissant pour tout morphisme f : a — a’ de A, D(f) comme étant le foncteur
envoyant 'objet final de D(a) sur Pobjet final de D(a’) et induisant f sur le crible de
D(a) défini par I'inclusion a < D(a). On note o, cette inclusion, et 8, : e — D(a) le
foncteur défini par 1'objet final de D(a). On définit ainsi un décalage sur A, de centre
la catégorie ponctuelle e,

1AL>D<ﬂ—e )

ou e désigne aussi ’endofoncteur constant de A de valeur e. On vérifie aussitot que ce
décalage est cartésien, et qu’il est séparant si la catégorie vide n’est pas dans A. En
particulier, la catégorie A est alors, en vertu de la proposition 1.8.11, une catégorie
test faible. Si tout objet de A admet un objet final, alors ce décalage est scindable.
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En effet, en vertu du lemme 1.8.10, pour tout objet a de A, le morphisme identique
de a se prolonge alors en une rétraction D(a) — a de U'inclusion a < D(a), envoyant
lobjet final de D(a) sur un objet final de a. Ainsi, le corollaire 1.8.12 implique que
sous ces hypotheses, A est une catégorie test strict. On remarque que cet exemple
généralise 'exemple 1.8.13.

Exemple 1.8.17. — Soit A une catégorie ayant un objet initial ag. Alors

11
1A*A>1A%a0
R~

11A

est un décalage scindé cartésien (mais pas séparant) sur A, de centre objet initial
de A. En particulier, il résulte de la proposition 1.8.6 que la catégorie A est totale-
ment asphérique. D’ailleurs, ce dernier résultat est a priori évident, puisque pour tout
couple d’objets a1, az de A, 'objet initial de A induit un objet initial de A/a; X as,
et par suite cette catégorie est asphérique (1.1.11). En revanche, si le localisateur fon-
damental faible W n’est pas grossier, une telle catégorie A n’est jamais une catégorie
test, ni méme une catégorie test faible. En effet, soit L4 = % (A1) l'objet de Lawvere
de A (cf. 1.5.5). Pour tout objet a de A, I'ensemble L4(a) est formé des sous-objets
X du préfaisceau représentable représenté par a, et comme ag est un objet initial de
A, un tel sous-objet est non vide si et seulement si ensemble X (ag) est non vide. On
en déduit facilement que

a — {sous-objets non vides du préfaisceau représentable a}
~ {cribles non vides de la catégorie A/a}

= {cribles de la catégorie A/a contenant 'objet (ag,ap — a)}

définit un sous-préfaisceau de L4, et que le préfaisceau L4 est somme disjointe de ce
sous-préfaisceau et du sous-préfaisceau défini par les sous-objets vides, ce qui prouve
que L4 n’est pas connexe. Le lemme 1.7.22 implique alors que si le localisateur fon-
damental faible W n’est pas grossier, alors L4 = i% (A1) n’est pas asphérique, et par
suite, en vertu de la proposition 1.3.9, que A n’est pas une catégorie test faible.

1.8.18. — Soit m un entier, m > 0. On note P,, I’ensemble des parties de I’ensemble
r,=412,...,m} (Im =2 st m=0)

(y compris la partie pleine et la partie vide). On rappelle que la catégorie de Segal T
est la catégorie dont les objets sont les ensembles I;,,, m > 0, un morphisme I°,, — I},
étant une application ¢ : I3, — P, telle que pour tout couple 4,7, 1 < < i’ < m,
on ait (i) N(i") = @. Le composé de deux morphismes composables

r, - —Y,r
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de T est défini par

1 <m

(Wep)@)= U »G) , 1

Jj€p(d)

N

On remarque que I est un objet nul (a la fois initial et final) de I'. La catégorie
I" est équivalente a la catégorie opposée a celle des ensembles finis pointés, et plus
précisément, isomorphe a la catégorie opposée de celle dont les objets sont les en-
sembles {0,1,...,m}, m > 0, et les morphismes les applications envoyant 0 sur 0. A
une telle application

0,1,....ny —1570,1,...,m} |

on associe le morphisme I, — I}, de T, défini par i — f~1(i), 1 <i < m, et & un
morphisme ¢ : I',, — I, de ', on associe ’application

f:{0,1,....,n} —{0,1,...,m}

définie par

i, si jeo() |
D=0 . s j¢ U )
1<i<m

Ezxemple 1.8.19. — L’objet I de la catégorie de Segal I" étant en particulier un
objet initial, cette catégorie admet un décalage scindé “évident” (exemple 1.8.17).
Mais elle admet aussi un décalage scindé non trivial, également centré sur Iy,

Ir— s E«— 1Ty
R~

T

défini comme suit. Le foncteur £ : ' — I est défini en posant pour tout m, m € N,
E(Fm) = Z—‘m-‘rl P
et en définissant pour tout morphisme g : I, — I, de ', E(g) par

g(k) , 0<k<m,
E(g)(k) =
{n+1}, k=m+1.

Pour tout entier m > 0, les morphismes

’yprn

I, —= E(ly)
N

sont définis par
v, (k) ={k} ., 1<k<m ,

k) {k}, 0<k<m,
T'm =
g, k=m+1.
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On remarque que dans cet exemple la rétraction r est fonctorielle, et on vérifie faci-
lement que le décalage ainsi défini est cartésien (mais pas séparant).

1.8.20. — Soient A une catégorie, et F' : B — T" un foncteur. Le produit en cou-
ronnes F [ A, noté parfois B[ A, quand il n’y a aucune ambiguité sur le foncteur F,
est la catégorie dont les objets sont les couples [b; (ai,...,a)], ot b est un objet de
B tel que F(b) = Iy, et (a1, ...,a,) un m-uplet d’objets de A. Un morphisme

[b; (a1, ...,am)] — [V (a),...,a) )]
est un couple [g;f], olt g : b — b’ est un morphisme de B, et

f=(firi:ai — ai)ici<m, iveF (o))
une famille de morphismes de A. Si

[g;f] [g"5f]

[b; (a1,...,am)] [V (al,...,a.,)]

est un couple de morphismes composables,

[b//; (a/1l7 s 7afr;1”)]

f = (firi)i<icm, iver(9)i) - £ = (fing i<ir<m, iveF(gn @)
le composé
[g":£"] == [gs£'] o [g; f]
est défini par
J9"=dq9 ., £ = (fili)1<i<cm, iveFgn () »

kS 1
ou fin;

= fluy [, i étant Punique entier dans F(g)(i) tel que i € F(g')(i').
On remarque que si A est la catégorie ponctuelle e, alors le produit en couronnes
B [e est canoniquement isomorphe & la catégorie B.

1.8.21. — La construction du produit en couronnes est fonctorielle : Soient A, A" et
B des petites catégories, et

A4, p-ap-tor
des foncteurs. On en déduit un foncteur
K=H[G:B[A=FH[A' — F[A=B[A ,
en posant
K[b;(ar,...,am)] = [H(0); (G(a1), ..., Glam))] , [b:(as,...,am)] € Ob(B'[A") ,
et
Klg; £ = (fii)i ;] = [H(g); G() = (G(f50)i;] »  [o:f] € FI(B'[A)

Si les foncteurs G et H sont fideles (resp. pleinement fideles), alors il en est de méme
du foncteur H [G.
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En particulier, soit a un objet de A, et notons aussi a : e — A le foncteur de la
catégorie ponctuelle vers A, défini par cet objet. On en déduit un foncteur fidele

I,=1pfa:Bfe~B——B[A
qui est pleinement fidele si a est un objet rigide de A (n’admettant pas d’autre endo-
morphisme que 'identité). Explicitement, pour tout objet b de B tel que f(b) = I,
I,(b) = [b;(a,a,...,a)]
————

m fois

et pour tout morphisme g : b — V' de B tel que F(b) = I, et F(V') = I}y,

Ia(g):[b;(a‘aaw")a)] [b/;(a7a'a"'aa‘)]
——— ——
m fois m/ fois

est défini par
I.(9) = [9; (1a)1<i<m, ireF(g) (i) ]

1.8.22. — Soient B une petite catégorie, b un objet de B, et F': B — I" un foncteur.
En vertu de ce qui précede, le foncteur b : e — B définit un foncteur fidele

I,:B— B[B
d’on, par fonctorialité du produit en couronnes, un foncteur
1BfIb:BfB*>Bf(BfB) ,

et par suite, un foncteur

s (/L) : B] (B[B) — B[ (B[ (B[B)) .
et ainsi de suite. De facon plus précise, on définit une suite de catégories B,,, n > 0,

par
By = e = catégorie ponctuelle,

Bn+1 = Ban ’
et une suite de foncteurs I, : B, — Bp+1, n = 0, par
Ip=b:e— B , foncteur défini par I'objet b de B,
In+1 == leIn
On obtient ainsi une tour de catégories

12 Infl In

= = It
BOZB%BIZBMBQZB‘/\B Bn Bn+1 hi

Le produit en couronnes infini, défini par la catégorie pointée (B,b) (et le foncteur
F: B —T), est la catégorie limite inductive

C(B,b) :=C(B,b, I) := B :=1im B,
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La fonctorialité du produit en couronnes implique que cette construction est foncto-
rielle. Si H : (B',b’) — (B, b) est un morphisme de catégories pointées (un foncteur
H: B — B tel que H(Y) =), on en déduit un foncteur

C(H): C(B,)V)=C(B'v,FH) — C(B,b)

Si le foncteur H est fidele (resp. pleinement fidele), il en est de méme du foncteur C(H).
Ezxemple 1.8.23. — On définit un foncteur F': A — I' par

F(A,)=Tm m>=0

Flo)@)={jle(i-1) <j<e@)}, ¢:A4n —=A,€FI(A), 1<i<m.
On pose

0 =C(A,Ay) =C(A, Ay, F)

Il résulte des considérations développées dans [5] et [6] que cette catégorie coincide

avec la catégorie cellulaire introduite par Joyal dans [18].
L’inclusion A’C A induit un foncteur F = F|A’ : A’ — T', d’o1 une catégorie

© = C(A, Ay) = C(A, Ao, F')

et un foncteur fidele © — ©. En vertu de la définition des produits en couronnes
infinis, on a un diagramme commutatif de foncteurs fideles

0% 01 0, o, O —
el0 G\L @£ ék @,£1 — )
avec ©) = Oy = e la catégorie ponctuelle, ©] = A’, ©; = A et
w1 =A4A'fer On+1=A[0, n>=0 |,
0 =lim®e;, , 0 =1mo,

Comme A, est un objet rigide, aussi bien de A’ que de A, les fleches horizontales
sont des foncteurs pleinement fideles, et les catégories O, (resp. ©,,) s’identifient a
des sous-catégories pleines de ©’ (resp. de O).

1.8.24. — Soient B une petite catégorie, et F' : B — I' un foncteur. On dit qu'un
décalage
1p L L <L/ bo

sur la catégorie B est adapté au foncteur F', ou plus simplement, quand il n’y a aucune
ambiguité sur le foncteur F', qu’il est un I'-décalage, si les deux conditions suivantes
sont satisfaites :

(i) F(bo) = Io;

(#) pour tout objet b de B tel que F(b) = I, on a FL(b) = [,41, et pour tout 4,

L<i<m, F(B)(i) = {i}.
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On dit qu’il est strictement adapté au foncteur F, ou qu’il est un I'-décalage strict, si
de plus la condition suivante est satisfaite :

(#i) pour tout couple d’objets b,V de B tels que F(b) = I, et F(b') = I/, et toute

fleche g: b — b de B,onam/ +1€ FL(g)(m +1).

Si le foncteur F' est un morphisme de décalages, du décalage £ = (B, by, L, 3, 5) sur
B vers le décalage sur la catégorie I' défini dans I’exemple 1.8.19, alors le décalage £
est strictement adapté au foncteur F', mais la réciproque n’est pas vraie en général.
En particulier, le décalage de I'exemple 1.8.19 est strictement adapté au foncteur
identique de T'.

Exzemple 1.8.25. — Les décalages des exemples 1.8.13 et 1.8.14 sur A et A’ sont
strictement adaptés respectivement aux foncteurs F' : A — T et F/ : A’ — T de
lexemple 1.8.23. En revanche, les foncteurs F' et F’ ne sont pas des morphismes de
décalages, de ces décalages vers le décalage sur I' de I'exemple 1.8.19.

Lemme 1.8.26. — Soient B une petite catégorie, F': B — T" un foncteur, et

1BL>L<L()0

un I'-décalage sur la catégorie B. Si g : b— U est une fleche de B et si
F(b) = Iy, alors pour tout i, 1 < i < m, on a FL(g)(i) = F(g)(i). De plus, si
(qv : L(b) — b)peob(p) est un scindage du décalage (3,3'), et b un objet de B tel que
F(b) = I, alors pour tout i, 1 < i< m, on a F(q)(#) ={i} et F(gp)(m+1) =@.

Démonstration. — Soit g : b — b une fleche de B telle que F(b) = I, F(V') = I,y.
En vertu de la fonctorialité de 8, on a un carré commutatif

Fo) —) pr)

F(Q)J( lFL(g)

Ft) ——— FL(Y) 7
F(By)

et comme (3, 4’) est un I'-décalage, on a
FB)(@)={i}, 1<i<m, et FB)@)={"}, 1<i<m.
On en déduit que pour tout 7, 1 <7 < m, on a

(L@ PG = U FLEW) = FLEO |
(FB) o F@) @)= U F(B)i) = Flg)()

i'EF(g)(1)

d’ou FL(g)(i) = F(g)()-
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Soient maintenant (g, : L(b) — b)pcon(p) un scindage du décalage (3,0'), et b
un objet de B tel que F(b) = I,,. Comme ((,3’) est un I'-décalage, pour tout i,
1<i<m,ona F(B)(i)={i}, et la relation g0, = 1, implique que

{i}=F@b)@)= U Fla)()=Flgp)(i)
JEF(By)(4)
ce qui implique en particulier que F(g,)(m + 1) = @ (puisque par définition des mor-
phismes de T', les ensembles F(gp)(j), 1 < j < m+ 1, sont deux & deux disjoints). O

Proposition 1.8.27. — Soient A, A’, B des petites catégories, I : A’ — A et
F:B —T des foncteurs, C = B[A, C' = B[A, et

IL>K<L/GO (resp. 1BL>L<LbO )

un décalage sur le foncteur I (resp. un I-décalage sur la catégorie B). Alors il existe
un unique décalage sur le foncteur J = IBfI ¢ —=C
¥ '
J—— M —— [bo; ()]

(ot () désigne 'unique “0O-uplet” d’objets de A) tel que pour tout objet [b; (ay,. .., am)]
de C', on ait

(1.8.27.1) MIb; (a1, ... ,am)] = [L(®); (K(a1),...,K(am),a0)]
(18272) ’y[b;(al ..... am)] — [ﬂb’ (aal)lgzgm] )
(1.8.27.3) Vfb;(ah...,am)] =[8;0] ,

et pour toute fleche

[g:f]
[b7 (aflw-'aam)] gH [bl;(allv"'va;n')L g: b— b/a f= (fi’i ap — a;’)léigm,i’EF(g)(i)

de C', on ait
(1.8.27.4) Mg:f]=1[g '], ¢ =Llg), ' =(fii)icicmt1,ieFLg)) »
ot pour tout i, 1 <i < m+1, et tout ¢/, i’ € FL(g)(4),

K(fz’z) ) si Zéma
(1.8.27.5) fhi=13 ag si i=m+1 et ' #m +1,
lag > sii=m+1 et i =m'+1.

De plus, si les décalages (o, ') et (6,0') admettent des scindages p et q respective-
ment, alors le décalage (v,7') admet un scindage r défini en posant, pour tout objet

[b7 (ala s 7am)] de 0/7
(1.8.27.6) T(biar,.am)] = (065 (Pa;)1<i<m]

Enfin, si le décalage (o, ') est cartésien, et si (8,") est un I'-décalage strict et sl
est séparant, alors le décalage (v,7') est séparant.
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Démonstration. — a) Définition du foncteur M. Pour tout objet [b; (a1,...,am)]
de C’, on définit M[b; (a1,...,an)] par 'égalité 1.8.27.1. Soit

[g; €] [b; (@, ..o am)] — [b5(ah, ... ap,)]
un morphisme de C’, ott g : b — b’ est une fleche de B, F(b) = I, F(V') = [y, et
£ = (firi 2 ai — @) 1<i<m, irer(e)(3)
est une famille de fleches de A’. Vérifions que les formules 1.8.27.4 et 1.8.27.5
définissent bien un morphisme M|g;f] de C. En vertu de la premieére partie du
lemme précédent, pour tout ¢, 1 <4 < m, on a FL(g)(i) = F(g)(i), et par suite, on
peut définir un morphisme
Mlg;f] : M[b;(a1,...,am)] MV (ay,...,al,)]

Il I Il
[¢;f]: [L(b); (K(a1),...,K(am),a0)] —— [L(V'); (K(a1),...,K(al,),a0)],

en posant ¢’ = L(g) : L(b) — L(b') et en définissant

' = (firi)i<icms1, e P(g)(i)=FL(g)(i) >
comme suit. Pour 7 tel que 1 <i < m, et i’ € FL(g)(i) = F(g)(4), on pose
firi = K(fini) : K(a;) — K(aj)

et pouri=m+ 1,4 € FL(g)(m+ 1), on pose

frmer =g rag — K(ay), st i #m/ +1,
et

fi/lym_i_lzlao:aoﬂao , sioif=m'+1,
(chacun de ces deux cas pouvant se présenter ou pas). La compatibilité de M aux
unités est évidente, et sa compatibilité a la composition résulte de celle de K et L, et
de la fonctorialité de o’. Cela achéve la définition du foncteur M : C' — C.

b) Définition du morphisme de foncteurs . Comme (3, 3’) est un I'-décalage,
la condition () de la définition d’un tel décalage implique aussitét que pour tout
objet [b; (a1,...,am)] de C, la formule 1.8.27.2 définit un morphisme

Vibs(ar,.am)) - 103 (@15 am) | ——— M[b; (a1, ..., am)]
I |
[b; (I(a1), .- I(am))] —— [L(b); (K(a1), ..., K(am), ao)]

de C, et la fonctorialité de « et 8 implique immédiatement celle de .

¢) Définition du morphisme de foncteurs v’. Comme (3, 3') est un I'-décalage,
on a F(by) = Iy, et par suite [bo; ()] est un objet de C, et la formule 1.8.27.3 définit
un morphisme

’be;(al,.“,am)] : [bo; ()] — M[b; (ah te 7am)] = [L(b); (K(al)a ) K(am)7a0)]

de C. La fonctorialité de 8’ implique aussitot celle de +'.
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d) Le cas scindé. Soient maintenant p et ¢ des scindages des décalages (o, ') et
(8,0) respectivement, et [b; (ai,...,an)] un objet de C’. En vertu de la deuxiéme
partie du lemme précédent, la formule 1.8.27.6 définit un morphisme

Tlbi(at,....am)] M[b§ (alw'wam)] —>J[b; (ah...,am)]

I |
[L(b); (K (a1), - .., K(am), a0) ] — [b; (I(a1), ..., I(am))]
de C, et il est alors immédiat que ce morphisme est une rétraction de Vbs(a,emmsam)]"
e) Le cas séparant. Il reste & montrer que si le décalage (o, ') est cartésien, et si
(8,0) est un I'-décalage strict et séparant, alors le décalage (v,~') est séparant.

1) Soit [b; (a1, ...,am)] un objet de C’. Montrons que
Vbs(ar,....am)] - [b; (I<a1)7 AR I(am))] — [L(b)§ (K(a1)7 s 7K(am)7 ao)]

est un monomorphisme de C'. Pour toute fleche

[t§ 5= (Sij)lgjén,iEF(t)(j)] : [y; (‘Th v 7mn)} — [b§ (I(al)v R I(am))]
de but [b; (I(a1),...,I(amn))] de C, on a

am)1[ti8] = [Bot; (a;8ij)1<i<n, ieF()(5)]

.....

Comme par hypothese les fleches B et ay,, 1 < i < m, sont des monomorphismes, il

en est de méme de v, -

i) Soit [g;f = (fri)icicmier@@] © [b3(ar, .. am)] — [V;(al, ... ap,)]
une fleche de C’. Montrons que le carré

Vvi(ay,eam)]

[b; (I(a1), - -, I(am))]

J[g;f] M g;f]
[0's(I(ar),... . 1(a},)] ——————[L(); (K(a}),. .., K(ap, ), ao)]

est un carré cartésien de C. Soient donc

[k = (kij)1<i<n,icry(y ] ¢ (95 (@1, 2n) | — [L(D); (K (a1), ., K(am), a0)]
[ths8" = (sihicicn, veran(] [0 (@1, zn) | — (V5 (L(a)), - . I ()]
deux fleches de C telles que

(1.8.27.7) Mlg;£]o (LK) = p(ay,. aryy 0 [F58]

Cette égalité implique en particulier que

(1.8.27.8) L(g)l = pyt"
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d’ott FL(g)F(l) = F(By )F(t"). Comme (3, 3') est un I'-décalage, la condition (i) de
la définition de cette notion implique donc que pour tout j, 1 < j < n,

U FL(g)(@) = F(')()

i€F(1)(5)

En particulier, comme (3, 8’) est un I'-décalage strict, on en déduit que

m+1¢ U F(O)()

1<isn

L’égalité 1.8.27.7 implique donc que pour tout j, 1 < j < n, tout i € F(I)(5), et tout
i’ € FL(g)(@) (= F(g)(i) par le lemme 1.8.26), on a i’ € F(¢')(j) et

(18279) K(fz/i)k” = O[a;/ s/i’j
Comme le décalage (3, 3') est séparant, et en particulier cartésien, 1'égalité 1.8.27.8
implique l'existence d’un morphisme unique ¢ : y — b de B tel que

(1.8.27.10) I=0t et t'=gt
La premiére de ces deux égalités implique alors que F'(5,)F(t) = F(l), et par suite,
comme (f3,3") est un I'-décalage, que pour tout j, 1 < 57 < n, F)(j) = F)().
Ainsi, comme le décalage («, ') est cartésien, pour tout entier j, 1 < j < n, tout
i € F(t)(5) = F()(j), et tout i' € F(g)(i) = FL(g)(%), 'égalité 1.8.27.9 implique
I'existence d’un morphisme unique s;/;; : ; — I(a;) de A tel que
(182711) ]{iij = Oq,;Siij et 8;/]‘ = I(fi’i)si’ij
Comme «,, est un monomorphisme, la premiere de ces deux égalités implique que
le morphisme s;/;; est indépendant de i € F(g)(i), et on pose donc s;; = s;745. On
définit ainsi un morphisme

[t;s = (Sij)lgjgn,ieF(t)(j)] Sy (e, xn) ] = [05(I(a1), - L(am))]

de C, qui en vertu des égalités 1.8.27.10 et 1.8.27.11, satisfait aux relations
(K] = Ybsa,... am) [ B8] et [t';s'] = J[g;f] o [t;s]

ce qui prouve l'assertion. La vérification de la derniere propriété d’un décalage
séparant étant immédiate, ceci acheve la démonstration de la proposition. O

Remarque 1.8.28. — On vérifie aussitdt que le décalage (7,7’) défini dans la pro-
position précédente dépend fonctoriellement des décalages («, o’) et (3, 5) en un sens
facile a préciser.

Corollaire 1.8.29. — Soient A et B deux petites catégories, et F' : B — T un
foncteur.

(a) Si A admet un décalage et B un I'-décalage, alors B A admet un décalage.
(b) Si A admet un décalage, B un T'-décalage, et si ces deux décalages sont scin-
dables, alors B[ A admet un décalage scindable.
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(¢) Si A admet un décalage cartésien et B un T'-décalage strict et séparant, alors
B[ A admet un décalage séparant.

Démonstration. — Le corollaire est conséquence immédiate de la proposition
précédente appliquée & A’ = A, et & I = 1,4, ’endofoncteur identique de A. O

Corollaire 1.8.30. — Soient A et B deux petites catégories, et F' : B —T un
foncteur.

(a) Si A admet un décalage et B un I'-décalage, alors B[A est une catégorie
asphérique.

(b) Si A admet un décalage, B un I'-décalage, et si ces deuzr décalages sont scin-
dables, alors B[ A est une catégorie totalement asphérique.

(¢) Si A admet un décalage cartésien et B un T'-décalage strict et séparant, alors
B[ A est une catégorie test faible.

(d) Si A admet un décalage cartésien, B un I'-décalage strict et séparant, et si ces
deux décalages sont scindables, alors B[ A est une catégorie test stricte.

Démonstration. — Ce corollaire résulte du corollaire précédent, des propositions
1.8.6, 1.8.11, et du corollaire 1.8.12. O
Ezxemple 1.8.31. — Le corollaire 1.8.29 implique aussitot par récurrence que

comme A admet un I-décalage strict séparant et scindable (exemples 1.8.13 et
1.8.25), pour tout entier n > 1, la catégorie O, de l'exemple 1.8.23 admet un
décalage séparant et scindable, et est donc en vertu du corollaire 1.8.12, une catégorie
test stricte. De méme, comme A’ admet un I'-décalage strict séparant (exemples
1.8.14 et 1.8.25), pour tout entier n > 1, la catégorie ©/ de I'exemple 1.8.23 admet
un décalage séparant, et est donc en vertu de la proposition 1.8.11, une catégorie test
faible. De plus, en vertu de la proposition 1.8.8 et de la remarque 1.8.28, 'inclusion
0! — 0O, (exemple 1.8.23) est un foncteur asphérique.

Ezxemple 1.8.32. — Soit A une catégorie admettant un objet initial. Alors le pro-
duit en couronnes A[A est une catégorie test stricte. En effet, la catégorie A ad-
met un I'-décalage strict séparant et scindable (exemples 1.8.13 et 1.8.25), et A un
décalage cartésien (exemple 1.8.17). L’assertion résulte donc du corollaire 1.8.30, (d).
De méme, comme A’ admet un I'-décalage strict séparant (exemples 1.8.14 et 1.8.25),
le corollaire 1.8.30, (¢) implique que A’ [A est une catégorie test faible.

Proposition 1.8.33. — Soient B une petite catégorie, ' : B — ' un foncteur, et
bo un objet de B.
(a) Si B admet un I'-décalage, centré sur by, alors le produit en couronnes infini
C(B,by) admet un décalage ;
(b) Si B admet un I'-décalage scindable, centré sur by, alors le produit en couronnes
infini C(B,bg) admet un décalage scindable ;



1.8. DECALAGES ET EXEMPLES DE CATEGORIES TEST 91

(¢) Si B admet un T'-décalage strict séparant, centré sur by, alors le produit en
couronnes infini C(B,by) admet un décalage séparant ;

Esquisse de la preuve. — Considérons la tour de catégories
To=bg 11:Ib0 Is In_1 I, In+1
A0:€4>A1234)A2:BIB An An+1

(ot Apy1 = B[ Ay, Iny1 = 15 [1,, n > 0) définissant le produit en couronnes infini
A=C(B,b) =lim 4, |,
et soit
B B
lp —— L<— by
un I'-décalage sur B. On définit par récurrence une suite de décalages sur les foncteurs
Iy, n =20,
D, = I, K, " e, |
(o K, : A, — A,41 est un foncteur, e,, un objet de A,, 41, considéré comme foncteur

constant A, — Ap41, et a, et o), des morphismes de foncteurs) comme suit :

Bs By,
Do= by— L(by) «——by

et pour tout n > 0, le décalage D,, 41 sur I,,41 = 1BfIn est obtenu du I'-décalage
donné sur B, et du décalage D,, sur I,, par le procédé de la proposition 1.8.27. Un
calcul direct montre par récurrence que pour tout n > 0, le couple (I, I,+1) est un
morphisme de décalages généralisés de D,, vers D,,;1. On obtient ainsi un systeme
inductif de décalages généralisés, et par passage a la limite, on déduit un décalage sur
le foncteur lim J,, : lim A, — lim A,, 41, qui n’est autre que le foncteur identique de
A =lim A,, = C(B, by). On obtient ainsi un décalage sur C(B,bo), ce qui prouve déja
lassertion (a) de la proposition.

Si le décalage donné sur B admet un scindage r = (1, : L(b) — b)pe B, ce scindage
induit un scindage rp, du décalage généralisé Dy

by~ L(by) by,
e

T’bo

et le procédé de la proposition 1.8.27 permet de définir, par récurrence, des scindages
sur les décalages D,,. On vérifie alors facilement que les couples (I, I4+1) sont des
morphismes de décalages généralisés scindés, d’ou par passage a la limite, un scindage
du décalage sur C(B, by), ce qui prouve I'assertion (b). Enfin, si le décalage donné sur
B est un I'-décalage strict séparant, il résulte de la proposition 1.8.27 que les décalages
D,, sont séparants. La stabilité des décalages séparants par limites inductives filtrantes
implique alors que le décalage sur C(B, by) I'est également, ce qui démontre la derniére
assertion de la proposition. O
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Corollaire 1.8.34. — Soient B une petite catégorie, F' : B — I' un foncteur, et by
un objet de B.

(a) Si B admet un T'-décalage, centré sur by, alors le produit en couronnes infini
C(B,by) est une catégorie asphérique ;

(b) Si B admet un I'-décalage scindable, centré sur by, alors le produit en couronnes
infini C(B,bg) est une catégorie totalement asphérique ;

(¢) Si B admet un T'-décalage strict séparant, centré sur by, alors le produit en
couronnes infini C(B,by) est une catégorie test faible ;

(d) Si B admet un T'-décalage strict séparant et scindable, centré sur by, alors le
produit en couronnes infini C(B,by) est une catégorie test stricte ;

Démonstration. — Ce corollaire résulte de la proposition précédente, des propositions
1.8.6, 1.8.11, et du corollaire 1.8.12. [

Ezxzemple 1.8.35. — Comme la catégorie A admet un I'-décalage strict séparant et
scindable, centré sur Ay (exemples 1.8.13 et 1.8.25), il résulte du corollaire précédent
que la catégorie © (exemple 1.8.23) est une catégorie test stricte. De méme, comme
la catégorie A’ admet un I'-décalage strict séparant, centré sur Ay (exemples 1.8.14
et 1.8.25), il résulte du corollaire précédent que la catégorie © (exemple 1.8.23) est
une catégorie test faible. D’ailleurs, la proposition 1.8.33 implique que les catégories
O et © admettent des décalages séparant, celui sur © étant méme scindable, et grace
a la fonctorialité des constructions (cf. remarque 1.8.28) l'inclusion ® — © est un
morphisme de décalages. Il résulte donc de la proposition 1.8.8 que cette inclusion est
un foncteur asphérique.

Exemple 1.8.36. — Une catégorie directe finie est une catégorie C' dont le nerf
est un ensemble simplicial fini, autrement dit, ayant un nombre fini de simplexes
non dégénérés. De facon équivalente, cela signifie que le graphe orienté ayant comme
sommets les objets de C', et comme arétes les fleches non identiques de C, est fini et
n’a pas de cycles orientés, ou encore que la catégorie libre engendrée par ce graphe
est finie. On peut alors définir une fonction dimension Ac : Ob(C) — N comme suit.
Pour tout objet ¢ de C, A¢(c) est le plus grand entier n tel qu’il existe un n-simplexe
non dégénéré du nerf de C (autrement dit une suite composable de n fleches non
identiques de C)
cop—>Cl—> -+ —>Cp

tel que ¢ = ¢,. On vérifie facilement que pour toute fleche non identique ¢ — ¢’ de C,
on a Ac(c) < Ac(c'). Sila catégorie C est non vide, on désigne par me 'entier naturel
me = max{Ac(c) | c € Ob(C)}, et on remarque que 'application A¢ induit alors une
surjection Ob(C) — A, et définit un foncteur noté aussi Ac : C — A,

Soient A une petite sous-catégorie pleine de Cat formée de catégories directes finies
non vides, et A’ la sous-catégorie de A ayant mémes objets que A, et dont les fleches
sont les morphismes f : a — a’ de A satisfaisant a la condition suivante :
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(H) Siz,y sont deux objets de a tels que A, (z) = A\, (y), alors Ao/ (f(2)) = Ao (f(9))-
La condition (H) implique aussitdt que pour toute fleche f : a — o de A’) il existe
un unique morphisme f : A,, — Ay, de A tel que le carré suivant de foncteurs

a a/
)\al Jka/
Ama f } Ly

soit commutatif. On en déduit un foncteur

N BN

A — A ar— Ay, , f—f

et en composant avec le foncteur A — I' de 'exemple 1.8.23, on obtient un foncteur
A’ — T. Pour tout objet ag € Ob(A’) = Ob(A), on peut donc considérer le produit
en couronnes infini C(A4’, agp).

Supposons maintenant que la catégorie A satisfait aussi aux conditions (i) et (i)

de 'exemple 1.8.16, et considérons le décalage sur A,

a—2spel e ,
défini dans cet exemple, qui est séparant puisque A est formée de catégories non vides.
Pour tout objet a de A, a, et 5, satisfont & la condition (H), et si f : a — a’ est une
fleche de A satisfaisant & cette condition, il en est de méme de D(f), et par suite le
décalage (o, 8) sur A induit un décalage séparant,

T =2 pre e ,
sur A’. En particulier, il résulte de la proposition 1.8.11 que A’ est une catégorie
test faible. D’autre part, le foncteur A" — A, défini ci-dessus, est un morphisme de
décalages du décalage (o', 3') sur A’ vers le décalage de ’exemple 1.8.13 sur A. Comme
ce dernier est un I’-décalage strict (cf. exemple 1.8.25), on en déduit facilement qu’il
en est de méme de (o, '), et par suite, en vertu du corollaire 1.8.34 (¢), le produit
en couronnes infini C(A’,e) est une catégorie test faible.

Enfin, supposons de plus que tout objet de A admet un objet final. Alors,
conformément a lexemple 1.8.16, le décalage («,3) est scindable, et on remarque
que la rétraction de a4, a € Ob(A), définie dans cet exemple satisfait & la condi-
tion (H). On en déduit que le décalage (o/, 3") sur A’ est également scindable, et par
suite A’; et le produit en couronnes infini C(A’,e) sont des catégories test strictes
(corollaires 1.8.12 et 1.8.34 (d)).

Un exemple remarquable de catégorie A satisfaisant a toutes les conditions ci-
dessus est la catégorie Ap, définie comme suit. On dit qu'une sous-catégorie pleine
A de Cat formée de catégories directes finies est stable par regroupement familial si
pour toute famille finie (a;)1<i<m, m = 0, d’objets de A, telle que mq, = m,,,, pour



94 CHAPITRE 1. LA THEORIE DES CATEGORIES TEST

1< 4,7 < m,la catégorie (IT1<;<ma;)* est encore dans A. La catégorie Ag est la plus
petite sous-catégorie pleine de la catégorie des catégories directes finies, stable par
regroupement familial. Les objets de Ay sont les ensembles ordonnés correspondant
aux arbres finis “bien taillés”. Voici un exemple d’un tel ensemble ordonné

N

[ ] [ ] [ ] [}
[ ] [} [ ]

\ . / |
Les morphismes de Ag sont les applications croissantes entre ces ensembles ordonnés.
La catégorie Af, a les mémes objets que Ag, et comme morphismes les applications

croissantes envoyant les sommets de “méme hauteur” sur des sommets de méme hau-
teur.

Les paragraphes 1.8.37 a 1.8.39 ci-dessous, plus heuristiques, esquissent une descrip-
tion combinatoire du produit en couronnes, du produit en couronnes infini, ainsi que
des décalages des propositions 1.8.27 et 1.8.33. Ces paragraphes sont simplement des-
tinés a guider Uintuition du lecteur et ne seront pas utilisés dans la suite.

1.8.37. — Soient A une catégorie, et F' : B — I' un foncteur. On représente un
objet [b; (a1,...,an)] du produit en couronnes B [ A par I'arbre planaire de hauteur
au plus un avec m “branches”

dont les “feuilles” sont décorées par les objets aq,...,a,, de A, et la “racine” par
l'objet b de B, et qui est réduit a sa simple racine si m = 0. Plus généralement,
si on définit par récurrence les catégories produit en couronnes itéré B,, en posant
By = A, et pour n > 0, B, = Ban,l, les objets de B,, sont représentés par des
arbres planaires de hauteur au plus n, dont les sommets de hauteur n sont décorés
par des objets de A et les sommets de hauteur strictement plus petite par des objets
b de B tels que si F(b) = I, alors il y a exactement m branches (le “tronc” n’étant
pas considéré comme une branche) partant du sommet décoré par b. En particulier,
si m = 0, ce sommet est un sommet maximal. On remarque que 'orientation du
plan induit un ordre total sur les ensembles de sommets de méme hauteur. Voici un
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exemple pour n = 3 :

ai ag as as
by bs be
b bs
by )

olta; € Ob(A),1<i<4,b;€0b(B),1<j<6,et
F(by) = F(bs) =1y, F(bs) =11, F(b1)=1I12, F(bsg)=F(by) =13

Revenons au cas général. La description des morphismes est plus délicate. Soient X
et X’ deux arbres ainsi décorés. Les morphismes de B,, de source 'objet représenté
par X et de but l'objet représenté par X’ sont en bijection avec les couples (E, g), ou
E est un ensemble de couples (s', s) formés d’un sommet s’ de X’ et d’un sommet s
de X de méme hauteur, et g = (gss)(s,s)cp est une famille indexée par I'ensemble £,
avec gy/s : Ts —> Lo, OU T, (resp. x%,) est la décoration du sommet s (resp. §), et gy/s
un morphisme de A ou de B, selon que la hauteur commune de s et s’ est égale & n ou
strictement inférieure, ces données étant assujetties aux deux conditions suivantes :

i) le couple formé par la racine de X' et la racine de X appartient & I’ensemble F ;

i1) pour tout couple (s',s) € E, si la hauteur commune p de s et s’ est strictement
plus petite que n, et si F(xs) = Iy, et F(al,) = I, alors pour tous ,1,
1<i<m, 1< ¢ <m/, on al’équivalence

i' € Fges)(i) < (sl,s1) €E

ou s; (resp. s,) désigne le sommet de hauteur p+ 1, extrémité de la i-éme (resp.
i’-éme) branche issue du sommet s (resp. s’), pour l'ordre induit par 'orientation

du plan.
1.8.38. — En gardant les notations du paragraphe précédent, supposons que
a a’ B I
1lg— K+— o (resp. 1lp——L¢—by )

soit un décalage (resp. un I'-décalage) sur la catégorie A (resp. B), et soit

g, —2 My +—— [bo; ()]
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le décalage sur By = B[A obtenu en appliquant la construction de la proposi-
tion 1.8.27 au foncteur identique I = 14 de A. Alors on a

a; az am K(a1) K(a2) ._.K((lm) .aU

M1 —
L(b)

(le tracé en pointillé de la derniere branche étant purement pictural, et n’ayant pas
une signification mathématique particuliere) et

bo

[bo; ()] = e

Soit maintenant

1, —" % M, < [bo; ()]
le décalage sur B,, obtenu par itération de cette construction. Si X est I’arbre décoré
associé a un objet de B,,, alors 'arbre décoré correspondant a 'image de cet objet
par le foncteur de décalage M,,, noté aussi M, (X), est obtenu comme suit. On forme
d’abord l'arbre décoré X’ obtenu de X en remplacant les décorations des sommets
de hauteur n (qui sont des objets de A) par leurs images par le décalage K, et celles
des sommets de hauteur strictement plus petite (qui sont des objets de B) par leurs
images par le décalage L. Alors M,,(X) s’obtient de X’ en ajoutant & chaque sommet
de hauteur strictement plus petite que n une nouvelle branche, a droite de toutes
les autres issues de ce sommet, dont on décore I'autre extrémité par ag si elle est de
hauteur n, par by sinon. Voici un exemple pour n = 3 :

ag K(a1) K(a2) K(as) )
o ..

ai az a3
bo bo
ba e )
l\ j? 3 b5 . :L(b4
b e bo
? bs L(b2) .
by

L(b1)

1.8.39. — En gardant toujours les notations du paragraphe 1.8.37, on suppose
désormais que la catégorie A est la catégorie ponctuelle. Dans ce cas, les sommets
de hauteur n d’un arbre décoré représentant un objet de B,, n’ont plus besoin d’étre
décorés, puisqu’il n’y a aucune ambiguité sur l'objet de A qui les décore. De plus,
dans ce cas, le choix d’un objet by de B définit, conformément au paragraphe 1.8.22,
pour tout n, n > 0, un foncteur fidele (pleinement si by est un objet rigide de B)
I, : By, — Bpy1. Si X est un arbre décoré représentant un objet de B,, 'arbre
décoré représentant I'image dans B,,+1 de cet objet par le foncteur I,, est obtenu de
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X en décorant tous les sommets (non décorés) de hauteur n par by, et en laissant les
décorations des autres sommets inchangées. Par exemple, pour n = 3,

bo b() bO
by ba
I3 " = .
b bs by bs
by b1

Ainsi, par passage a la limite inductive, les objets du produit en couronnes infini
C(B,bp) sont en bijection avec les arbres finis de hauteur arbitraire, dont tous les
sommets sont décorés par des objets de B, avec la seule restriction que si un sommet
est décoré par un objet b de B tel que F(b) = I, alors il y a exactement m branches
partant de ce sommet. Soit maintenant

113L>L<B—b0

un I'-décalage sur B, de centre by. Conformément a la preuve de la proposition 1.8.33,
en itérant la construction de la proposition 1.8.27 et en passant a la limite inductive,
on en déduit un décalage M sur le produit en couronnes infini C(B,by). Si X est un
arbre décoré représentant un objet de C(B, by), arbre décoré représentant 'image de
cet objet par le foncteur M est obtenu en remplagant les décorations des sommets
de X par leurs images par le décalage L, et en ajoutant a chaque sommet de X une
nouvelle branche, a droite de toutes les autres issues de ce sommet, dont on décore
lautre extrémité par by. Voici un exemple pour n = 3 :

bo bo bo
') ) ')
be by bs :
b() .bO
by
l\ {z bs — bo. .bo
bo b3
bo
)







CHAPITRE 2

LES LOCALISATEURS FONDAMENTAUX

2.1. Les propriétés élémentaires des localisateurs fondamentaux

2.1.1. — On appelle localisateur fondamental une partie W de FI(Cat) satisfaisant
aux conditions suivantes :

LA La partie W de FI(Cat) est faiblement saturée.
LB Si A est une petite catégorie admettant un objet final, alors A — e, ou e désigne
I’objet final de Cat, est dans W.

LC Si
A—"—B
C
est un triangle commutatif de Cat, et si pour tout objet ¢ de C, le foncteur
u/c: AJ/c — B/c induit par u est dans W, alors u est dans W.

On remarque qu’'un localisateur fondamental est en particulier un localisateur fon-
damental faible. En effet, les conditions La (1.1.2) et Lb (1.1.2) coincident aux condi-
tions LA et LB respectivement, et la condition Le (1.1.2) est le cas particulier de la
condition LC correspondant & B =C' et w = 15 (et v = u).

Ainsi, on dispose, en particulier, des notions d’équivalence faible, de foncteur
asphérique et de catégorie asphérique, introduites en 1.1.2. Si C' est une petite
catégorie, v : A — C, w : B — C deux objets de Cat/C et u : A — B un mor-
phisme de Cat/C, de sorte que v = wu, on dit que u est une W-équivalence (ou
une équivalence faible) localement sur C si pour tout objet ¢ de C, le foncteur
u/c: A/c — B/e, induit par u, est une équivalence faible. La condition LC affirme
donc que pour toute petite catégorie C', un foncteur qui est une équivalence faible
localement sur C' est une équivalence faible. Dualement, on dit que le foncteur w
est une W-équivalence (ou une équivalence faible) colocalement sur C' si u® est une
Wh-équivalence localement sur C° (A° et B° étant considérées comme catégories
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au-dessus de C° par v° et w® respectivement). Il résulte de la proposition 1.1.22
et de LC qu’un foncteur qui est une équivalence faible colocalement sur C' est une
équivalence faible. Le foncteur u est une équivalence faible colocalement sur C' si et
seulement si pour tout objet ¢ de C, le foncteur c\u : c\A — ¢\ B, induit par u, est
une équivalence faible (cf. 1.1.25).

On remarque qu’un foncteur entre petites catégories u : A — B est asphérique
(resp. coasphérique) si et seulement s’il est une équivalence faible localement (resp.
colocalement) sur B (A et B étant considérées comme catégories au-dessus de B par
u et 1p respectivement).

Soient C' une petite catégorie, et A — C' un objet de Cat/C. On dit qu'un mor-
phisme ¢ : FF — G de préfaisceaux sur A est une W-équivalence (ou une équivalence
faible) localement sur C si le morphisme

A)F—29 L aa

N

de Cat/C est une W-équivalence localement sur C. Il résulte de la condition LC que si
le morphisme ¢ est une équivalence faible localement sur C, alors il est une équivalence
faible. On remarque que ¢ est une W-équivalence locale (cf 1.2.6) si et seulement si
© est une W-équivalence localement sur A, autrement dit, si le morphisme

AJF 29

%

de Cat/A est une W-équivalence localement sur A. Ainsi, la condition LC implique
qu’une W-équivalence locale de préfaisceaux est une W-équivalence.

Exemple 2.1.2. — On vérifie immédiatement que les localisateurs fondamentaux
faibles des exemples 1.1.29, 1.1.31 et 1.1.32 sont des localisateurs fondamentaux, et
il résulte d’une version relative du théoreme A de Quillen [10] qu’il en est de méme
de W4 (exemple 1.1.33). Pour tout entier n, n > 0, on démontre que W, (exemple
1.1.34) est aussi un localisateur fondamental [10].

Dans la suite, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental.

Proposition 2.1.8. — Un produit fini d’équivalences faibles de Cat est une
équivalence faible.



2.1. LES PROPRIETES ELEMENTAIRES DES LOCALISATEURS FONDAMENTAUX 101

Démonstration. — 11 suffit de montrer que le produit de deux équivalences faibles
uy : Ay — B1, us : A5 — By de Cat est une équivalence faible. Comme

’lj,1><u2:(1B1 xug)(ulxlAz) s

il suffit de montrer que pour toute équivalence faible v : A — B de Cat, et toute
petite catégorie C, le morphisme u X 1o est une équivalence faible. On a un triangle
commutatif

quO

Ax(C—Bx(C
N A
C )

ol p et g désignent les deuxiemes projections. En vertu de LC, il suffit donc de montrer
que pour tout objet ¢ de C, le morphisme

(uxlc)/e=uxlg/.

(AxC)/e~AxCJc

»BxCJlc~(Bx(C)/c

est une équivalence faible. Or, on a un carré commutatif

uXlcy/e
AxCle——" s BxCJe

| |

A B )

u

ou les fleches verticales désignent les premieres projections qui sont des équivalences
faibles, en vertu de LB et de 1.1.4. Comme u est une équivalence faible, on en déduit
qu’il en est de méme de u x 1¢/., ce qui acheve la démonstration. O

Proposition 2.1.4. — Une somme arbitraire d’équivalences faibles de Cat est une
équivalence faible.

Démonstration. — Soit u; : A; — By, i € I, une famille d’équivalences faibles de Cat.
Notons aussi I la catégorie discrete correspondant a I’ensemble I. On a un triangle
commutatif évident

u= 11 u;
A=T114 =" 1IB =B
icl icl

N

I )

et on remarque que pour tout objet ¢ de I, le morphisme u/i : A/i — B/i s’identifie
awu; : A; — B;. En vertu de LC, u est donc une équivalence faible, ce qui démontre
la proposition. L]
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2.1.5. — Soient M une catégorie, W une partie de FI(M), et v : M — W=LM le
foncteur de localisation (cf. 1.3.1). On rappelle que la propriété universelle du foncteur
de localisation « (cf. 1.3.1) se précise par la propriété “2-universelle” suivante : Pour
toute catégorie N, le foncteur

Hom (W ~1M, N) ——s Hom(M, N)

de la catégorie des foncteurs de W 1M vers N dans celle des foncteurs de M vers N,
associant a un foncteur F' le foncteur F'y, et & un morphisme de foncteurs o le mor-
phisme de foncteurs a * «y, établit un isomorphisme de la catégorie Hom(W 1M, N)
sur la sous-catégorie pleine Homy, (M, N) de Hom(M,N) formée des foncteurs
G : M — N tels que, pour tout w € W, G(w) soit un isomorphisme de N. On pose
Homy, (M, N) = Ob(Homy,, (M, N)).

Lemme 2.1.6. — Soient (i,j) un couple de foncteurs adjoints, i : M — M’,
j:M — M,

e — 1y n:ly — gt
les morphismes d’adjonction, et W, W' des parties de FI(M) et FI(M') respectivement
telles que

i(w)cw’ et JWHcCcw
Notons v : M —s WM et v : M —s W'™"M’ les foncteurs de localisation, et
T WM — W M et j: WM — WM les foncteurs induits par i et j
respectivement, de sorte qu’on ait des carrés commutatifs

M—— M ——— M
"/J{ J’y’ ’y/l l’)’
W*lMgz)WlflM/ W/*lM/TwalM

Alors (z,7) est un couple de foncteurs adjoints, les morphismes d’adjonction étant
déduits de € et 1.

Démonstration. — Le lemme est une conséquence formelle de la “2-fonctorialité” de
la localisation, elle méme conséquence de la propriété “2-universelle”. Les détails sont
laissés au lecteur. O
Lemme 2.1.7. — Soient I un ensemble fini, (M;);c; une famille de catégories, et

pour tout i, i € I, W; une partie de FI(M;) contenant les identités. Alors le foncteur
canonique

(W) I s L0V a0)

est un isomorphisme de catégories.



2.1. LES PROPRIETES ELEMENTAIRES DES LOCALISATEURS FONDAMENTAUX 103

Démonstration. — Le lemme étant évident pour un ensemble I vide, ou ayant un seul
élément, il suffit, par récurrence, de 1’établir pour I = {1, 2}. Or, pour toute catégorie
N, on a des bijections fonctorielles :

Hom(W, My x Wy ' My, N) ~ Hom(W;* My, Hom(W, ' My, N))
~ Hom (W ' My, Homyy, (Ma, N)) ~ Homy,, (M7, Homy,, (M, N))

~ Homyy, .y, (M1 x Mz, N) ~ Hom((Wy x Wa) ™" (M x M), N)

I’avant derniere résultant de I’hypothese que W; et W5 contiennent les identités, ce
qui prouve le lemme. O

Proposition 2.1.8. — Soient M une catégorie admettant des produits (resp. des
sommes) binaires, et W une partie de FI(M) contenant les identités et stable par
produit (resp. somme) de deus fleches. Alors WM admet des produits (resp. des
sommes) binaires, et le foncteur de localisation v : M — W~='M commute a ces
produits (resp. sommes).

Démonstration. — Sila catégorie M admet des produits binaires, le foncteur diagonal
A M — MxM admet un adjoint a droite IT : M x M — M (foncteur produit). On a
A(W) C WxW, et comme W est stable par produit de deux fleches, I(W x W) C W.
En vertu du lemme 2.1.6, les foncteurs

ANWIM—WxW) '(MxM), TT:(WxW)" " (MxM)— WM,

induits par A et II respectivement, forment un couple de foncteurs adjoints. Or, en
vertu du lemme 2.1.7, la catégorie (W x W)~1(M x M) est canoniquement isomorphe
au produit WM x W~—1M, et on vérifie facilement que A s’identifie par cet isomor-
phisme au foncteur diagonal. On en déduit que W—'M admet des produits binaires,
II étant un foncteur produit, ce qui acheve la démonstration, la partie concernant les
sommes se déduisant par passage aux catégories opposées. O

Proposition 2.1.9. — La catégorie Hot = Hotyy = W™'Cat admet des produits
finis et des sommes finies, et le foncteur de localisation canonique -y : Cat — Hot y
commute.

Démonstration. — La proposition résulte des propositions 2.1.8, 2.1.3, 2.1.4, du
lemme 1.3.6, et de son dual. O

A———B
C
un triangle commutatif de Cat. On suppose que pour tout objet ¢ de C, le morphisme
Ue : Ae — By, induit par u dans les fibres, est une équivalence faible.

Proposition 2.1.10. — Soit
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(a) Siwv et w sont des précofibrations, alors le foncteur u est une équivalence faible
localement sur C.

(b) Siwv et w sont des préfibrations, alors le foncteur u est une équivalence faible
colocalement sur C.

En particulier, dans les deux cas (a) ou (b), le foncteur u est une équivalence faible.
Démonstration. — Pour tout objet ¢ de C, on a un carré commutatif dans Cat

ACL)BC

A/C*/)B/C )

ou i. et j. désignent les foncteurs canoniques. Si v et w sont des précofibrations,
en vertu du lemme 1.1.16, les foncteurs i, et j. admettent des adjoints & gauche, et
sont donc coasphériques, et en particulier des équivalences faibles (1.1.25). Comme
par hypothese u. est une équivalence faible, il en est de méme de u/c, ce qui prouve
Passertion (a). L’assertion (b) en résulte par passage aux catégories opposées, en vertu

de la proposition 1.1.22. O
Théoréme 2.1.11. — Soit W une partie de FI(Cat). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) W est un localisateur fondamental.
(b) W satisfait aux conditions suivantes :
LA® La partie W de Fl(Cat) est faiblement saturée.
LB° Si A est une petite catégorie admettant un objet initial, alors A — e est
dans W.
LC® §i

A—"—B
/.
C
est un triangle commutatif de Cat, et si pour tout objet ¢ de C, le foncteur
c\u: \A — c\B, induit par u, est dans W, alors u est dans W.
(¢) W satisfait auz conditions suivantes :
Lo La partie W de FI(Cat) est faiblement saturée.

LB Le morphisme canonique Ay — e est dans W.
Ly Si
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est un triangle commutatif de Cat, p et q des cofibrations, u un fonc-
teur cocartésien (transformant morphismes cocartésiens en morphismes
cocartésiens), et si pour tout objet ¢ de C, le foncteur u. : A. — B.,
induit par u dans les fibres, est dans W, alors u est dans W.
(d) W satisfait aux conditions suivantes :
La® La partie W de FI(Cat) est faiblement saturée.
LB° Le morphisme canonique Ay — e est dans W.

L~e S0
A———B
N/
C
est un triangle commutatif de Cat, p et q des fibrations, u un fonc-
teur cartésien (transformant morphismes cartésiens en morphismes

cartésiens), et si pour tout objet ¢ de C, le foncteur u. : Ae — Be, induit
par u dans les fibres, est dans W, alors u est dans W.

Démonstration. — L’implication (a¢) = (¢) résulte de la proposition 2.1.10. Pour
montrer I'implication (¢) = (b), soit W une partie de FI(Cat) satisfaisant aux condi-
tions Lo, LG, L. La condition LA® coincide avec la condition La, et est donc satis-
faite. Pour montrer les conditions LB°® et LC®, on procede par plusieurs étapes.

i) Montrons que le morphisme canonique A; — e est universellement dans
W, autrement dit, que pour toute petite catégorie A, la premiere projection
1:Ax Ay — A est dans W. On a un triangle commutatif

Ax A —2 4

N

les fleches obliques étant des cofibrations, et la fleche horizontale un foncteur co-
cartésien, induisant dans les fibres au-dessus d’un objet a de A un foncteur s’identi-
fiant au foncteur canonique A; — e, qui est dans W en vertu de L. 1l résulte donc
de Ly que pr; est dans W.

it) Montrons que W satisfait a la condition LB°, autrement dit, que pour toute
petite catégorie A admettant un objet initial, le morphisme canonique A — e est
dans W. En effet, en vertu de la proposition 1.4.16, la catégorie A est contractile, et
comme W est faiblement saturé, l’assertion résulte de (i) et de la proposition 1.4.8.

4i1) Introduisons une version relative de la catégorie S(A) introduite dans 1.1.18.
Soit u : A — B un morphisme de Cat. On définit une catégorie S(u) comme suit :

Ob(S(u)) = {(a,b, f) | a € Ob(A), b € Ob(B), f : b — u(a) € FI(B)}
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et si (a,b, f) et (a/,,f") sont deux objets de S(u), 'ensemble des morphismes
Homg,y((a, b, f), (a',b', f')) est formé des couples (g,h), g : a—a' € FI(A),
h:b — b€ FI(B) tels que le diagramme :

b4>u(a

J =u(g)fh

I *> u(a’)
soit commutatif. L’identité de (a, b, f) est définie par 1,5, 7) = (14, 15), et si
(g:h) : (@, b, f) —> (@0, f) et (g ) (@' f1) — (a”, 0", )
sont des morphismes de S(u),
(g",h") o (g9, h) = (g'g, hI)

On définit deux foncteurs :

Be 2 S(u) s A
en posant pour tout objet (a,b, f) de S(u),
Su(a, b, f)=b tu(a,b, f)=a
et pour tout morphisme (g, h) de S(u),
su(gh) =h . tulg,h) =g

(On remarque que la catégorie S(A) et les foncteurs s4 et t4 introduits dans 1.1.18
s’identifient & S(u), s, et t, respectivement, pour A = B et u = 14.) On vérifie facile-
ment que les foncteurs s, et t,, sont des cofibrations, en remarquant qu’un morphisme
(g,h) de S(u) est cocartésien relativement & s,, (resp. t,,) si et seulement si g (resp. h)
est un isomorphisme, et que si h: b — b (resp. g : @ — a’) est un morphisme de B
(resp. A) et (a,b, f) un objet de S(u) au-dessus de b (resp. a), alors

(1, h) : (a,b, f) — (a, V', fh)
(resp. (gvlb) : (CLJ), f) B (a',b,u(g)f) )

est un morphisme cocartésien relativement a s, (resp. t,) au-dessus de h (resp. g).
On remarque que la fibre S(u), (resp. S(u),) de s, (resp. t,), au-dessus d’un objet
b (resp. a) de B° (resp. A), est la catégorie b\A (resp. (B/u(a))® ~ u(a)\B°). En
particulier, les fibres de t,, possédent un objet initial, ce qui implique, en vertu de (1)
et de Ly, que t, est dans W.

Soit
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A —— B

un carré commutatif de Cat. On définit un foncteur S(v,w) : S(u) — S(v') comme
suit :

S, w)(a,b, f) = (v(a),w(d),w(f)) ,  (a,b f)€O0b(Sw) ,

f:b—ula) , w(f) : w(b) — wu(a) = v'v(a)

S(v,w)(g,h) = (v(g),w(h) (g, h) € FI(S(u))

On vérifie aussitot qu’on a un diagramme commutatif

un triangle commutatif de Cat, et supposons que pour tout objet ¢ de C, le foncteur
c\u : ¢c\A — ¢\B, induit par u, est dans W. En vertu de ce qui précéde, on a un
diagramme commutatif

Su ty

c° S(v) A
1001/ S(u,l¢ ‘u
C° S(w) B

8w tw
En particulier, on a un triangle commutatif

S(u,lc)

) ——— S(w)
N A

ou s, et s, sont des cofibrations, et on vérifie immédiatement que S(u,1lc) est un

S(v

foncteur cocartésien. Comme pour tout objet ¢ de C, S(u, 1¢) induit un foncteur dans



108 CHAPITRE 2. LES LOCALISATEURS FONDAMENTAUX

les fibres au-dessus de ¢ s’identifiant & c\u : ¢\A — ¢\ B qui est par hypothese dans
W, il résulte de la condition Ly que S(u, 1¢) est dans W. Comme t,, et t,, sont dans
W, il en est de méme de u. Ceci acheve la démonstration de 'implication (¢) = (b).

Montrons 'implication (b) = (a). Soit donc W une partie de Fl(Cat) satisfaisant
aux conditions LA®, LB® et LC°. Notons W° la partie de FI(Cat) définie par

We® = {u € FI(Cat) | u® € W}

Il est immédiat que W° est un localisateur fondamental. En vertu de 1.1.11, une petite
catégorie admettant un objet initial est WW°-asphérique, ce qui implique la condition
LB pour W. De méme, pour toute petite catégorie C', un morphisme de Cat/C qui
est une W°-équivalence colocalement sur C' est dans W° (cf. 2.1.1), ce qui implique
la condition LC pour W, et acheve la démonstration de I’équivalence des conditions
(a), (b) et (c).

En appliquant cette équivalence & W°, pour une partie W de Fl(Cat), on déduit
I’équivalence des conditions (a), (b) et (d) pour W, ce qui achéve la démonstration
du théoreme. O

2.2. Foncteurs d’intégration et de cointégration

2.2.1. — Soient I une petite catégorie, et F' : I — Cat un foncteur. On rappelle une
construction de Grothendieck d’une catégorie [ F et d’une cofibration 0 : [F — I
associées au foncteur F. Les objets de C' = [ F sont les couples (i,a), ol i est un
objet de I et a un objet de F(i). Un morphisme de (i,a) vers (i',a’) est un couple
(k,f), ou k : ¢ — 4’ est un morphisme de I et f : F(k)(a) — o/ un morphisme
de F(¢). Le composé d'un morphisme (k, f) : (i,a) — (i',a’) et d’'un morphisme
(K'Y : (i/,a") — (7", a") est défini par

(K, f1) o (k, f) = (K'k, o F(K))(f))

F(kE)(a) = FHEVEE) (@) — 2D Ry (o) —L s 0

Le foncteur 0, est défini par
GF(iaa) =1 ) (i7a) € Ob(c) ’ eF(kaf) =k ’ (kvf) € FI(C) .

On vérifie facilement que les morphismes cocartésiens de C relativement a 6 sont
les fleches (k, f) de C' telles que f soit un isomorphisme, et que 05 : C' — I est une
cofibration dont les fibres C; s’identifient aux catégories F'(7). Quand le foncteur F
est donné par une formule explicite, la catégorie [ F est parfois notée [ ; I, ou encore
fi €0b(1) F(i), pour indiquer le domaine de définition du foncteur F'.

Ezxemple 2.2.2. — Soient A une petite catégorie et H 4 le foncteur

Hy:A°x A—Cat (b,a) — Homu(b,a)
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ot lensemble Hom,(b,a) est considéré comme une catégorie discrete. Alors
J Ha s’identifie & la catégorie S(A) introduite dans 1.1.18, et la cofibration
O, © JHa— A° x A au foncteur (s4,t4) @ S(A) — A° x A (cf. 1.1.18). Cela
explique et redémontre le lemme 1.1.19, affirmant que sy et t4 sont des cofibrations
(puisque les projections sont des cofibrations, et les cofibrations sont stables par
composition). Plus généralement, si u : A — B est un morphisme de Cat, et H, le
foncteur
H,:B°xA—Cat |, (b,a) — Homp(b,u(a))

alors [ H, s’identifie & la catégorie S(u) considérée dans la démonstration du
théoreme 2.1.11.

2.2.8. — Soient I une petite catégorie, F' : I — Cat un foncteur, et C = [ F. Pour
tout objet i de I, on définit un foncteur

par

li(a) = (i,a) , a€ Ob(F(i)),
L(f) = f),  feFIE®@),

qui identifie F'(i) & la fibre C; de 65 au-dessus de i. De plus, pour tout morphisme
k:i— 14" de I, on définit un morphisme de foncteurs

i) —— Py
\% / Bl ——s L F ()
c

Bra = (b, 1p(y(a)) : (i,0) — (', F(k)(a)) . a€ Ob(F(i))
On remarque que si k : ¢ — @', k' : i’ — " sont deux morphismes composables de I,
on a la condition de cocycle :

(2.2.3.1) Bk’k = (ﬁk’ *F(k’))ﬁk 5 Bli = 1l1-

par

F(k)

F(i)

Ces données satisfont a la propriété universelle suivante, analogue a celle des limi-
tes inductives. Pour toute catégorie D, toute famille de foncteurs m; : F(i) — D,
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i € Ob(I), et toute famille de morphismes de foncteurs v, : m; — my F(k), k : i — ¢’

k € FI(I), satisfaisant & la condition de cocycle

)

Ve = (Y * F(R)ve 7, = Ll
pour k : ¢t —i', k' : i — 4" morphismes composables de I, il existe un foncteur
unique H : C — D tel que

(2.2.3.2) m; = Hl; , i€ 0b(I), et Ve =H=*Br, k¢ FI(I) .
Explicitement, on a

H(i,a) =m;(a) , (i,a) € Ob(C)
(2.2.3.3)

H(k, f) =mi(f)Va >  (k,f):(i;a) — (i',a") € FI(C) .
En particulier, il existe un foncteur unique
Kp: fF *ﬂl_m)F
tel que si g; : F'(i) — lim F', i € Ob([), désigne le morphisme canonique,
(2.2.34) e =Kpol;, i€Ob(I), et Kp*fp=1., k:i—i €FII).

Explicitement :

Krp(i,a) =¢(a) , (i,a) € Ob(C)
(2.2.3.5)
KF(ka f) :€i’(f) ) (kvf) : (i7a) - (i/va/) € F|(O) :

2.2.4. — La propriété universelle décrite dans 2.2.3 se précise par une propriété
“2-universelle” faisant de C' = [ F une “2-limite inductive” : Pour tout couple de
foncteurs H, H' : C —= (' définissant

m; = Hl; | ZEOb(I), ’yk:H*ﬂk, k€F|(I),
m,=H'l;, ieOb(l), Yo =H xB, keFI(I),
et toute famille de morphismes de foncteurs
a;img —>m; i€ Ob(l)
satisfaisant aux relations

(2.2.4.1) Yooy = (o *x F(k))y, k:i—i eFI(I) ,

aiJ/ lai,*F(k)

m}; —— m, F (k)
Tk

il existe un unique morphisme de foncteurs o’ : H — H' tel que

(2.2.4.2) a;=a'xl; ,  i€Ob(l)
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2.2.5. — Soient maintenant F’ : I — Cat un deuxiéme foncteur,
eF/:C/:fF/HI

la cofibration correspondante, et v : F' — F’ un morphisme de foncteurs, de sorte
que pour tout objet i de I, o, : F(i) — F’(i) soit un foncteur. On définit un foncteur
uw= [a:C — C' en posant

u(i,a) = (i,a;(a)) (i,a) € Ob(C)
u<ka f) = (k7 az'(f)) ) (ka f) € HomC((iv a)a (i/’ a/))

(Comme (k, f) est un morphisme de C de (i,a) vers (i',a’), f : F(k)(a) — a' est un
morphisme de F(i') et o, (f) : a; F(k)(a) — o (a’) un morphisme de F'(i"). Comme
a est un morphisme de foncteurs, o, F(k)(a) = F'(k)a;(a), donc (k, v/ (f)) est bien
un morphisme de C’, de (i, a;(a)) vers (i, a;;(a)).) On a un triangle commutatif de
foncteurs

c=fr— ¢

NS

et on vérifie facilement que u est un foncteur cocartésien (transformant morphismes
cocartésiens en morphismes cocartésiens).

Le foncteur u = [ a peut étre aussi défini par la propriété universelle de C. Notons
lL: F'(i) — C" | i€ Ob(I) |,
Bl — U F' (k) k:i—id eFI(I)

les foncteurs et morphismes de foncteurs canoniques correspondant au foncteur F”,
et définissons

m; =l , i€ 0b(I), =0 *xa;,, k:i—i €FI(I),

*> F'(i
\ f' mi = L, 22 Pk ay = Ueay, F(R) = ma F(k) |

Soient k : 4 — i’ et k' : i/ — 7" deux morphismes composables de I. On a
Ve = B x @ = (B % F' (k) Br,) % o = (B % (F' (k)e,)) (B * ;)

= (B * (ay F(k))) (B * ;) = (B * i) % F(k)) (B * ;) = (mur * F(k))my,
et

/
Y1, = ﬂli * Q= ll,’i * oy = 1l;oci = L,
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La propriété universelle de C' implique par conséquent 1’existence d’un unique foncteur
u:C — C tel que

lia, =wul; , i€ O0b(I), et Bp*xo; =uxpr, k:i—i e€FI(I) |,
et on vérifie facilement que ce foncteur coincide au foncteur [ « défini précédemment.
On a ainsi défini un foncteur d’intégration

J; = J : Hom(1,Cat) — Cat/I

de source la catégorie des foncteurs de I vers Cat et de but celle des petites catégories
au-dessus de I, se factorisant par la sous-catégorie des catégories cofibrées sur I et
des foncteurs cocartésiens.

2.2.6. — Dualement, pour toute petite catégorie I, on définit un foncteur de
cointégration
V=V :Hom(I° Cat) — Cat/I

associant a un foncteur contravariant F' : I° — Cat de I vers Cat la catégorie fibrée
Cp : VF — I définie comme suit. Les objets de VF sont les couples (i,a), ou ¢ est
un objet de I et a un objet de F(¢). Un morphisme de (i,a) vers (i’,a’) est un couple
(k,f), ou k : ¢ — 4’ est un morphisme de I et f : a — F(k)(a’) un morphisme
de F(i). Le composé d’un morphisme (k, f) : (i,a) — (i’,a’) et d’'un morphisme
(K'Y : (',a') — (7", a") est défini par

(K)o (k. f) = (K'k,F(k)(f') o f)

k !
o Py () SO

F(k)F(K)(a") = F(k'k)(a")
Le foncteur (j est défini par

Cp(i,a) =1, (i,a) € Ob(VF), Cplk, )=k, (k f)eFI(VF).

Si F' : I° — Cat est un deuxieme foncteur, et « : F' — F’ un morphisme de foncteurs,
on définit un foncteur Vo

VF—>VF'

N e

cartésien au-dessus de [ (transformant morphismes cartésiens en morphismes
cartésiens) par

Va(i,a) = (i, ,(a)) (i,a) € Ob(VF) ,
Vo‘(kvf) = (kvaz(f)) ) (kvf) € HomVF((i7a)v(i/7a/))

On vérifie facilement que pour tout foncteur F': I° — Cat, on a

ViF=([. F)° et Cp=(0p)° |
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ou par abus de notations, F° ne désigne pas le foncteur opposé a F', mais le foncteur
composé de F : I° — Cat et de l'automorphisme 7° : Cat — Cat associant a une
petite catégorie la catégorie opposée. En revanche, (0z.)° désigne bien le foncteur
opposé au foncteur 65, : f 1o F7° — I°. De fagon plus précise, on a un diagramme
commutatif de foncteurs

Hom(I°, Cat) v, Cat/I

(2.2.6.1) Hom(ho?")Jy }"/I
Hom(I°, Cat) j—> Cat/I°
IO
dont les fleches verticales sont des isomorphismes de catégories induits par l'invo-
lution ?°. On laisse le soin au lecteur d’énoncer et vérifier la propriété universelle
satisfaite par la cointégration.

2.3. Images directes et composés transfinis d’équivalences faibles

Dans ce paragraphe, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental V.

Proposition 2.3.1. — Soient I une petite catégorie, F,F' : I —= Cat deux
foncteurs, et o : F — F' un morphisme de foncteurs. Si a est une équivalence
faible argument par argument, autrement dit, si pour tout objet i de I, le fonc-
teur o : F(i) — F'(i) est une équivalence faible, alors [a : [F — [F' est une
équivalence faible localement sur I, et en particulier, une équivalence faible.

Démonstration. — La proposition est une conséquence immédiate de 2.2.5, et de la
proposition 2.1.10. [
2.3.2. — Dans la suite, on va s’intéresser au cas ou la catégorie I est la catégorie
engendrée par le graphe

0—2

1 )
de sorte que la donnée d’un foncteur I — Cat équivaut a la donnée d’un diagramme

Co —25 Cy

ull
Ch

de Cat. Si on pose

Cogcz

C1



114 CHAPITRE 2. LES LOCALISATEURS FONDAMENTAUX

Ob(C) ={(i,a) | i=0,1,2, a € Ob(C;)} ,
Hom¢((i,a), (i,a")) ~ Homg, (a,a’) , i=0,1,2, a,a’ € Ob(C;),
Homa((0,a), (4,0)) ~ Home, (u;(a),b) , i=1,2, a€Ob(Cy), beOb(C),

Home((4, a), (4,b)) = sinon.

En vertu des considérations du numéro 2.2.3, on a un “2-diagramme”

C()*)CQ

Cy
et dans ce cas particulier, la propriété universelle affirme que pour tout “2-diagramme”

O()L)CQ

V2

mo
1
==

Cl m—1>D )
il existe un foncteur unique g : C — D tel que
mlzgll, i:O71a2a ’Yi:g*ﬁi? 22172

La propriété “2-universelle” (cf. 2.2.4) affirme que si on a un deuxiéme “2-diagramme”

Co—2 50,
4
U1 , mg, may
Pl

définissant un foncteur g’ : C' — D tel que

(2.3.2.1) m;=4¢'l;, i=0,1,2, vi=g *Bi, i=12,
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alors pour tout triplet de morphismes de foncteurs

Co Ch Cs
/ao\ , /al\ , /a2\_ ,
Mol = [my, Myl = my m2¥:>;m2
\ V) \
D D D
tels que
(2.3.2.2) Vi = (ay; *ui)y; i=1,2

il existe un morphisme de foncteurs unique o’ : g — ¢’ tel que
(2.3.2.3) a, =a xl; i=0,1,2

Proposition 2.3.3. — FEn gardant les notations ci-dessus, si uq est une équivalence
faible, il en est de méme de ly.

Démonstration. — Le foncteur [5 est le composé
u w2
1/2 Co — C2 f a Co — C2
CQ E— ICO\L E— ul\L y
C() Cl

ou I} est le morphisme canonique, et « est le morphisme de foncteurs

U
Co 42> s

100l Y? Y(z
Co

COL>CQ

Comme u1, 1¢, et 1¢, sont des équivalences faibles, il résulte de la proposition 2.3.1
que [« est une équivalence faible.

11 suffit donc de montrer que I est une équivalence faible. Or, le diagramme com-
mutatif

C()#)CQ

définit, en vertu de la propriété universelle (cf. 2.3.2), un foncteur

Co E} Cy .
[,

Co
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tel que si

lcg ) A 1,
P
P—

Co — c’
1
désigne le “2-diagramme” canonique associé a
ws
, Co — C2
C' = /1CO\L ,
Co
on ait
/ ! ! / /
rlg=us =7l , riy=1c,, r*p] =1, =7*%0

En particulier, r est une rétraction de l5. On va montrer que l5r est I-homotope a
ler, ou 1= (1,01,02), les foncteurs 01,02 : e —=% I étant définis par les objets 1 et 2
de I. Pour définir une I-homotopie

ug ugy

0—2 Co — C2 h Co — C2
ST e e
1 Co Co

il suffit, en vertu de I'identification
Hom(I x C’,C") ~ Hom(I,Hom(C’,C"))
de définir des foncteurs
hi: C'—C" i=0,1,2

et des morphismes de foncteurs

()éjih()*}hj R 7=1,2
En vertu de la propriété universelle (cf. 2.3.2), hy = 1 est défini par le
“2-diagramme”
Co $>C2
Leg 5 1 ly
P—
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he = lyr est défini par le “2-diagramme”

00 41}0 ” C12

Co——F—C"

lyu,
et on définit hg par le “2-diagramme”
Co I N Cy
2,
1CO ’ l/2
= &
P—
OO % C/
lO
Les trois morphismes de foncteurs
Co CO 02
! /:\ ’ 7 /ﬁl\ ’ !’ = i ’
lol\/:>jlo lo&zﬁgh L=l
c’ c’ c’

117

vérifient les relations 2.3.2.2 de la propriété “2-universelle”, et définissent ainsi un

morphisme de foncteurs oy : hg — hi. De méme, les trois morphismes de foncteurs

Co Co Oy
l &% |ty l 1& ) s " < ;>\ ,
C’ (04 C>/

permettent de définir un morphisme de foncteurs «, : hg — he, par la propriété

“2-universelle”. On a donc prouvé que 1o est I-homotope a I5r. Or, I admet un objet
initial, et est donc asphérique (1.1.11). On en déduit que I — e est universellement
dans W (proposition 1.1.4), et il résulte donc du lemme d’homotopie 1.4.6, (b) que lyr
est une équivalence faible. Comme rl} = 1¢,, cela prouve, en vertu de la propriété de

saturation faible FS3, que I} est une équivalence faible, et achéve la démonstration.

O

Remarque 2.3.4. — Au cours de la démonstration précédente, on a montré en par-

ticulier que si up est un isomorphisme, alors I3 est un homotopisme (cf. 1.4.15).
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2.3.5. — Revenons au cas ou I est une petite catégorie arbitraire. Soient A une
petite catégorie, et F': I — A un foncteur noté indiciellement :

F,:=F(), i€0b(l), F.:=F(k), keFI(I)
On se propose d’étudier le foncteur canonique (cf. 2.2.3)
K=K; p:C= [i,F — limi F iy (F')=A/F"

ot F’ désigne la limite inductive lim F'. Explicitons le foncteur K. Pour tout 4,
i € Ob(I), notons &; : F; — F’ le morphisme canonique, de sorte que pour tout
morphisme k : i — ¢’ de I, le triangle

F—>F/

N L

soit commutatif. Un objet de C est un triplet (i,a,z : a — F};), ot ¢ € Ob(I),
a € Ob(A), z € FI(A). On a

K(i,a,x:a— F;) = (a,e;x : a — F')
aéFii)F’

Un morphisme

k,
(i,a,7:a — F}) Q) (i',a' 2" a' — Fy)

de C est un couple (k, f), ot k : i — 4’ est une fleche de I, et f : a — @’ une fleche
de A, rendant commutatif le diagramme

f /
a———q
zl lx'
F,—— Fy
Fy,
On a
f /
a———q
K(ka f) = f ; ei& \/Ei’xl 5i’xlf =cepFrr =¢x
F/
Proposition 2.3.6. — Le foncteur K : [ i ,F — limi, F' est une fibration.
Démonstration. — On vérifie facilement qu’un morphisme (k, f) de C' = [i,F est

cartésien relativement a K si et seulement si k est un isomorphisme. En particulier, la
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partie de FI(C) formée des morphismes cartésiens est stable par composition. Soient
maintenant (¢, a,z : a — F;) un objet de C' et

. f
o ———a
F/
un morphisme de A/F’, F" = lim I, de but I'image de cet objet par K. Alors

(Li,f)

(i,a,xf :a' — F}) (i,a,x:a — F})

est un morphisme cartésien de C dont le but est ’objet donné de C, et dont 'image
par K est le morphisme donné de A/F’, ce qui démontre la proposition. O

2.3.7. — Soit (a,s: a — F') un objet de A/F’. On se propose d’étudier la fibre

Cs = (fiAF)s

du foncteur K au-dessus de cet objet. Les objets de Cy sont les objets (i,a,2 : a — Fy)
de C' tels que g,z = s, et les morphismes entre tels objets, les morphismes

k,1q .
(i,a,7:a — F}) (1) (i',a,2" : a — F))
de C (de sorte que le triangle
a
2R
F,— F,
Fy,

soit commutatif). Pour tout objet ¢ de I, considérons la fibre (A/F;)s du morphisme
iq(ei) : AJF; — A/F' au-dessus de (a,s : a — F”). Les objets de (A/F;)s sont les
couples (a,x : a — F;) tels que g;& = s, et les seuls morphismes sont les identités.
Pour tout morphisme k : i — 4’ de I, on en déduit un foncteur

(i4(Fk))s
(A/F;)s — (A/Fir)s

associant & un objet (a,x : a — F;) de (A/F;)s Vobjet (a, Frz : a — Fy) de (A/Fyr)s.

On définit ainsi un foncteur (i 4 F)s : I — Cat, et par suite, on peut former la catégorie
f(iAF)S ’

dont les objets sont les triplets (i,a,2 : a — F;), i € Ob(I), tels que (a,z : a — F;)

soit un objet de (A/F;)s, autrement dit tels que ;2 = s, et les morphismes les couples

(k,1a)

(i,a,2 :a — F) (i a,2" :a — Fy) k:i— i eFI(I) ,
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(puisque les seuls morphismes de (A/F;)s sont les identités) tels que le triangle

a
7/ X
Fy,
soit commutatif. On a donc démontré :
Lemme 2.3.8. — Soit (a,s : a — F') un objet de A/F'. Alors on a un isomor-

phisme canonique

(fiAF)s =~ [(igF)s

2.3.9. — Supposons maintenant que la catégorie I soit la catégorie engendrée par le
graphe

0—>2

|

1 )
de sorte que la donnée du foncteur F : I — A soit équivalente a la donnée d’un
diagramme

Fo -2 Fy

!
F

de A, la limite inductive F’ du foncteur F' étant la somme amalgamée, de sorte qu’on
ait un carré cocartésien

FO&FQ

F1T>F’

Proposition 2.3.10. — En gardant les notations ci-dessus, si @, est un monomor-
phisme, alors le foncteur canonique
A/Fy — A/F
K:C= 1 — A/F'
A/Fl

est une fibration a fibres contractiles.

Démonstration. — Comme en vertu de la proposition 2.3.6, le foncteur K est une
fibration, il suffit de montrer que pour tout objet (a,s: A — F’) de A/F’, la fibre
Cs de K au-dessus de cet objet est contractile. En vertu du lemme 2.3.8, on a
(A/Fo)s — (A/F2)s
Cs = 1

(A/F1)s
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En considérant s comme un élément de F'(a) = Fi(a) g, (q) F2(a), on distingue deux
cas.

a) L’élément s de F’'(a) n’appartient pas & 'image de Fy(a) dans F’(a). Alors on
vérifie immédiatement que

g — I g —re
Cs = $ ou Cs = $ ’
e %)

et C est réduite a la catégorie ayant un seul objet, et 'identité de cet objet comme
seul morphisme.

b) L’élément s de F'(a) appartient & 'image de Fy(a) dans F’(a). Alors on vérifie
facilement que (A/Fy)s — (A/F1)s est un isomorphisme (on utilise que ¢, : Fy — Fy
est un monomorphisme). En vertu de la remarque 2.3.4, le morphisme canonique

(A/Fo)s — (A/F2)s
(a/p).—— [ ) ~c,
(A/F1)s
est donc un homotopisme. Or, le morphisme &5 : F» — F’ est un monomorphisme
(car ¢, est un monomorphisme), et par suite (A4/F3)s est la catégorie ponctuelle. On
en déduit que la catégorie Cy est contractile, ce qui prouve la proposition. O

Remarque 2.3.11. — En vertu de la proposition 1.4.18, si ¢; est un monomor-
phisme, le foncteur K ci-dessus est donc coasphérique (cf. 1.1.25), et en particulier
une équivalence faible.

Corollaire 2.3.12. — Soient A une petite catégorie,

F()ﬁ}Fg

FlT>F’

un carré cocartésien de A, et supposons que p; soit un monomorphisme. Alors si ¢,
(resp. ps) est une équivalence faible, il en est de méme de 2 (resp. €1).

Démonstration. — Considérons le diagramme
A/FO uy=i 5 (2) A/F2
uy=ia (o) lb

AJFy — AJF.
A ’ ’

A/F1
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ou Iy, I et K désignent les foncteurs canoniques (cf. 2.3.2 et 2.3.5), et dont les deux
triangles sont commutatifs (mais pas le carré). Si ; (resp. p,) est une équivalence
faible, alors uy (resp. ug) est une équivalence faible, et en vertu de la proposition 2.3.3,
il en est de méme de Iy (resp. l;). Or, comme ¢; est un monomorphisme, en vertu
de la remarque précédente, K est une équivalence faible. On en déduit que i ,(e2)
(resp. i4(e1)) est une équivalence faible de Cat, autrement dit, que 2 (resp. €1) est
une équivalence faible de 121\, ce qui acheve la démonstration. O

Corollaire 2.3.13. — Soient A une petite catégorie, et

F()L)FQ

€2
NN

Xo F1 — F
le
X1 ¥,
Go — G X'

G

un cube commutatif de A dont les faces horizontales sont cocartésiennes, et tel que
©1, ¥1 soient des monomorphismes, et X, X1, Xo des équivalences faibles. Alors '
est une équivalence faible.

Démonstration. — On a un carré commutatif
AJFy — AJF, X«
1 A/F’
AJFy
Jiaxx ia(x")

A/Go — A/G2
1 A/G ,

’
A/Gy K

ol y désigne le morphisme de foncteurs défini par x,, X1, X2, €t K et K’ les foncteurs
canoniques (cf. 2.3.5). En vertu de la proposition 2.3.1 et de la remarque 2.3.11, les
foncteurs f iq*X, K et K’ sont des équivalences faible, et il en est donc de méme de
i4(x'), ce qui prouve le corollaire. O

Proposition 2.3.14. — Soient I un ensemble bien ordonné, A une petite catégorie,
et F:1— A un foncteur (ot I désigne aussi la catégorie associée a l’ensemble
ordonné I) tel que pour tout i < j, le morphisme F; — F; soit un monomorphisme.
Alors le foncteur canonique

K:C=[i,F — AJF |
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ou F' = lim F', est une fibration a fibres contractiles.

Démonstration. — Soit (a,s : a — F’) un objet de A/F’, et considérons s comme
élément de F’(a). Comme les morphismes de transition F; — F; sont des monomor-
phismes, F’(a) s’identifie & la réunion croissante des F;(a). Comme I est bien ordonné,
il existe un plus petit élément i, de I tel que s € F; (a). Alors on vérifie facilement
que la fibre Cs de K au-dessus de lobjet (a,s : a — F’) s’identifie & la catégorie
correspondant a I’ensemble ordonné formé des i € I tels que i, < 7. Cette catégorie
ayant un objet initial, elle est contractile (1.4.16). Comme en vertu de la proposition
2.3.6, K est une fibration, cela acheve la démonstration. O

Remarque 2.3.15. — En vertu de la proposition 1.4.18, le foncteur K ci-dessus est
donc coasphérique (cf. 1.1.25), et en particulier une équivalence faible.

Corollaire 2.3.16. — Soient I une catégorie correspondant a un ensemble bien or-
donné, A une petite catégorie, F,G : I —= A deuz foncteurs, et ¢ : F — G un
morphisme de foncteurs. On suppose :
(a) pour touti etj dans I, sii < j, les morphismes F; — F; et G; — G sont des
monomorphismes ;
(b) pour tout i dans I, le morphisme @, : F; — G; est une équivalence faible.

Alors limp : lim F — lim G est une équivalence faible.
et s et
Démonstration. — En effet, on a un carré commutatif de Cat

JiaF —— A/l F

J iA*SGJ( liA(Mw)

[ 4G —— A/lmG

dont les fleches horizontales sont, en vertu de la remarque précédente, des équivalences
faibles. Comme [ i ,x¢ est une équivalence faible (proposition 2.3.1), il en est de méme
de i, (lim ), ce qui démontre le corollaire. O

Corollaire 2.3.17. — Pour toute petite catégorie A, la partie de FI(A\) formée des
fleches qui sont a la fois des équivalences faibles et des monomorphismes est stable
par composition transfinie. Autrement dit, pour tout ensemble bien ordonné I, et tout
foncteur F : I — A tel que les morphismes F; — F;, 1 < j, i,j € I, soient des mo-
nomorphismes et des équivalences faibles, le morphisme canonique Fo — LIm F', ou 0
désigne le plus petit élément de I, est une équivalence faible (et un monomorphisme).

Démonstration. — Le corollaire est une conséquence immédiate du corollaire
précédent, appliqué au morphisme du foncteur constant de valeur Fy vers le foncteur
F' défini par les fleches Fy — F;, i € I. O

Les corollaires 2.3.16 et 2.3.17 seront généralisés au paragraphe suivant.
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2.4. Catégories filtrantes et asphéricité
2.4.1. — On rappelle qu’'une catégorie pseudo-filtrante est une catégorie I satisfai-
sant aux deux conditions suivantes :

PS1 tout diagramme de I de la forme :

peut étre inséré dans un diagramme commutatif :

U
~,

PS2 pour toute double fleche kq,ky : 4 == j de I, il existe une fleche [ : j — 5’ de
I telle que lk; = lk,.

Une catégorie I est dite filtrante si elle est pseudo-filtrante, non vide, et connexe.
On vérifie facilement qu’en présence de PS2, cela signifie que I est non vide, et que
pour tout couple d’objets i, iy de I, il existe un objet ¢ de I, et des fleches i; — i
et i, — 4 de I. Un ensemble ordonné est dit filtrant si la catégorie correspondante
I’est. Si I est un ensemble ordonné non vide, il est filtrant si et seulement si pour

b

tout couple d’éléments i, i, de I, il existe un élément ¢ de I tel que iy < i et i < 7.
Tout ensemble totalement ordonné non vide est filtrant. Un ensemble ordonné fini est
filtrant si et seulement si il admet un plus grand élément.

2.4.2. — On rappelle qu'un foncteur cofinal est un foncteur v : I — J tel que pour
tout objet j de J, la catégorie j\I soit connexe non vide. En d’autres termes, un fonc-
teur cofinal est un foncteur Wy-coasphérique, ot Wy est le localisateur fondamental
des exemples 1.1.32 et 2.1.2.

Lemme 2.4.3. — Soit u: I — J un foncteur.

(a) Sila catégorie I est pseudo-filtrante, alors pour tout objet j de J, la catégorie
J\I Dest aussi.

(b) Si la catégorie I est pseudo-filtrante, et si le foncteur u est cofinal, alors pour
tout objet j de J, la catégorie j\I est filtrante.

Démonstration. — Une vérification immédiate prouve Passertion (a), et I’assertion
(b) en résulte aussitot. O
Lemme 2.4.4. — Soit J un ensemble ordonné filtrant infini. Alors il existe un en-

semble bien ordonné I, et une famille croissante (J;)ic; de sous-ensembles ordonnés
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filtrants de J telle que

J=UJ , card(J;) < card(J) , iel
=
Démonstration. — On procede en plusieurs étapes.

a) 11 existe une application
Filt: P(J) — P(J)

ou P(J) désigne l'ensemble des parties de J, telle que pour toute partie E de J,
Filt(E) soit un sous-ensemble ordonné filtrant de J, contenant E, tel que

fini si E est finie

card(Filt(E)) = {

card(E) sinon

En effet, si ensemble E est fini, on pose Filt(E) = E U {j}, ou j est un majorant
de E dans J (qui existe puisque J est filtrant et F fini). Si E est infini, on définit
par récurrence une suite croissante (E,)nen de parties de J, par Ey = E, E,1q
étant obtenue de E,, par adjonction, pour chaque couple j, 7' d’éléments de F,,, d’'un
majorant de j et j° dans J. On pose
Fit(E)= U E. ,
n=0

et il est immédiat que Filt(E) est un sous-ensemble ordonné filtrant de J, et que
card(Filt(E)) = card(E).

b) Il existe un ensemble bien ordonné I tel que card(I) = card(J), et tel que pour
tout ¢, 1 € I,

card{i' € I | i’ < i} < card(J)

En effet, en vertu du théoreme de Zermelo, il existe une relation de bon ordre < sur
I’ensemble sous-jacent a J. Si I’ensemble des éléments j de J tels que

card{j' € J | j' < j} = card(J)

est vide, on peut prendre I = J muni de ce bon ordre. Si cet ensemble est non vide,
il admet un plus petit élément jo. On peut alors prendre I = {j € J | j < jo}, muni
du bon ordre induit, et remarquer que card(I) = card(J).

¢) On va définir, par récurrence transfinie, une famille croissante (J;);er de sous-
ensembles ordonnés filtrants de J telle que J = |J J;, et

i€l
fini si card{i’ € I | i’ < i} est fini
(%) card(J;) =
{Card{i' € I|i < i} sinon )

ce qui prouvera le lemme. Pour cela, choisissons une bijection j : I — J, i > j;. Soit
7 un élément de I, et supposons qu’on a défini J;; pour i’ < i. On pose

Ji = Fite((U J) U {3i})

i/ <1
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La condition (%) se vérifie aussitot par récurrence transfinie, ce qui acheéve la
démonstration. O

Lemme 2.4.5. — Soit I une petite catégorie filtrante. Alors il existe un ensemble
ordonné filtrant J, et un foncteur cofinal J — I, ’ensemble ordonné J étant identifié
a la catégorie correspondante (Deligne, SGA4, I, Exposé 1, 8.1.6 [2]).

Démonstration. — On suppose d’abord que ensemble préordonné Ob(I) n’a pas de
plus grand élément, autrement dit (puisque la catégorie I est filtrante) que pour tout
objet i de I, il existe une fleche i — i’ de I telle qu’il n’y ait aucun morphisme de 7’
vers 1.

Un sous-graphe de I est un couple G = (S, F'), ou S est une partie de Ob(I) et F'
une partie de FI(I) telles que la source et le but de toute fleche de I appartenant a
F soient dans S. Un sommet de G est un objet de I appartenant a S, et une aréte
de G est une fleche de I appartenant a F. On ne suppose pas que le composé dans I
des deux arétes composables de G soit une aréte de G, ni que l'identité dans I d’un
sommet de G soit une aréte de G. Si G = (5, F) est un sous-graphe de I, on dit qu’un
sommet e de G est un sommet final de G si

(a) pour tout sommet s de G, il existe une aréte unique fs:s — e de G;
(b) pour toute aréte f:s —t de G,on a fs = fif;
(¢) fe=1le
On remarque que si G; = (S1, F1) et Ga = (S2, F3) sont deux sous-graphes de I, alors
G1 UGq = (51U Sy, F1 U Fy) est un sous-graphe de I.
Soit J I’ensemble des sous-graphes finis G' de I ayant un unigue sommet final e,
ordonné par inclusion

(S,F) c (S,F') — ScS et FCF

Si G = (S, F) est un sous-graphe fini de I, il existe G’ € J tel que G C G’. En effet,
comme la catégorie I est filtrante, et comme S est fini, il existe un objet ¢, de I
et une famille g, : s — ey, s € S, de morphismes de /. Comme F est fini, il existe
un morphisme g : ey — e; de I tel que pour toute aréte f : s — ¢t de G, on ait
99, = 99, f. Comme l'ensemble préordonné Ob(I) n’a pas de plus grand élément, il
existe un morphisme h : e; — e de I tel que e ¢ S. 1l suffit alors de prendre

G =(Su{e}, FU{f,|seStU{l}), ot fs=hgg,, s€S

On en déduit que ’ensemble ordonné J est filtrant : si G1, Gy € J, en vertu de ce qui
précede, il existe G € J tel que G; UGs C G.

On définit un foncteur u : J — [ par

Gr—eq (GCG) — (eq —eq)
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ol e (resp. ey ) désigne 'unique sommet final de G (resp. G'), et e, — e 'unique
(en vertu de (a)) aréte de G’ de e, vers e,. Il résulte alors facilement des conditions
(b) et (¢) qu’on définit ainsi un foncteur. Ce foncteur est cofinal :

i) Si i est un objet de I, et si Pon pose G = ({i},{1;}), alors G € J, et 1; est un
morphisme de i vers u(G) = 4, ce qui prouve que la catégorie ¢\ J est non vide.

i) Sii est un objet de I, et (Gq, g7 : i — u(Gy)), (Gy, gy : © — u(G,)) deux objets
de i\J, en vertu de ce qui a été démontré précédemment, il existe G € J contenant
le sous-graphe fini de I

{iHu(Gl)}U{i%u(Gg)}UGlLJGQ N

ou {i — u(G1)} et {i — u(G2)} désignent par abus de notations les sous-graphes
({i,u(G1)}, {91}) et ({i,u(Gy)},{g2}) de I. Les inclusions G; C G et G; C G
définissent alors, par application du foncteur u, des morphismes u(G1) — u(G) et
u(G2) — u(G) qui, en vertu de la condition (b), rendent commutatif le carré

ce qui prouve la connexité de la catégorie i\ J.

Cas général. La catégorie I xN (ot N désigne la catégorie associée a 'ensemble ordonné
des entiers naturels) est filtrante, et 'ensemble préordonné de ses objets n’a pas de
plus grand élément. En vertu de ce qui précede, il existe donc un ensemble ordonné
filtrant J, et un foncteur cofinal J — I x N. Pour conclure, il suffit de considérer le
composé de ce foncteur avec la premiere projection I x N — I, qui est un foncteur
cofinal, et de remarquer que le composé de deux foncteurs cofinaux est cofinal. O

Lemme 2.4.6. — Soient I une petite catégorie filtrante, et F' : I — Cat un foncteur.
Alors les fibres du foncteur canonique (2.2.3)

Kp: [F— lim F
sont des catégories filtrantes.

Démonstration. — Pour tout objet ¢ de I, on note &; : F(i) — lim F' le foncteur
canonique. On rappelle que pour tout objet (¢,a) de [ F, i € Ob(I), a € Ob(F (7)), on
a Kp(i,a) = g;(a), et pour toute fleche (k, f) : (i,a) — (i',a’) de [F, ot k:i— i
est une fleche de I, et f : F(k)(a) — o’ une fleche de F(i'), on a Kp(k, f) = i (f).
Soit b un objet de la catégorie lim F'.

a) La fibre ([ F)b est non vide : il existe un objet i de I, et un objet a de F (i)
tels que b = g;(a), ce qui implique que (7,a) est un objet de (f F)b.
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b) Soient (iy,a,) et (iy,ay) deux objets de ([ F),, de sorte que &; (a;) = b =
€i,(as). Comme Ob(lim F') = lim Ob(F"), et comme la catégorie [ est filtrante, il existe
un objet i de I, et des morphismes ky : iy — 4, ky : iy — @ tels que F(k;)(aq) =
F(ky)(ay). Alors (i,a), ou a = F(ky)(ay) = F(ky)(ay) est un objet de (fF)b, et
(ky,1,) : (iy,a0) — (iya), (ky,1,) : (iy, ay) — (i,a) des morphismes de ([ F),.

¢) Soit une double fleche de ([ F),

(k1sf1)
(iva) e s— (247&/) ’
(kg f2)
de sorte que €;(a) = b = ey (d’) et ey (f1) = 1, = €4 (fy). Comme la catégorie I est
filtrante, il existe une fleche k' : ¢/ — i" de I telle que k'k; = k'k,, et on a

ein(F(K)(f1) = e (fi) =1 = € (f5) = i (F(K)(f2))

Comme FI(lim /) = lim FI(F") (puisque I est une catégorie filtrante), il existe donc
une fleche k" : i — 7' de I telle que

FE"EE)(f) = FE")F(K)(fs)
Posons k£ = k"k’. Alors

L (ks 1pky(ary)
(i',a) ———

(@, F(k)(a"))
est une fleche de ([ F),, et
(ks Lr(iyan) (kys f1) = (B 1rgy o) (Key f2) s

ce qui acheve la démonstration. O
Dans la suite, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental faible W.

Lemme 2.4.7. — Soient I un ensemble bien ordonné non wvide, et F' : I — Cat
un foncteur tel que pour tout couple i, j, i < j, d’éléments de I, le morphisme
F(i) — F(j) induise un isomorphisme de la catégorie F(i) sur un crible de la
catégorie F(j). Si pour tout i, i € I, la catégorie F(i) est asphérique, il en est de
méme de la catégorie limite inductive lim F'.

Démonstration. — Considérons le diagramme de foncteurs canoniques

| F
IR
I lim F'
Par hypothese, 65 est une cofibration a fibres asphériques, et par suite, en vertu de
la proposition 1.1.17, 8 est un foncteur asphérique, et en particulier une équivalence

faible. D’autre part, on vérifie facilement que I’hypothese faite sur le foncteur F'
implique que sil’on pose A = lim F', alors pour tout i, i € I, la catégorie (i) s'identifie
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a un crible de la catégorie A. Gréace a la bijection naturelle entre les cribles de A et
les sous-préfaisceaux de ’objet final de g, on vérifie aussitot que la proposition 2.3.14
implique que K est une fibration a fibres contractiles, donc asphériques (1.4.18). On
en déduit que K g est un foncteur coasphérique, et en particulier une équivalence faible
(1.1.25). Comme I est un ensemble bien ordonné non vide, la catégorie correspondante
admet un objet initial, et elle est donc asphérique (1.1.11). Les morphismes 65 et Kp
étant des équivalences faibles, cela prouve que la catégorie lim I est asphérique, et
acheve la démonstration. O

Lemme 2.4.8. — Soit J un ensemble ordonné filtrant. Alors J, considéré comme
petite catégorie, est une catégorie asphérique.

Démonstration. — On raisonne par récurrence transfinie sur le cardinal de J. Si J
est fini, J étant filtrant, il admet un plus grand élément, et la catégorie associée a J
admet un objet final et est donc asphérique. Supposons donc que J soit infini, et que
I’assertion soit établie pour tout ensemble ordonné filtrant de cardinal strictement
plus petit que celui de J. En vertu du lemme 2.4.4, il existe un ensemble bien ordonné
1, et une famille croissante (J;);cs de sous-ensembles ordonnés filtrants de J, telle que
J=UJ , card(J;) < card(J) iel
i€l

Par hypothese de récurrence, pour tout 4, ¢ € I, la catégorie J; est asphérique. Soit
J! le crible de J engendré par J;

J ={j' € J| il existe j € J; tel que j' < j}

Le foncteur d’inclusion J; C— J/ est coasphérique. En effet, pour tout objet j de J/, la

catégorie j\J; est un cocrible de J;, qui est non vide, puisque J/ est le crible engendré

par J;, et qui s’identifie donc a un sous-ensemble ordonné filtrant de J;. L’hypothese de

récurrence implique donc que j\J; est asphérique. On en déduit que J; est asphérique.

Or, pour tout couple 4, i’ € I, i < i, J/ est un crible de J},, et J = lim J/. L’assertion
—

résulte donc du lemme 2.4.7. iel O

Proposition 2.4.9. — Toute petite catégorie filtrante est asphérique.

Démonstration. — Soit I une petite catégorie filtrante. En vertu du lemme 2.4.5, il
existe un ensemble ordonné filtrant J et un foncteur cofinal v : J — I. Pour tout objet
i de I, la catégorie ¢\ J est un ensemble ordonné filtrant. En effet, cette catégorie est
filtrante d’apres le lemme 2.4.3, (), et il est évident qu’elle est un ensemble ordonné.
Il résulte donc du lemme précédent que le foncteur u est coasphérique. Une nouvelle
application de ce lemme implique alors que I est asphérique. O

2.4.10. — On rappelle qu'un objet de présentation finie d’une catégorie M est un
objet X de M tel que le foncteur

M — &ns Y +—— Homp(X,Y)
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commute aux limites inductives filtrantes. On vérifie facilement que si M = Cat est la
catégorie des petites catégories, alors toute catégorie finie est un objet de présentation
finie de Cat (la réciproque étant fausse).

Lemme 2.4.11. — Il existe une catégorie test A, et un foncteur test i : A — Cat
tel que le foncteur

i*: Cat — A, C +— (a+— Homeg(i(a),C))

commute auzx limites inductives filtrantes.

Démonstration. — 1l suffit de choisir une catégorie test A, et un foncteur test
i: A — Cat tel que pour tout objet a de A, i(a) soit une catégorie de présentation
finie, de sorte que le foncteur ¢* commute aux limites inductives filtrantes. On peut
prendre par exemple A = A et i : AC Cat Uinclusion, ¢* étant alors le foncteur
nerf (1.7.18), ou prendre pour A une petite sous-catégorie pleine de Cat formée de
catégories finies contractiles, stable par produits finis, et telle que A; soit un objet
de A, et i : AC— Cat Vinclusion (1.7.19). O

Proposition 2.4.12. — a) Une petite limite inductive filtrante de petites catégories
asphériques est asphérique.

b) Si le localisateur fondamental faible W est un localisateur fondamental, alors il
est stable par petites limites inductives filtrantes, et en particulier, par composition
transfinie.

Démonstration. — En vertu du lemme précédent, on peut choisir une catégorie test A,
et un foncteur test i : A — Cat tel que le foncteur i* commute aux limites inductives
filtrantes. En vertu de la proposition 2.3.6, pour toute petite catégorie I, et tout
foncteur F': I — Cat, le foncteur canonique

K, o [igi*F — limi 4i*F

est une fibration. Si en outre la catégorie I est filtrante, il résulte du lemme 2.4.6 que les
fibres de ce foncteur sont des catégories filtrantes, et par suite qu’elles sont asphériques
(proposition 2.4.9). On en déduit que le foncteur K i+ est alors coasphérique, et en
particulier une équivalence faible (1.1.25).

a) Soient I une petite catégorie filtrante, et F': I — Cat un foncteur & valeurs des
catégories asphériques. Pour montrer que lim F' est une catégorie asphérique, il suffit
de montrer que

ig8"(Um F) o~ 4,0 (limé* F) >~ lim i 43 F
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Iest. Or, dans le diagramme de foncteurs canoniques

[i,i*F
I limi,i*F

on a vu que K; ;+p est une équivalence faible, et par hypothese GiAi* r est une co-
fibration & fibres asphériques, donc aussi une équivalence faible (1.1.17). L’assertion
résulte donc de la proposition 2.4.9.

b) Supposons que le localisateur fondamental faible W soit un localisateur fonda-
mental, et soient I une petite catégorie filtrante, F, G : I — Cat deux foncteurs, et
«a : ' — G un morphisme de foncteurs qui soit une équivalence faible argument par
argument. Pour montrer que

lima: imF — lmG
est une équivalence faible, il suffit, en vertu de la proposition 1.7.6, (a), de montrer
que
ig8"(im o) = iy im (3" % o) > lim (4 4% * «)
Iest. Or, on a un carré commutatif dont les lignes sont des équivalences faibles

- Ki ixr sk
fZAZ F—2 S limiy o F

S N
lez *Qv lim 4 44" xa

i G ——— 3 lim i "G )
Ji4*G Kome b4
et il résulte des propositions 1.7.6 et 2.3.1 qu’il en est de méme de la fleche verticale

de gauche, ce qui prouve ’assertion. O

Remarque 2.4.13. — On rappelle qu'un rétracte d’'un objet X d’une catégorie M
est un objet X’ de M tel qu’il existe des morphismes i : X' — X et r: X — X' de
M tels que 7i = 1x/. L’endomorphisme ir de X est alors un projecteur : (ir)? = ir.
Si I désigne la catégorie ayant un seul objet, et un seul morphisme non identique
p, tel que p? = p, et F : I — M le foncteur qui envoie I'unique objet de I sur X
et la fleche p sur 'endomorphisme ir de X, alors la catégorie I est filtrante, et on
a un isomorphisme lim F' ~ X’. On dit qu’une classe d’objets d’une catégorie est
stable par rétractes si tout rétracte d’un objet de cette classe appartient aussi a ladite
classe. On dit qu’une classe de fleches est stable par rétractes si elle ’est comme classe
d’objets de la catégorie des fleches. En vertu de ce qui précede, une classe d’objets ou
de fleches qui est stable par limites inductives filtrantes 1’est également par rétractes.
Il résulte directement de I'axiome de saturation faible d’un localisateur fondamental
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faible que la classe des catégories asphériques est stable par rétractes. L’assertion (b)
de la proposition précédente implique le corollaire suivant.

Corollaire 2.4.14. — Si le localisateur fondamental faible W est un localisateur
fondamental, alors il est stable par rétractes.

Corollaire 2.4.15. — Soit A une petite catégorie.

(a) Une petite limite inductive filtrante de préfaisceaux asphériques sur A est un
préfaisceau asphérique.

(b) Si le localisateur fondamental faible W est un localisateur fondamental, alors
la partie W5 = i;l(W) de FI(A) formée des équivalences faibles est stable par
petites limites inductives filtrantes, et en particulier par rétractes.

Démonstration. — Le corollaire résulte de la proposition 2.4.12, du corollaire 2.4.14,
et de la commutativité du foncteur ¢, avec les limites inductives. O
Lemme 2.4.16. — Soient I un ensemble ordonné filtrant admettant un plus petit

élément iy, F, G : I — Cat deux foncteurs, de source ’ensemble ordonné I considéré
comme une catégorie, o : F' — G un morphisme de foncteurs, et x; un objet de
G(ip). On note x (resp. x;) l'image de x;  dans lim & (resp. dans G(i), pouri € I).

Alors on a un isomorphisme canonique (h_rn)l F)/x ~ h_m)ZGI(F(z)/xz)

Démonstration. — Le lemme résulte de la description des limites inductives filtrantes
dans Cat et de la commutativité de ces limites avec les limites projectives finies. Les
détails sont laissés au lecteur. O

Proposition 2.4.17. — a) Une petite limite inductive filtrante de morphismes
asphériques de Cat est un foncteur asphérique.

b) Si le localisateur fondamental faible W est un localisateur fondamental, alors
pour toute petite catégorie C, la classe des fleches de Cat/C qui sont des équivalences
faibles localement sur C' est stable par petites limites inductives filtrantes.

Démonstration. — Pour montrer ’assertion (a), considérons une petite catégorie fil-
trante I, deux foncteurs F, G : I — Cat, et un morphisme de foncteurs o : FF — G
tel que pour tout objet i de I, le morphisme «; : F(i) — G(i) soit un foncteur
asphérique. Il s’agit de montrer qu’alors le foncteur li_m)l Q li_mUF — li_m)IG est
aussi asphérique. En vertu du lemme 2.4.5, on peut supposer que I est la catégorie
associée a un ensemble ordonné, noté également I. Soit x un objet de I'LnﬂG ; on
veut montrer que la catégorie (h_m)l F)/z est asphérique. Il existe i, dans I et un
objet x; de G(iy) tel que x soit I'image de x; par le morphisme canonique. Quitte
a remplacer I par le sous-ensemble ordonné de I formé des éléments de I qui sont
supérieurs ou égaux a i, qui est cofinal dans I, on peut supposer que i, est le plus pe-
tit élément de I. En vertu du lemme précédent, on a alors un isomorphisme canonique
(li_mﬂ F)/x ~ li—mn‘e[(F(i)/xi)’ ot pour tout i € I, z; désigne I'image de x; dans G(3).
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Comme par hypothese, pour tout ¢ € I, la catégorie F(i)/x; est asphérique, I’assertion
résulte alors de la proposition 2.4.12, (a). Quand le localisateur fondamental faible
W est un localisateur fondamental, assertion (b) se démontre de fagon analogue, en
utilisant la partie (b) de la proposition 2.4.12. O

Corollaire 2.4.18. — a) Une petite limite inductive filtrante de morphismes
coasphériques de Cat est un foncteur coasphérique.

b) Si le localisateur fondamental faible W est un localisateur fondamental, alors
pour toute petite catégorie C, la classe des fleches de Cat/C qui sont des équivalences
faibles colocalement sur C' est stable par petites limites inductives filtrantes.

Démonstration. — Le corollaire s’obtient de la proposition précédente par passage
aux catégories opposées (cf. 1.1.25 et 2.1.1). O

Corollaire 2.4.19. — Une petite limite inductive filtrante de petites catégories to-
talement asphériques est totalement asphérique.

Démonstration. — Soient I une petite catégorie filtrante, et F': I — Cat un foncteur
a valeurs des catégories totalement asphériques. En vertu de la proposition 1.6.1, pour
tout objet i de I, le morphisme diagonal Ap;) : F'(i) — F(i) x F(i) est asphérique.
Or, on vérifie facilement que le foncteur diagonal Ay g :lim F — lim F X lim F
. . N T . - -1, -1 —T
s'identifie a la limite inductive des foncteurs Ap(;), et il résulte de la proposi-
tion 2.4.17, (a), qu’il est asphérique. Une nouvelle application de la proposition 1.6.1

implique alors que la catégorie liinﬂ F est totalement asphérique. O
Corollaire 2.4.20. — Soient (A,)nen une famille de petites catégories indexée par

les entiers naturels, et pour tout n, n € N, up,, v, : Ay — Aps1 deuz morphismes de
Cat. On note U et V les foncteurs U,V : N — Cat, de source la catégorie associée
a ’ensemble ordonné des entiers naturels, définis par les systémes de morphismes
(Un)nen €t (Un)nen Tespectivement. St pour tout n, n € N, il existe un morphisme de
foncteurs oy : up — vy, alors il existe un diagramme dans Cat

lim Uyl lim V

avec i morphisme asphérique et j morphisme coasphérique. En particulier, i et j sont
des équivalences faibles, et les images de @)N U et h_Hl)N V' dans Hot sont isomorphes.

Démonstration. — Pour tout n, n € N, le morphisme de foncteurs a,, : u, — v,
définit un foncteur h,, : Ay x A, — A, 11 tel que

hn(eg X 1a,) = up et hnler x1a4,)=v,
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ou eg et ey désignent les foncteurs de la catégorie ponctuelle vers A;, définis respec-
tivement par les objets 0 et 1 de Ay. On en déduit un diagramme commutatif

1[;[60><1An lgel XlAn

n n

A, — IN'[ Al) XApe—" 4,

Un, JNFTL}AI X hnp on

p/ R p— | [PV [ P D PR

n—+ n+

[Meox1y | NNy [Terxly .,
Np 41 Np 41

ou pour tout entier k, N; désigne I’ensemble ordonné des entiers naturels supérieurs
ou égaux a k, les produits étant ordonnés par I’ordre décroissant des indices. Comme 0
(resp. 1) est un objet initial (resp. final) de Ay, il résulte de la proposition 1.1.9 (resp.
de 1.1.25) que les fleches horizontales de gauche (resp. de droite) sont des morphismes
asphériques (resp. coasphériques). Par passage a la limite inductive, on obtient donc
en vertu de la proposition 2.4.17, (a), et du corollaire 2.4.18, (a), un diagramme

. ; j .
lim U —— ¢+ lim V
tel que ¢ soit asphérique et j coasphérique. O

Lemme 2.4.21. — Soient (A, )nen une famille de petites catégories indexée par les
entiers naturels, et pour tout n, n € N, I, : A, — A, 41 un morphisme de Cat. Si
pour tout n, n € N, il existe un décalage sur le foncteur I, (cf. 1.8.5), alors la limite
inductive h—mmeN A, (du foncteur I : N — Cat, de source la catégorie associée a
lensemble ordonné des entiers naturels, défini par le systéme de morphismes (In,)nen
de Cat) est une catégorie asphérique.

Démonstration. — Soit

I - D, < K, . neN |,
un décalage sur le foncteur I,,, de sorte que D,,, K, : A, — A, 41 soient deux fonc-
teurs (K, étant un foncteur constant défini par un objet de A, 1) et ay,, By, des mor-
phismes de foncteurs. On note D, K : N — Cat les foncteurs définis par les systemes
de morphismes (D,,)nen et (Kp)nen respectivement. En vertu du corollaire 2.4.20, il
existe alors un diagramme dans Cat

li_m)NI C @)ND c’ li_m)NK

dont toutes les fleches sont des équivalences faibles. Comme lim K est une catégorie
ponctuelle, cela prouve le lemme. O
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Proposition 2.4.22. — La catégorie associée a l’ensemble ordonné formé des par-
ties finies non vides, ordonnées par la relation d’inclusion, d’un ensemble dénombrable
est une catégorie test faible.

Démonstration. — Soit A la catégorie associée a I’ensemble ordonné formé des parties
finies non vides de I’ensemble N des entiers naturels. Pour montrer que A est une
catégorie test faible, il suffit, en vertu de la proposition 1.3.9, de prouver que pour toute
petite catégorie C' admettant un objet final, la catégorie B = A/i% (C) est asphérique.
La catégorie B est la catégorie associée a I’ensemble ordonné dont les éléments sont
les couples (E, p), ou E est un sous-ensemble fini non vide de N et p : P*(E) — C un
foncteur, de source la catégorie associée a ’ensemble ordonné des parties non vides
de E et de but C, un tel couple (E,p) étant inférieur ou égal & un autre (E’,p’) si
E C E' et si pour toute partie non vide F' de E, p'(F) = p(F). Pour tout entier
naturel n, on note B, la sous-catégorie pleine de B formée des couples (E, p) tels que
max(E) < n, et I, : B, — By, 41 le foncteur d’inclusion. On a B = th)n N B,,. Pour
montrer que la catégorie B est asphérique, il suffit donc d’apres le lemme 2.4.21 de
construire pour tout n, n € N, un décalage sur le foncteur I,,. On définit un foncteur
D,, : B, — By,4+1 en associant & un objet (E, p) de B,, 'objet (EU{n+1},p’) de By 41,
oup : P*(EU{n+1}) — C est 'unique foncteur dont la restriction au crible P*(E)
de P*(EU{n+1}) est égale & p et dont la restriction au cocrible complémentaire est
le foncteur constant de valeur un objet final fixé ec de C' (¢f. 1.8.10), et en observant
que cette application induit une application croissante des ensembles ordonnés sous-
jacents & B, et B,41. D’autre part, U'inclusion E C EU{n+ 1} définit un morphisme
de foncteurs «, : I,, — D,,. Enfin, si 'on note b,, I'objet ({n+1},p,) de Bpt1, ol p,
désigne le foncteur P*({n+1}) — C associant a 'unique partie non vide du singleton
{n +1} lobjet final e de C, l'inclusion {n+ 1} C EU{n + 1} définit un morphisme
de foncteur 3, : b, — D, ou b,, désigne aussi le foncteur constant de B,, vers B, 11
de valeur 'objet b,. On a ainsi défini un décalage

In QAn Dn Bn bn

sur I,,, ce qui acheéve la démonstration. O

Corollaire 2.4.23. — La catégorie Ord des petits ensembles ordonnés, munie des
équivalences faibles induites de celles de Cat, est un modélisateur, et l'inclusion cano-
nique Ord C— Cat définit un morphisme de modélisateurs

(Ord, W N FI(Ord)) — (W, Cat)

Démonstration. — Le corollaire résulte de la proposition précédente, en appliquant
le corollaire 1.7.7 & la catégorie A associée & l’ensemble ordonné par inclusion des
parties finies non vides d’'un ensemble dénombrable, au foncteur asphérique i = iy
(¢f. exemple 1.7.3), et & M = Ord. O






CHAPITRE 3

THEORIE HOMOTOPIQUE ELEMENTAIRE DES
CATEGORIES

3.1. Colimites et extensions de Kan homotopiques

3.1.1. — Pour tout objet I de Cat, on note Cat/I la catégorie des petites catégories
au-dessus de I, dont les objets sont les couples formés d’'un objet A de Cat et d’un
foncteur A — I, et dont les morphismes sont les triangles commutatifs

A— A
I .
Pour toute fleche w : J — I de Cat, on note

Cat/w : Cat/J — Cat/I

le foncteur défini par

A A
vh — wvh
J 1
Pour toute petite catégorie I, on définit des foncteurs (cf. 2.2.5)
@/
Cat/T —2" 5 Hom(I,Cat) ,  Hom(l,Cat) —— Cat/I
(A, A— 1) — (i— AJi) F +— ([F, [F—1I)
Proposition 3.1.2. — Soit w: J — I un foncteur entre petites catégories. Alors
OroCat /w ©’;oHom(w,1¢qt)

Cat/J Hom(I,Cat) Hom(I,Cat) —— — Cat/J

est un couple de foncteurs adjoints. En particulier, pour J = I et w = 17, on obtient
que (O1,0%) est un couple de foncteurs adjoints.
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Démonstration. — On va définir des morphismes d’adjonction
£:070Cat/wo O o Hom(w, 1eat) — lhom(r,Cat)
1 1learsg — O o Hom(w, 1eqs) 0 ©1 0 Cat/w

et on va laisser le soin au lecteur de vérifier les relations d’adjonction.

a) Définition de e. Soit F': I — Cat un foncteur. Définissons un morphisme fonc-
toriel €, autrement dit, pour tout objet ¢ de I, un foncteur

epi (JFw) /i—F(@)
fonctoriel en i. Les objets de la catégorie (| Fw)/i sont les triplets (j, a,p : w(j) — 1),
ou j est un objet de J, a un objet de Fw(j), et p une fleche de I. Un morphisme de
([ Fw)/i, de source (j,a,p : w(j) — i) et de but (j,a’,p’" : w(j’) — i), est un couple
(I, f),oul:j— j est une fleche de J, f : Fw(l)(a) — o’ une fleche de Fw(j’), telles

que

L w() .
w(j) ——— w(j’)
p p’

On définit le foncteur e ; par
€F,2(]7aapw(j)‘}Z):F(p)(a) )
epil, f) = F@')(f) : F(p")Fw(l)(a) = F(p)(a) — F(p')(a)

On laisse le soin au lecteur de vérifier la compatibilité a la composition et aux identités,

p=p"w(l)

ainsi que la fonctorialité en i et en F.
b) Définition de n. Soit (A,v : A — J) un objet de Cat/J. Définissons un foncteur,
au-dessus de J,

Naw:A— /G
ol
G:J— Cat
désigne le foncteur
J Ajw(j)

Les objets de [ G sont les triplets (j,a,p : wv(a) — w(j)), out j est un objet de J, a
un objet de A, et p une fleche de I. Un morphisme de (j,a,p : wv(a) — w(j)) vers
(', d',p : wu(a’) — w(j’")) est un couple (I, f), o ! : j — j' est une fleche de J,
f :a — a’ une fleche de A, telles que le carré

wu(f)
—

wo(a) wo(a')
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soit commutatif. Pour tout objet a de A, on définit

nA,v(a) = (’U(Cl), a, 1wv(a) : U}’U(CL) — U)U(a)) )

et pour toute fleche f:a — a’ de A,

77A,v(f) = (’U(f), f) : (v(a), a, 1wv(a)) — (v(al)v a,v lwv(a’))'
On vérifie facilement la compatibilité a la composition et aux identités, ainsi que la
fonctorialité en (A4, v). O

Dans la suite, on se fixe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental faible WW.

3.1.3. — Soit I une petite catégorie. On note Wi la partie de FI(Hom(I, Cat)) formée
des équivalences faibles argument par argument, autrement dit, des morphismes de
foncteurs a : F' — F”

I
oS
/
Cat
tels que pour tout i, i € Ob(I), a; soit dans W. On note W} la partie de FI(Cat/I)

formée des foncteurs qui sont des équivalences faibles localement sur I, autrement dit,
des morphismes

A—"— A
x\/v' v=1'u
I

de Cat/I tels que pour tout i, ¢ € Ob(I), le foncteur u/i: A/i — A’/i, induit par u,
soit une équivalence faible.

Théoréme 3.1.4. — Pour toute petite catégorie I, on a
;-1

Wr=0;'W) ,  Wr=0; (W)

et les foncteurs
O;: W}_lcat/I — WIIM(I, Cat)
et
O : W; " Hom(I, Cat) — W}~ 'Cat/T
induits par O et O respectivement, sont des équivalences de catégories quasi-inverses
l'une de Uautre.

Démonstration. — L’égalité W) = O (Wr) est évidente. Comme (67,0) est un
couple de foncteurs adjoints (3.1.2), il suffit en vertu du lemme 1.3.8, de montrer que
pour tout foncteur F : I — Cat, le morphisme d’adjonction

€F:®I®/I(F) — F
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est une équivalence faible argument par argument. Or, on a vu au cours de la
démonstration de la proposition 3.1.2 que pour tout objet ¢ de I, le morphisme e,
est le foncteur

(JF) /i— F()
défini par
epi(i'ya,pii’ — i) = F(p)(a)

eni((hap: i — i) 2L @l g i — i) = F)(f)
On définit un foncteur
ap; : F(i) — ([ F)/i
par
ap;(a) = (i,a,1;: i — i), a€ Ob(F(i)),
ap(f) =1, f), [feFI(F®G).
On vérifie facilement que (ep;, ap,) forme un couple de foncteurs adjoints. On en

déduit que e, est asphérique (1.1.9), et en particulier une équivalence faible, ce qui
achéve la démonstration du théoreme. O

Dans la suite, on suppose que le localisateur fondamental faible VW est un localisateur
fondamental.

Lemme 3.1.5. — Soit w: J — I un morphisme de Cat. Alors
Hom(w, 1¢at)(Wr) C Wy et (Cat/w)(W') C Wy

Démonstration. — La premiere inclusion est évidente. Pour montrer la deuxieme,
considérons un morphisme u

A—— A

N/
Jw

1

de Cat/J qui est une équivalence faible localement sur J. Il s’agit de montrer qu’il est
une équivalence faible localement sur I, autrement dit, que pour tout objet ¢ de I, le
foncteur w/i : AJ/i — A’/i est une équivalence faible. On a un triangle commutatif

A — Wy

N S
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et pour tout objet (j,k : w(j) — 4) de J/i, on a des isomorphismes canoniques

(A/0)/G k)~ Al (A)D)/G k)~ A5,

et (u/i)/(j, k) s’identifie & u/j qui est par hypotheése une équivalence faible. Le fonc-
teur u/i est donc une équivalence faible localement sur J/i, ce qui prouve qu’il est
une équivalence faible. O

3.1.6. — En vertu du lemme précédent, pour toute fleche w : J — I de Cat, le
foncteur

Hom(w, 1¢q:) : Hom(I, Cat) — Hom(J, Cat)
induit un foncteur
w* : Wy ' Hom(I,Cat) — W; ' Hom(J,Cat)

et le foncteur
Cat/w : Cat/J — Cat/I

un foncteur

Cat/w : W}71Cat/J — W}71Cat/I
Pour toute petite catégorie I, on pose

Hot(I) = Hot,,, (1) = W; ' Hom(I, Cat)

(de sorte que si I = e, Hot(e) = W, Hom(e, Cat) ~ W~'Cat = Hot (cf. 1.3.2)). Pour
tout morphisme w : J — I de Cat, on a donc défini un foncteur

w* : Hot(I) — Hot(J)
On définit un foncteur
w, : Hot(J) — Hot(I)
en posant
w, = O7 o Cat/wo O
Théoréme 3.1.7. — Pour tout morphisme w : J — I de Cat, les foncteurs
w, : Hot(J) — Hot(I) w” : Hot(I) — Hot(J)

forment un couple de foncteurs adjoints.

Démonstration. — Il résulte de la proposition 3.1.2, du théoreme 3.1.4, et des lemmes
3.1.5 et 2.1.6 que le couple de foncteurs (O o Cat/w, ©'; o w*)

Cat/w o
We’]dCat/J4/> Wi~ Cat /T ——— W; ' Hom(I, Cat) = Hot(I)

. o
Wi Hom(I, Cat) = Hot(I) = Hot(.J) = W; ' Hom(J, Cat) == W/, ~'Cat /.J
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est un couple de foncteurs adjoints. Comme en vertu du théoreme 3.1.4, O et @7&
sont des équivalences de catégories quasi-inverses I'une de I'autre, w* ~ 0 ;o (O ow*)
est un adjoint & droite de (©; o Cat/w) o ©'; = wy, ce qui prouve le théoréme. O

Corollaire 3.1.8. — Soit J —— J' —= j” dans Cat. Alors on a un isomorphisme
de foncteurs (w'w), ~ wjw,.

Démonstration. — Le corollaire résulte immédiatement du théoreme 3.1.7 et de l'iso-
morphisme évident (w'w)* ~ w*w'™. O

Ezxzemple 3.1.9. — Soit J une petite catégorie. On note
7, : Hom(J,Cat) — W; ' Hom(.J, Cat) = Hot(.J)
le foncteur de localisation (de sorte que si J = e,
7, : Cat ~ Hom(e,Cat) — W, * Hom(e, Cat) ~ W~ 'Cat = Hot

s’identifie au foncteur de localisation canonique v : Cat — Hot (cf. 1.3.2)). On
note p; : J — e l'unique foncteur de J vers la catégorie ponctuelle. On vérifie
immédiatement que pour tout foncteur F' : J — Cat, on a

(P)ry s (F) =~ ’Y(f F)

En particulier, si A est une petite catégorie, et F' le foncteur constant de valeur A
F:j— A | j€0b(J) |
alors
(v (F) =y(J x A)
autrement dit,
(P )piv(A) = y(J x A)

Ainsi, en vertu de la proposition 2.1.9, le foncteur
(py)hp5 : Hot — Hot
s’identifie au foncteur v(J) x 7, produit par v(J) dans Hot.

On suppose, dans la suite, que le localisateur fondamental W est fortement saturé.(®)

Proposition 3.1.10. — Soit w: J — I un morphisme de Cat.

(a) Pour que w soit une équivalence faible, il faut et il suffit que le morphisme de
foncteurs

o)y = (pr)yww’pr — (w7
défini par le morphisme d’adjonction, soit un isomorphisme.

(5) En fait, on démontre que, conformément & une conjecture de Grothendieck [14], tout localisateur
fondamental est fortement saturé [10].
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(b) Pour que w soit asphérique, il faut et il suffit que le morphisme de foncteurs
wpy ~ ww'p; — p;
défini par le morphisme d’adjonction, soit un isomorphisme.

Démonstration. — a) Pour toute petite catégorie A, le morphisme

V(I x A) = (pr)(ps) V(A) — (pr)i(pr) V(A) =~ (I x A)
n’est autre que y(w X 14), qui est un isomorphisme si et seulement si w X 14 est une
équivalence faible (puisque W est fortement saturé). L’assertion (a) résulte donc de
2.1.3.

b) Pour toute petite catégorie A, w,p%y(A) (resp. pjy(A4)) est 'image par v; du
foncteur i — (J x A)/i = J/ix A (resp. du foncteur constant i — A), i € Ob(I), et le
morphisme w,p%y(A) — pjy(A) est I'image par y; du morphisme de foncteurs défini
par la deuxiéme projection J/i x A — A. L’assertion (b) résulte donc de 1.1.4. O

Remarque 3.1.11. — Les assertions (a) et (b) de la proposition 3.1.10 admettent
la généralisation commune suivante : Soit

J——=J
“\\/u’ w=wu
I

un triangle commutatif de Cat. Pour que le morphisme u soit une équivalence faible
localement sur I, il faut et il suffit que le morphisme de foncteurs
wp’y = wiwuph — wipy

défini par le morphisme d’adjonction, soit un isomorphisme.
En effet, pour toute petite catégorie A, le morphisme w,p%vy(A) — wip%,v(A) de
Hot(I) s’identifie & 'image par 7; du morphisme de foncteurs

i—ufixla:J)ixA— J[)ix A | i€ 0b(l) |,
et ’assertion résulte de 2.1.3.

Exemple 3.1.12. — Si W est le localisateur fondamental Wy des exemples 1.1.32 et
2.1.2, on vérifie facilement que le foncteur 7y induit une identification de la catégorie
Hot(I) = Hoty,, (I) & la catégorie Hom(I, Ens) des foncteurs de I vers la catégorie des
ensembles. Pour toute fleche w : I — J de Cat, le foncteur u* : Hot(J) — Hot([)
s’identifie au foncteur

Hom(J, Ens) — Hom([I,&ns) F+— Fu

et le foncteur u, : Hot(I) — Hot(J) & l'adjoint & gauche du précédent (I’extension de
Kan a gauche classique). En particulier, pour toute petite catégorie I, et tout foncteur
F : I — &ns, 'image de F par (p;), s’identifie & la limite inductive lim F de F.
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Remarque 3.1.13. — Soit I une petite catégorie, et considérons les foncteurs

(1

Cat/T —" s Hom(I°,Cat) ,  Hom(I° Cat) — ' Cat/I
(A, A— 1) +— (i—i\A4) F +—— (VF,VF —1I)

(voir 2.2.6). Il résulte aussitot de la proposition 3.1.2, et de la commutativité du
diagramme 2.2.6.1 que (2;,Z%) est un couple de foncteurs adjoints. On note Wy la
partie de FI(Cat/I) formée des foncteurs qui sont des équivalences faibles colocalement
sur I, autrement dit, des morphismes

A—"—r A
x /v’ v=1o'u
I

de Cat /I tels que pour tout i, i € Ob(I), le foncteur i\u : i\A — i\ A’, induit par u,
soit une équivalence faible. Il résulte alors du théoréme 3.1.4, de la proposition 1.1.22,
et de la commutativité du diagramme 2.2.6.1 qu’on a

Wi =E7' W) . W =0V
et que les foncteurs
=, WY Cat /T — Wi Hom(I°, Cat) = Hot (I°)

et

]|

~

: Hot(I°) = Wy, Hom(I°, Cat) — WY~ 'Cat/T

induits par Z; et Z7 respectivement, sont des équivalences de catégories quasi-
inverses I'une de 'autre. De méme, le lemme 3.1.5 implique que pour tout morphisme
w:J — I de Cat, on a linclusion (Cat/w)(WY7) C WY, et par suite, que le foncteur
Cat/w induit un foncteur

Cat/w : W}~ 'Cat)J —s Wy~ 'Cat /I

Enfin, il résulte facilement des considérations des numéros 1.1.18 a 1.1.21, et de la
commutativité du diagramme 2.2.6.1 que pour tout morphisme w : J — I de Cat, le
foncteur composé Eo o Cat /w® o =/},

"o Cat /w® °
Hot (J) ———— W/, 'Cat/.J° G, Wi, "cat )17 ———— Hot(I)

(11
[

est canoniquement isomorphe au foncteur w.
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3.2. Morphismes propres, lisses

Dans ce paragraphe, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental
faible W.

Définition 3.2.1. — On dit qu'un morphisme u : A — B de Cat est W-propre, ou
plus simplement propre, si pour tout objet b de B, le morphisme canonique

ip: Ay — A/b at (a,1p :ula) —b), a€Ob(Ay),

est coasphérique. On dit que u est W-lisse, ou plus simplement lisse, si le morphisme
u® : A° — B° est propre, autrement dit, si pour tout objet b de B, le morphisme
canonique

Jo: Ay —> \A ar (a,1p:b— ula)), aecOb(A4),
est asphérique.

Ezxemple 3.2.2. — 1l résulte de 1.1.16 et 1.1.25 qu’une précofibration est un mor-
phisme propre. Dualement, une préfibration est un morphisme lisse. En particulier,
une immersion ouverte (morphisme de Cat isomorphe & l'inclusion d’un crible) est un
morphisme lisse, et une immersion fermée (morphisme isomorphe & l'inclusion d’un
cocrible) est un morphisme propre.

Proposition 3.2.83. — Soit u : A — B un morphisme de Cat. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(a) wu est propre;
(b) pour tout objet a de A, les fibres du morphisme
a\A — W\B b=u(a) ,
mduit par u, sont asphériques;

(¢c) pour tout morphisme B' = Ay — B de Cat, si l'on forme le carré cartésien

A= AxgpB —— A

|

B —B >
Uinclusion A} C— A’, de la fibre de A’ au-dessus de l'objet 1 de B' = Ay, est un
morphisme coasphérique ;
(d) pour toute flieche fo : by — b1 de B, et tout objet ag de Ap,, la catégorie
A(ag, fo) dont les objets sont les fleches f : ag — a de source ag qui relévent
fo (w(f) = fo), et dont les morphismes sont les triangles commutatifs

ao
/N
a —)g a/
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avec g morphisme de Ap, (u(g) = 1p,), est asphérique.

Démonstration. — L’équivalence de (a), (b) et (d) est un simple exercice de traduc-
tion laissé au lecteur. Montrons 1’équivalence de (c¢) et (d). La donnée d’une fleche
fo :bo — b1 de B équivaut & celle d’un foncteur A; — B comme dans (c), et af-
firmer, avec les notations de (¢), que A] C— A’ est coasphérique, c’est affirmer que
pour tout objet a’ de A’, la catégorie a’\ A} est asphérique. Si a’ € Ob(A)), cela est
vrai sans hypotheése sur u (puisque alors a’\ A} admet un objet initial, et par suite est
asphérique (1.1.11)). Il suffit donc de le vérifier pour o’ dans A" — A} = A ~ A, .
Mais alors ' s’identifie & un objet ag de Ap,, et on vérifie que a’\ A} est isomorphe a
la catégorie A(ag, fo) de (d). Cela acheéve la démonstration. O

Corollaire 3.2.4. — Les morphismes propres sont stables par changement de base,
autrement dit, pour tout carré cartésien dans Cat

Al——A

B —— B )
st u est propre, il en est de méme de u’.

Démonstration. — Le corollaire résulte de la proposition 3.2.3, puisque la condition
(¢) est stable par changement de base. O

Remarque 3.2.5. — 1l résulte de la condition (d) de la proposition 3.2.3 et de la
proposition 1.1.30 que si le localisateur fondamental faible W n’est pas trivial, alors
un morphisme propre u : A — B est un morphisme fermé, autrement dit, I'image
par u de tout fermé de Ob(A) (ensemble d’objets d'un cocrible de A) est un fermé de
Ob(B). En particulier, on se gardera de croire qu'une équivalence de catégories soit
toujours un morphisme propre. On vérifie facilement qu’elle est propre si et seulement
si elle induit une surjection sur les objets (si YW est non trivial).

Proposition 3.2.6. — Soit u : A — B un morphisme propre de Cat. Les conditions
suivantes sont équivalentes :
(a) u est a fibres asphériques ;
(b) w est asphérique ;
(¢) u est universellement asphérique, autrement dit, il est asphérique et le reste
apres tout changement de base ;
(d) w est universellement dans W.

Démonstration. — Le morphisme u étant propre, pour tout objet b de B, le mor-
phisme canonique A, — A/b est coasphérique, et en particulier une équivalence faible,
ce qui montre 1’équivalence des conditions (a) et (b). Comme étre propre & fibres
asphériques est, en vertu du corollaire 3.2.4, une propriété stable par changement



3.2. MORPHISMES PROPRES, LISSES 147

de base, ceci prouve aussi I’équivalence de (a) et (c¢). Les implications (¢) = (d) et
(d) = (a) étant évidentes, cela acheve la démonstration. O

Lemme 3.2.7. — Soient u : A — B un morphisme de Cat, a un objet de A, et
b = u(a). Si le morphisme u est propre, il en est de méme du morphisme a\A — b\ B,
nduit par u.

Démonstration. — En vertu de la condition (b) de la proposition 3.2.3, il suf-
fit de montrer que pour tout objet (a', f : a—a') de a\A, le morphisme
(a’, FH\(a\A) — (V',9)\(b\B), ou (V',g9) = (u(a’),u(f)), est & fibres asphériques.
Or ce morphisme s’identifie au morphisme a’\A — ¥\ B, induit par u, qui est a
fibres asphériques, en vertu de la condition (b) de la proposition 3.2.3, puisque le
morphisme u est propre. O

Proposition 3.2.8. — Soient u : A — B un morphisme propre de Cat, a un objet
de A, et b =u(a). Alors le morphisme a\A — b\ B, induit par u, est universellement
dans W.

Démonstration. — 1l résulte de la condition (b) de la proposition 3.2.3 que le mor-
phisme a\A — b\ B est a fibres asphériques, et du lemme précédent qu’il est propre.
L’assertion résulte donc de la proposition 3.2.6. O

Proposition 3.2.9. — Soit u : A — B un morphisme de Cat. Siu est propre, alors
u est colocalement coasphérique (cf. 1.1.25).

Démonstration. — Cela résulte aussitot de la proposition 3.2.8, puisqu’un morphisme
de Cat universellement dans W est en particulier coasphérique. O

Proposition 3.2.10. — Les morphismes propres sont stables par composition.

Démonstration. — Soit A —— B —— ¢ dans Cat, avec u, v propres. Formons le
diagramme

A’ a\A

|

A
B’ b\B B
C )

|

{(, N} A\C
ol a est un objet de A, b = u(a), ¢ = v(b) = vu(a), (¢, f : ¢ — ) un objet de
c\C, les deux carrés de gauche étant cartésiens. Comme v est propre, il résulte de
la condition (b) de la proposition 3.2.3 que B’ est asphérique. Comme u est propre,
il résulte de la proposition 3.2.8 que le morphisme a\A — b\ B est universellement

dans W. On en déduit que le morphisme A’ — B’ est une équivalence faible, et par
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suite que A’ est asphérique. Cela prouve que vu est propre en vertu de la condition

(b) de la proposition 3.2.3. O
Lemme 3.2.11. — Soit

A——A

|

B —— B

un carré cartésien de Cat. Alors pour tout objet a de A, b =u(a), le carré induit
a\A' ——a\A
b\B' —— b\B

est cartésien.

Démonstration. — Considérons le cube commutatif

A—A
SURAN

aA\A' —a\A

B’ — B

AN AN

b\B' — b\B

La face arriere est cartésienne par hypothese, et les faces horizontales sont cartésiennes
par définition de a\ A’ et b\ B’. On en déduit que la face avant est cartésienne, ce qui
prouve le lemme. l

Proposition 3.2.12. — Soient C une petite catégorie,
A———B
C

un morphisme de Cat/C, C' — C un morphisme propre, et formons le diagramme
de changement de base dont les trois carrés sont cartésiens

A A\
X,

(3.2.12.1) B’

/ |~

c’ C
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Si u est une équivalence faible colocalement sur C, alors u' est une équivalence faible
colocalement sur C'.

Démonstration. — Soient ¢’ un objet de C’, ¢ son image dans C, et considérons le
diagramme induit par le diagramme 3.2.12.1
\A c\A
d\B’ l c\B
d\C’ c\C

En vertu du lemme 3.2.11, les deux carrés contenant ¢'\C' — ¢\C' sont cartésiens
(le troisieme carré Pest donc aussi). Comme C’ — C est propre, il résulte de la pro-
position 3.2.8 que ¢/\C" — ¢\C est universellement dans W, donc ¢/\A’ — c\A et
d\B' — ¢\B sont des équivalences faibles. Si u est une équivalence faible colocale-
ment sur C, ¢\A — ¢\ B est une équivalence faible, donc ¢/\ A’ — ¢/\ B’ aussi, ce qui
prouve que v’ est une équivalence faible colocalement sur C’. O

Corollaire 3.2.13. — L’mage inverse d’un morphisme coasphérique par un mor-
phisme propre est coasphérique.

Démonstration. — Le corollaire est un cas particulier de la proposition 3.2.12. O

Corollaire 3.2.14. — L’image inverse d’un morphisme colocalement coasphérique
par un morphisme propre est colocalement coasphérique.

Démonstration. — Soit
A —— A
u/J lu
B'——B

un carré cartésien de Cat, u étant un morphisme colocalement coasphérique et v un
morphisme propre. On vérifie facilement que pour tout objet a’ de A’, le carré induit

a\A' ——a\A a=w(a)
J J b/ — u/(a/)
V\B' —— b\B b=u(a) =v(b)

est cartésien. L’assertion résulte donc du lemme 3.2.7 et du corollaire précédent. [

Théoréme 3.2.15. — Soit u : A — B un morphisme de Cat. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :
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(a) wu est propre;
(b) pour tout diagramme de carrés cartésiens dans Cat

A" —— A’ —— A

| 1k

B'"—— B ——B >
si v est coasphérique, il en est de méme de w.

Démonstration. — L’implication (a) = (b) résulte des corollaires 3.2.4 et 3.2.13.
Montrons que (b) implique (a). Pour tout objet b de B, on a un diagramme de carrés
cartésiens

Ay A/b A

| ]

{0} ——=B/b——B >

ou 'image de {b} — B/b est l'objet final de B/b. Le morphisme {b} — B/b admet
donc un adjoint & gauche, et par suite est coasphérique (1.1.25). L’hypothese (b)
implique alors que A, — A/B est coasphérique, ce qui prouve que u est propre. [

Proposition 3.2.16. — Soient C' une petite catégorie,

u

A—B
c

un morphisme de Cat/C, avec v et w propres. Si u induit des équivalences faibles dans
les fibres au-dessus de C, alors u est une équivalence faible localement sur C, et en
particulier, si le localisateur fondamental faible W est un localisateur fondamental, u
est une équivalence faible.

Démonstration. — Pour tout objet ¢ de C, on a un carré commutatif

A, —= 5B,

AJc—— B/c
u/c

ol iy et ip désignent les morphismes canoniques. Comme v et w sont propres, i4 et

1p sont coasphériques, et en particulier des équivalences faibles. Par hypothese, u,. est

une équivalence faible; on en déduit donc que u/c est une équivalence faible, ce qui

prouve la proposition. O
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Remarque 3.2.17. — La proposition 3.2.16 généralise la partie (a) de la proposi-
tion 2.1.10.

Proposition 3.2.18. — Une petite limite inductive filtrante de morphismes propres
de Cat est un foncteur propre.

Démonstration. — Soient I une petite catégorie filtrante, F, G : I — Cat deux fonc-
teurs, et a : ' — G un morphisme de foncteurs tel que pour tout objet ¢ de I, le
morphisme «; : F(i) — G(i) soit un foncteur propre. Il s’agit de montrer qu’alors
le morphisme @)I a li_mU F— liinq G est aussi un foncteur propre. En vertu du
lemme 2.4.5, on peut supposer que I est la catégorie associée a un ensemble ordonné,
noté également I. Soit  un objet de li_m)l G'; on veut montrer que le foncteur canoni-
que (h_m)I F)y, — (h_m)I F)/x est coasphérique. Il existe i, dans I et un objet z; de
G(ig) tel que x soit 'image de z; par le morphisme canonique. Quitte & remplacer
I par le sous-ensemble ordonné de I formé des éléments de I qui sont supérieurs ou
égaux a1, qui est cofinal dans I, on peut supposer que i, est le plus petit élément de I.
Le lemme 2.4.16 et la commutativité des limites inductives filtrantes dans Cat avec
les produits fibrés impliquent facilement que le morphisme (hi1>1 F), — (h£1>1 F)/x
s’identifie & la limite inductive des morphismes canoniques F'(i),, — F(i)/z;, ou
pour tout i € I, x; désigne I'image de x; dans G(i). Comme par hypothese, pour
tout ¢ € I, le morphisme F(i),, — F(i)/x; est coasphérique, 'assertion résulte du
corollaire 2.4.18, (a). O

Remarque 3.2.19. — Toutes les assertions concernant les morphismes propres ad-
mettent une version duale relative aux morphismes lisses. En particulier, les morphis-
mes lisses sont stables par changement de base, composition, et limites inductives
filtrantes. Un morphisme lisse a fibres asphériques est universellement dans V. Pour
qu’un morphisme u de Cat soit lisse, il faut et il suffit que 'image inverse par v d’un
morphisme asphérique soit asphérique, et que u conserve cette propriété apres tout
changement de base. On laisse le soin au lecteur de formuler les versions duales des
autres assertions.

3.2.20. — Soient w : J — I un morphisme de Cat, F : I — Cat un foncteur, et
posons G = Fw : J — Cat. Le morphisme w induit un foncteur

défini par

w(j,a) = (w(G),a) ,  (5,a) €0b([G) ,
w(g, f)=(w(e). /) ,  (¢.f):(a) = ('a") €FI(fG)
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Le foncteur w : [ G — [ F peut étre aussi défini par la propriété universelle de [ G.

Notons
li:F(i)HfF , ieOb(I) |,

ﬁkh;)lllF(k?) s ]f!i‘)i/EH(I) s

les foncteurs et morphismes de foncteurs canoniques correspondant au foncteur F'
(cf. 2.2.3), et définissons

l; =l : G() = Fw(j)) — JF . j€O0b(J) ,
51/1 = ﬂw(q) : l; = lw(j) — lw(j’)F(w(Q)) = l;’G(q) y ¢ J — j/ € Fl(J) .
On vérifie aussitot qu’on a la relation de cocycle
ﬁ(;’q = (6(/1’ *G(Q))ﬁ; ) ﬂij = ll; )

pour ji>j’ L)j” morphismes composables de J, et que w : [G — [ F est le
foncteur défini, grace a la propriété universelle de [ G, par la famille des foncteurs l;,
j € Ob(J), et des morphismes de foncteurs 3, ¢ € FI(J), (cf. 2.2.3).

Lemme 3.2.21. — Soient w : J — I un morphisme de Cat, F : I — Cat un fonc-
teur, et posons G = Fw : J — Cat. Alors on a un carré cartésien

[G—2%[F

eGJ JaF

J———1

ot O, Op désignent les cofibrations associées auzx foncteurs G et F' respectivement
(cf. 2.2.1), et w le foncteur induit par w (cf. 3.2.20).

Démonstration. — Le lemme résulte d’une simple vérification, laissée au lecteur. [

Lemme 3.2.22. — Soient u : A — B un morphisme de Cat, et F : A — Cat un
foncteur. Pour tout b, b € Ob(B), on a un isomorphisme canonique

(JF) /b= [FIA[b

ot F'| AJb désigne le composé de F avec le foncteur canonique A/b — A.

Démonstration. — En vertu du lemme 3.2.21, on a un carré cartésien

[F|Ab—— [F

L]

Alb— A )
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et comme le carré
Alb— A

| ]

B/b——— B

est aussi cartésien, il en est de méme du carré composé

[F|A/b— [ F

L]

B/b—— B

Le carré
(JF))b——F
B/b— B
étant aussi cartésien, le lemme en résulte. O
Proposition 3.2.23. — Soit w: J — I un morphisme de Cat. Les conditions sui-

vantes sont équivalentes :
(a) le morphisme w est coasphérique ;
(b) pour tout foncteur F : I — Cat, le morphisme
JFw— [F
mduit par w, est coasphérique ;
(¢c) pour tout foncteur F : I — Cat, le morphisme
JFw— [F

induit par w, est une équivalence faible.

Démonstration. — En vertu du lemme 3.2.21, on a un carré cartésien

[Fw—— [F

| I

J——1

et 85 est une cofibration, et en particulier un morphisme propre (3.2.2). L’implication
(a) = (b) résulte donc du corollaire 3.2.13. L’implication (b) = (c¢) résulte de 1.1.25.
Montrons l'implication (¢) = (a). Soit ¢ un objet de I, et considérons le foncteur
F : I — Cat associant & un objet i’ de I la catégorie discréte correspondant & 1’en-
semble Hom;(4,i"). Alors, en vertu de (¢), [ Fw — [ F est une équivalence faible, et
on vérifie facilement que [ F ~i\I, que [ Fw ~i\J, et que la fleche [ Fw — [F
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s’identifie au morphisme i\w : i\J — 4\, induit par w, ce qui prouve que w est
coasphérique, et acheve la démonstration. O

Le corollaire suivant complete la proposition 3.1.10.

Corollaire 3.2.24. — Supposons que le localisateur fondamental faible VW soit un
localisateur fondamental, et qu’il soit fortement saturé.® Soit w : J — I un mor-
phisme de Cat. Pour que w soit coasphérique, il faut et il suffit que le morphisme de
foncteurs

(pyhw* >~ (prww* — (pp),
défini par le morphisme d’adjonction, soit un isomorphisme.

Démonstration. — Pour tout foncteur F' : I — Cat, le morphisme
V([Fw) = (py)w*y (F) — () (F) = ~([F)
de Hot(e) ~ Hot (cf. 3.1.9) s’identifie & y(w), ot w : [ Fw — [ F désigne le mor-

phisme induit par w. Le corollaire résulte donc de la proposition 3.2.23, et de la forte
saturation de W. O

Remarque 3.2.25. — La proposition 3.2.23 et le corollaire 3.2.24 admettent une
version relative analogue a celle de la proposition 3.1.10 (remarque 3.1.11). Soit

J———J
u\/ /u/ w:w'u
I

un triangle commutatif dans Cat. Pour tout foncteur F' : I — Cat, le triangle

ou U, w, w désignent les foncteurs induits par u, w et w’ respectivement, est commu-
tatif. On en déduit un diagramme commutatif

wa er J

\ 0, ’ \
W wa/ Fw l J!
JF 0 I

(6) Voir note 5, page 142.



3.2. MORPHISMES PROPRES, LISSES 155

dont les faces carrées sont cartésiennes, en vertu du lemme 3.2.21. Il résulte donc de la
proposition 3.2.12 que si le morphisme u est une équivalence faible colocalement sur
I, alors @ est une équivalence faible colocalement sur [ F. Réciproquement, si pour
tout foncteur F' : I — Cat, le morphisme u : [ Fw — [ Fw’ est une équivalence
faible colocalement sur [ F, alors u est une équivalence faible colocalement sur I.
En effet, soit ¢ un objet de I, et considérons le foncteur F' : I — Cat associant a
un objet i’ de I la catégorie discréte correspondant & ensemble Homy(i,¢). Alors le
foncteur u : [ Fw — [ Fw' s’identifie au foncteur i\ : i\J — i\ J’, induit par u, et
la catégorie [ F a la catégorie ¢\I. Il résulte donc de I'hypotheése que le morphisme
i\u est une équivalence faible colocalement sur i\I. En particulier, le morphisme

i\ i\ > (6, L)\(\T) — (6 L)\@\T) = i\J"

ou (7,1;) désigne l'objet initial de #\I, est une équivalence faible, ce qui prouve que le
morphisme u est une équivalence faible colocalement sur I. Si le localisateur fonda-
mental faible W est un localisateur fondamental, le raisonnement précédent montre
aussi que le morphisme u est une équivalence faible colocalement sur I si et seule-
ment si pour tout foncteur F : I — Cat, le morphisme u : [ Fw — [ Fw’ est une
équivalence faible. Si de plus W est fortement saturé, (7 cette derniere condition
équivaut a affirmer que le morphisme de foncteurs

*

(py)w* =~ (PJ/)!UIU*U’/* — (py )’

défini par le morphisme d’adjonction, est un isomorphisme (ce qui généralise le co-
rollaire 3.2.24). En effet, on vérifie aussitét que pour tout foncteur F' : I — Cat, le
morphisme

Y(J Fw) = (py)w*y; (F) — (py)w v (F) =~ ([ Fw)

de Hot(e) ~ Hot s’identifie au morphisme ().

Remarque 3.2.26. — Si W est le localisateur fondamental Wy des exemples 1.1.32
et 2.1.2, conformément aux considérations de ’exemple 3.1.12, on retrouve comme
cas particulier du corollaire 3.2.24 le résultat classique suivant :

Pour qu’un foncteur entre petites catégories w : J — I soit cofinal, autrement dit,
Wo-coasphérique (cf. 2.4.2), il faut et il suffit que pour tout foncteur F : I — Ens, de
I vers la catégorie des ensembles, 'application canonique lim  Fw — lim F', induite

== ==
par w, soit bijective.

La remarque 3.2.25 fournit le raffinement suivant, sans doute bien connu :

(7) Voir note 5, page 142.
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Pour tout triangle commutatif de foncteurs entre petites catégories

J——J
I

les conditions sutvantes sont équivalentes :
(a) pour tout objet i de I, le foncteur i\J — i\J’, induit par u, définit une bijection
mo(i\J) — mo(i\J') ;
(b) pour tout foncteur F : I — Ens, de I vers la catégorie des ensembles, appli-
cation canonique lim Fw — lim  Fw’, induite par u, est bijective.
=7 ===

3.2.27. — Soit u: A — B un foncteur entre petites catégories. Dans la suite de ce
paragraphe, on désigne aussi, par abus de notation, par u,, u* les foncteurs

Hom(A, Cat) — Hom(B,Cat) ,  Hom(B,Cat) -+ Hom(A, Cat) |
Fr— (b— ([ F)/b) G+ Gu
u = Op oCat/uo® (cf. 3.1.1), u* = Hom(u, lcu), de sorte qu'on ait des carrés
commutatifs
Hom(A, Cat) — Hom(B, Cat) Hom(B, Cat) —“— Hom(A, Cat)
WAJ( lvg 71{ lm
Hot(A) —— ——Hot(B) - Hot(B) — Hot(A)

(cf. 3.1.6, 3.1.9) (le premier uniquement dans le cas ol le localisateur fondamental
faible W est un localisateur fondamental).

3.2.28. — Soit
A —— A

D = u’l Ju

B'——B

un carré cartésien de Cat. Pour tout foncteur F' : A — Cat, on déduit un carré
cartésien composé

[Fw—"s[F

eml leF

A/L}A
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(cf. 3.2.21). Pour tout objet b’ de B’, le foncteur @ induit un foncteur
(f Fw)/t) — ([ F)/v(b))
et on remarque que
(f Fw)/V' = (wiw*(F))(¥)) et ([ F)/v(t)) = (v u(F) (V)
On en déduit un morphisme
Kp : upw™ — vy,

de Hom(Hom(A,Cat), Hom(B’,Cat)), appelé morphisme de changement de base as-
socié au carré D.

Proposition 3.2.29. — Soit

A / w A

-]

B'—— B

un carré cartésien de Cat, avec u morphisme propre (resp. v morphisme lisse). Alors
le morphisme de changement de base kp : ujw™ — v*u, est coasphérique (resp. uni-
versellement dans W) arqument par argument, autrement dit, pour tout foncteur
F: A — Cat, et tout objet b/ de B’,

kp (V) + (uw™ (F))(b) — (07w, (F))(0)

est coasphérique (resp. universellement dans W), et en particulier, une équivalence
faible.

Démonstration. — Cas u propre. En vertu du corollaire 3.2.4, le morphisme u’ est
propre aussi, et pour tout objet b’ de B’, on a donc un carré commutatif

Al —— Ay

L

AN —— AJu(V)

dont les fleches verticales sont coasphériques, et la fleche horizontale du haut un
isomorphisme, puisque le carré D est cartésien. Pour tout foncteur F' : A — Cat, on
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en déduit un carré commutatif

[ FuwlAl, ———— [ FlA,@)

| |

[ FwlA' Y —— [ FIAJo(t)
IR R

(f Fuw) /v (f F)/u(t)
Il Il

(uw™ (F)) (V) (v uy (F))(b')

dont les fleches verticales sont des morphismes coasphériques (proposition 3.2.23),
et la fleche horizontale du haut un isomorphisme. Il résulte alors de la proposition
1.1.8 (forme duale) que la fleche horizontale du bas est coasphérique, ce qui prouve

I’assertion, en vertu du lemme 3.2.22.

Cas v lisse. Soit F': A — Cat un foncteur, et considérons le carré cartésien

[Fw—"% [F

u'GFwJ/ Ju@F

B/TXB

(cf. 3.2.28). En vertu du dual du lemme 3.2.11, pour tout objet b’ de B’, on en déduit
un carré cartésien

(f Fu) i —2 s (1 F) pot)
B B/o(t)

Comme v est lisse, il résulte de la proposition 3.2.8 (forme duale) que le morphisme
B/bV — B/v(b), induit par v, est universellement dans W. Il en est donc de méme
de rip p(b'), ce qui acheve la démonstration. O

3.2.830. — Soit u : A — B un morphisme de Cat. Par abus de notation, on désigne
par [, A/bla catégorie [ F,, ot F, est le foncteur F, : B — Cat défini par b +— A/b.
La catégorie [, A/b est la catégorie dont les objets sont les triplets (b, a, f : u(a) — b),
a € Ob(A), b € Ob(B), f € FI(B), un morphisme de (b, a, f) vers (V/,a’, f') étant un
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couple (h:b—V,g:a—a € FI(A), h € FI(B), tel que le carré
ple ( , g , g ; , tel g

fi |7

u(a) ﬂ) u(a’)
h b
soit commutatif. On définit des foncteurs

Gyt A— [5AJb ) ry:[gAb—— A
at— (u(a)vav ]-u(a)) (baavf) F—a
et un morphisme de foncteurs

a=o, i, , — L an Aoy = (fr1a) t (ula),a, L) — (bya, f)

et on vérifie aussitot que 7,4, = 14. On en déduit que ¢, et r, sont des équivalences
faibles. On remarque qu’on a u = 0, i,, ou 0 est le morphisme canonique

Op, : [gA/b= [F,— B
Le morphisme u se décompose donc en une équivalence faible suivie d’une cofibration.

De plus, pour tout carré commutatif de Cat

A —— A
B ——B
on a des carrés commutatifs
A ———A Jp AV —— [ A/b Jpr AV —— [ A/b
S
fB/A//b/T)fBA/b A— A B'———B ;

ous: [ A /b — [5 A/best le foncteur défini par (b, d’, ') — (v(b'),w(a’), v(f")),
ainsi que l'égalité

5K Qs = U, * 8

Dans la suite de cette section, jusqu’au paragraphe 3.2.35 inclus, on suppose que le
localisateur fondamental faible W est un localisateur fondamental.

Théoréme 3.2.31. — Soit u : A — B un morphisme de Cat. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(a) u est propre;
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(b) pour tout diagramme de carrés cartésiens dans Cat
Al — A — A
N,
B'"—— B ——B ’

le morphisme de changement de base associé au carré de gauche est une
équivalence faible argument par argument.

Démonstration. — L’implication (a) = (b) résulte du corollaire 3.2.4 et de la propo-
sition 3.2.29. Montrons 'implication (b) = (a). En vertu du théoréme 3.2.15, il suffit
de montrer que si

A/L}A
S
B/T>B

est un carré cartésien dont le morphisme de changement de base kp est une
équivalence faible argument par argument, et si v est coasphérique, alors w est
coasphérique. Par hypotheése, pour tout foncteur F' : A — Cat, et tout objet b’ de B’,

tip (V) (uw™ (F)) () — (v uy(F))(V)
est une équivalence faible, et il résulte de la proposition 2.3.1 que
fKD,F [ ujw(F) — [ v*u,(F)

est une équivalence faible. D’autre part, comme v est coasphérique, il résulte de la
proposition 3.2.23 que le morphisme

v [ (F) = [u(F)v— [u(F) |,
induit par v, est une équivalence faible, et par suite aussi le composé
U [ kp g [upw*(F) — [u(F)

Or, en reprenant ’abus de notation de 3.2.30,
Juwr @ = [ (rayw o [uE= [
B B

et on a un carré cartésien

[Fw—"% [F

u'GFwJ/ J{u@F
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(cf. 3.2.28), d’olt un carré commutatif

wathF

J |

L Eom—— [P

dont les fleches verticales sont des équivalences faibles (cf. 3.2.30). On vérifie facile-
ment que s = v f Kp s ce qui implique que w est une équivalence faible, et prouve,
en vertu de la proposition 3.2.23, que le foncteur w est coasphérique, ce qui acheve la
démonstration. O

Lemme 3.2.32. — Soit

B'T>B

un carré cartésien de Cat. On suppose que A est la catégorie ponctuelle e, que B admet
un objet initial D, et que le morphisme u est le foncteur e — B défini par cet objet.
Alors le morphisme de changement de base kp : ujw* — v*u, est une équivalence
faible argument par argument si et seulement si le foncteur u’ est asphérique.

Démonstration. — Pour toute petite catégorie C, vue comme foncteur de e vers Cat,
et tout objet b’ de B’, on a des isomorphismes

(uw*(C))(V') =~ (A'xC) /b ~ A )V xC',  (v'u,(C))(b') ~ Homp(@,v(b'))xC ~C,
et le morphisme de changement de base
kp o (V) : (uw™ (C) () — (07w (C))(V)

s’identifie & la projection A’/b x C'— C, ce qui prouve le lemme, en vertu des
propositions 1.1.3 et 1.1.4. O

Théoréme 3.2.33. — Soit u : A — B un morphisme de Cat. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(a) u est lisse;
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(b) pour tout diagramme de carrés cartésiens dans Cat

A// 5 B//

|

A/ N B/

|

A—r—B >

le morphisme de changement de base associé au carré du haut est une
équivalence faible argument par argument.

Démonstration. — L’implication (a) = (b) résulte de la proposition 3.2.29 et de la
stabilité des morphismes lisses par changement de base (cf. remarque 3.2.19). Pour
montrer 'implication (b) = (a), soit b un objet de B, et considérons le diagramme
de carrés cartésiens de Cat

Ay —— e

|

b\A —— b\B

||

A——B

oll e — b\ B est le foncteur défini par I'objet (b, 15) de b\ B. La condition (b) implique
que le morphisme de changement de base associé au carré du haut est une équivalence
faible argument par argument, et il résulte donc du lemme précédent que le foncteur
jb est asphérique, ce qui prouve I’assertion. O

Remarque 3.2.34. — 1l résulte aussitot du lemme 3.2.22 et de la remarque 3.2.25
que si

AIL}A

D= l J

B/T>B

désigne un carré cartésien de Cat, alors le morphisme de changement de base kp, est
une équivalence faible argument par argument si et seulement si pour tout objet b’ de
B’, le foncteur A’ /b — A/v(b'), induit par w, est une équivalence faible colocalement
sur A.
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3.2.35. — En reprenant les notations de 3.1.6, soit
A —— A
-]
B —— B
un carré cartésien de Cat. On en déduit un carré commutatif

Hot (A) +“— Hot(A)

HOt(B/) (f HOt(B) ’

les foncteurs u* et u'* admettant des adjoints & gauche
u : Hot(A) — Hot(B) et  wj:Hot(A") — Hot(B')

respectivement (cf. 3.1.7). On appelle aussi morphisme de changement de base
associé au carré cartésien D et on note c¢p : uww* — v*u, le morphisme de
Hom(Hot(A), Hot(B")), composé des fleches

ujw® — ujw*utuy = uju’ v e — vy,
définies par les morphismes d’adjonction lye(a) — u™u, et u{u’* — Thot(B)- On
vérifie facilement que le morphisme ¢, est induit, par localisation, par le morphisme
kp (cf. 3.2.28), autrement dit, en gardant les notations de 3.1.9, pour tout foncteur
F:A—Cat,ona

CDNA(F) = VB (K F)

Ainsi, en vertu de la proposition 3.2.29, si u est propre ou v lisse, alors le morphisme
¢p est un isomorphisme. Il résulte du théoreme 3.2.31 (resp. 3.2.33) que cette pro-
priété caractérise les morphismes propres (resp. lisses) si 'on demande qu’elle reste
vraie apres tout changement de base (pourvu que le localisateur fondamental W soit
fortement saturé (®)).

Ce qui suit est largement et librement inspiré du chapitre VII des Dérivateurs de
Grothendieck [15]. On ne suppose plus que le localisateur fondamental faible W soit
un localisateur fondamental.

3.2.36. — On note E l'ensemble ordonné (ainsi que la catégorie correspondante)
dont les éléments sont les entiers relatifs, et dont la relation d’ordre est définie par

p=q <= (p=q) ou (FkeZtelquep=2ketq=2k+1) ,
autrement dit

E= +——4—-3~-2—7-1+—0—1+—2—73—4—

(8) Voir note 5, page 142.
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Pour tout couple p, g d’entiers relatifs tels que p < ¢, on note E, , le sous-ensemble
ordonné de E formé des k € Z tels que p < k < ¢, muni de la relation d’ordre induite
par <.

3.2.837. — Soit C une petite catégorie. Pour tout couple p,q d’entiers relatifs tels
que p < ¢, on note Ch, ((C) I'ensemble des foncteurs de E vers C correspondant &
des diagrammes dans C

fo f- fe fe I f f T f fs

QC_443)C_3#C_Qgc_léc();)Cl(iCQ;j)CS(icélﬁ
tels que

Ci:cp7 fizlcpa Z<p7 et Cj:an szlcqa j>Qa

et Ch,, ,(C) la sous-catégorie (non pleine) de Hom(EE, C') dont les objets sont les fonc-
teurs appartenant a Chy, ,(C'), et les morphismes les transformations naturelles « entre
tels foncteurs, satisfaisant aux conditions

Oli:Oép, Z<p7 et Oéj:O[q, j)q

La catégorie Ch,, (C) s’identifie de fagon évidente & la catégorie Hom(E, 4, C') des
foncteurs de E,, ; vers C. On définit des foncteurs s, t5:? : Ch, (C) — C en posant

P,q

sgl(c) =c¢, , t5(c) = cg» ¢€0bCh, (C)=Ch,,(C),

st (a) = thl(a) =« a€FICh, (O),

P a>
et un foncteur i¢;? : C — Ch,, (C), associant & un objet ¢ de C'le foncteur constant
de valeur c¢. On a

st oil? =1c =5 0!
Lemme 3.2.38. — Soient C une petite catégorie, et p, q deux entiers relatifs impairs
tels que p < q. Alors le foncteur

(s 15 : Ch

a(C) — CxC

est une cofibration.

Démonstration. — Comme p et g sont impairs et p < g, onap+1<qg—1, et on
peut considérer la catégorie Ch, ;. 1(C) ainsi que le morphisme

p+1,g—1 ,p+1,q—1y |
(SC e ): @p

41,4-1(C) — CxC
de Cat, et définir un foncteur
F:CxC—Cat (¢;)— Ch,\y ,1(C)/(c,C)

Un objet de Ch,, , 1(C)/(c,c) est un triplet formé d'un diagramme dans C' de la
forme

Cp+1 — Cpt+2 ¢— -+ — Cg—2 ¢— Cg-1
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et de morphismes ¢p+1 — ¢ et ¢;—1 — ¢ de C. La donnée d’un tel triplet équivaut
a la donnée d’un objet de @p’q(C') de la forme

Cp =C—Cptl —3 Cpt24— -+ —Cq24—Cq-1 —3 ¢y =

Un morphisme de Ch,, ., ,_;(C)/(c,¢’) correspond & un morphisme de Ch, ,(C) de la
forme

C—Cptl —> Cp42 ¢— -+ — Cg—24—Cg—1 — ¢/
O‘pzlcl la;ﬂrl J/o‘p+2 lo‘q*2 lO‘Q*l laqzlc’
G Gt Gpa e o G

Il est alors facile de vérifier que le foncteur
(sgf, tg?) - Ch, (C) — C'x C

s'identifie & la cofibration canonique 0 : [ F — C x C associée au foncteur F, ce
qui prouve le lemme. O

Lemme 3.2.39. — Soient C' une petite catégorie, et p, q deuz entiers relatifs tels
que p < q. Alors les foncteurs

sg?: Ch, (C) — C et tg?:Ch, (C)—C
ont des fibres contractiles.

Démonstration. — Montrons par exemple I'assertion relative & sf;?. On raisonne par

récurrence sur n = ¢ — p. Si p = ¢, la catégorie Qp’q(C) s’identifie a C, et le fonc-
teur s%:? au foncteur identique 1¢, ce qui prouve l'assertion dans ce cas. Supposons
que ¢ > p, et soit ¢ un objet de C'. On a une inclusion évidente ¢ : E, ;1 <5 E, 4

admettant une rétraction r, définie par

k p<k<gq,
r(k) =
q_17 k:q7

et un morphisme de foncteurs « entre ir et l]Ep . (de ir vers l]Ep . si g est impair, ou
dans l'autre sens si g est pair), induisant 'identité sur E, ;1. Vu les identifications
Ch, , =Hom(E, ;,C) et Ch, . ; = Hom(E, ,—1,C), on en déduit des foncteurs

i :@p,q — @p,qfl et r :anqfl — Qp,q

tels que #*r* = 1, , et un morphisme de foncteurs a* entre r*i* et 1, . On
Ch, o1 ,

’ —P,q
vérifie facilement que ces foncteurs et ce morphisme de foncteurs sont compatibles au
passage aux fibres au-dessus de ¢, définissant ainsi une équivalence d’homotopie entre

-1 . )
la fibre de sf;? au-dessus de ¢ avec celle de s7;?” . Comme par hypothése de récurrence

cette derniere est contractile, cela prouve I'assertion. Pour montrer ’assertion relative
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a t%?, on raisonne de fagon analogue, ou on la déduit de ce qui précede, en utilisant

I 1bomorphisme
S:E_g_p—E,, , kt— —k ,

qui induit un isomorphisme S*: Ch, =~ — Ch__ _ tel que t;? = 5@ 775" O
3.2.40. — Soient C' une petite catégorie, et I la partie de Z x Z formée des couples
(p, q) tels que p < ¢, munie de la relation d’ordre < définie par

(p,q) <(,d) <= p<pet qg<qd (p,q), (0,q)el

On remarque que I est un ensemble ordonné filtrant, que pour tous (p, q), (p',¢’) €
q

si (p,q) < (p',q'), alors Ch, (C) est une sous-catégorie (non pleine, si (p, q) < (p/,
de Ch,, q,(C’), et qu'on a alors des triangles commutatifs

!

I7
)

C)———Ch,
pqtpx A tpq) / \
CxC C)c———Ch,

On note Ch (C) la sous-catégorie (non pleine) de Hom(E, C'), réunion filtrante des
sous-catégories Ch,, . (C), pour (p,q) € I, et Cho(C') 'ensemble des objets de Ch . (C'),
réunion des ensembles Ch,, ,(C), de sorte que

Cheo(C) = lim Chyo(C) et Ch (€)= lim Ch, (C)
(p.a)€l (p.q)€T

La commutativité des triangles ci-dessus montre aussitot que les foncteurs
s Ch, ,(C) — C et in?:C— Ch, ,(C)
définissent par passage a la limite inductive des foncteurs
sE tE :Ch (C) — C et i :C— Ch_(C)

de sorte que

s = lim B¢ ty = lim et iy = lim i%?
(p,9)€l (p9)€l (pg)el

o0 oo — 400 y OO
De plus, on a donc s&F o4y = 1g =t&F o iy .

3.2.41. — L’application k+— k + 1, k € Z, définit un isomorphisme T :[E° 5 E
de la catégorie opposée a E avec E. On en déduit, pour toute petite catégorie C', un
isomorphisme de catégories

Hom(E, C) % Hom(EE°, C') ~ Hom(E, C°)°
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On vérifie facilement que cet isomorphisme induit un isomorphisme des sous-catégories
Ch (C) = (Ch _(C°))° , rendant commutatif le diagramme

Ch () —= (Ch . (C°))°

(s& t?)J{ J(S?w t50)°

C xC———(C°xC°)°

Proposition 3.2.42. — Pour toute petite catégorie C, le foncteur
(sgh ty):Ch (C) — CxC
est propre et lisse.
Démonstration. — L’ensemble I’ des couples (p, ¢) appartenant & ’ensemble ordonné

I (3.2.40) avec p et g impairs est une partie cofinale de I. On en déduit un isomor-
phisme

(53, 1) = lim (s}, ¢2)
(P el’

Le lemme 3.2.38, 'exemple 3.2.2, et la proposition 3.2.18 impliquent alors que le

foncteur (s, t%) est propre. La lissité découle de ce résultat appliqué a la catégorie

opposée C°, et des considérations du paragraphe précédent. O

Corollaire 3.2.43. — Pour toute petite catégorie C, les foncteurs
sg :Ch (C)—C et t& :Ch (C)—C
sont propres et lisses.

Démonstration. — Comme les deux projections

CxC

N

C C

sont a la fois des fibrations et des cofibrations, le corollaire résulte de la proposition,
et de la stabilité des morphismes propres et des morphismes lisses par composition
(3.2.10 et 3.2.19). O

Proposition 3.2.44. — Pour toute petite catégorie C, les foncteurs
sg :Ch (C)—C et t& :Ch (C)—C

ont des fibres asphériques.

Démonstration. — Comme on a
oo : D,q oo : p,q
so = lim s et tg = lim tg

(pa)el (p,q)€l
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(¢f. 3.2.40), la proposition résulte du lemme 3.2.39, de la commutativité des limites
inductives filtrantes aux produits fibrés, et des propositions 1.4.18 et 2.4.12, (a). O

Théoréme 3.2.45. — Tout morphisme de Cat se décompose en une équivalence
faible, suivie d’un foncteur propre et lisse.)) De plus, on peut choisir cette
décomposition de sorte que ladite équivalence faible admette une rétraction qui
soit un foncteur propre et lisse a fibres asphériques.

Démonstration. — Soit v : A — B un morphisme de Cat, et formons le carré
cartésien

¢ ——Ch_(B)

QJ l(s%ﬂ t%)

AxB——BxB
uXlp

Le foncteur (s%, t%) étant propre et lisse (3.2.42), il en est de méme de ¢ (3.2.4
et 3.2.19). Comme on a 1'égalité (u x 15)(1a,u) = (s%, t%)iFu, il existe une unique
fleche j : A — C telle que

qj=1a,u) et vj=igzu

On pose

r=prioq et p=prpoq , A AxB-25pB

ol pry et pry désignent les deux projections. La stabilité des morphismes propres et
des morphismes lisses par composition (3.2.10 et 3.2.19) implique que p et r sont
propres et lisses. D’autre part, on vérifie aussitot que le carré

A———B

(9) Cela résulte aussi d’un théoréme di & Denis-Charles Cisinski [10, théoréme 5.3.14], utilisant des
techniques moins élémentaires.
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est cartésien, ce qui implique en vertu de la proposition 3.2.44 que r est a fibres
asphériques, et il résulte de la proposition 3.2.6 qu’il est en particulier une équivalence
faible. Enfin, on a les égalités

pj=praogqj=pryo(la,u)=u et rj=priogj=prio(lau)=1a ,

la deuxiéme égalité impliquant que j est une équivalence faible, ce qui acheve la
démonstration. O






[1]

2]

[10]

[11]

BIBLIOGRAPHIE

J. ADAMEK & J. ROSICKY — Locally Presentable and Accessible Categories, Lon-
don Mathematical Society Lecture Note Series, Vol. 189, Cambridge University
Press, 1994.

M. ARTIN, A. GROTHENDIECK & J.-L.. VERDIER — Théorie des topos et coho-
mologie étale des schémas (SGA4), Lecture Notes in Mathematics, Vol. 269, 270,
305, Springer-Verlag, 1972-1973.

M. ARTIN & B. MAZUR — Etale Homotopy, Lecture Notes in Mathematics, Vol.
100, Springer-Verlag, 1969.

T. BEKE — « Sheafifiable homotopy model categories », Math. Proc. Camb. Phil.
Soc. 129 (2000), p. 447-475.

C. BERGER — « A cellular nerve for higher categories », Adv. Math. 169 (2002),
p. 118175,

, « Iterated wreath product of the simplex category and iterated loop
spaces », Prépublication, a paraitre dans Adv. Math., 2006.

C. CASACUBERTA & B. CHORNY — « The orthogonal subcategory problem in
homotopy theory », Contemp. Math. 399 (2006), p. 41-53.

C. CASACUBERTA, D. SCEVENELS & J. H. SMITH — « Implications of large-
cardinal principles in homotopical localization », Adv. Math. 197 (2005), p. 120
139.

D.-C. CISINSKI — « Images directes cohomologiques dans les catégories de
modeles », Annales Mathématiques Blaise Pascal 10 (2003), p. 195-244.

D.-C. CisiNskl — Les préfaisceaur comme modéles des types d’homotopie,
Astérisque, Vol. 308, 2006.

D.-C. CIsINSKI — « Décalages et produits en couronnes », Courrier électronique
du 3 avril 2007.



172

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]
[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

[26]

[27]

BIBLIOGRAPHIE

D.-C. CisiNsKI & G. MALTSINIOTIS — « La catégorie ® de Joyal est une catégorie
test », J. Pure Appl. Algebra 215 (2011), p. 962-982.

P. GABRIEL & M. Z1sSMAN — Calculus of fractions and homotopy theory, Ergeb-
nisse der Mathematik, Band 35, Springer-Verlag, 1967.

A. GROTHENDIECK — « Pursuing stacks », Manuscrit, 1983, a paraitre dans Do-
cuments Mathématiques.

, « Les dérivateurs », Manuscrit, 1990, www.math.jussieu.fr/ maltsin
/groth/Derivateurs.html.

A. HELLER — « Homotopy theories », Memoirs of the Amer. Math. Soc.
71 (1988), no. 383.

L. ILLusiE — Compleze cotangent et déformations I, II, Lecture Notes in Mathe-
matics, Vol. 239 et 283, Springer-Verlag, 1971-1972.

A. JoyAaL — « Disks, duality and ©-categories », Prépublication, 1997.

D. M. LATCH — « The uniqueness of homology for the category of small catego-
ries », J. Pure Appl. Alg. 9 (1977), p. 221-237.

G. MALTSINIOTIS — « Introduction a la théorie des dérivateurs (d’apres Grothen-
dieck) », Prépublication, 2001, www.math.jussieu.fr/ maltsin/.

, « Structures d’asphéricité, foncteurs lisses, et fibrations », Annales
Mathématiques Blaise Pascal 12 (2005), p. 1-39.

I. MOERDUIK — Classifying spaces and classifying topoi, Lecture Notes in Mathe-
matics, Vol. 1616, Springer-Verlag, 1995.

D. QUILLEN — Homotopical algebra, Lecture Notes in Mathematics, Vol. 43,
Springer-Verlag, 1967.

, « Higher algebraic k-theory : I », Algebraic K-theory I, Lecture Notes in
Mathematics, Vol. 341, p. 85-147, Springer-Verlag, 1973.

J. Rosicky & W. THOLEN — « Left-determined model categories and universal
homotopy theories », Trans. Amer. Math. Soc. 355 (2003), p. 3611-3623.

R. W. THOMASON — « Homotopy colimits in the category of small categories »,
Math. Proc. Camb. Phil. Soc. 85 (1979), p. 91-109.

, « Cat as a closed model category », Cahiers de topologie et géométrie
différentielle XXI-3 (1980), p. 305-324.



INDEX DES NOTATIONS

Gt oo 1.1.2
22 1.1.2
I 1.1.2
AL 1.1.2
D e 1.1.2
Al o 1.1.15
A 1.1.15
77 1.1.15
A 1.1.18
Sy b A e e 1.1.18
7 A 1.1.18
S0 e 1.1.21
N A 1.1.25
D\U e 1.1.25
AL 1.1.26
W g e 1.1.31
T @ e e 1.1.32
W e 1.1.32
I o e et 1.1.33
W e 1.1.34
A 1.2.1
s B e 1.2.1
E ] e 1.2.1
1 OO PP PPPRIPPPPRII 1.2.3
€ e 1.2.6



174 INDEX DES NOTATIONS

As A A E e 1.2.8
DX e 1.2.11
L 1.31
Hotyy, Hot. oo 1.3.2
0 T 1.3.2
HOtW“A, HOtA7’yA ............................................................ 1.3.4
L= (1,00, 01) e 1.4.1
My QT oo 1.4.3
A 1.4.4
L) e 1.4.5
AL = (A €05 1)+ ettt et 1.4.15
LA e 1.5.5
A ot 1.5.6
A 1.5.11
A 1.5.11
A et 1.6.17
PP 1.7.1
L) e e e e e e e e 1.7.16
A 1.7.23
USSP 1.7.25
A e 1.7.27
O e 1.8.16
P 1.8.18
P 1.8.18
F LA BIA. 1.8.20
(05 (@1s - osam) ]y [958 ] oo 1.8.20
H G oo 1.8.21
P 1.8.21
C(B,b), C(B, by F)y ClH ) et e 1.8.22
O, O O, O 1.8.23
MG TG e e 1.8.36
Homy, (M, N), Hompy (M, N) oo 2.1.5
S(W),y Suy Tuy S(U,W) oo 2.1.11
J B Op oo 2.2.1
oy frconny F) oo 2.2.1
Houy Huy oo 2.2.2
Ly Bl e oo 2.2.3



INDEX DES NOTATIONS 175

e 2.2.5
S 2.2.5
Vi, VE, G, VO oo 2.2.6
7 220 T 2.3.7
Cat /I, Cat/w ..o..oee e e 3.1.1
O, O o 3.1.1
WV, WV 3.1.3
Hot (1), Hotyy, (1) oo 3.1.6
WE ) W) e e e e 3.1.6
7 3.1.9
2 S 3.1.9
TS e 3.1.12
W e e e e e et e e e e e e e e e 3.2.20
L 7P 3.2.27
B e e e e e e e e 3.2.28
fB Al 3.2.30
T S 2 3.2.30
S 3.2.35
E, B gy s o 3.2.36
Ch, 4(C), Ch, ,(C), S A A 3.2.37

Choo(C), Ch (O, 822,159, 125 oo 3.2.40






INDEX TERMINOLOGIQUE

asphérique (CatBOTIE) . . ...\ttt et e 1.1.2
asphérique (foncteur d’une petite catégorie vers Cat) ..........oovviiiiiiiin .. 1.7.1
asphérique (morphisme de Cat) ..ot 1.1.2
asphérique (morphisme de préfaiSceaux) ...........couuiiiiieiiiiiiii .. 1.2.3
asphérique (PréfaiSCeam) . . ... ...u ittt e 1.2.5
cartésien (MOTPHISIME) .. .. ...ttt e 1.1.15
catégorie cellulaire . ... ... ... 1.8.23
catégorie contractile ...... ... 1.4.15
catégorie de Segal. ... ... 1.8.18
catégorie des ensembles simpliciaux ............ .. i 1.5.11
catégorie des fractions relativement & une classe de fleches .......................... 1.3.1
catégorie des SIMPLEXES. . . ..ottt 1.5.11
catégorie directe finie . ... .. 1.8.36
catégorie filtrante ... ... ... ... 2.4.1
catégorie homotopique relative a un localisateur fondamental faible.................. 1.3.2
catégorie pseudo-filtrante. ........... 2.4.1
catégorie test ... ... 1.5.2
catégorie test faible ... ... ... 1.3.7
catégorie test locale . ... ... .. 1.5.2
catégorie test stricte ..... ... .. . 1.6.7
catégorie totalement W-asphérique . .......... ...t 1.6.2
catégorie W-asphérique . ...... ... 1.1.2
centre d'un décalage ...... .. ... . 1.8.1
centre d’un décalage généralisé ........... ... . 1.8.5
classe de fleches faiblement saturée ......... ... ... . 1.1.1
classe de fleches fortement saturée ......... ... ... . i 1.3.1
classe de fleches stable par composition transfinie................ ... . ............ 2.3.17
classe de fleches stable par rétractes .............. i 2.4.13
classe d’objets stable par rétractes ......... ... 2.4.13
COaSPheIIQUE . ... o 1.1.25
cocartésien (MOrphisme) ........ ... ... . i 1.1.15
COCTIDLE .. 1.1.26

cofibration (au sens des catégories cofibrées)........... .. ... .o il 1.1.15



178 INDEX TERMINOLOGIQUE

cofinal (foncteur) .. ... ..o . 2.4.2
colocalement coasphérique ....... ... 1.1.25
colocalement W-coasphérique ...t e 1.1.25
COMETACEEUT . . . ottt e e e e e 1.6.17
contractile (catégorie) ... ... ... ... . 1.4.15
Crible .. 1.1.26
Todécalage .. ... 1.8.24
I-décalage Strict . ... ... 1.8.24
décalage. . ..o oo 1.8.1
décalage CartéSIEN. . .. ..o 1.8.3
décalage centré sur un objet.......... 1.8.1
décalage gnéraliS€ . ... ... ..o 1.8.5
décalage généralisé CartSIeN . . ... ..o uiii e 1.8.5
décalage généralisé centré sur un objet ...... ... ... 1.8.5
décalage généralisé scindable ............ . i e 1.8.5
décalage généralisé scindé ............. oo i 1.8.5
décalage généralisé séparant .......... ... 1.8.5
décalage centré sur un objet ... ... .. 1.8.1
décalage scindable .. ... 1.8.1
décalage scind€ . .. ... .. 1.8.1
décalage SEPATANT . . ... ..ot 1.8.3
décalage Sur Une CatéOrie . . .. ... ...ttt 1.8.1
décalage sur une catégorie adapté a un foncteur vers I'. . ... oo 1.8.24
décalage sur une catégorie strictement adapté & un foncteur vers I ................. 1.8.24
décalage sur un foncteur ............ e 1.8.5
ensemble ordonné filtrant ........... 2.4.1
ensemble simplicial .. ... .. 1.5.11
ensemble simplicial fini. ... ... 1.8.36
équivalence faible (dans Cat) colocalement sur une petite catégorie .................. 2.1.1
équivalence faible (dans Cat) localement sur une petite catégorie .................... 2.1.1
équivalence faible (dans Cat, relativement & un localisateur fondamental faible)....... 1.1.2
équivalence faible (de préfaisceaux) localement sur une petite catégorie .............. 2.1.1
équivalence faible (de préfaisceaux, relativement & un localisateur fondamental faible) 1.2.3
équivalence faible argument par argument . ... 2.3.1
équivalence faible locale (de préfaisceaux) ........ ... 1.2.6
fibration (au sens des catégories fibrées)..... ...l 1.1.15
fibre (d’un foncteur) .. ... ... .. . e 1.1.15
filtrante (CAtEZOTIE) . ..o\ttt ettt e e 2.4.1
filtrant (ensemble ordonné) ... ... ... 24.1
foncteur cartésien . . ... ... 2.1.11
foncteur cocartésien. ............ . 2.1.11
foncteur cofinal . ... ... 2.4.2
foncteur colocalement W-coasphérique ........ ... ... . i 1.1.25
foncteur de cointégration . ....... ... 2.2.6
foncteur de localisation ......... ... .o 1.3.1
foncteur de localisation canonique . ........... ..ottt 1.3.2
foncteur d’INtEGration .. .......ouu it 2.2.5
foncteur localement W-asphérique .......... .. i i i 1.1.12

foncteur merf .. ... .. 1.7.18



INDEX TERMINOLOGIQUE 179

fOMCEEUT TESt. . o oot 1.7.11
foncteur test faible. ... ... 1.7.11
foncteur test local ... ... . e 1.7.11
foncteur W-asphérique . . ... 1.1.2
foncteur W-coasphérique .. ... ..o 1.1.25
foncteur WH-LISSE . . oo ottt 3.2.1
fONCEEUT VW-PTOPTE . . oottt e e e e e e e e e e e e 3.2.1
foncteurs homotopes . . ... o 1.4.15
homotopisme (dans Cat) ........ ...t 1.4.15
I-contractile (I SegmMent) ... ... ...t 1.4.3
Z-contractile (Z classe de segments) .. ... ... ... ...t 1.4.3
[-équivalence d’homotopie (I segment) ..........couuiiutiiriii i, 1.4.3
Z-équivalence d’homotopie (Z classe de segments) ...............c.cooiiiiiiiiii... 1.4.3
I-homotope de fagon élémentaire (I segment) ............oiuiiiiiiiiiiniennean... 1.4.2
I-homotope (I SEZMEN) ..o vttt e e e e e 1.4.2
Z-homotope (Z classe de Segments) .. ..........oueiuiuiiiin i 1.4.2
I-homotopie (T SEEMENt) ...\ttt ettt et e e 1.4.2
Z-homotopie (Z classe de SEZMEntS) . ... ...vuttnut ettt 1.4.2
I-homotopisme (I Segment) ... ... ...t 1.4.3
Z-homotopisme (Z classe de segments) .......... ..ot 1.4.3
immersion fermeée .. ... ... 3.2.2
IMMETSION OUVETTE . . o oottt e e e e e e e e e e et 3.2.2
lisse (morphisme de Cal) ...... ... ..ot 3.2.1
localement asphérique (morphisme de Cat) ...t 1.1.12
localement asphérique (PréfaiSceau) ... .........uuuutunut it 1.2.6
localement W-asphérique (morphisme de Cat) ..........cooiiiiiiiiiiiinieann.. 1.1.12
localement W-asphérique (préfaisceatn) .............ooiuiiiiiii .. 1.2.6
localisateur fondamental ....... ... ... . . 2.1.1
localisateur fondamental faible ......... ... ... . 1.1.2
localisateur fondamental faible fortement saturé ............. ... ... .. . 1.3.1
localisateur fondamental grossier ........... .. ... i i 1.1.31
localisateur fondamental trivial ........ .. ... . . 1.1.29
localisation d’une catégorie par une classe de fleches ............. ... ............... 1.3.1
MOAELISALEUT . . o oottt e 1.3.3
modélisateur fondamental . ... 1.3.3
morphisme de changement de base associé a un carré cartésien ............ 3.2.28 et 3.2.35
morphisme de décalages . . ... e 1.8.2
morphisme de décalages scindés .............. .. 1.8.2
morphisme de décalages généraliSés .. ... ........iiiiiiiiinne i 1.8.5
morphisme de décalages généralisés scindés. ...t 1.8.5
morphisme de modé@lisateurs. ... ... 1.3.3
morphisme de préfaisceaux W-asphérique ... 1.2.3
morphisme de SEegMEnts . . ......... i 1.4.1
morphisme fermé . ... ... .. 3.2.5
morphisme quarrable . ... ... ... 1.1.1
N-EQUIVALEIICE . . o o oo 1.1.34
F 03y 1.7.18
objet de Lawvere ... ... 1.4.12

objet de présentation finie............ . 2.4.10



180 INDEX TERMINOLOGIQUE

obJet MUl . ... 1.8.18
objet rigide. . . ... 1.8.21
Précofibration . ... ... .. ... 1.1.15
PLECONEIACTEUT . . . ottt ettt ettt et e e e e e e 1.6.17
préfaisceau localement W-asphérique ............ i 1.2.6
préfaisceau W-asphérique . ..........o ittt e 1.2.5
Préfibration .. ... ... oo 1.1.15
Produit en COUTONMES .. ...ttt ettt ettt et e e 1.8.20
produit en couronnes infini ............ i 1.8.22
propre (morphisme de Cat) ... ... ..o 3.2.1
pseudo-catégorie test. ... ... 1.34
pseudo-filtrante (catégorie) ... ... ... 2.4.1
pseudo-foncteur test ... ... 1.7.11
QUATTADIE . L . e 1.1.1
TEETACTE . . oottt 2.4.13
scindage d'un décalage . ... 1.8.1
scindage d’'un décalage généralisé ... ... .. 1.8.5
SEEIMEIIE .« o ottt ettt et e e e e e e 1.4.1
segment de Lawvere .. ......... .. 1.4.12
segment multiplicatif. ... ... ... . 1.4.9
segment SEPATANT . . ... ..t 1.4.1
totalement asphérique (Catégorie) .. .......ouuunutinii i 1.6.2
totalement W-asphérique (catégorie).......... ...t 1.6.2
universellement dans une classe de fleches ............ ... . il 1.1.1
Wh-asphérique (catégorie). ... .. .. . 1.1.2
Wh-asphérique (foncteur d’une petite catégorie vers Cat) .........ooveviuinieennenn... 1.7.1
Wh-asphérique (morphisme de Cat) ........o.oinuiiiii i 1.1.2
Wh-asphérique (morphisme de préfaisceaux) ............cooeiiiiiiiiniie.. 1.2.3
W-asphérique (PréfaiSCean). ... .. ...ttt 1.2.5
W-catégorie test . . ... 1.5.2
W-catégorie test faible ... ... ... 1.3.7
Wh-catégorie test locale . ........... . 1.5.2
Wh-catégorie test stricte ...... ... 1.6.7
W-coasphérique .. ... ... 1.1.25
WW-CONBIACLEUT . « o oottt ettt e e e e e e e e e e 1.6.17
Wh-équivalence (dans Cat) .......... ..ot 1.1.2
W-équivalence (dans Cat) colocalement sur une petite catégorie ..................... 2.1.1
Wh-équivalence (dans Cat) localement sur une petite catégorie ....................... 2.1.1
W-équivalence de préfaiSCeatX. .. ... .ouuuunuu e 1.2.3
W-équivalence de préfaisceaux localement sur une petite catégorie................... 2.1.1
Wh-équivalence locale de préfaisceaux .......... ..o i 1.2.6
WW-ONCEEUL TESE . .o oottt e 1.7.11
W-foncteur test faible. ... ... 1.7.11
W-foncteur test local . ... ... e 1.7.11
W-lisse (morphisme de Cat) ....... ... i 3.2.1
IW-IOAELISALEUT . . ottt e 1.3.3
W-propre (morphisme de Cat) . ......ouuuiu et 3.2.1

WW-psSeudo-CatégOrie LS. . . . ...t 1.3.4



INDEX TERMINOLOGIQUE 181

WW-pseudo-foncteur test ... ...t 1.7.11



