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Exercice 1

On peut modéliser l’expérience comme un 3-échantillon pour la loi géométrique de paramétrique
p inconnu, X ∼ Geom(p). Ici on doit choisir entre p1 = 5/6, qui correspond à D1 et p2 = 1/6, qui
correspond à D2. Posons q1 = 1− p1 et q2 = 1− p2.

Question 1 :

La probabilité sous l’hypothèse qu’on a tiré D1 au tout début de l’expérience, d’avoir le 3-
echantillon (3, 5, 4) est :

PD1(3, 5, 4) = PX(3)PX(5)PX(4) = q21p1q
4
1p1q

3
1p1

PD1(3, 5, 4) = q91p
3
1

PD1(3, 5, 4) ∼= 5.742421.10−8

Question 2 :

PD2(3, 5, 4) = q92p
3
2

PD2(3, 5, 4) ∼= 8, 972532.10−8

Question 3 : A la suite de cette expérience on choisit le modèle qui est le plus vraisemblable.
Ici PD2(3, 5, 4) > PD1(3, 5, 4) donc on conclue que vraisemblablement le dé D2 est à l’origine de
cet échantillon.

Exercice 2

Soit x1, ..., xn une réalisation d’un échantillon distribué selon une loi normale de paramètre
µ inconnu et σ = 1. On note Pµ(x1...xn) la probabilité de cette réalisation sous l’hypothèse que
l’echantillon est i.i.d suivant N(µ, 1).

Pµ(x1...xn) =
1

√
2π

n

n
∏

i=1

e−
1

2
(xi−µ)2

Pµ(x1...xn) =
1

√
2π

n e
−

1

2

∑n
i=1

(xi−µ)2

max
µ∈R

Pµ(x1...xn) est atteint quand min
µ∈R

∑n
i=1(xi − µ)2 est atteint. Posons, f : R → R, pour tout

µ ∈ R, f(µ) =
∑n

i=1(xi − µ)2 ; f ∈ C∞(R) et convexe.

Pour tout µ ∈ R, f
′

(µ) = 2

(

∑

i=1...n

xi − nµ

)

donc,

∀µ ∈ R, f
′

(µ) = 0 ⇐⇒ µ =

∑

i=1...n

xi

n

On reconnaît que xn :=

∑

i=1...n

xi

n .

On a donc que f admet un minimum en µ = xn donc Pµ(x1...xn) admet un maximum en µ = xn.
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L’estimateur du maximum de vraisemblance de µ est µ̂ = xn.

Question 2 :
On suppose que σ > 0.

Pσ2 (x1...xn) =
1

(2π)
n
2 σn

n
∏

i=1

e−
1

2
(xi/σ)

2

Pσ2(x1...xn) =
1

(2π)
n
2 σn

e−
1

2

∑n
i=1

(xi/σ)
2

> 0

Considérons la log vraisemblance,

g(σ2) := lnPσ2(x1...xn) = −1

2

n
∑

i=1

(xi/σ)
2 − n

2
lnσ2 − n

2
ln(2π)

g : R+
∗
→ R est C1(R+

∗
), pour tout t ∈ R

+
∗
,

g
′

(t) =
1

2

n
∑

i=1

x2
i /t

2 − n

2t

∀t > 0, g
′

(t) = 0 ⇐⇒ t =

∑n
i=1 x

2
i

n

Posons V̂ =
∑n

i=1
x2

i

n et étudions les variations de g. Si 0 < t < V̂ , alors g est strictement crois-

sante ; si t > V̂ , g est strictement décroissante. Comme g est continue elle atteint son maximum en
V̂ ; il en est de même pour la vraisemblance, donc l’estimateur du maximum de vraisemblance est V̂ .

Par ailleurs,

Eσ2 [V̂ ] =
1

n

n
∑

i=1

Eσ2 [X2
i ] =

1

n

n
∑

i=1

σ2

Eσ2 [V̂ ] = σ2

Donc,

B(V̂ ) = Eσ2 [V̂ ]− σ2 = 0

Exercice 3

La vraisemblance de la réalisation est,

Pδ(x1...xn) = e
−

∑

i=1...n

(xi−δ)
1[ min

i=1...n
xi ≥ δ]

Posons, f(δ) = e
−

∑

i=1...n

(xi−δ)
= enδe

−
∑

i=1...n

xi

pour δ ≤ min
i=1...n

xi ; elle est croissante donc son

maximum est atteint en min
i=1...n

xi. Par ailleurs, e
n min
i=1...n

xi

e
−

∑

i=1...n

xi

> 0 donc le maximum de vrai-

semblance est atteint en δ̂ = min
i=1...n

xi.

Exercice 4

On rappelle que la fontion de répartition de la loi de Pareto de paramètre α > 0 est donnée
par, pour x < 1,
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Fα(t) = 0

pour x ≥ 1,

Fα(t) = 1− t−α

Fα est C1 par morceaux, donc elle admet une densité de probabilité (par exemple) donnée par,
si x < 1,

fα(x) = 0

et si x ≥ 1,

fα(x) = αt−(α+1)

Reparamétrons cette densité en β = 1/α, pour x < 1,

fβ(x) = 0

pour x ≥ 1,

fβ(x) =
1

β
t−(1+ 1

β
) =

1

β
e−(1+ 1

β
) ln(t)

La vraisemblance est donnée par,

Pβ(x1...xn) =
1

βn
e
−(1+ 1

β
)

∑

i=1...n

ln xi

1[ min
i=1...n

xi ≥ 1]

Posons f : R+
∗

→ R, pour tout β ∈ R
+
∗
, f(β) = Pβ(x1...xn) ; par ailleurs f ∈ C∞(R+

∗
). Si

min
i=1...n

xi < 1 tout nombre dans R
+
∗

maximise la vraisemblance, si min
i=1...n

xi ≥ 1,

∀t ∈ R
+
∗
, f

′

(t) ≥ 0 ⇐⇒ − n

βn+1
+

∑

i=1...n

lnxi

βn+2
= 0

∀t ∈ R
+
∗
, f

′

(t) ≥ 0 ⇐⇒ β ≤

∑

i=1...n

lnxi

n

Comme f est C∞ elle est en particulier continue, donc elle atteint son maximum en

∑

i=1...n

lnxi

n .
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