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INTRODUCCION

Desde sus comienzos hace aproximadamente dos siglos, el analisis de Fourier ha tenido
siempre una importancia fundamental y creciente en diversas dreas matematicas, tanto
puras como aplicadas [5]. En teorfa de nimeros, varias de estas aplicaciones constituyen
resultados clédsicos; entre estas se encuentran, por ejemplo, las aplicaciones del método del
circulo como el teorema de Vinogradov, que nos dice que todo entero impar suficientemente
grande es la suma de tres nidmeros primos (resultado cuya reciente mejora por Helfgott
result6é en una prueba de la conjetura débil de Goldbach [13]), o el problema de Waring,
que consiste en determinar el nimero de representaciones de un entero como suma de un
nimero dado de potencias k-ésimas [6].

Alrededor de la mitad del siglo pasado, empezaron a darse aplicaciones combinatorias
del andlisis de Fourier en teoria de nimeros que formaron algunos de los primeros resul-
tados principales del area hoy conocida como combinatoria aritmética. Hoy en dia esta
area conoce un desarrollo muy activo, dentro del cual el analisis de Fourier ha generado un

amplio abanico de métodos y aplicaciones. En este curso estudiaremos algunos ejemplos
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centrales de estos métodos y algunas de sus aplicaciones principales. Para ello nos concen-
traremos en el andlisis de Fourier sobre grupos abelianos finitos (también llamado andlisis
de Fourier discreto).

Empezamos en la seccion siguiente introduciendo los conceptos basicos. En la seccién
2 estudiaremos algunas de las ideas centrales que dan a esta teoria su utilidad en combina-
toria aritmética. En la ultima secciéon daremos ejemplos concretos del uso de estas ideas,
demostrando algunos resultados centrales en el area, como el teorema de Roth y el lema

de Bogolyubov.

1. ANALISIS DE FOURIER EN GRUPOS ABELIANOS FINITOS — TEORIA BASICA

Para todo conjunto finito X y toda funcién f : X — C, denotamos por | X| la cardinalidad
de X y por E,cx f(z) el promedio de f sobre X, es decir

1
Epex f(x) = x| > fla).
reX
Las funciones de valores complejos f : X — C forman un espacio vectorial, que denotamos

por C¥, de dimensién N = |X|. Se puede definir la operacién de producto interno (o

producto escalar) siguiente:

<'7'> : CXX(CX%C? (fag> = <fag>:Ez€Xf<x)@a

obteniendo asi el espacio vectorial con producto intemaﬂ (CX,(-,-)). Una nocién muy
util relacionada con estos espacios es la de base ortonormal. Un conjunto de elementos

{v, : z € X} forman una base ortonormal en C* si satisfacen la condicién siguiente:

1, 2=y
0, x#y

De esta condicion se deduce facilmente que los N elementos v, son linealmente independi-

(1.1) para todo z,y € X, tenemos (v,,vy) = 0y = {

entes, luego forman en efecto una base para C*. Toda funcién en CX se puede por lo tanto
descomponer de manera unica como combinacién lineal de estos elementos. La relacion

(1.1)) permite ademas expresar los coeficientes de esta descomposiciéon simplemente.

Lema 1.1. Sea {v, : * € X} una base ortonormal de C*. Entonces para toda funcién
f:X = Ctenemos f =73 . (f,va) V.

Prueba. Existen coeficientes ¢, € C tales que f = > _¢ ¢, v,. Dado cualquier zy € X,
tomando el producto interno con v,, de ambos lados de esta ecuacién, y usando (|1.1)),

deducimos que ¢, = (f, vz,)- O

IM4s precisamente, es un espacio hilbertiano, pero no usaremos este hecho.
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Sea G un grupo abeliano finito. En C% (y en general en C¥) existen muchas bases ortonor-
males. Entre estas, hay una base especifica que tiene propiedades adicionales muy ttiles,
y que constituye una de las nociones fundamentales del andlisis de Fourier discreto. Esta
es la base de los caracteres sobre G.

Denotemos por C* el grupo de ntiimeros complejos no-nulos con multiplicacién.
Definicién 1.2. Un cardcter sobre G es un homomorfismo G — C*.

Podemos equipar el conjunto de caracteres sobre GG con la operacion de multiplicacion
punto a punto: si x1, x2 son caracteres, el caracter producto xixs se define por xixa(z) =
X1(2)x2(x), x € G. Obtenemos asi un grupo abeliano, llamado el dual de Gy denotado por
G. El elemento neutro de G es el caracter que manda todo z € G a 1, llamado el caracter
principal. Tenemos también que el inverso de un caracter y es el caracter x — m (donde
Z denota el conjugado de z € C).

Vamos a estudiar el grupo dual en mas detalle, en particular para demostrar que sus
elementos forman en efecto una base ortonormal en C“. Empezamos con las observaciones

siguientes.

Lema 1.3. Sea G un grupo abeliano finito, y sea n el eazponentfﬂ de G. Entonces

(1) Todo cardcter x € G toma sus valores en {z € C : 2" = 1}.

(2) Si G es un grupo ciclico Zy = Z/NZ, entonces
G = {z — exp(2mirz/N) : r € Zy)}.

Dejamos la prueba como ejercicio. La parte (2) de este lema nos da una descripcién
explicita de los caracteres sobre Zy: a todo x € Z\V le corresponde un unico elemento
r € Zn tal que x(z) = exp(2miraz/N). Llamaremos este elemento r la frecuencia de
Xx. Denotando el caracter de frecuencia r por x,, tenemos que la funcién r +— y, es un
isomorfismo de grupos Zy — Z]\V

Resulta que esta descripciéon de los caracteres sobre Zy tiene una generalizacién muy
satisfactoria a todo grupo abeliano finito. Para dar esta descripcién usaremos la notacién T
para el grupo circular R/Z, y la notacién e para la funciéon T — C, 0 — e(0) = exp(27i 0).
Podemos ahora reescribir todo cardcter x sobre G = Zy de la forma y(z) = e(rz/N).

Para nuestra descripcién general de los caracteres, conviene primero generalizar la

funcion (r, x) — rz/N mod 1.

Definicién 1.4. Sea G un grupo abeliano. Una forma bilineal de G* a T es una funcién

GxG—T, (r,x)— r-x con la propiedad siguiente: para todo r € G, la funcién z — r-z

2E] exponente de G es el menor entero positivo m tal que para todo g € G se tiene mg = 0.



4 PABLO CANDELA

es un homomorfismo, y para todo z € G la funciéon r — r-z es un homomorfismo. Decimos
que la forma bilineal es no degenerada si para todo r € G\ {0} existe x € G tal que r-z # 0,
y para todo x € G\ {0} existe r tal que r -z # 0. Decimos que la forma es simétrica si

r-x=ux-r paratodor,z € G.

El teorema fundamental de los grupos abelianos finitos nos dice que G es isomorfo a una
suma directa de grupos ciclicos, G = Zy, & --- @ Zy,. Usando este teorema, podemos

completar la descripcién general del grupo dual.

Proposicién 1.5. Sea G un grupo abeliano finito. Entonces G =~ G. Eriste una forma
bilineal de G a T simétrica y no degenerada (r,x) — r-x. Para todo cardcter x € G eziste

un unico elemento r € G tal que x(x) =e(r - x).

En particular, denotando el caricter x +— e(r - z) de frecuencia r por e,, tenemos que la

funcién r — e, es un isomorfismo explicito de G a G.

Prueba. Empezamos observando los dos hechos siguientes, facilmente demostrados (ejer-
cicio : primero, si G = H entonces G~H ; segundo, para grupos abelianos finitos
(1, G5 cualesquiera, el dual de G @ G5 es isomorfo a (?1 @ é\Q Combinando esto con el
teorema fundamental de los grupos abelianos finitos y el hecho que Zz\v = Zy, deducimos
que G~aG.

Para encontrar la forma bilineal deseada, podemos suponer que G = Zy, ® --- @ Zy,.
Sobre cada grupo Zy; tenemos ya una forma bilineal con las propiedades deseadas, a
saber la forma (r,z) — rz/N; mod 1. Por otro lado, se verifica facilmente que si Gy, G5
tienen cada uno una forma - con estas propiedades, entonces la funcién G; & Gy — R/Z,
((r1,72), (x1,22)) ¥ 71 - X1 + 79 - 2 también es una forma bilineal adecuada. Razonando
por induccién sobre j, encontramos la forma sobre G.

Para ver la ultima parte, nétese que, por un lado, cada funcién x — e(r - x), r € G es

un caracter, y por otro lado no pueden haber més caracteres sobre G. ]

De ahora en adelante, supondremos siempre que un grupo abeliano finito G viene equipado
con una tal forma bilineal. [l

Verificamos ahora que los caracteres forman efectivamente una base ortonormal en C¢.

Proposicién 1.6. Sea G un grupo abeliano finito. Entonces tenemos (e, es) = 0.5 para
todo r,s € GG.

3Se puede verificar que para nuestro uso de esta teorfa no tiene importancia qué forma particular escogemos.
Si se quiere ser més explicito, se puede elegir la forma r -z = Zi:l é(r); #(x);/N; mod 1, donde ¢ es un
isomorfismo G — Zy, & -+ ® Zy,.
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Prueba. Tenemos (e, es) = E,eq e((r — s) - z). Este promedio tiene valor 1 cuando r = s,
con lo cual solo nos queda por probar que tiene valor 0 cuando r # s. Seat =1r — s # 0.
Siendo no degenerada la forma bilineal -, existe ro € G tal que t - zy # 0. Por otra
parte, tenemos que e(t - xg) Epeq e(t - ) = Epeq e(t - (x + x9)) = Epeq e(t - ), luego
(e(t-x9) — 1) Epeq e(t - x) = 0. Como e(t - xg) — 1 # 0, deducimos que, efectivamente,
E.eqe(t-z) =0. O

Ha llegado el momento de definir la transformada de Fourier y describir sus primeras

propiedades basicas.

Definicién 1.7 (Transformada de Fourier discreta). Para toda funcién f € CY y todo
X € @, la transformada de Fourier de f es la funcion J/C\Z G — C definida por

~

OO = {f,x) = Baea f(x)x ().
Los valores f(x) de la transformada se llaman los coeficientes de Fourier de f.

Proposicién 1.8. Sean f,g € C%. Entonces tenemos

e Férmula de inversion:

(1.2) Flx) =" F(x) x(x).
xe@G
o Teorema de Plancherel:

(1.3) (f.9)=>_ F0 300

xeé

e [dentidad de Parseval:

(1.4 Ecol /() = 3 100l

xeé
Prueba. La férmula de inversién es un caso especial del lema[l.1] El teorema de Plancherel
se obtiene substituyendo las férmulas de inversion para f y g dentro de (f, g) y usando la

proposicion [1.6, El caso especial f = g nos da la identidad de Parseval. ]

Nota 1.9. Formular los coeficientes de Fourier como lo hacemos, usando el promedio
Eq, supone que estamos usando la medida de probabilidad uniforme sobre G, es decir la
medida que a cada conjunto A C G asigna el valor |A|/|G|. La férmula de inversion (1.2)),
compatible con esta definicién de los coeficientes, supone en cambio que la medida que
usamos sobre el grupo dual G es la medida de conteo, que da a A el valor |A|. Siguiendo
esta convencién, es habitual definir la norma euclidiana sobre C% usando la medida de
probabilidad uniforme, escribiendo ||f|z2(¢) = (Ezec|f(z)*)/%, y sobre C¢ usando la
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1/2
medida de conteo, escribiendo ||g[|,2g = (Zx | g(x)|2) . La identidad de Parseval se

puede entonces escribir || f||z2(q) = ||ﬂ|e2(é)-

La transformada de Fourier de f es una funciéon f definida sobre G. Sin embargo, en la

practica la trataremos a menudo como una funcién sobre GG, usando el isomorfismo de la

proposicién , escribiendo f(r) en vez de f(er).
Usaremos también la famosa desigualdad siguiente.

Proposicién 1.10 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Para funciones f,g € C¢ cua-

lesquiera,

(1.5) [fo ) < [flleze) l9llez@)-

(Nétese la version equivalente: | Y-, f(2)g(z) | < || fllew) ll9llec)-)

A continuacién empezamos a ilustrar la utilidad combinatoria de la transformada de

Fourier.

2. PRIMEROS USOS EN COMBINATORIA ARITMETICA

Uno de los temas centrales de la combinatoria aritmética, que se remonta a los origenes de
esta area, consiste en estudiar bajo qué condiciones (las mas naturales y débiles posibles)
un subconjunto A de un grupo abeliano debe contener configuraciones aritméticas de un
tipo dado. Estas configuraciones consisten generalmente en tuplas de elementos de A
que satisfacen ecuaciones lineales prescritas. En esta direccion, un resultado central en el
area es el famoso teorema de Szemerédi, conjeturado por Erdés y Turdn ya en 1936 [9].

Denotemos por [N] el conjunto {1,2,..., N}.

Teorema 2.1 (Szemerédi). Sea § > 0 y sea k un entero positivo. Entonces existe Ny > 0
tal que para todo entero N > Ny y todo conjunto de enteros A C [N] de cardinalidad

|A| > 0N, existe una progresion aritmética de longitud k incluida en A.

Noétese que una tal progresion es una k-tupla de elementos de A que satisfacen cierto
sistema de k — 2 ecuaciones lineales. Por ejemplo para k = 3 el sistema consiste en la tinica
ecuacion x, — 2x9 + x3 = 0.

Szemerédi di6 la primera prueba de este teorema en 1975 usando argumentos com-
plicados de teoria de grafos [I8]. El caso no-trivial més simple del teorema, a saber el
caso k = 3, habia sido demostrado ya por Roth en 1953 [I5]. La prueba de Roth usa el
analisis de Fourier sobre grupos Zy, y las ideas principales que introdujo han pasado a

formar parte importante del conjunto de herramientas en el area. Por ello, en la seccion
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siguiente estudiaremos el teorema de Roth como primera aplicacién central. Con vistas
a este objetivo, en esta seccion presentaremos algunas ideas, en su mayoria relacionadas
con la prueba del teorema de Roth, como principios generales del uso combinatorio de la
transformada de Fourier. [

Dado un conjunto X y un subconjunto A C X, denotaremos por 14 la funcion indi-
cadora de A sobre X | definida como sigue: 14(z) =1siz € A,y 14(z) =0siz € X\ A.

Dada una ecuacion lineal, y dado A C (G, nos interesa contar cuantas soluciones de esta
ecuacion hay en A. Por ejemplo, en el caso del teorema de Roth, esto consiste esencialmente
en analizar la cantidad siguiente:
(2.1) E 21 z0msca: 1a(x1) La(za) La(xg).

xr1—2x2+x3=0
Maés generalmente, podemos considerar funciones fi,..., f; : G — C arbitrarias (no nece-
sariamente funciones indicadoras de conjuntos) y considerar promedios de tales funciones
tomados sobre el conjunto de soluciones a una ecuacién lineal cizy + -+ 4+ ¢,y = 0 con
coeficientes ¢; enteros:
(22) E T1,..., ¢ €G: fl(xl) e ft(xt)-
c1z1+-+epre=0

El primer principio basico que vamos a estudiar es que la transformada de Fourier permite

simplificar promedios de este tipo.

2.1. Simplificacién de promedios relativos a ecuaciones lineales.

Empezamos con el promedio (2.1)). Siempre y cuando el orden de G sea impar, usando la

férmula de inversién (|1.2)) para 14 obtenemos la ecuacion siguiente:

(2.3) E oy powgec: La(wn) 1a(w2) La(ws) = ) Ta(r)* Ta(=2r).

r1—2x2+x3=0 ”

La suma a la derecha en (12.3)) simplifica el promedio original, en el sentido que este promedio
involucra mas de una variable mientras que la suma es sobre la tinica variable r. E| Este tipo

de simplificacién es muy 1util, como veremos mas adelante. Ademads, es bastante general.

Proposicion 2.2. Sea cix1 + - -+ + ¢y = 0 una ecuacion lineal con coeficientes enteros

c;. Sea G un grupo abeliano finito tal que la multiplicacion x — c;x es sobreyectiva para

4Nétese, no obstante, que los métodos de Roth no permiten demostrar el teorema de Szemerédi para k > 3.
Mas generalmente, los métodos Fourier-analiticos conciernen sobre todo a las configuraciones dadas por
sistemas de ecuaciones lineales llamados sistemas de complejidad 1. (Véase el ejercicio )

“Esta ecuacién es un caso especial de la férmula probada a continuacién, pero como primer ejemplo
puede ser instructivo intentar demostrar la ecuacion directamente.
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todo i € [t], y sean f1,..., f; funciones G — C arbitrarias. Entonces tenemos la formula

siguiente:

~

(2.4) E wwee  filwn) - flw) = D filer) -+ fuler).

c1x1+-+crxy=0 e

Este es el resultado principal de esta subseccién. Para demostrarlo, utilizaremos la op-
eracion de convolucion, una operacion que juega un papel crucial en esta area, sobre todo

por su relacion con la transformada de Fourier.

Definicién 2.3 (Convolucién). Sean f,g € CY. La convolucién de f y g es la funcién

G — C denotada por f x g y definida como sigue:

fxg(x) = Eyeg f(y) 9(x —y).

La importancia de esta operacion va mucho mas alla de su utilidad en la prueba de la
proposicién 2.2l Por ejemplo, més adelante veremos que es muy 1itil para estudiar la
estructura de conjuntos suma A+ B ={a+b:a € A, b € B}, ya que tenemos la relacién
siguiente:

A+ B =supp(la*1p),

donde supp(f) = {z € G : f(z) # 0} es el soporte de la funcién f € C©.
Por ahora nos concentramos en demostrar la proposicién [2.2l El hecho principal que
usaremos para ello es que la transformada de Fourier convierte una convolucién de dos

funciones en simple producto de sus coeficientes:
(2.5) paratodo r € G y f,g € CY% tenemos m(r) = ]?(7“) g(r).

Esta formula de producto se verifica aplicando la férmula de inversién (1.2)) para fy g,y
la ortonormalidad de los caracteres (véase el ejercicio [3)).

Prueba de la proposicion [2.3. La idea es reescribir el promedio
E a wec filz)- - filwe)
c1x1+-+crx=0
de una forma que revele que se trata de una convolucion iterada. Hacemos primero el
cambio de variables siguiente: y; = cixy1, ...,y = ¢xry. Nétese que, siendo cada funcion
x +— ¢;x sobreyectiva (luego biyectiva) de G a G, tiene una funcién inversa, que denotare-
mos por c; ! El promedio original queda escrito de la forma siguiente:

Eyh.v-,yteG: fl(Cflyl) ft(ct_lyt)-
y1+-+y:=0
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Definiendo las funciones f|(y) = fi(c;'y),..., fi(y) = fi(c;'y), podemos reescribir el

ultimo promedio simplemente y ver que es efectivamente una convolucién iterada:

By pec: filyr) - ft,<yt) = flx-x ft/(0>

Y1t y=0
La férmula de inversion nos dice que esto es igual a ) f{ * B 1 (r ) la férmula de pro-
ducto (aplicada t —1 veces) nos dice que esto es iguala ) f ( ) fg( ) ( ). Finalmente,
verificamos mediante un simple calculoﬁ que fi’ (r) = fi(ci ). O

Nota 2.4. Esta proposicién se puede demostrar de otra manera usando la féormula de

Poisson (véase el ejercicio [4).

. Cémo se puede utilizar la simplificacién de promedios dada en (2.4)? Para responder
debemos estudiar, primero, cémo la estructura combinatoria de un conjunto A se puede ver
reflejada en los coeficientes 14(r), y segundo, cémo una informacién sobre estos coeficientes

se puede transformar a su vez en nueva informacién combinatoria provechosa.

2.2. Transformar datos combinatorios en datos Fourier-analiticos, y viceversa.

Empezamos con un conjunto A C G dado. Denotamos por « la densidad de A en G, a
saber o = |A|/|G|. Una primera observacién es que el llamado coeficiente principal 1,(0)
(correspondiente al cardcter principal, a saber el cardcter con valor constante igual a 1) es

igual a «, independientemente de la estructura combinatoria de A:
1A<0) = EmeglA(l') = Q.

Por lo tanto, para estudiar esta estructura hemos de concentrarnos en los coeficientes no-
principales H(T’), r # 0. Para ello trabajaremos con la llamada funcion nivelada de A,

denotada por f4 y definida como sigue:

fA(Q3> = 1A(l‘> — Q.
Nétese que tenemos ?Z(T) = 14(r) para todo r # 0, y ?Z(O) = 0.

Como mencionamos previamente, nuestro problema combinatorio general es el de
analizar el promedio de 14 relativo a una ecuacién lineal dada. Para ser concretos tomemos
de nuevo el promedio de progresiones aritméticas de longitud 3, que denotaremos de ahora
en adelante por T5(A):

T5(A) = E o) apasec: 1a(w1) La(w2) 1a(zs).
x1—2x24+23=0

5En el cdlculo se usa el hecho que para todo entero n tenemos 7 - (nx) = (nr) - .
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La féormula (2.3) nos dice que esto es igual a ) Ta(r)2 14(=2r). Aqui también es muy
util separar el cardcter principal de los demaés, como sigue:

(2.6) )=+ 1a(r)? Ta(-2r) =a +ZfA (—2r).

r#0
Con esta ecuacion se precisa nuestro problema: hemos de analizar la diferencia entre un
promedio (aqui T3(A)) y lo que podemos llamar su valor principal (aqui o, y para una
ecuacion més general en ¢ variables, o). La ecuacién también deja claro que en este andlisis

la magnitud de los coeficientes E(T) va a jugar un papel importante.

Definicién 2.5 (Uniformidad de Fourier). Definimos la norma de uniformidad de Fourier

para toda funcién f : G — C como sigue:
[l = sup [ F)]
Como primer ejemplo de la utilidad de esta norma, tenemos el resultado siguiente.
Proposicién 2.6. Para todo conjunto A C G de densidad o tenemos
(2.7) | T5(A) =’ | < [ fallu @

Este es un caso especial del resultado principal de esta seccion, que nos dice esencialmente

que la norma ||-||,, controla la diferencia entre un promedio de tipo (2.2)) y su valor principal:

Proposicion 2.7. Sea cixy+-- -+ cixy = 0 una ecuacion lineal con coeficientes enteros c¢;,

cont > 3. Sea G un grupo abeliano finito tal que la multiplicacion x — c;x es sobreyectiva

para todo i € [t], y sean Ay, ..., Ay subconjuntos de G arbitrarios, de densidades oy, . . ., o

respectivamente. Entonces tenemos

(28) ar-ar = E omee  La@) - La(@)] < Il a5 o
crzy ez =0

En particular tenemos |a' — B 4, sec: la(zy) - La(zy) | < || fallu o2
c1x1+-+cixe=0

Prueba. La férmula (2.4)) nos dice que el promedio E 4, z.eq: 1a,(z1) -+ 1a,(2) es
ci1x1+-+crxy=0
igual a o

a1+ Y Ta(er) - Ta(ar) = o+ Y falear) -+ falar).
r#0 r

Por lo tanto, el lado izquierdo de (2.8)) vale como mucho

ST Faen)] - | faler)] < SUP\fAl ar)| - Sup|fAt 2 (Crar \Z}fAt (ermar)] [ Fa, (o)

< Ml Ul D [Tas (o) Tas ()|
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Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la identidad de Parseval, tenemos (usando también

la biyectividad de las funciones r +— ¢;r)

Y e [Ten)] < (X 15mef)” (2 1))

= (Baca 1, (2))" (Bocq 1a,(2)?) "

1/2

/2 172
U
Nota 2.8. Una norma estrechamente relacionada con || - ||, y de gran utilidad es la

llamada norma U? de Gowers, definida para toda funcién f : G — C por ||f|p2 =
(Eoppecf(z) fx+h) flz+k) fle+h+ k))1/4. (Véase el ejercicio )

Este resultado nos permite reducir gran parte de nuestro problema combinatorio inicial al
de entender la relacion entre la estructura de A y el valor de || fal|.. Empezamos a elucidar

esta relacién con la pregunta siguiente, un poco imprecisa:

¢ Qué tipo de estructura del conjunto A garantiza que ||fall. sea pequena

comparada con o ?

Podemos pensar en un coeficiente de Fourier no-principal ﬂ(r) geométricamente como la
suma en el plano complejo de los numeros e,.(z)/|G|, © € A. Esta suma tendra menor
magnitud cuanto mas haya cancelacién entre estos nimeros. Para que || f4||. sea pequena,
tiene que haber una tal cancelacién para todo r # 0, y un modo claro de garantizar esto es
que para todo r # 0 los niimeros e,.(z), © € A se repartan de manera mas o menos uniforme
en el circulo unidad. Un momento de reflexién nos conduce a un tipo de estructura que
garantiza esto de manera muy natural: un conjunto A aleatorio de probabilidad ., es decir
un conjunto aleatorio tal que para cada x € G el evento z € A tiene probabilidad «, y

estos eventos son independientes.

Proposicién 2.9 (Uniformidad de un conjunto aleatorio). Sea A C G un conjunto aleato-
rio de probabilidad o < 1/2 y sea t > 0. Entonces, suponiendo que o > 8log(4t|G|)/|G|,

tenemos, con probabilidad al menos 1 — 1/t,

[AI/IG] = a < 4V1og(4t|G)/IG] y [[fallu < 4/10g(4t|G])/|G].

Prueba. Usamos la desigualdad de Chernoff en su version para variables aleatorias com-
plejas. Este resultado dice lo siguiente (véase [19, teorema 1.8 y ejercicio 1.3.4]): sean
Xi,..., X, variables aleatorias complejas independientes tales que |X; — E(X;)| < 1 para
todo i € [n]. Sea X = X1+ -+ X,, ysea o = \/\m la desviacién estandar de X.
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Entonces para todo A > 0 tenemos
(2.9) P(|X — E(X)| > Ao) < 4maX(e*A2/8, e/,

Dado un elemento no-nulo r € G, aplicando (2.9) a las varlables X, = e(—r-x)la(x),
z € Gy usando que X = |G| T4(r), E(X) =0,y o = Vo, Var(X,) € [\/2]G], /3G,
obtenemos P(|14(r)] > A|G|7"/2) < 4e=**/8, suponiendo que )\ < 20 (para lo cual es

suficiente tener \> < a|G|). Eligiendo A = 1/8log(4t|G|), completamos la prueba. O

Nétese que por la identidad de Parseval tenemos /a(1 — o) = (3, \5]2)1/2 < |Ifallel G2,
de modo que esta proposicion nos dice que los conjuntos aleatorios son extremadamente
uniformes (sus normas || f4||,, son muy pequenas, casi tanto como el minimo posible). Junto
con la proposicién 2.7 esto indica que la norma || f4l|, se puede usar para medir cuanto
se parece el conjunto A, en sus propiedades combinatorias relativas a ecuaciones lineales,
a un conjunto aleatorio de la misma densidad. Se dice que, cuanto mas pequeno es el
valor de || fall, mas quasi-aleatorio es el conjunto. Notese, no obstante, que los conjuntos
aleatorios no son los 1inicos ejemplos de conjuntos con norma de uniformidad muy pequena
(este matiz conduce a temas muy interesantes; véase el ejercicio .

De todos modos, con la proposicion nuestro problema inicial queda resuelto en el
caso de conjuntos suficientemente quasi-aleatorios: si ||fall, es suficientemente pequena
como funcién de «, entonces cualquier promedio del tipo de tiene que ser cercano a
su valor principal (que es también aproximadamente el valor esperado de este promedio

para un conjunto aleatorio de la misma densidad).

A continuacién exploramos el caso no quasi-aleatorio, a partir de la pregunta siguiente:

Pregunta 2.10. ;Suponiendo que || fal|, es mayor que una funcién dada de «, qué infor-

macién combinatoria podemos deducir acerca de A?

Empecemos buscando algunos ejemplos de conjuntos A que tengan || f 4|, grande (al menos
una fraccién fija de o). Dado que los conjuntos aleatorios fueron tan buenos ejemplos de la
propiedad opuesta, es natural buscar ahora entre conjuntos con una estructura “ordenada”.
Para precisar esto, volvamos a la intuiciéon geométrica que nos condujo al ejemplo del con-
junto aleatorio. Vemos pronto que una manera natural de que el promedio E,cq14(z)e(r-z)
tenga la mayor magnitud posible es que para € A los nimeros complejos e, (z) apunten
lo més posible en la misma direccién en el plano (minimizando asf su cancelacién mutua).
La manera éptima de garantizar esto es que = — r - x sea constante sobre A. Esto se da,

por ejemplo, si A es una clase lateral del llamado conjunto anulador de r.
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Definicién 2.11. Dado un conjunto S C G, el anulador de S es el subgrupo de G denotado

S+ y definido como sigue
St :={xr € G:r -2z =0paratodor c S}.

(Cuando S es un singleton {r} escribiremos rt en vez de {r}+.)

Tenemos que r - x es constante para todo = € A si y solo si A estda contenido en una
clase lateral de r*. (En ambitos del andlisis de Fourier més generales, donde no se da
el isomorfismo G = @, el conjunto anulador se define como subgrupo del grupo dual:

Sti={xe G : x(r) =1 para todo r € S}.)

L nos serd de muy gran utilidad siempre y cuando se

Trabajar con estos conjuntos r
pueda garantizar que el tamano de un tal subgrupo es comparable al orden de GG. Ahora
bien, esto no es el caso en cualquier grupo G, y por esta razén a partir de ahora es conve-

niente distinguir algunos tipos diferentes de grupos abelianos finitos.

Una familia de grupos G especialmente ricos en subgrupos anuladores de gran tamano es la
familia de espacios vectoriales finitos G = [}, donde p es un primo fijo y n es la dimension
(que tipicamente se toma mucho més grande que p). Como veremos en la seccion siguiente,
esta familia es muy 1til, por la riqueza de subgrupos (subespacios) de densidades variadas
que contiene, y porque en estos grupos muchos calculos de anélisis de Fourier se reducen a
simples argumentos de algebra lineal. En estos grupos, los subespacios constituyen ejemplos

optimos de conjuntos densos con grandes coeficientes de Fourier no-principales.

Ejemplo 2.12 (Transformada de Fourier de un subespacio). Sea V' un subespacio de Fy,

y sea N = |[F}| = p". Entonces tenemoﬂ para toda frecuencia r € Fy,

(2.10) Ty(r) = %m (r).

En particular, para todo r € V* la transformada alcanza su valor mdzimo posible ‘LN|

En el otro extremo tenemos los grupos ciclicos Zy con N primo, que no contienen ningiin
subgrupo no-trivial. En particular, en estos grupos un conjunto anulador 7+ con r # 0
no es mas que el singleton {0}. ;Qué nocién podemos usar en este tipo de grupos para
reemplazar los conjuntos anuladores? Como veremos, resulta sumamente 1til trabajar con
una familia de conjuntos que constituyen anuladores aproximativos de caracteres. Estos

conjuntos son los llamados conjuntos de Bohr.

Véase el ejercicio
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Definicién 2.13. Sea S C G y sea § > 0. El conjunto de Bohr con frecuencias en Sy
radio § es el conjunto B(S,d) = {x € G : ||r - z||r < 0 para todo r € S}.

Aqui, dado un elemento # € T, representado por un punto del intervalo [—1/2,1/2),
denotamos por ||f||r la distancia entre 6 y el conjunto Z, es decir ||0||r = |#|. Recordamos

también las desigualdades basicas
(2.11) A0llr < [1 = e(0)] < 2|0]|7.

Los conjuntos de Bohr tienen varias propiedades que los hacen semejantes a subgrupos;
veremos ejemplos de tales propiedades en la seccién siguiente. Por ahora, confirmemos que
los conjuntos de Bohr pueden ser de gran densidad y que tienen grandes coeficientes de

Fourier.

Proposicién 2.14. Sea § < 1/(47), sea S C G, y denotemos por ( la densidad |B(S,0)|/|G]|.

Entonces para todo r € S tenemos \%(rﬂ > (/2. Tenemos también
(2.12) o < B < 4/|9|.
Prueba. Denotando B(S,d) por B, tenemos
G Tp)] = | 3 enta)| = [1BI= D01 = enl@))| = 1Bl = D [1 = en(a)].
zeB zEB zeB

Sir € S entonces Y, 5|1 — e (x)] < |B|2rsup,ep|r- zllr < |B|/2, de donde sigue
nuestra primera afirmacion.

Combinando esta estimacion con la identidad de Parseval obtenemos 8 = ) T5(r)2 >

|S|5%/4, de donde sigue la segunda desigualdad de ([2.12).
Para todo elemento fijo 2 = (2,),es € T, tenemos

Z H Lipa—zj<s2(®,2) = |[{x € G i ||r-a — 2| < /2, Vr € S}|.

z€G res
Si fijamos cualquier elemento xy que verifica ||r - xo — z,.|| < §/2 para todo r € S, entonces
para todo otro elemento = con esta propiedad tenemos que y = x — xq verifica ||r - y|| <
|72 — 2] + || - ®o — 2,|] < d. Deducimos que

ST Yromsni<sre(@.2) S Hy € G Iyl < 6, ¥r € S} = |B(S,d)].

zeG res

Integrando esto sobre z € T° deducimos que Y, % < |B(S,d)|, de donde sigue la
primera desigualdad en ([2.12)). O

Nétese que en grupos F} un conjunto de Bohr B(S, ) siempre contiene el subespacio

anulador S (de hecho es igual a este subespacio si 6 < 1/p). Esta propiedad tiene
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una versién analoga en Zy, si reemplazamos los subespacios por progresiones aritméticas

simétricas con respecto a 0.

Ejemplo 2.15. Un conjunto de Bohr B(S,0) en Zy contiene una progresion aritmética

centrada en 0y de cardinalidad al menos SN/151.

Esto se demuestra usando el teorema de aproximacién simultanea de Dirichlet (véase el
ejercicio @ Se dice que la progresion en este ejemplo es “larga” porque su cardinalidad es
una funcién de N que tiende al infinito con N, si |S| y  estan ﬁjadosﬁ (Si se quiere ser
més preciso, se dice que la progresién tiene tamano polinomial en N.) Como veremos, a
menudo en Zy es técnicamente mas conveniente trabajar con tales progresiones aritméticas
que con conjuntos de Bohr enteros.

Las progresiones aritméticas son nuestro tercer y iltimo ejemplo de conjuntos con

grandes coeficientes de Fourier.

Lema 2.16. Sea P una progresion aritmética en Zy (N primo), de cardinalidad ¢ €
(0, N/2) y diferencia comin d. Entonces [1p(d~Y)| > 2¢/(xN). Tenemos también [1p(r)| <

min{+, m} para todo r # 0.

Prueba. Notese primero que la magnitud de los coeficientes de Fourier de un conjunto no

cambia si se traslada el conjunto, de modo que podemos suponer que P =4{0,d,2d,...,({—
1)d}. Usando , tenemos entonces N |1p(d | = |Z e(t/N)| = % > 20/T.
Por otro lado para todo r # 0 tenemos N [1p(r) ’Z e(trd/N)| = % <
1
/N -

Hemos visto algunos ejemplos principales de conjuntos A con gran norma |[fall,. Sin
embargo, se ve facilmente que estos ejemplos no son exhaustivos: si A es un tal conjunto y
B es un conjunto suficientemente quasi-aleatorio disjunto de A, entonces (por la linealidad
de la transformada de Fourier) el conjunto C'= AU B también tiene || fc||, grande. Por lo
tanto, aun no hemos dado una respuesta general satisfactoria a la pregunta [2.10]

El ejemplo del conjunto C' que acabamos de ver sugiere una posible respuesta: si || fal|u
es grande, puede que A no sea uno de los conjuntos estructurados que hemos visto, pero a
lo mejor es necesario que A tenga una interseccién de gran tamano con un tal conjunto.

Roth confirmé una idea de este tipo en [I5] trabajando en grupos Zy, y la usé para
demostrar su teorema sobre progresiones de longitud 3 (teorema que veremos en la seccién
siguiente). M4s precisamente, la idea de Roth es que si || f4]|,, es grande entonces existe una
8Se conoce un resultado més fuerte, a saber que un conjunto de Bohr B (S,0) en Zpy siempre contiene una

progresién aritmética generalizada (o multidimensional) de densidad positiva dependiente sélo de |S|,
(véase [19] Proposicién 4.22]).
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progresion aritmética larga dentro de la cual el conjunto A tiene mayor densidad que en el
grupo original. Terminaremos esta secciéon con este resultado, pero primero presentamos un
resultado analogo en los grupos Fy, donde el argumento se puede expresar mds limpiamente

usando subespacios de codimension 1 en vez de progresiones aritméticas.

Lema 2.17 (Incremento de densidad en F}). Sea A C F}) de densidad o, y seanr € Fp\{0}
y ¢ > 0 tales que |ﬁ(r)| > ca. Entonces existe un subespacio V- < ) de codimension 1
tal que |[AN (x + V)| /|V]| = a(l +¢/2) para algin x € F}.

Prueba. Como es de esperar, el subespacio que tomaremos es el conjunto anulador V = r+.
Las clases laterales de este subgrupo son las preimégenes de los elementos de {0, %, cee ’%1}
por la funcion F} —> T, z — r-z. Fijando un elemento z; en cada una de estas preimégenes,
tenemos F) = |_|] _o Zj + V. Denotemos por «a; la densidad que tiene A dentro de z; +V/, es
decir a; = |[AN (z; +V)|/|V|. Podemos multiplicar 14(r) por algin nimero e(f) de modo
que tengamos 14(r)e(6) > 0. Entonces, usando el hecho que Eierp fa(z) = 0, tenemos

ca < 1a(r)e(f) = ]/”\A(r)e(H) = Every fa(x) (e(r-z+0)+1).

Tomando la parte real, tenemos ca < Eyepp fa(z) Re(e(r - x +60) + 1). La funcién z
Re(e(r -z + 6) + 1) toma un valor constante en el intervalo [0, 2] sobre cada clase z; + V/,

valor que denotaremos por A;. Tenemos entonces

1 «— V
- Z > (1ae) —e) 2, = 13 1S By (1a(0) — ) = By Ay — ).
p =0 zex;+V 7=0
Tiene por lo tanto que existir j € [0,p — 1] tal que ca < \j(o; — «), de lo cual se deduce
que a; > a+ co/2. O

En este argumento hemos obtenido el incremento de densidad sobre una traslacion del
subespacio anulador de un cardcter dominante de A (un cardcter e, para el cual |ﬁ(r)| =
[fallw)-

Pasamos ahora a los grupos ciclicos de orden primo. Aqui, como ya mencionamos, no
hay subgrupos anuladores no-triviales, pero podemos aun obtener un incremento de densi-
dad sobre una traslacion de una progresion aritmética larga que es anuladora aproximativa
de un caracter dominante. Este aspecto aproximativo hace que este argumento sea un poco
més técnico que el de ), por dos razones principales.

Primero, en Zy la particién del grupo en traslaciones de una misma progresion es solo
aproximativa (es decir que no se da exactamente el andlogo de la particién de I} en clases
laterales de V). Segundo, para las aplicaciones, a menudo querremos garantizar que, si

empezamos con A C Zy visto como un conjunto de enteros en [N], entonces el incremento
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de densidad tiene lugar en una progresion aritmética en Zy que es también una progresion
en Z (por ejemplo, el conjunto {4, 5,1} es una progresiéon en Zs pero no lo es en Z).

Estas dificultades se pueden resolver usando el resultado siguiente.

Lema 2.18. Sea I un intervalo en Zy de cardinalidad m, y sea r un elemento no-nulo de
Zy. Para todo € > 0, existe una particion de I en progresiones aritméticas P; en Zy de
cardinalidad al menos e/m /2, y tales que para todo x,y € P; tenemos ||(re—ry)/N||1 <,

para todo 1.
Aqui rz/N es nuestra forma bilineal favorita r - x sobre Zy.

Prueba. El resultado es invariante por traslacion en Zy, con lo cual podemos suponer que [
es un intervalo de enteros en [N]. Sea u = y/m, y consideremos los ntimeros 0,7, 2r, ... ur.
Por el principio del palomar, existen v < w en [0, u] tales que ||r-w—r-v||yr = ||r-(w—v)||r <
1/u. Denotando w — v por s, dividimos [ en clases médulo s, y observamos que cada clase
tiene cardinalidad al menos |m/s| > |m/u]. Cada una de estas clases puede ser dividida
en progresiones aritméticas de la forma a,a + s,...,a + s, con eu/2 < ¢ < eu. Para

cualquier tal progresiéon P;, tenemos ||r-x —r-y|t < ¢||r- s||r < e para todo x,y € P,. O

Dado un conjunto X y una funcién ¢ : X — C, llamaremos la cantidad sup, ,cx [¢(x) —
o(y)| el didmetro de ¢ sobre X. Del ultimo lema deducimos, usando (2.11)), que el caracter
e, tiene didmetro como mucho 2me sobre cada progresion P;. FEn otras palabras, cada
progresién P; es un conjunto de nivel aproximado para e, (un conjunto sobre el cual e, es
casi constante).

Podemos ahora demostrar el incremento de densidad en grupos Zy, con la garantia
adicional de que si identificamos el conjunto subyacente con [NN], entonces la progresién

donde ocurre el incremento es una progresién en Z (y no solo en Zy).

Lema 2.19 (Incremento de densidad en [N]). Sea B C [N] de densidad |B|/N = [ y
seanr # 0 en Zy y ¢ > 0 tales que en Zy tengamos |15(r)| > ¢B. Entonces existe una

progresion aritmética P C [N] de cardinalidad al menos VN tal que
[BOP|/IP| = B(1+c).

Podemos tomar ¢, = ¢/60, ca = ¢/4.

Prueba. Fijando € = ¢/(87), usando el lema dividimos [N] en progresiones aritméticas
de longitud al menos eV N /2, sobre cada una de las cuales el cardcter e, tiene didmetro

como mucho 27e. Fijando un elemento x; arbitrario en cada progresiéon P;, deducimos lo
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siguiente:
TN < 3|3 So@etr-a)| = 323 doentan) + 3 fo(@)enle) = er(w)|
< Z [‘ Z fB(g:)] + Z |fB(:B)|27re]

< 487meN + Z ) Z fB(x)‘.

[ $EPZ'

Usando el valor elegido para e, el hecho que Ez, fg = 0, y la suposicién ]E(rﬂ > cf3,

deducimos que >, [| Y cp f8(@)| + X ,ep fB(x)] = cBN/2 =3, cB|Pi|/2.

Existe por lo tanto un valor de 7 tal que
S )|+ (@) = IR/,
zeP; xEP;

de donde sigue que Y _p fp(7) > ¢B|F;]/4, lo cual implica el resultado. O

Existen también argumentos de incremento de densidad con respecto a conjuntos de Bohr.
Estos argumentos pueden ser mucho més eficientes que los lemas y de un punto
de vista cuantitativo (dando mayores incrementos de densidad); son también bastante més

técnicos (ver por ejemplo [16]).

3. APLICACIONES

En esta secciéon combinamos las ideas vistas en la seccién [2| para demostrar algunos resul-

tados clasicos de combinatoria aritmética.

3.1. Teoremas de Roth y Meshulam.

;,Cuan grande puede ser un subconjunto de un grupo abeliano finito si el conjunto no
contiene progresiones aritméticas de longitud 37 Los teoremas de Roth y de Meshulam
dan respuestas no-triviales a esta pregunta, en los grupos Zy y [, respectivamente.
Histéricamente el teorema de Roth [15] es anterior al de Meshulam [14], pero la de-
mostracion de este dltimo es més sencilla (gracias a la ya mencionada riqueza algebraica
de F}), de modo que empezaremos con este resultado. Para esto, no se pierde generalidad

con trabajar en Fy en vez de F.
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Teorema 3.1 (Meshulam). Sea A C G = F%, sea o = |A|/|G|, y supongamos que A no

contiene ninguna progresion aritmética no-trivial de longitud 3. Entoncesﬂ
(3.1) a=0(1/log|G|).

Prueba. De la suposicién inicial deducimos que T3(A) = «/|G| (contando las progre-
siones (z,x + d,z + 2d) con d = 0). La Proposicién implica entonces que || fall. >
a (a® —a/|G|). Si |G| > 2a72, obtenemos que || fall, > a?/2.

Podemos entonces obtener un incremento de densidad: el Lema 2.17 nos da un sube-
spacio V; y un elemento z; tal que |[AN(x;+V1)|/|Vi] > a(1+«/4). Denotemos el conjunto
AN (zy + Vi) por Ay, y su densidad en V; por ;. Observemos que este A;, siendo un
subconjunto de A, tampoco contiene progresiones. Como una traslacién de una progresion
sigue siendo una progresion, podemos trasladar A por —z; para suponer que A; es un
subconjunto de V; = F2~'. La idea ahora es repetir este argumento en A;. Obtenemos asf
otro subconjunto A,, dentro de un nuevo subespacio V5 = F3~2 con aun mayor densidad
as > ar(1+a1/4) > a+2a?/4.

Cada vez que repetimos el argumento, perdemos una dimensién. Por otro lado, incre-
mentamos la densidad de o?/4. En particular, pasamos de densidad o a 2« en o/ (a?/4) =
4a~! repeticiones, pasamos de 2 a 4o en 20/ ((20)?/4) = 34! repeticiones, y en general
de 2c a 27 en 5-4a7! repeticiones. Como la densidad de un conjunto es como mucho
1, no podemos repetir este argumento més de t = (1+3 + 1 +...)4a"! = 8a~"! veces. En
particular, después de estas t repeticiones es necesario que |V;| sea menor que 2a~2 (de lo

contrario serfa posible repetir el argumento). Por lo tanto tenemos |V;| = 378" < 2072,

de donde sigue la cota (3.1)). O

Encontrar el valor éptimo de la cota es un problema central en esta area. Por un lado,
se intenta reducir la cota, y en este sentido el mejor resultado actualmente conocido es el de
Bateman y Katz [I], quienes obtuvieron la cota o = O(1/(log|G|)**<), para algtin € > 0.
Por otro lado, se intenta encontrar ejemplos de grandes conjuntos en % sin progresiones.
El conjunto {0,1}" nos da un primer ejemplo, de cardinalidad 2". El ejemplo de mayor

cardinalidad actualmente conocido es el que dié Edel en [§], demostrando lo siguiente.

Teorema 3.2 (Edel). Eziste un conjunto A C F% sin progresiones de longitud 3 y de

cardinalidad al menos 2.217™.

iLa diferencia entre la cota superior de Bateman y Katz y la inferior de Edel es enorme!

Seria muy interesante demostrar, por ejemplo, que existe € > 0 tal que si A C Fj no

9Recuerden la notacién de Landau: dos funciones f(N), g(N) satisfacen f = O(g) si y solo si existe una
constante absoluta C' > 0 y un Ny tal que |f(N)| < C|g(N)| para todo N > No.
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contiene progresiones de longitud 3 entonces |A| < (3 —¢€)".

Pasamos ahora al teorema de Roth.

Teorema 3.3 (Roth). Sea A C [N], sea o = |A|/ N, y supongamos que A no contiene

ninguna progresion aritmética no-trivial de longitud 3. Entonces
(3.2) a=0(1/loglog N).

La prueba usa las mismas ideas que la prueba anterior, pero técnicamente es un poco
méas compleja. Uno de los problemas aqui es que el intervalo de enteros [N] no tiene
estructura de grupo con la cual hacer analisis de Fourier, de modo que primero tendremos
que trasladar el problema a un grupo ciclico. Ademas, tendremos que hacer esto sin perder

de vista que estamos buscando progresiones en los enteros y no solo en grupos ciclicos.

Prueba. Denotemos por « la densidad de A en [N], y supongamos que N > 50/a?. Sea p
un numero primo entre N/3 y 2N /3 (cuya existencia estd garantizada por el postulado de
Bertrand).

Noétese primero que, denotando por B el conjunto AN[p] y por § la densidad de B en [p],
podemos suponer que 5 > a(1 —«/200), pues de lo contrario tendriamos |[AN[p+ 1, N|| >
a(N — p) + a?p/200 > (1 + a/400)(N — p), lo cual implicarfa que ya tendriamos un
incremento de densidad apropiado en la progresién aritmética [p + 1, N|. Trabajemos por
lo tanto con este conjunto B, usando la transformada de Fourier en Z,,.

De nuestra suposicién combinatoria sobre A deduciremos primero una cota inferior
no-trivial para || fg|l.. Sea B’ = BN [p/3,2p/3], con densidad en [p] denotada ', y ndtese
que una progresion aritmética en B x B’ x B’ modulo p es siempre una progresiéon en los
enteros (y contenida en A, por supuesto). Por lo tanto, tenemos

188 = E 100ez, Ln(w1)lp () Lo (xs)] = 88" = B'/p|.
@1 —279+13=0
La proposicién nos dice que esto es como mucho || fg|l.5’. Por otro lado, podemos
suponer que 8 > /5. En efecto, de lo contrario tendriamos |B N [p/3]| > 28p/5 o bien
|BN[2p/3,p]| > 2Bp/5, y entonces B tendria una densidad al menos (26p/5)/(p/3) = 65/5
en una de las progresiones [p/3], [2p/3,p]. Concluimos que || fz|l. > 3?/5—1/p > 3*/10.

Podemos ahora deducir el incremento de densidad deseado. El lema [2.19 nos dice que
existe una progresién P C [p] de longitud al menos (8/600),/p > av/N /2! en la cual la
densidad de B (y por lo tanto de A) se incrementa de 32/40 > a?/80.

A partir de aqui, la prueba consiste en una iteracién muy similar a la que ya vimos

para el teorema de Meshulam. Repetimos el argumento como mucho 80/a veces para
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que la densidad suba de a a 2a, y siguiendo asi se llegaria a una densidad 1 después
de t < 80a~t(1 + % + % +-+-) < 160a~! repeticiones. En cada repeticién pasamos de
una progresion de longitud m a una de longitud (a/2'%)/m, con lo cual la longitud de la
progresién después de t repeticiones es (a/210)1+1/2H1/ 4 N1/ > (a2/220)N1/2160a71. Para
que no haya contradiccién (es decir que no se pueda repetir més el incremento) es necesario
que (oz2/220)N1/2160(r1 < 50a2, de donde se deduce la cota (3.2). O

El problema de mejorar (reducir) la cota es tan famoso como en el caso del teorema
de Meshulam. De hecho lo es quizds aun més, por sus consecuencias directas en teoria
de nimeros. Por ejemplo, una cota de tipo a < 1/ (log N)*¢, para alguna constante
absoluta ¢ > 0, implicaria el teorema de Roth en los niumeros primos, a saber que todo
subconjunto de los niimeros primos de densidad positiva contiene una progresion de longi-
tud 3. Este resultado ya fue demostrado por Green en [I1], pero la idea aqui es que con la
cota mencionada el resultado se deduciria mucho mas facilmente, usando soélo el teorema
de los nimeros primos. La mejor cota actualmente conocida para el teorema de Roth se
debe principalmente a Sanders, quien demostré en [16], combinando varias herramientas
recientes en un argumento bastante técnico de incremento de densidad sobre conjuntos de
Bohr, que la cota superior en se puede reducir a (loglog N)%/log N; véase también
la mejora de Bloom en [3] que reduce la potencia 6 a 4.

En cuanto a ejemplos de grandes subconjuntos de [IN] sin progresiones, la construccién
principal conocida se debe a Behrend [2] | y no se ha mejorado significativamente desde
1946 ! (Para una exposicion clara de una cota algo mas fuerte, siguiendo la idea original
de Behrend, véase [12].)

Teorema 3.4 (Behrend). Eziste un conjunto A C [N] sin progresiones aritméticas de

a>c exp(—c\/logN),

donde ¢ > 0 es una constante absoluta.

longitud 3 que verifica

3.2. Lema de Bogolyubov.

Recordemos que, dados dos subconjuntos A, B de un grupo abeliano, su conjunto suma es
A+B={a+b:a€ Abe B}. Como ya mencionamos, este conjunto es precisamente el
soporte de la convolucién 14 * 1.

El resultado del que trataremos aqui es un ejemplo central de como la transformada de
Fourier permite estudiar la estructura de conjuntos suma, gracias a su interacciéon con la

operacién de convolucion. Hay un principio general en analisis relativo a la operaciéon de
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convolucion, segin el cual esta operacién “suaviza” las funcionesEUI. En particular cuanto
maés se repite esta operacién (tomando f x f, después f x f x f, etc.) mds regular se
hace la funciéon. Este principio tiene una versiéon andloga de gran utilidad en combinatoria
aritmética, a saber que tomar sumas (o diferencias) iteradas de un conjunto produce con-
juntos con estructura aritmética cada vez mas rica. El resultado principal de esta seccion

ilustra esto con el conjunto de suma y diferencia siguiente:
2A —2A ={a1 + ay — a3 — ay : ay,a9,a3,a4 € A}.

Usando la transformada de Fourier, se puede demostrar que un tal conjunto siempre con-
tiene un conjunto de Bohr de gran densidad (densidad que depende sélo de a = |A|/|G]).
Este resultado, llamado comunmente lema de Bogolyubov, se origina en [4] y juega un papel

importante en el drea (como indicamos més adelante).

Lema 3.5 (Bogolyubov). Sea A un subconjunto de densidad o en un grupo abeliano finito
G. Entonces eziste S C G con |S| < 2072 y tal que 2A — 24 D B(S, 7).

Antes de dar la prueba, motivaremos este resultado describiendo unas propiedades bésicas
de los conjuntos de Bohr que los hacen semejantes a subgrupos; de modo que, efectivamente,
el lema nos dice que 24 — 2A tiene una rica estructura aditiva. Notese también que si
tomamos menos sumandos, considerando por ejemplo A — A en vez de 2A — 2A, entonces

el lema falla (véase el ejercicio [7]).

Definicién 3.6 (Grupo aproximado). Sea K un entero positivo. Un subconjunto finito
S de un grupo abeliano es un grupo K-aproximado si contiene el elemento 0, es simétrico
respecto a 0 (es decir que S = —S) y existe un cubrimiento de S 4+ S por K traslaciones
de S.

Esta nocién aparece en [19, Definicién 2.25].
Lema 3.7. Un conjunto de Bohr B(S,6) es un grupo 11'5-aprozimado.

Para demostrar esto usamos un resultado muy 1util llamado lema de cubrimiento, intro-

ducido por Ruzsa.

Lema 3.8 (Ruzsa). Sean A, B subconjuntos finitos de un grupo abeliano tales que |A +
B| < K|A|. Entonces eziste un subconjunto X C B de cardinalidad | X| < K tal que
BCA-A+X.

OUna instancia precisa de este principio es que para funciones integrables f,g: R — R, si f y g se pueden
derivar m y m veces respectivamente, entonces la convolucién f * g se puede derivar m + n veces.
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Prueba. Sea X la familia de conjuntos Y C B tales que los conjuntos y + A, y € Y son
disjuntos dos a dos. Sea X un miembro de X de cardinalidad maxima. Entonces, por un
lado, tenemos |X||A| = |X + A| < |B + A| < K |A|, de donde sigue que | X| < K, y por
otro lado, siendo X mdximo, para todo b € B existe x € X tal que (b+ A) N (z+ A) # 0,
luego be z+ A — A. O

Prueba del lema[3.7. Arguyendo como en la prueba de la proposicién tenemos, para
todo z € T?,

Z Hl\\r-x—zr||<g(xaz) < ’B(S, 5)‘

zeG res
Sea A > 0. Definimos el conjunto Z = {z € T% : sup,cg ||z < (A + 3)d}. Tenemos

entonces

B = 3 [ Tl eyl 2) duss(2)

z€B(S,\0) res

B /Ts > e es(@2) 12(2) dups (2)

z€B(S,\6) reS
Z zeG reS

Como pips(Z) = ((2A + 1)0)1%1, deducimos que
(3.3) YA>0,  |B(S,\)| < (2x+1)¥B(S,0)|.

Denotemos B(S, Ad) por B,. Aplicando tenemos |Bijs + Ba| < |Bsja| < 11|S|Bl/2.
Por lo tanto el lema de cubrimiento de Ruzsa nos da un conjunto X C B, de cardinalidad
como mucho |Bss|/|B1/2] < 11151 tal que By C X + B2 — By, C X+ B;. Por lo tanto, el
conjunto B(S,d) + B(S,d) C By se puede cubrir con 111! traslaciones de B(S, ), a saber
las traslaciones x + By, x € X. O

Para demostrar el lema (3.5, introducimos la nocién Fourier-analitica siguiente.

Definicién 3.9. Sea e > 0y sea f : G — C con ||f||z~ < 1. El e-espectro de f es el

conjunto de frecuencias

Spec,(f) = {r e G: |f(r)] > €}.

La identidad de Parseval nos da una primera cota superior general para la cardinalidad de

este conjunto. En efecto, tenemos

IFI2 = 11 = > |F ()] > € [Spec.(f)],

reSpec,(f)
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luego [Spec (f)] < €| flI7: < e[| fll7~-
Podemos ahora demostrar el lema de Bogolyubov.

Prueba del lema[3.3.
La primera observacién clave es que 2A —2A = supp(la* 14 1_4x1_4). Por otra parte,

tenemos para todo x € G
(3.4) Taslaxl_ax1_a(x) :Z’TA(T)’4 e ().
red

Fijemos S = Spec,(14), donde A > 0 es un pardmetro que escogeremos mas tarde. La idea
es que para probar que B(S, i) C 2A—2A, basta con demostrar que para todo z € B(S, i)

la convolucién en ([3.4) es positiva en x. Esta convolucion es igual a

Re > [Ta(r)|'eq(z) = > [Ta(r)|*cos(2mr-z)+ Y [1a(r)|* cos(2m 7 - ).

r resS r¢S

Como cos(2mr - 2) > 0 para todo = € B(S, ;) y todo r € S, deducimos que

Lo Laxlog loa(e) > [TA(O) =) [1a(m)* = o* =D [Ta(r)["

r¢sS r¢sS
La identidad de Parseval nos da que > ¢ 1T4(r)|* < A2a.. Fijando A = a/2/v/2, deduci-
mos que la convolucion es positiva como deseado. Il

Mejorar la cota 2a~2

en el lema de Bogolyubov es un problema de gran importancia
actualmente en combinatoria aritmética, en particular por su relacién con la conjetura
polynomial de Freiman-Ruzsa (para més informacién sobre esta conjetura, véase los apuntes
de Julia Wolf en este curso). La mejor cota actualmente conocida fue obtenida por Sanders
[17], v esencialmente reduce 2a~2 a O(log*(1/a)). Para una prueba alternativa (y bastante

clara) de esta mejora, véase [7, Teorema 7.5].
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EJERCICIOS

Ejercicio 1. Demostrar el lema [1.3] a saber que si G es un grupo abeliano finito de

exponente n, entonces
(1) Todo cardcter y € G toma sus valores en {zeC:z"=1}.
(2) Si G es un grupo ciclico Zy, entonces G = {x — exp(2mirz/N) :r € Zy}.
(pista: para la parte (2), usar (1) y el hecho que cada y € Zy estd determinado por su

valor en z = 1.)

Ejercicio 2. Demostrar que para todo grupo abeliano finito G y H, tenemos G = H =
G2HyGoH=GoH.

Ejercicio 3. Demostrar la férmula de producto para la convolucion:
para cualquier r € G y f,g € C%, ﬂ\g(r) = f(r)g(r).

Ejercicio 4. Sea Z un grupo abeliano finito, sea F' : Z — C, sea H un subgrupo de
Z,y sea g(x) = F(x)lg(z). Demostrar que 1y = ||G“

g(s) = % Y orenL F(s +r) para todo s € G. Deducir la férmula de Poisson:

reH+t

1. Usando esto, demostrar que

Usando (L.5), demostrar la férmula ([2.4):
B opmea:  fi@) folwa) - filw) = Y filear) falear) -+ fulewr).

c1x1+---+crx=0 G
(pista: aplicar (L.B)) con Z =G'y H={x € G' : cyz1 + -+ - + cz; = 0}.)
Ejercicio 5. Demostrar que la norma U? de Gowers,

[ flloze) = (Banimoec f(2) flz+hy) f(z+ he) f(z+ h+ h2))1/4>

satisface la formula | f|lv2(g) = || fllp(g)- Demostrar que || flu < [|fllv2q) < Hle/Q Hle/Q

Ejercicio 6. El teorema de aproximacion de Dirichlet nos dice que dados unos elementos
01,...,04 € T cualesquiera y un entero N, existe n € [N — 1] tal que ||n8;|r < N~V/¢ para
todo i € [d].

Demostrar que un conjunto de Bohr B(S,§) en Zy contiene una progresion aritmética
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centrada en 0 y de cardinalidad al menos §N'/I5I.
Sea A un subconjunto de Zy de cardinalidad |A| < % log N. Demostrar que existe
r # 0 tal que [T4(r)| > /2. (Este ejemplo indica que el anslisis de Fourier pierde su

utilidad combinatoria cuando la densidad del conjunto es demasiado pequena.)

Ejercicio 7. Demostrar que existe un conjunto A C F4 de densidad 1/4 tal que A+ A no
contiene ninguna clase lateral de subespacio de codimensién /n.

(Pista: considérese A = {x € F} : x tiene al menos n/2 + /n/2 coordenadas igual a 1}.)

Ejercicio 8 (Construccién explicita de un conjunto extremadamente quasi-aleatorio).

1) Sea f, : Z, — C, z + e(sa?/p), donde s € Z, \ {0}. Usando el hecho que |f,(r)|> =
ELE. fo(z 4 h) fo(z)e(—rh/p), demostrar que || fill, < p~'/2.

2) Usando el lema , demostrar que si P es un intervalo de densidad 1/2 en Z, entonces
Yez, |1p(r)| < 101ogp.

3) Sea A = {z € Z, : 22 € P}. Demostrar que 1,(r) = > 1p(s)fs(r), v combinar esto
con 1) y 2) para deducir que sup, T4(r)| < 10p~2log p.

4) La norma U? de Gowers se define sobre C¢ por

I flluseey = (Ex,hl,hg,hgeG’ f(x) f(x + hy) f(x+ he) f(x + hy + hs)

- 1/8
f(ZL’ + hg)f(x + hl + hg)f(l' + h2 + hg)f(l’ + hl -+ hg -+ h3)> .
Demostrar que ||fs||U3(Zp) =1y ||1A||U3(Zp) > 1.

Ejercicio 9. 1 A partir del teorema de Roth, deducir la versién siguiente demostrada por
Varnavides [20]: para todo a > 0 existe ¢ > 0 tal que todo conjunto A C [N] de densidad «
verifica By gepnjla(2)1a(x +d)14(z+42d) > c. (Un resultado analogo se da para el teorema
de Meshulam.)

Ejercicio 10. { Una ecuacién lineal c;xq + - - - + ¢y = 0 es invariante por traslacion (o
simplemente invariante) si ¢;+- - -+¢, = 0. Verificar que la prueba del teoremase puede
adaptar para obtener un resultado analogo para cualquier tal ecuacién con t > 3. Se dice
de un sistema de ecuaciones Mz = 0 con M € Z"™™ que es invariante si M(1,...,1) =0,
y que tiene complejidad 1 si, para funciones f : Z, — C con ||f|lo < 1, el promedio
Exezgl:Mx:of(ﬂﬂl) -+« f(x,) tiende a 0 cuando || ]|, — 0. (Por ejemplo, los sistemas de una
sola ecuacién lineal con al menos tres variables son de complejidad 1; esto se ve siguiendo la
prueba de la proposicién [2.7}) Verificar que la prueba del teorema se puede generalizar

a todo sistema invariante de complejidad 1.

(Los ejercicios marcados con t son més dificiles.)
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