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Tout document et tout appareil électronique sont interdits. Les deux parties sont
indépendantes. Vous pouvez utiliser sans démonstration les résultats du cours figurant
dans Uappendice en indiquant le numéro du résultat que vous utilisez.

Premiere partie

Dans cette partie, on considere I’équation différentielle suivante :
2 (t) + e'z(t) = 0. (1)

On désigne par f : R — R une solution de cette équation.

1. Transformer I’équation (1) en une équation différentielle d’ordre 1 dans R2.
Réponse : On pose y(t) = 2'(t). L’équation (1) peut s’écrire comme 3’ (t) +efz(t) =
0. D’ou le vecteur de fonctions (z(t),y(t)) vérifie I'équation différentielle linéaire

d’ordre 1 : ® , . | ®
(y<t>> (—et 0) (Zia))

2. Montrer que, s’il existe tg € R tel que f(tg) = f'(tg) = 0, alors f(¢) = 0 pour tout
t € R. Enoncer le résultat du cours que vous utilisez.
Réponse : Il s’avere que (f, f’) est une solution de I’équation différentielle linéaire
d’ordre 1 obtenue dans la question précédente. D’apres le résultat (6) de ’appendice
(ou le théoréme 13.6 du cours), on obtient que f(t) = f/(t) = 0 pour tout ¢ € R des
que f(to) = f'(to) = 0 car lapplication de ’ensemble des solutions de cette équation
différentielle vers R? qui envoie toute solution (z(t),y(t)) (¢t € R) en (z(to),y(to))
est une bijection linéaire.

3. Montrer que, si f n’est pas identiquement nulle, alors pour tout point de zéro t de
la fonction f (c’est-a-dire que f(t) = 0), il existe € > 0 tel que la fonction f ne
s’annule pas dans l'intervalle ouvert |¢, ¢+ ¢[.

Réponse : On raisonne par 'absurde. Si la fonction f s’annule en tout intervalle
de la forme ]t,t + €[, on peut alors construire une suite (a,),>0 de points de zéros
de f telle que a,, > t pour tout n et que lirf_l00 a, = t. On obtient alors

/ _ . f(an)_f(t)i
@)= tm —— =0

On en déduire que f est identiquement nulle (d’apres la question précédente). Cela
est absurde.

Dans la suite, on fixe deux nombres réels « et 3 tels que o < . Soit g : R — R une
solution de I’équation différentelle suivante

2 (t) + e“x(t) = 0. (2)



On suppose que la fonction g s’annule en les points « et 3, et est strictement positive
sur lintervalle ouvert Ja, S[. On définit le wronskien de f et g comme

o (f@) g(t)>
W (t) = dét ., teR.
= (10 70
4. Montrer que ¢'(a)) =2 0 et ¢'(8) < 0.
Réponse : Comme g est strictement positive sur Ja, §[ et est nulle en « et 5, on a

oy glate) —g(a) e v 9(B—¢)—g(B)
g(e) = lim =——"——=2>0, ¢(f) = lim =——"——

<0.

5. Montrer que la fonction f ne peut pas étre strictement positive en tout point de
I'intervalle ]a, 5[. On peut étudier les variations de la fonction W.
Réponse : On a W (t) = f(t)g'(t) — g(¢t) f'(t), d’ot

W'(t) = F(£)g" (1) — g(t) " (£) = —F(D)eg(t) + gD (1) = F(t)gt)(e" — ),

ou la deuxieme égalité provient des équations différentielles (1) et (2). Si la fonction
f est strictement positive sur Ja, 8], alors W’ est strictement positive sur ]o, 8] et
donc W est strictement croissante sur [a, §]. En particulier, on a W(3) > W(a).
Cependant, on a W(3) = f(8)¢'(8) < 0 tandis que W(a) = f(a)g'(a) = 0 (par la
continuité de f et la positivité de f sur o, 5[, on a f(a) = 0 et f(8) = 0). Cela est
absurde.

6. Montrer que la fonction f ne peut pas étre strictement négative en tout point de
lintervalle ]o, 3.
Réponse : Si f est strictement négative sur Jo, 8] alors la fonction W est stricte-
ment décroissante sur Ja, B]. Cependant, on a W(a) = f(a)g'(a) < 0 et W(B) =
f(B)g'(B) = 0. Cela est absurde.

7. En déduire que, entre deux points de zéro consécutifs de la fonction g on trouve au
moins un point de zéro de la fonction f.
Réponse : Entre deux points de zéro consécutifs a < (3, la fonction g ne change
pas de signe (puisqu’elle est continue). Elle est donc ou bien strictement positive
ou bien strictement négative. Comme les fonctions g et —g sont toutes les deux des
solutions de I’équation (2), on peut suppose g strictement positive sur Ja, 8] (quitte
a remplacer éventuellement g par —g). Comme la fonction f est continue, si f n’est
pas de point de zéro dans |, 8], alors elle est ou bien strictement positive ou bien
strictement négative sur |a, 8 (théoréme des valeurs intermédiaires). Cela n’est pas
possible compte tenu des deux questions précédentes.

8. Montre que, pour tout s € R, la fonction ¢ o (t) = sin(s + e*/%t) est une solution
de I’équation (2).
Réponse : On vérifie que

¢l o(t) = % cos(s + e*/?t) et @ (t) = —e“sin(s + e*/*t) = —e%p, o(t).

Donc ¢4 est une solution de ’équation (2).

9. En déduire que, pour tout 7 € R, la fonction f admet au moins un point de zéro
dans l'intervalle |7, 7 + me~7/2].



10.

Réponse : Considérons la fonction ¢, () avec s = —e7/27. C’est une solution

de I’équation (2) avec a = 7. Les points 7 et 7 + 7e~ /2 sont deux points de zéro
consécutifs de la fonction ¢, . On en déduit que la fonction f admet au moins un
point de zéro dans |7, 7 + me~7/2[, d’aprés la question 7..

On suppose que f n’est pas identiquement nulle. Montrer que, si a < 8 sont deux
points de zéros consécutifs de f, alors on a

e B2 < 8 —a< me /2,

Pour la deuxieme inégalité, on peut utiliser le résultat de la question précédente;
pour la premiére inégalité, on peut étudier I'’équation différentielle 2" (t)+efz(t) = 0.
Réponse : D’apres la question précédente, dans Uintervalle Jo, o + We_"/Q[ ily a
un point de zéro de la fonction f. Donc f < a+me~ /2 et B —a < me~ /2, d’ou la
deuxieme inégalité.

Pour montrer la premiére inégalité, on considere une solution h de I’équation " (t)+
ePx(t) = 0 qui s’annule en 3 et 5 — meP/2 et est strictement positive sur Pintervalle
ouvert I =]3—me~/2  B[. On peut prendre h(t) = — sin(e®/?t—e?/23). Le wronskien
de f et h s’écrit comme

U(t) = fOR(t) = £/ (A1),

d’ou U’(t) = f(t)h(t)(e! —e?). Si la fonction f est strictement positive sur 'intervalle
I, alors la fonction U est strcitement décroissante sur lintervalle fermée I (car
U'(t) < 0 sur I); tandis que U(B — me=#/2) > 0 > U(B). Donc f ne peut pas étre
strictement positive sur I. Par un argument similaire, on montre que f ne peut pas
étre strictement négative sur I. On en déduit que la fonction f possede au moins

un point de zéro dans Uintervalle I, d'ott f — me P2 < avet B — a < me F/2.

Deuxiéme partie

Pour toute fonction f & valeurs réelles de classe C? définie sur un ouvert U du plan

R?, on désigne par Af le laplacien de f, défini comme :

0 f

0x2

2
@)+ 2L (@),

Af(z,y) = o

On dit que la fonction f est harmonique si Af = 0. Dans cette partie, on munit le plan
R? de la norme euclidienne usuelle ||.||. On a

Iz, y)ll == Va? +y?

pour tout (z,y) € R2.

11.

Soit ¢ : R2\{(0,0)} —]0, +00[ la fonction définie comme ¢(z,y) = ||(z,y)||. Montrer

que Jp/0x = x/p et Op/dy = y/¢.
Réponse : On a ¢? = 22492, Si on dérive les deux coté par rapport & z, on obtient

i
i —,]
Yo = 20

d’ou B—f = 22/p. La démonstration de 'autre égalité est similaire.



12. Montrer que log o ¢ est une fonction harmonique sur R?\ {(0,0)}.
Réponse : On a (d’apres la question précédente)
d(logop) 10p =
or  @or 2
et donc
??(logop) 0 (x) 1 N 0 ( 1 ) 1 22xdp 1 22
—_—mm = | — = — €T = — — .
Ox? Ox \ 2 02 Ox 2

De fagon similaire, on a
0?(logoyp) 1 292

oy? T2 ot
Donc ) ) )
2 227+ 2y 2 2¢
2 2 4 ¥

13. Déterminer toutes les fonctions harmoniques sur R? \ {(0,0)} qui sont de la forme
u o @, olt u est une fonction de classe C? sur ]0,+oo[. On peut déterminer une
équation différentielle que la fonction u doit satisfaire.

Réponse : Si u est une fonction de classe C? sur |0, +oo], on a

Ouoyp) ., Op ,
T—(U O‘P)g—(u °<P)¥7
et 82( ) ) 9
uoy) O / TN o € / g rx
ox?2 Oz ((u °¥) ) =(u O(p)( ) +(u OQD)@x(go)
Comme P ) 5 . )
T 1 T
=G et mG) e
on obtient 82( ) ) )
uop) oy L / l _xr
e = eR) G W ep)( D= ).
De méme (par la symétrie entre x et y), on a
62(1"0@) " y2 / 1 y2
Tyz_(u ogp)ﬁ—l—(u ow)(;—?)

D’ou 5
Afuo ) = (u”w)+(u’w)(; -1).

On en déduit que, pour que la fonction u o ¢ soit harmonique (i.e. A(uop) =0), il
faut et il suffit que la fonction u vérifie I’équation différentielle

(1) = (1- %)u'(t), t €0, +oo]



ou encore (u,u’) est une solution de I'équation différentielle linéaire d’ordre 1

Gio) = (e o) G

En particulier, ’espace des solutions de cette équation est un espace vectoriel de
dimension 2 sur R (d’apreés le résultat (6) de appendice (ou le théoreme 13.6
du cours)). On a déja vu dans la question précédente que la fonction log est une
solution. En outre, la fonction constante u(t) = 1 est évidemment une solution. Ces
deux solutions ne sont pas proportionnelles et donc forment une base de 'espace
des solutions. Donc toute fonction u de classe C? telle que u o ¢ soit harmonique
sur R%\ {(0,0)} est de la forme u(t) = alog(t) + b, oll a et b sont deux constantes
réelles.

Dans la suite, on fixe une fonction f définie sur R? qui est harmonique. Pour tout
e > 0, on désigne par f. : R? — R la fonction qui envoie (z,y) en f(z,y) + (22 + 3?).
Pour tout r > 0, soient

D i={(wy) 6B : @) <7} et G = {(ay) € B @yl = ).
On désigne par v, : [0,27] — R? la courbe paramétrée telle que 7,.(t) = (r cos(t), r sin(t)).
14. Montrer que la restriction de f. & D, atteint son maximum en un point 0. ,.
Réponse : Le domaine D, est borné et fermé. Il est un sous-ensemble compact de
R2. Donc la restriction de la fonction f. & D, atteint son maximum, compte tenu
du résultat (2) de appendice.

15. Montrer que, si 0., € Cy, alors on a simultanément

> fe > fe
Ox? 0y?

En déduire que 6., appartient nécessairement a C,. On peut calculer le laplacien
de la fonction f..

Réponse : Supposons que 0., n’appartient pas a C.. Il est alors dans l'intérieure
du domaine D,.. Soient x et yo les deux coordonnées de . ,.. La formule de Taylor
d’ordre 2 (en dimension 1) montre que

(95,7') < Oa (ee,r) <0.

. 8f5 1 a2fs 2 2

fe(@,90) = f(z0,90) + = (0, y0)(z — 0) + 555 (T0, Yo) (z — 20)” + o((z — 20)).
Ox 2 Ox

Comme (zg,yo) est un maximum local de f., on a D f.(xg,yo) = 0. En particulier,

on a %5 (20,90) = 0. On en déduit donc

a2f€ _ . fe(x7y0) — fs(x07y0)
el (z0,90) = 2351320 @ —10)2

< 0.

De fagon similaire (ou par la symétrie entre les deux coordonnées), on a %zyéf (0:r) <
0. Par conséquent, on a A(f:)(f.,) < 0. Cependant, un calcul direct montre que

A(f) = A(f) 4+ eA(z? 4+ y?) = 4 > 0,

cela est absurde. On obtient donc 6, , € C;.



16. Montrer que la restriction de la fonction f & D, atteint son maximum en un point

de C,. En déduire que, si deux fonctions harmoniques sur R sont égales le long du
cercle C., alors elle sont égales dans le disque D,..
Réponse : Soit (€,,)n>0 une suite de nombres strictement positifs qui converge vers
0. La suite de points (0c, ,)n>0 est contenue dans le domaine compact C,. On peut
donc en soustraire une sous-suite qui converge dans C,.. Quitte & remplacer (£,)n>0
par une sous-suite, on peut supposer que la suite (6, ,)n>0 converge dans C,. vers
un point #. Montrons que # est un point maximum de la restrcition de f a D,.. En
effet, pour tout £ € Dy, on a f., (§) < fe,. (b, r), ou de facon équivalente

f(g) + 5n||€||2 < f(95n77') + Enrz-

Par passage a la limite quand n tend vers 'infini (ici on utilise la continuité de la
fonction f), on obtient f(£) < f(6). Donc 6 est un point maximum de la restriction
de f a D,.

Si f est g sont deux fonctions harmoniques qui sont égales le long de C,., alors f —g
est une fonction harmonique qui s’annule sur C).. On en déduit que f — g < 0 sur
D, puisque la fonction f — g atteint son maximum en un point de C,.. De méme on
ag—f <0sur D, car g— f est aussi une fonction harmonique qui s’annule sur C...
On en déduit donc f — g = 0 sur D,..

17. On définit une fonction F' sur [0, +oo[ comme
2m

F(r) = ; (rcos(t),rsin(t)) dt.

Montrer que cette fonction est bien définie et est continue sur [0, +o0].

Réponse : Les fonctions f, sin et cos étant continues, on obtient que la fonction
composée t — f(rcos(t),rsin(t)) est continue, donc est intégrable sur tout intervalle
compact. La fonction F' est donc bien définie. Montrons sa continuité sur [0, 4+o00[.
Fixons un nombre réel M > 0. Soient ¢ < r; deux points de [0, M], on a

2
|F(r1) — F(ro)| = ’ / f(rycost,rysint) — f(rgcost,rosint) dt
0
27
< / |f(r1 cost,rysint) — f(rgcost,rgsint)| dt.
0
La fonction composée 7 : (r,t) — f(rcost,rsint) est de classe C1 sur ]0, +oo[xR

et on a P P P
6—2 = a—i(rcost,rsint) cost + Fg(rcost,rsint) sint.

D’apres le théoreme d’accroissements finis, on obtient

of . of .
_ < _
[n(r1,t) — n(ro,t)| < (rq ro)roilrlgn (‘893 (rcostﬂ“smt)’ + ‘6y (rcost,rsmt)D
of . of .
<(rp—r su ——(rcost,rsint)| + | =—(rcost,rsint)| |,
( ' 0) (r,t)G[O,JWI])X[O,Z-rr] (‘ 81’( )’ ‘ 33/( )D



18.

pourvu que t € [0, 27]. On désigne par a; cette derniére borne supérieure. Comme
le domaine [0, M] x [0, 27] est compact et comme les fonctions composées (r,t) —
%(r cost,rsint) et (r,t) — %(r cost, rsint) sont continues, on obtient apy < +00.

On a alors ’
|F'(r1) — F(ro)| < an(r1 — o),

qui implique que la fonction F est continue sur [0, M]. Comme M est arbitraire, on
obtient que la fonction F est continue sur [0, +oo.

Montre que, si h: R? — R est une fonction de classe C!, alors on a

27
| ey = [ O () (),
0 D

r Jp, 0y
| nenneosar =7 [ o),
0 D,

On peut par exemple transformer 'intégrale double en des intégrales successives.
Réponse : D’apres le théoréeme de Fubini, on obtient

M= [ (/ﬁ @) dy) do

D, Oy o \J_vm—z Oy
:/ h(m,\/r2—x2)dx—/ hz,—vr? —22)dx

:/O M, MNH/OM@,MW

-r

_/0 h(%_M)dx_/orh(x’_M)dx

-7

On effectue un changement de variable commun x = 7 cost pour ces intégrales mais
avec différents domaines de ¢ : ¢ € [w/2, 7], t € [0,7/2], t € [7,37/2], t € [37/2, 2]
respectivement, et obtient

oh ™ /2
—(z,y)d(z,y) = 7"/ h(rcost,rsint)sin(t) dt + r/ h(rcost,rsint)sin(t) dt
D, dy /2 0
3 /2 27
+7r / h(rcost,rsint)sin(t) dt + r / h(r cost,rsint)sin(t) dt
T 3m/2

2w
= r/ h(r cost,rsint)sin(t) dt.
0



La deuxieme égalité se démontre de fagon tres similaire. On a

/| Gt [ (/\C () dr) dy

=/ h( T2—y2,y)dy—/ h(—=v/1? —y2%,y)dy
o -

:/ h( T’Q—yQ,y)dy+/ h(v/7? —y?%,y)dy
0

-r

0 r
*/ h(— 7"Q*yz,y)dy*/ h(—=+v/12 —y2,y)dy.
—r 0

Quitte & faire le changement de variable y = rsint pour t € [37/2,2n], t € [0, 27],
t € [m,3m/2] et t € [w/2,7], on obtient le résultat.

19. Montrer que la restrcition de F' & )0, 4o00[ est dérivable et montrer que sa dérivée
est égale a 0. On peut appliquer les résultats obtenu dans la question 18.
Réponse : Pour cela il suffit de justifier que F(rg) = F(r1) pour tous nombres
réels ro < 1. On a (la fonction 7 était introduite dans la réponse & la question 17.)

2m 2w pry
F(r1) — F(rg) = f(ricost,rysint) — f(rocost,rosint) dt = /0 gz (r,t)dt
2 8f
/ / rcost ,rsint) cos(t) + a—y(r cost,rsint) sin(t)) dr dt
)

2 . of . .
= /TO / %(r cost,rsint) cos(t) + 6—y(r cost,rsint) Sm(t)> dtdr

/Tl/ a 2f 5 é( y)) d(z,y)dr,

ou la derniere égalité provient de la question précédente. Comme f est harmonique,
on a A(f) =0. On a donc F(ry) = F(rg).

20. Montrer que la fonction f est intégrable sur le disque D, et on a
[ ) dty) = w2 0.0)
D,

Réponse : La fonction f est continue, donc est intégrable sur tout domaine com-
pact. En particulier, elle est intégrable sur D,.. Par le changement de variable
(xz,y) = (Acos(t), Asin(t)) pour (A, t) €]0,7[x]0,27[ (on utilise le résultat (9) de
Pappendice dans la deuxieme égalité), on obtient

/ F( ) d(,y) = / F( ) d(z,y)
D, D, \([0,+00[x{0})

27

:/ f()\cos(t),)\sin(t)))\d()\,e):/ A f(Acost, Asint) dt
10,7[x]0,27[ 0 0

_ /0 AR\ dA,



ott la premiere égalité provient du fait que [0, +00[x{0} C R? est un sous-ensemble
négligeable. D’apres la question précédente, on a F(\) = F(0) = 27f(0,0) pour
tout A € R. On obtient donc

/ F,y) d(z,y) = 27£(0,0) /T)\d/\ — r2£(0,0).
D, 0
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Appendice

Vous pouvez utiliser sans démonstration les résultats suivants.

Sin > 1 est un entier, toute partie bornée et fermée de R™ est compacte.

Toute fonction continue définie sur un espace compact atteint son maximum.
Toute suite dans un espace métrique compact admet une sous-suite convergente.

Soit I un intervalle fermé et borné dans R. Toute fonction continue f : I — R est
uniformément continue, autrement dit

Ve>0, 35 >0tel que |z —y| <d = |f(z) — fy)| <e.

La restriction d’une fonction continue a un sous-ensemble de son domaine de
définition est une fonction continue sur ce sous-ensemble.

Sin > 1 est un entier et si A est une application continue d’un intervalle ouvert
I C R vers l'espace vectoriel des matrices rélles de taille n x n, alors ’ensemble
S des solutions de 1’équation différentielle z'(t) = A(t)x(t) dans R™ est un espace
vectoriel de dimension n sur R. En outre, pour tout ¢g € I, 'application de S vers
R™, qui envoie une solution -y en sa valeur en t(, est une bijection linéaire.

Sin > 1 est un entier et si f est une fonction continue sur R”, alors la fonction f
est intégrable sur tout sous-ensemble compact de R™.

Sin > 1 est un entier et si f est une fonction intégrable sur R™, alors pour tout
sous-ensemble dénombrable Z de R™, on a

(z)dx = /Rn\z f(x)dx.

R

Soit n > 1 un entier. Soient U et V' deux sous-ensembles ouverts non-vides de R™
et ¢ : U — V une bijection. On suppose que les applications ¢ et ¢! sont toutes
de classe C!. Si f est une fonction intégrable sur V', alors (f o p)|dét (D¢)| est une
fonction intégrable sur U, et on a la relation

[ 1y = [ sotaide Dp@)]ds
%4 U



