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Exercice pour réviser ’examen

Premieére partie
Dans cette partie, on considere ’équation différentielle suivante :
2" (t) + ax(t) =0, (1)

a est un nombre positif. On désigne par f : R — R une solution de cette équation.

. Transformer 1’équation (1) en une équation différentielle d’ordre 1 dans R2.

Réponse : On note y = 2/, alors ¢y’ = 2’/ = az. Donc on peut transformer ’équation

différentielle (1) en /
(i) = (e 0) o) @

. Montrer que, si f(0) = f/(0) = 0, alors f(t) = 0 pour tout ¢ € R. Enoncer le résultat

du cours que vous utilisez.

Réponse : D’abord on vérifie que (xo(t), yo(t)) = (0,0) (¢ € R) est une solution de
léquation différentielle linéaire (2). En outre, (f, f') est une autre solution de cette
équation. D’aprés un théoréme du cours (théoréme 13.6), on a (f, f') = (zo,yo)-
Donc f(t) = 0 pour tout t € R.

. On suppose que f n’est pas identiquement nulle et que f(0) = 0. Montrer qu’il

n’existe pas une suite de points de zéro non-nuls de f qui converge vers 0.
Réponse : Supponsons qu'il existe une suite (a,)n>0 de points de zéro non-nul de
f qui converge vers 0. On a
an) — f(0
7@ = tm L@ =IO 4

n—-+o0o an,

D’apres la question précédente, on obtient que f est identiquement nulle, qui est
absurde.

. On suppose que o < f sont deux points de zéro consécutifs de f. Montrer que

f(@) f'(B) <0.
Réponse : Comme f n’a pas de point de zéro dans ]«, 3], elle ne change pas signe
dans cet intervalle. Si f > 0 sur |a, [, on a

o) i F@FD @) 1(8) = F(B =1

< 0.
t—50+ t t—0+ t =

Donc f'(«)f'(8) < 0. La preuve pour le cas out f < 0 sur |a, B[ est similaire.

. Montrer que t — cos(y/at) est une solution de (1).

Réponse : On a cos’(y/at) = —y/asin(y/at) et donc
cos” (vat) = (—/asin(v/at)) = —acos(vat).



6. Trouver une autre solution de I’équation (1).
Réponse : sin(v/at).

7. Déterminer l'ensemble des solution de I’équation (1).
Réponse : L'ensemble © des solutions de (1) est en correspondance biunivoque
avec l’ensemble des solutions de (2). D’apres un résultat du cours (théoreme 13.6),
on obtient que cet ensemble est un espace vectoriel de dimension 2 sur R et que
I'appilcation de © vers R? qui envoie f en (f(0), f/(0)) est une bijection. Comme
(cos(v/at),cos'(v/at) = (1,0) et (sin(y/at),sin’(y/at)) = (0,1), obtient que © =
R cos(y/at) + Rsin(y/at).

Deuxieéme partie

Pour toute fonction f & valeurs réelles de classe C? définie sur un ouvert U du plan
R?, on désigne par Af le laplacien de f, défini comme :
0 f 0?
Af(z,y) = 922 (z,y) + o (z,y).

On dit que la fonction f est harmonique si Af = 0.

8. Montrer que les fonctions constantes sur R? sont harmoniques.
Réponse : Si f est une fonction constante sur R?, on a df/0x = 0f /0y = 0 et
donc 82 f /02 = 02 f/9y* = 0. On en déduit A(f) = 0.

9. Soient f et g deux fonctions de classe C? définies sur un ouvert U de R? qui vérifie
I’équation de Cauchy-Riemann

of/0x = dg/0y,
of /0y = —0g/0x.

Montrer que f et g sont tous les deux harmoniques.
Réponse : On a

I N <8f)+ ) (6f) 0%g 9%

T 022 9y? Oz \ox Ay \ oy :332834_83/63:'

A(f)

D’apres un résultat du cours (théoreme 6.13), on a A(f) = 0. De fagon similaire,
onaA(g)=0.

10. Soit f une fonction de classe C? sur R?. On suppose que (g, yo) € R? est un maxi-
mum local de f. Montrer que A(f)(zo,y0) < 0.
Réponse : Le point (xg,y0) étant un maximum local de la fonction f, on a
Df(xo,y0) = 0. En particulier, on a %(:ﬂo, Yo) = g—i(xo, yo) = 0. D’apeére la formule

de Taylor (en dimension 1), on a

an f(x,y0) = f(0,90)

ZJ =92 <0.
92 (z0,90) (@ — 20)?

De méme, on a 0% f/0y*(z0, yo) < 0. Donc A(f)(zo,yo) < 0.



11. Soit f une fonction hamonique. Montrer que, pour tout b > 0, la fonction g :
(x,y) = f(x,y) + b(z? + y?) n’a pas de maximum local.
Réponse : Si (zg,yp) est un maximum local de g, d’apres la question précédente,
on a A(g)(zo,y0) < 0. Cepedant, comme f est harmonique, on a Ag = Af +4b =
4b > 0. Cela est absurde.

Dans la suite, on fixe une fonction f définie sur R? qui est harmonique. Pour tout
r > 0, soient

Ay = {(z,y) € R? : max(|z,|yl) <} et L, = {(z,y) € R® : max(|z|,[y[) = r}.

On désigne par ~, : [0,8r] — R? la courbe paramétrée telle que

(T,t*’l”), te [072T]7
3r—t,r), t € |2r,4r|,
()= B e B
(=r,5r —t), te [4r,6r],
(t—"Tr,—r), te6r8rl.

12. Déssiner la courbe paramétrée 7.
Réponse : Comme je ne peux pas déssiner avec mon logiciel qui compose cet
exercice, je décrit le dessin en phrase. Il s’agit de déssiner le contour L, qui part du
point (r, —r) et revient au méme point en sens anti-horologique.

13. Montre que, si h : R?2 — R est une fonction de classe C', alors on a

4r 8r Bh
A Mmmwf/ Mmma:/"@@maaw

T 67 A,

2r 67 oh
| nennde= [ nin@yae= [ ) i),
0 ar A, 0T
On peut par exemple transformer 'intégrale double en des intégrales successives.
Réponse : Comme le domaine A, est compact et les fonctions Oh/dzx et dh/dy
sont continues, les intégrales doubles sont bien définies (d’apres le théoreme 9.15 et
la proposition 9.18) et peuvent étre transformée en une intégrale successive (d’apres
le théoréme 11.6). On a alors

O (2, y) d(z,y) = / < BT dy)dx _ / h(z, ) dm—/r h(z, —r) da.

A, ay —r —r ay —r —r

Quitte a faire des changements de variables (¢t = 3r — x pour la premiere intégrale
et t = x 4+ Tr pour la deuxieéme), on obtient la premiere égalité. La preuve de la
deuxieme égalité est tres similaire.

14. Soit ¢ : R? — R? l’application définie comme (z,y) — (—0f/dy,df/0z). Montrer
que

8r
A (65 (3 (1)), (D))t = .



Réponse : 7.(t) est bien défini partout sauf en un nombre fini de points ¢t =
0, 2r,4r, 67, 8r. Donc I'intégrale est bien définie. Un calcul direct montre que

(0,1), te]o,2r[,

, -1,0), te€|2r4r|,
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(0,-1), teldr,or],

(1,0), tel6r,8r[.

Donc l'intégrale est égale a
QTaf 47"8f 6r6f 8r8f

St [ S ai@ya- [ S eyar- [ S am)ar

qui est égale a
0 f 0*f
[ Shwndey+ [ Gl

Cette intégrale est nulle car A(f) = 0.



