SEANCE 1: ESPACES EUCLIDIENS

Dans ce cours, toute fonction sur un ensemble est supposée prendre valeurs dans
I’ensemble R des nombres réels. Par fonction de plusieurs variables, on entend une
fonction définie sur un sous-ensemble d’un espace vectoriel de dimension fini (mais
plus grand que 1) sur R. Pour étudier le calcul différentiel de telle fonctions, il faut
introduire une structure de métrique sur ’espace vectoriel. On commence par un
rappel sur la notion d’espace vectoriel.

1.1. Espaces vectoriels

Rappelons qu’un espace vectoriel sur R est par définition un ensemble non-vide V'
muni de deux lois de composition comme ci-dessou :

(1) une loi de composition interne (appelée la loi d’addition)

VxV — v,
(x,y) — x4y,
(2) une loi de composition externe (appelée la multiplication par des scalaires)

RxV — V,
(a,2) +— ax,

soumises aux conditions suivantes(!) :
(i) la loi d’addition est commutative et associative :
VoyzeV,oty=y+z o+ (y+z2)=(+y) +z

(ii) il existe un élément neutre pour la loi d’addition (on vérifie facilement que
I’élément neutre 0 est unique) :

d0eVtelqueVx eV, x4+ 0=z,

(D Les premitres trois conditions signifient en fait que (V,+,0) est un groupe commutatif.
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(iii) tout élément de V' admet une inverse pour la loi d’addition (on vérifie facilement
que l'inverse d’un élément est unique) :

VzeV,3d —xeVtel quez+ (—z)=0,

(iv) pour tous a,b € R et tout x € V, (ab)x = a(bzx), (a + b)x = ax + bz,
(v) pour tout a € R et tous z,y € V, a(z + y) = ax + ay,
(vi) pour tout x € V, 1 = x.

Un sous-ensemble de V' contenant 0 est appelé un sous-espace vectoriel de V s’il est
stable par Paddition et la multiplication (par des scalaires). Il est un espace vectoriel
sur R

Si V1 et V5 sont deux espaces vectoriels sur R, on appelle application linéaire de V;
vers Va toute application f : V3 — V5 qui préserve les lois de composition. Autrement
dit, pour tout (x,y) € Vi x V4 et tout A € R, on a

flet+y) = f@)+ fly), [fQz)=[f(2).

Si f:V — W est une application linaire d’espaces vectoriels sur R, 'image de
Papplication f est un sous-espace vectoriel de W, noté comme Im(f). En outre,
lensemble Ker(f) := {z € V| f(z) = 0} est un sous-espace vectoriel de V', appelé le
noyau de f.

Exzemple 1.1. — (1) Soit n > 0 un entier. L’ensemble R™ est un espace vectoriel
sur R. Sa loi d’addition est (z1,...,2n) + (Y1, .-, Yn) = @1+ Y1, .., Tn +yn) €t
la mulplication scalaire est A(z1,...,2,) = (Az1,...,Azy,). L’élément neutre est

le vecteur dont les coefficients sont tous nuls.

(2) Plus généralement, soient M un ensemble et RM l'ensemble des applications de
M vers R. Si f et g sont deux fonctions sur M, on désigne par f + g la fonction
qui envoie z € M en f(x) + g(x). Si f est une fonction sur M et si A est un
nombre réel, on désigne par Af la fonction qui envoie z € M en Af(z). On
vérifie facilement que RM est un espace vectoriel sur R. Son élément neutre est
la fonction identiquement nulle. Sin > 0 est un entier, I’espace vectoriel R™ peut
étre considéré comme Ril-n},

(3) Soit M un ensemble. On désigne par R() Iensemble des fonctions sur M qui
s’annule en tout sauf un nombre fini de points dans M. On vérifie facilement que
R est un sous-espace vectoriel de R . Bien évidemment, ces deux espaces
vectoriels sont identiques lorsque M est un ensemble fini.

FEzxercice 1.2. — Soit M un ensemble non-vide. Montrer que, pour tout espace vec-
toriel V', toute application ¢ : M — V se prolonge de fagon unique en une application
linéaire de R vers R.
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1.2. Produit scalaire

Soit V' un espace vectoriel sur R. On appelle forme bilinéaire sur V toute applica-
tion (, ) de V x V vers R qui est R-linéaire en les deux coordonnées. Autrement dit,
I’application

(,): VxV — R,
(z,y) — (z,9)
vérifie la condition suivante : pour tous éléments x,y et z dans V et tout (A, ) € R2,
on a
Az +py, z) = Mz, 2) + wly, 2), (2, A2+ py) = Mz, 2) + p(z,y).

On dit qu'une forme bilinéaire {, ) est symétrique si, pour tout (z,y) € V2, 'égalité
(x,y) = (y,x) est vérifiée. On dit quune forme bilinéaire symétrique (, ) est un
produit scalaire sur V si elle est définie positive, autrement dit, pour tout x € V on a
(x,x) > 0, et la relation (x,x) = 0 est vérifiée si et seulement si z = 0.

Exzemple 1.3. — Soit n > 0 un entier. Considérons 'application (, ) : R” xR" — R
telle que, pour tous x = (z1,...,2,) et ¥y = (y1,...,yn) dans R™, on ait (x,y) =
r1y1 + -+ + Tpyn. Clest un produit scalaire sur R™. Graphiquement le produit
scalaire mesure ’angle entre les vecteurs (dessin au cours pour le cas ol n = 2).

Théoréme 1.4 (Cauchy-Schwarz). — Soit V un espace vectoriel sur R, muni
d’un produit scalaire (, ). Pour tout élément (z,y) € V2, on a

(z,y)* < (z, 2)(y, ).

Démonstration. — Considérons Papplication ¢ de R vers R qui envoie ¢ en {(x+ty, x+
ty). Comme un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique, on obtient

(t) = (z,x) +2(z, y)t + {y, y)t*.
Donc ¢ est une polynéme quadratique en t. En outre, comme (, ) est définie positive,
la fonction ¢ est positive, d’ott son discriminant est négaltif, c’est-a-dire que

4<x,y>2 — 4z, z)(y,y) < 0.
Le résultat est donc démontré. O

Définition 1.5. — On appelle espace euclidien tout espace vectoriel de type fini
muni d’'un produit scalaire.

1.3. Espaces métriques

Intuitivement, un espace métrique est un ensemble non-vide ot on a défini une
distance pour tout couple de points au-dedans.

Définition 1.6. — Soit M un ensemble non-vide. On appelle métrique sur M toute
application d : M x M — R, qui vérifie les conditions suivante :
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(1) pour tout (x,y) € M2, d(x,y) = 0 si et seulement si z =y,
(2) pour tout (x,y) € M2, on a d(x,y) = d(y, )
(3) (inégalité triangulaire) pour tout (z,y,2) € M3, on a d(x, z) < d(x,y) + d(y, 2).
La couple (M, d) est appelée un espace métrique.
Ezercice 1.7 (métrique discréte). — Soit M un ensemble non-vide. On définit
d: M x M — Ry comme la suite
1 siz ,
V(z,y) € M x M, d(x,y)—{ ] 7Y
0 siz=uy.

Montrer que (M, d) est un espace métrique.

On peut introduire une métrique sur un espace vectoriel sur R via un produit

scalaire.
Proposition 1.8. — Soit V un espace vectoriel sur R muni d’un produit scalaire
(,). Pour tout vecteur x € V on définit ||z|| := (x,x)'/2. Alors l’application

d:VXV%R-H d(l’,’y) = ||I_yH
est une métrique sur V.
Démonstration. — Par définition d(z,y) = 0 si et seulement si {(x — y,z —y) = 0,

qui est équivalente a la condition z — y = 0. En outre, comme le produit scalaire est
bilinéaire, on obtient

d(z,y)* =z —y,z —y)
Montrons dans la suite que I'application ||.|| vérifie 'inégalité triangulaire
Va,ye Vo o +yl <[l + [yl
En effet, on a
lz+yl? = (z +y,2 +y) = (z,2) + 2(z,y) + (y,9)
<l + Nyl + 20zl - iyl = Al + lyID?,

ou ’égalité provient du théoreme 1.4. Le passage a l'inégalité triangulaire pour d est
laissé comme un exercice. O

1.4. Base orthonormée d’un espace euclidien

Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (, ). On dit que deux vecteurs
x et y dans V sont orthogonauz si (z,y) = 0, noté comme x L y.

Proposition 1.9. — Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (, ). Si
x ety sont deux éléments orthogonauz dans V, alors |z + y||* = ||=]|® + ||y||2-
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Démonstration. — Comme le produit scalaire est bilinéaire, on a
lz+y?* = (@ +y,2 +y) = (&,2) + 2z, 9) + (y,9) = l|l=]* + [y]*.
O

Si W est un sous-espace vectoriel de V', on désigne par W+ Pensemble des éléments
de V qui sont orthogonal & tout vecteur de W (déssin de deux vecteurs orthogonauz
dans R?).

Soient V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (, ) et  un vecteur non-nul
dans V. On définit une application linéaire pr, : V. — Rz telle que

_ e
prz(y) T <IB,I> )

appelée la projection orthogonale le long de x.
Proposition 1.10. — Soient V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire {, ),
et x un vecteur non-nul dans V.

(1) Pour tout élément y dans V, le vecteur y — pr,(y) est orthogonal a x.
(2) Le vecteur pr,(y) est le seul élément de Rz qui minimise la fonction

(z €Rzx) — |z =y
Démonstration. — (1) On a

ra0).2) = {20 0.2) = (1.2).

(2) Comme y — pr,(y) est orthogonal & x et pr,(y) — z est proportionnel & z, on a
(d’apres [?])
12 = yl1* = lly = pro W)I* + Ipro (v) — 21> = lly — pro (v)II.
L’égalité est vérifiée si et seulement si ||pr,(y) — z|| =0, i.e. z = pr,(y). O

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie, muni d’un produit scalaire (, ). Soit
(e;)"_; une base de V. On dit que (e;)?_; est une base orthonormée de V si on a

1, i=y,
(ei,€5) = o

0, i#j
pour tous i,j € {1,...,n}.
Théoréme 1.11. — Soient V un espace vectoriel de dimension finie, muni d’un
produit scalaire (, ) et (x;)"_, une base V. Il existe une matrice triangulaire supérieure
A telle que

€1 X
=A

€n Tn
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forme une base orthonormée de V.
Démonstration. — Dans le cas ou n = 1, il suffit de prendre

er = z1/||z1]|.

Pour le cas général, on prend toujours e, = z,/||z,||. Pour tout ¢ € {1,...,n — 1},
soit y; = w; — pr,, (x;). La proposition précédente montre que y; L e,. Montrons
que les vecteurs y1,...,Yn—1,€, sont linéairement indépendants. Soient (A;)™; des

nombres réels tels que A\y1 + -+ An—1Yn—1 + Anen, = 0. On a alors
n—1 <(E x >
b\ oo A1 T A — AT Ty n=0.
121 + + 1Tp-1+ ( Z <9En,$n>)x
=1

Comme (z;)!; sont indépendants, on obtient A\; = --- = \,_; = 0. En outre, comme
e, est indépendant aux (yi)?z_ll, on a

)\n = <)\1y1 + -+ /\nflynfl + /\nen7 €n> = <07 en> =0.

Par ’hypothese de récurrence, il existe une matrice triangulaire supérieure A telle que

(€1, en1)! = E(yl, .+, Yn—1) soit une famille orthonormée, d’ott
€1 -~ T
(A« :
’ 0 ||mn||71 ’
en T,
est une base orthonormée de V, ol o = —((xl, en)y ey (Tp_1, en))T. O
Remarque 1.12. — Le théoreme montre que tout espace euclidien est isomorphe

a certain R™ muni de son produit scalaire usuel. En outre, la démonstration du
théoréme donne un algorithme (dit de Gram-Schmidt) pour construire explicitement
une base orthonormée a partir d’'une base quelconque.



